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Akoaksijalni stupovi jesu stupovi kojima se teZiSna os ne
poklapa s osi krutosti (z~g). Njihova su ravninska izvijanja
u smjeru osi x iy te torzijsko izvijanje spregnuti, pa nastaje
fleksijsko-torzijsko izvijanje. R. Rosman je, medutim, poka-
zao da se fleksijsko-torzijsko izvijanje moZe interpretirati kao
torzijsko izvijanje oko osi rotacije D (si. 32).

Radi pojednostavnjenja, kriti€na se vrijednost ukupnog
optereéenja piSe u obliku

GK = cGklx, (149)

gdje se bezdimenzijskim koeficijentom ¢ uvodi u racun
spregnutost ravninskih izvijanja u smjeru osi x iy te torzijskog
izvijanja oko osi z, pa se ¢ naziva koeficijentom spregnutosti.

Na osnovi jednadzbi (147), (148) i (149) bit ée

Ip (150)
C rbix’

gdje je ID deplanacijski moment inercije, a rD polumjer
inercije popre¢nog presjeka s obzirom na jo§ nepoznatu os
rotacije D. Ako se IDi rDizraze kao funkcije koordinata xG
i yGteZiSne osi te koordinata xDi yD osi rotacije, pa se oni
uvrste u jednadZzbu (150), tada ¢ postaje funkcija koordinata
osi rotacije xDi yD. 1z uvjeta

* |- n = 151

dxl5 0, dyD 0 (15D)
dobivaju se koordinate osi rotacije

D= = - yc

BT myct YPT e (152)
Uvrste li se u izraz za dobiva se kubna jednadZba

koeficijenta spregnutosti

I'(ty tz+ tytz) C~ tytz—0. (153)
Svi su koeficijenti bezdimenzijski, a ovise o krutostima
presjeka i o koordinatama teziSne osi. Kubna jednadzba ima
tri korijena, a mjerodavan je najmanji, cl; on je manji od
najmanje od triju vrijednosti 1, tyi tz.

Nakon Sto se odredi cu primjenom jednadZbi (148) i (149)
izracuna se kriticno ukupno optereéenje stupa:

Gk=c ," . (154)

PoloZaj se osi rotacije stupa odreduje jednadZbama (152).

Primjer. Stup na si. 32 sastoji se od Cetiri medusobno kruto spojena zida.
Svaki od zidova ima Sirinu b i povrSinu popre¢nog presjeka A. Momenti su
inercije Ix=0,4167Ab2 ly= 1,661Ab2i 1z= 0,2233Ab*, a kvadrat polumjera
inercije r2= 1,0932>2. Geometrijski su parametri ty= 4 i tz= 0,4901, a koeficijent
spregnutosti ¢ =0,392. Kriticno je ukupno optereéenje Ghkr= 0,392kKIH2
Vrijednost koeficijenta k ovisi o rasporedenosti opterecenja uzduZ visine stupa.
Ako je npr. G rasporeden jednoliko, dobiva se da je k = 7,837.

ZGLOBNI NIZzovi S]'APOVA S KONSTANTNOM
UZDUZNOM SILOM

Dvopoljna zglobna greda s elasticnim unutradnjim lezajem
opterecena je aksijalnom silom P i bo¢nom silom Q (si. 33a).
Stupanj je slobode bo€ni pomak v srednjeg lezaja (si. 33b),
a pripadni je uzduzni pomak kraja grede

V2

u=yz (155)

Deformacijska je energija sustava, jer se Stapovi smatraju
aksijalno nedeformabilnima, jednaka deformacijskoj energiji

pera Cv22, rad je aksijalne sile Pu, a rad boCne sile Qv.
Onda je potencijal sustava

(156)

Uvjet (2) daje jednadZbu ravnoteze:
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Njeno se mehani¢ko znacenje vidi na si. 33c: zbroj sila koje
djeluju na srednji zglob grede jednak je nuli.
RjeSenje je jednadZbe ravnoteZe:

V:-1 12P 8-:av1
e

gdje je vi bocni pomak u polovistu grede bez utjecaja
aksijalne sile, a a koeficijent poveéanja pomaka vi zbog
utjecaja aksijalne sile.

=Cv-2!/)v-(2=o. (157)

(158)

Cv

LT

SI. 33. Dvopoljna zglobna greda s elastitnim unutrasnjim leZajem
opterecena aksijalnom i boénom silom (a), deformacija pri izvijanju
(b) i srednji zglob sa silama koje na njega djeluju (c)

Kriticna vrijednost PK sile P slijedi iz kriterija a= <

Cl

Pr=~A", (159)

lzraz za koeficijent povecanja a moZe se napisati i u
uobicajenom obliku

p &Y -.
1-

P kr

Kriticno optere¢enje Pkr moze se odrediti i iz uvjeta d2U/
/(dvd =0 (5):
+m = c-2" wmo. (161)
Tropoljna zglobna greda s elasticnim unutradnjim lezajima
optere¢ena je aksijalnom silom P (si. 34a). Treba odrediti
kriti€nu vrijednost te sile.

Sl. 34. Tropoljna zglobna greda s elasticnim unutraSnjim lezajima opterecena

aksijalnom silom (a), deformacija pri izvijanju (b), zglobovi (1) i (2) sa silama

koje na njih djeluju (c), deformacija pri simetricnom (d) i antimetricnom
izvijanju (e)

Metoda ravnoteZe. Za stupnjeve slobode sustava odabiru
se bo€ni pomaci M i v2 unutradnjih leZaja (si. 34b). JednadZbe
se ravnoteZe postavljaju kao uvjeti da su zbroj svih boc¢nih
sila koje djeluju na zglob (1) i zbroj svih bo¢nih sila koje
djeluju na ¢vor (2) jednaki nuli (si. 34c):
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Mo V2 .
—P —Cvi=0, (162)

- -VP+yP-Cv2=0.
Sustav (162) dviju homogenih linearnih algebarskih jednadzbi

s nepoznanicama i v2ima dva rjeSenja razli€ita od nule ako
je determinanta koeficijenata tog sustava jednaka nuli, tj. ako

je

c—2~kl A\
¢ PV'/' e =0 (163)
/ /
i odatle
(*-HW =
Rjedenja su
r, 1—"kr c Pr2~ CI. (165)

Energetska metoda. Deformacijska je energija sustava

C(vi = v2)/2, a rad vanjskih sila Pu, gdje je

u—(\vf Mv2+ vd// (166)

uzduzni pomak hvatiSta sile P. Prema jednadzbi (8) bit ce
potencijal sustava:

u= &2+ vi)- y(v? - M\2+ vi) =

=K C_2T)w+7 We+I(c*2f)vl (8D
Druge parcijalne derivacije potencijala U po pomacima Vi
i v2 daju matricu krutosti:
P1
2y!
11
[5] - =]

L X2

Prema kriteriju bifurkacije ravnoteZe, determinanta te matrice
mora biti jednaka nuli. Dobiva se, dakle, jednadzba (163).
Jednadzbe oblika progibne linije pri izvijanju
[PV = {0), [S(PkK{vZ= {0}, (169)
pokazuju da je za Pk 1= C//3 progibna linija antimetri¢na
(v2=-Vi), a za Pk;2~ Cl progibna je linija simetricna
(v2= V).
Primjena poucka o konzervaciji energije. Ako se u

jednadzbu (35) uvrsti za U izraz prema jednadzbi (167) pa se
tako dobivena jednadZzba rijeSi po sili P, dobiva se

(168)

\2
W+ w2 a Cl
P= ) . f- (170)
Vi—Wv2+ v2 2.
M
Bilo koji od oba uvjeta
SP 3P
- gl 171
vi =0 32 0 (71
daje
VoMVi=+1. 172)

Za v2Mi= - 1 iz (170) dobiva se Pkra = Pk=CI/3, a za
v2vi = + 1 veéa kriti¢na sila Pk2= Cl.

Primjena simetrije grede i opterecenja. Da progibna linija
pri izvijanju mora zbog simetrije sustava i opterecenja biti
simetri€na ili antimetricna, poznato je, dakako, unaprijed.
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Prema tome, zadatak se moze pojednostavniti tako da se
umjesto sustava s dva stupnja slobode (si. 34b) rijeSe dva
sustava (si. 34d i e) sa po jednim stupnjem slobode. Primijeni
li se metoda ravnoteze, energetska metoda ili poucak o
konzervaciji energije, uvijek ¢e biti lakSe rijeSiti dva jedno-
stavna nego jedan teZi zadatak.

Dvokatni stup s elasti¢nim zglobovima krutosti C odnosno
CO, bo¢no pridrzan na oba kraja, opterec¢en je aKsijalnom
silom P (si. 35a). Stupanj je slobode kutni pomak v gornjeg
kata (si. 35b). Kutni pomak u srednjem zglobu i vertikalni
pomak vrha stupa iznose

(173)

VEy=(1+£)v, “=f(l +£)v

Potencijal je sustava jednak deformacijskoj energiji obaju
pera umanjenoj za rad sile P:

|
HAMfr-K)' o
Prema uvjetu ravnoteze (2) dobiva se
(1+f) X+ (7 )2
A= (175)
“(1+£)
\P
— & A
/ /;/}///7///,

a

SI. 35. Dvokatni stup s dva elasti¢na

zgloba, bo¢no pridrzan na oba kraja i

opterecen aksijalnom silom (a) i deforma-

cija pri izvijanju (b)

Trokatni stup s elasti¢nim unutradnjim zglobovima krutosti
C optereéen je aksijalnom tlatnom silom P (si. 36a).
Deformaciju pri izvijanju stupa opisuju stupnjevi slobode vi
i v2 (si. 36b). Zakreti su unutradnjih zglobova (2v! —v2 i

(2v2—v~, a vertikalni je pomak glave stupa

J[1- cosv2+ 1- cos(vi—v2) + 1—cosvxh =

= (V\ - ViV2+ Vi)l (176)

SI. 36. Trokatni stup s elasticnim zglobovima, bo¢no pridrzan na oba kraja i
optereéen aksijalnom silom (a), deformacija pri izvijanju (b), deformacija pri
simetricnom (c) i antimetricnom izvijanju (d)
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pa je potencijal sustava

e oo o

Druge parcijalne derivacije potencijala U po stupnjevima
slobode \j i v2 ¢ine matricu [S] krutosti drugog reda sustava.
Prema kriteriju bifurkacije ravnoteze determinanta je te
matrice jednaka nuli:

U=

5C-2P kihd
~4C+PKh

Dobiva se algebarska jednadzba drugog stupnja kritiCne sile
P*:

- 0. (178)

h2PRT-4h C PKT- 3C2= 0, (179)
a njeni su korijeni:
Pkr,i —Pkr — 0> Pi2=3 - (180)

Zbog simetrije sustava i optere¢enja unaprijed je poznato
da progibna linija mora biti simetri¢na (si. 36¢) ili antimetri¢na
(si. 36d). Umjesto da se rjeSava .zadatak s dva stupnja
slobode, mogu se jednostavnije rijesiti dva zadatka sa po
jednim stupnjem slobode. Nizoj, tj. mjerodavnoj kriticnoj sili
odgovara simetri¢na, a viSoj antimetricna deformacija.

Dvokatna elasticno upeta konzola s elasticnim zglobom
opterecena je aksijalnom silom P (si. 37a). Stupnjevi su
slobode kutni pomaci obaju Stapova vi i v2 (si. 37D).

Matrica je krutosti drugog reda

[5] = c | 2 (181)

SI. 37. Dvokatna elastitno upeta konzola s elastitnim zglobom opterecena
aksijalnom silom (@), deformacija pri izvijanju (b), prvi (c) i drugi oblik progiba
(d)

Korijeni jednadzbe |[5]] =0 bifurkacije ravnoteze jesu:

(182)

Pkr,l “ ~kr —0,382 Q,Gz-ll-.

h ]
Prvoj kriticnoj sili odgovara veM = 0,618 (si. 37c¢), a drugoj
vaw = -1,62 (si. 37d).

Zglobne grede sa m polja. Promatraju se tri tipa aksijalno
pritisnutih ra-poljnih zglobnih greda s elasti¢nim unutrasnjim
lezajima krutosti C. Prvi tip (si. 38a) ima vanjske lezaje bocno
nedeformabilne, drugi tip (si. 38b) ima jedan od vanjskih
lezaja elastiCan kao S§to su i unutradnji lezaji, a drugi
nedeformabilan, dok treci tip (si. 38c) ima oba vanjska lezaja
elasti¢na kao Sto su i unutradnji leZaji.

Nacin izvijanja ovisi o krutosti C lezaja. Ako su lezaji
relativno kruti ili, preciznije, ako je C veée od neke granicne
vrijednosti C°, lezaji se pri izvijanju ne pomicu, a grede se
izvijaju kao Eulerov Stap I, tako da je

Pr=JF p * (183)

Ako je C<C?, lezaji se pri izvijanju pomicu, a grede se
ne deformiraju. Oznaci li se sa v; bo¢ni pomak lezaja j, sustav
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¢e se jednadzbi bifurkacije ravnoteze sastojati, prema I. G.
Bubnovu i N. Snitku, od tro€lanih jednadzbi:
C-Wv2 (AW)i-i-~2-~-Jvi+\Vj+ti= /=1 m—1). (184)

Rubne jednadZbe glase

V0= 0, vm= 0 (185)

ako su vanjski leZaji nedeformabilni (si. 38a), a
5 V0= 0, V= wv+1 (186)
ako je lijevi vanjski lezaj nedeformabilan, a desni elasti¢an

(si. 38b).
S oznakom
coSa= 1— cl (187)
2 Pkr

opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe (184) glasi

Vj=A sin (coj) + Bcos (0j), (188)

gdje su A i B nepoznate konstante.

© O (m P
c am
ml
© 0 (m P
<4 te T cic
y2 37 TP 38

fiHB icici

SI. 38. m-poljne zglobne grede s elasticnim unutraSnjim

lezajima izloZzene tlacnoj sili; vanjski su leZaji bocno

nepomicni (a), jedan je vanjski lezaj boéno nepomican, a
drugi elastican (b), vanjski su lezaji elasticni (c)

Uvrstenjem opceg rjeSenja (188) za v u sustav rubnih
uvjeta dobiva se za gredu na si. 38a odnosno na si. 38b:

05
-ClI,

1+ cosJ
m

Pkr =
(189)

05
Pk = -Cl

2jt
1+ cos
2m+1

Brojcane vrijednosti tih kriti¢nih sila za grede sa 2 i vie polja
sadrzi tabl. 5.

Tablica 5
VRIJEDNOSTI KRITICNIH SILA GREDA SA m POLJA
m= 2 3 4 5 6 ® Multiplikator
Sl. 38a 0,5000 0,3333 0,2929 0,2764 0,2680 0,2500

S.38b 03820 03080 02831 0,2715 02652 02500 }  C/

IzjednacCe li se izrazi za obje kriticne sile prema jednadz-
bama (183) i (189) dobivaju se grani€ne krutosti unutrasnjih

leZaja:
c =2 14 acdt =m0 bk
\ m) | m—1 /
(190)
2jt \ 2K
= + _ i
C 2\1 C082/71+1/Jt27§'
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koje za grede na si. 38a i si. 38b odvajaju oba oblika
bifurkacije ravnoteZze. Numericke vrijednosti grani¢nih kruto-
sti C° greda na si. 38a, 38b i 38c sadrZi tabl. 6.

Tablica 6
VRIJEDNOSTI GRANICNE KRUTOSTI C° ZA GREDE SA m POLJA

11 Multiplikator
Sl. 38a 2 3,33 350 3,60 375 3,90 1 2K
SI. 38b 2,5 325 340 350 367 3,73
SI. 38¢ 2,67 3,20 333 343 3,60 3,67 y ~

ZGLOBNI NIZOVI STAPOVA S PROMJENLJIVOM
UZDUZNOM SILOM RESETKE

Zglobna greda sa m polja, elasticnim unutrasnjim i
nedeformabilnim vanjskim lezajima. Upotrijebljene oznake
znace: j redni broj leZaja i redni broj polja, Cyi wkrutost i
bocni pomak elasti€nog leZaja ;, A duljinu polja j, a K}i Nj
fleksijsku krutost i uzduznu silu grede u polju j.

Zglobna greda sa m polja, elasticnim unutraSnjim i
nedeformabilnim vanjskim leZajima te s promjenljivom uzduz-
nom silom (si. 39a) mozZe se izviti na dva nacina.

(0) Nx ith 2 01N 0)
“ | |
h G . c.

Nj#L 0+1) (m-1) Nm (™)

11-1

4 u-

SI. 39. m-poljna zglobna greda s elasticnim unutradnjim, a nedeformabilnim
vanjskim lezajima (a), greda poljaj (b) i ¢vor; sa silama koje na njega djeluju (c)

Ako su krutosti C; deformabilnih lezaja relativno velike,
grede se izvijaju bez deformacije leZaja, kao Eulerov Stap II,

pa je
Nj,kr=«2" L.

1i

Ako su krutosti C, relativno male, izvijanje se ostvaruje
deformacijom lezaja, a grede se ne savijaju. Broj stupnjeva
slobode jednak je broju deformabilnih leZaja.

Na osnovi ravnoteze, poprecne sile greda poljaj (si. 39b)
i 7+ 1 funkcije su pomaka susjednih leZaja i uzduzne sile
promatranog polja:

T+

ey e 7

a reakcija lezaja jednaka je umnoSku njegove Kkrutosti i
pomaka:

(191)

lia- AN+, (192)

R,= CjV, (193)
Izraze li se u jednadZbi ravnoteZe €voraj (si. 39c),
Rj—Tj—Tj+(194)
reakcija i poprecne sile kao funkcije pomaka, jednadzbe (192)
i (193), dobiva se jednadzba pomaka triju susjednih lezaja:

<195)

Ako greda ima jednake raspone, jednake krutosti lezaja i
konstantnu uzduznu silu (ly—1, Cj-+C, Nj-*N; za
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/= 1,2,...,m), postat Ce jednadZba (195) jednostavnija i
poprimit ¢e oblik (184). lzraze li se jo§ uzduzne sile nekom
referentnom, najbolje najve¢om silom N:

Nj=VjN, (196)
onda se elementi simetri¢ne matrice [S] krutosti drugog reda
sustava mogu napisati u obliku

s«-¢c'-(f++ - H

=12, ...m—1), (197)

L

1j+i

te se kriterij |[S]/=0 bifurkacije ravnoteZe lako moZe
formulirati.

Zglobna greda sa m polja, elasticnim leZajima i jednim
nedeformabilnim vanjskim lezajem. Analogno prethodnom
primjeru analizira se m-poljna zglobna greda s elasticnim
lezajima i jednim nedeformabilnim vanjskim leZzajem te s

promjenljivom uzduznom silom (si. 40a).

c

SI. 40. m-poljna zglobna greda s elasticnim leZajima i jednim nedeformabilnim
vanjskim leZzajem (a), greda polja m (b) i ¢vor m sa silama koje na njega
djeluju (c)

Iz uvjeta ravnoteze momenata koji djeluju na gredu u
polju m (si. 40b) dobiva se poprecna sila
(198)

Tm 7in\;mN ime
Izraze li se u jednadzbi ravnoteze €vora m (si. 40c), Rm=Tm
reakcija Rm i popreCna sila Tm kao funkcije pomaka,
jednadzbe (193) i (198), ona postaje rubnom jednadzbom

_ 1+ (cm- 2y)wn-rh+ Cm—7U vm= 0, (199)

a elementi su simetricne matrice krutosti drugog reda sustava:

(200)

M),
[ _ V/+ 1 AT
ANTT-HI— )

1j-1-1

ReSetke. Promatraju se ravninska i toranjska reSetka.

Ravninska reSetka. Za izvijanje pojasnih Stapova u ravnini
reSetke usvaja se 1, a s istom vrijedno$¢u za /3 analizira
se i izvijanje okomito na ravninu reSetke ako su ¢vorovi u
tom smjeru pridrzani. Sa j3=1 racunaju se i Stapovi ispune
u ravnini i okomito na ravninu reSetke.

Toranjska reSetka (si. 41). C. Petersen preporucuje da se
koeficijent 3 duljine izvijanja pojasnih Stapova odredi u
ovisnosti o tipu (profilu) poprecnog presjeka pojasa (tabl. 7).
Vrijednosti su dane za Suplje profile (tip 1), L-profile (tip 2)
1 profile u obliku slova X od dva kutnika (tip 3). Za tipove
2 i 3 treba vitkost Stapa proraCunati na osnovi najmanjeg
polumjera inercije njegova poprecnog presjeka.
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Sl. 41. Toranjske resetke (5 duljina mjerodavnog pojasnog stapa)

Tablica 7

VRIJEDNOSTI KOEFICIJENTA (31 NJIHOVA OVIS-
NOST O KONSTRUKCIJI I PROFILU STAPOVA

Slika  Tip p Slika  Tip
1 065 0,75
41a 2 070 4e 0,80
3 085 0,90
1 060 0,70
41 b 2 065 af 0,75
3 080 0,85
Mc 0,95 41g 1,00
41d 0,85 41 h 0,90

VISEPOLJINI STAPOVI S KONSTANTNOM UZDUZNOM
SILOM

Visekatni nedeformabilni stup s elasti¢nim leZajima optere-
¢en je tlatnom aksijalnom silom P (si. 42a). Treba metodom
ravnoteZe utvrditi kriticnu vrijednost sile koja ¢e prouzroko-
vati bifurkaciju ravnoteze.

Deformacija sustava pri izvijanju (si. 42b) jest zakret
stupa oko njegove pete. Stupanj je slobode bo¢ni pomak v
¢vora 1. Uvjet ravnoteze

IMo=0 (201)
daje
Pk Imy :£ (202)
i-1
pa je
(203)

Pk= E(Zm + 1)(m + 1) Ch.

TE XII, 14
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Dvopoljni Stap s elasticnim srednjim leZzajem. Dvopoljni
Stap fleksijske krutosti K, s elasticnim srednjim leZzajem
krutosti C, opterecen je aksijalnom silom P (si. 43a).

Ako je

C§ C° = 16it24y, (204)

oba se polja Stapa ponaSaju kao Eulerov Stap Il, pa je

=4 BA 205
PKT: 4bfL2, (205)
Ako je Cg€°, kriti€na je vrijednost sile P manja i iznosi,
prema R. L’Hermiteu i W. Fliiggeu, pribliZzno
K
- 206
L5 (200)

Ovisnost koeficijenta k 0 omjeru CIC® prikazana je na si. 43b.

Pkr,K

SI. 43. Dvopoljni Stap s elasticnim srednjim lezajem na koji djeluje tlatna
aksijalna sila (a), dijagram Kkoeficijenta k(C!C°) kriticne sile (b) i dva
podsustava za utvrdivanje kriti¢ne sile prema Southvvellu (c)

U

Sl. 44. Stup ojacan uZetima

9“H 1

Radi usporedbe moze se kriticna sila sustava odrediti
primjenom Southwellova poucka kao zbroj kriti¢nih sila dvaju
podsustava (si. 43c):

P . P + P
kr * kr,K 1 kr,C ~ 2 4

(207)

Navedeni izrazi mogu se primijeniti npr. na stup ojacan
uZetima (si. 44); krutost elastiCnog leZaja Sto je stupu daje
uzad iznosi:

2EA .
= —H—sm2# cos (208)

pa je kriticna sila
(209)

Greda s viSe polja i s elasticnim unutradnjim leZajima.
m-poljna greda fleksijske krutosti K, s elasti¢nim unutrasnjim
lezajima krutosti C, optere¢ena je aksijalnom silom P (si.
45a).

Ako krutost C nije manja od grani€ne krutosti C°, kriticna
je sila ista kao za m-poljnu zglobnu gredu (183):

7K

rPkl—(m n) (210)



