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ANALITICKA GEOMETRIJA, grana geometrije u kojoj se
geometrijski objekti istrazuju metodama matematicke analize.
Obicno se pod analititkom geometrijom razumijeva uze podrucje
te nauke, tj. onaj njezin dio u kojemu se geometrijski objekti
istrazuju samo uz pomo¢ elementarne algebre.

1. Uvod. Geometrija i analiza dva su osnovna podrucja ma-
tematike. Geometrija promatra likove i figure i proucava njihova
svojstva i medusobne odnose, a osnov analize Cine brojevi i njihovi
odnosi. No iako su obiekti ovih dvaju osnovnih matematickih
podrucja posve raznorodni a metode istraZzivanja u njima bitno
razliite, medu njima ipak postoji uska veza, koja se oCituje u
tome Sto unutarnja logiCka struktura odnosa medu objektima
jednog od tih podru¢ja odgovara velikim dijelom unutarnjoj
strukturi odnosa medu objektima drugog od tih podrucja. Zbog
ove formalne slicnosti tih dviju teorija, geometrija se mozZe istra-
Zivati analitiCkim metodama, i to tako da se geometrijski objekti
zamijene korespondentnim aritmetiCkim, odnosno algebarskim
objektima.

Analiticka je geometrija otkrivena kada je nastala_nova metoda spajanjem
ideje koordinatnog sistema, poznate ve¢ u Starom vijeku, s idejom primjene
algebre na geometriju. Tu je metodu prvi razvio francuski filozof i matema-
tiCar René Descartes (lat. Cartesius, Kartezij, 1596—1650) u svom djelu La
%éométrie, koje je izaSlo 1637 kao primjena opcih filozofskih ideja $to ih je

escartes razvio u filozofskoj raspravi “Discours de la méthode. Gotovo isto-
dobno, a nezavisno od Descartesa, analiticku je geometriju otkrio i francuski
pravnik i matematiCar Pierre Fermat (1601 —1665). Ova njegova otkrica
objavljena su tek poslije njegove smrtiu djelu Ad locos pianos ei solidos isagoge.
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2. Orijentacija i mjerenje duzina. Jedna od bitnih razlika
izmedu elementarne planimetrije, odnosno stereometrije, i ana-
liticke geometrije sadrzana je u tom Sto se u elementarnoj geo-
metriji geometrijske veliine uzimaju u apsolutnom smislu, tj.
bez obzira na mogucu orijentaciju geometrijskog objekta, dok se
u analitickoj geometriji, uzima u obzir i orijentacija. Pokazalo se
da za one geometrijske tvorevine koje se uopfe mogu orijentirati
postoje dvije razliCite orijentacije. Prema konvenciji uobicajenoj
u analitickoj geometriji, kvalitativna razlika ovih dviju mogucih
orijentacija dolazi do izraZzaja u predznaku sadrzaja (duljine,
povrSine, obujma itd.) promatrane orijentirane geometrijske tvore-
vine. Zato mjerni brojevi geometrijskih veli¢ina u analitickoj
geometriji mogu biti i pozitivni i negativni.

Neki dani pravac bit ¢e orijentiran ako je na njemu od dva
moguca smjera jedan odabran kao pozitivan. Takav pravac zvat
¢e se tada joS i zraka.

Ako su A i B bilo koje dvije taCke pravca, one na njemu odre-
duju duzinu koja se oznacCuje sa AB. Ako je pravac orijentiran,
smatrat ¢e se da je duZina AB pozitivno orijentirana ako se smjer
od A prema B podudara s pozitivnim smjerom pravca. U pro-
tivnom ¢e se slu€aju duzina AB smatrati negativno orijentiranom.
Ako su AB i CD bilo koje dvije duzine, uvijek je moguée duzinu
AB izmjeriti duzinom CD. Broj koji je rezultat tog mjerenja

. AB . Lo A .
oznacit ¢e se sa D i zvati mjerni broj duZine AB s obzirom

na jedini¢nu duzinu CD, ili krace, duljina duzine AB. Ako duZine
AB i CD leze na istom orijentiranom pravcu, onda ¢e se mjernom

. AB . - . .
broju dati pozitivan ih negativan predznak, vec prema tome
CD

da li su duzine jednako ili protivno orijentirane.

Na nekom se pravcu p odaberu dvije tatke O i J. Tatka O
nazvat ¢e se pocetnom, a tacka J jedinicnom. Pravac p ¢e se ori-
jentirati tako da duzina Oj bude na njemu pozitivna. Time je
pravac p postao os. Sve duZine na tom pravcu mjerit ée se je-
dinicnom duZinom OJ. Ako je AB bilo koja duZina na nekoj osi,
u daljnjem ¢e se razmatranju mjerni broj duzine AB krae ozna-
- ., AB
Civati samo sa AB, tj. r= = AB.

DuZine AB i BA rainJkovat ¢e se samo po orijentaciji, pa
je dakle uvijek

AB = —BA ili AB + BA = 0.
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No vrijedi i opcenitije: Ako su A, B, C bilo koje tri tacke
neke osi, uvijek vrijedi Chaslesova relacija:

AB + BC + CA = 0. .1)

Potpunom indukcijom moZe se tada dokazati i ova tvrdnja:
Ako su TBT® ..., Tn bilo koje tacke neke osi i leZze na njoj
u bilo kojem poretku, tada uvijek vrijedi

txth+ rAx8+r&4+ ... + TnxTn+Tntx= Q
Za bilo koje Cetiri tacke A, B, C i D neke osi uvijek vrijedi:
a) Eulerova relacija
AB «CD + AC .DB + AD .BC = 0; (2.2)
b) AB «BC «CA —BC «CD DB + CD *DA *AC —
—DA . AB mBD = 0;
c) AB «CD2+ BC «AD2+ CA «BD2+ AB -BC+CA =0

3. DjeliSni omjer i dvoomjer taCaka na pravcu. Neka

su na nekoj osi p odabrane bilo koje dvije tacke A i B kao osnovne.
Ako je T bilo koja tre¢a tacka osi p, onda se kaze da ta tacka dijeli

AT
duZinu AB u djeliinom omjeru \jt ili krace, u omjeru |x,ako je --—-= [x
BT

Taj djelidni omjer simbolicki se pise i ovako: [i= (ABT).
Ako je (x< 0, tatka T dijeli duZinu AB iznutra, a u slucaju x> 0,
tatka T dijeli duZzinu AB izvana.

Neka su na nekoj osi p po volji odabrane Cetiri tatke A, B,
CP3i neka je dan jedan odreden njihov redoslijed, tj. jedna njihova
permutacija. ReCi ¢e se da te tacke u danom poretku €ine Cetvorku
taCaka, i pisat ¢e se uvijek prema danom redoslijedu. Na taj se
nacin Cetiri po volji odabrane tacke osi p mogu poredati u 4! = 24
razlicitih Cetvorki. Neka je dakle dana Cetvorka ABCD. Tacke
C i D dijelit ¢e duzinu AB u djelinim omjerima
i= (ABC) = AC \i2= (ABD) = AD
BC BD

Kvocijent X= ~ :\2 ovih dvaju omjera zove se dvoomjer
ove (uredene!) Cetvorke tataka ABCD i biljezi se simbolicki
sa (ABCD). Dakle je
(ABC) _AC AD
(ABD) ~ W ’$5*
KaZe se da je pri tpom A3B prvi par, a C3D drugi par tacaka Ce-
tvorke. A i D su izvanje, a B i C unutarnje tacke te Cetvorke.
Vrijednosti pripadnih dvoomjera za 24 razliCite Cetvorke danih
Cetiriju taCaka nece biti sve razlicite. Te Cetvorke mogu biti svrstane
u 6 skupina, od kojih svaka skupina sadrZzi po 4 Cetvorke koje
imaju istu vrijednost dvoomjera. Vrijedi, naime, ova tvrdnja:
Vrijednost se dvoomjera ne mijenja ako oba para tataka zami-
jene svoja mjesta ili ako istodobno unutar oba para tacaka tacke
zamijene svoja mjesta. Prema tome je uvijek:

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

U kojem se sluCaju vrijednost dvoomjera mijenja promjenom
redoslijeda tacaka i na koji nacin, razabira se iz ovih dviiu tvrdnji:

Zamijene li svoja mjesta samo tacke prvog para ili samo tacke
drugog para neke cetvorke, produkt starog i novog dvoomjera
jednak je jedinici, tj. uvijek je
(ABCD).(BACD) = 1, (ABCD) .(ABDC) =1 (3.2

Zamijene li svoja mjesta samo unutarnje tacke ili samo iz-
vanje taCke Cetvorke, zbroj starog i novog dvoomjera jednak je
jedinici, tj. uvijek je
(ABCD) + (ACBD) = 1, (ABCD) + (DBCA) = 1 (3.3)
Dokaz prve od ovih tvrdnji slijedi na osnovu definicije (3.1),
dok se druga dokazuje primjenom Eulerove relacije (2.2).

1z (3.2) i (3.3) slijedi da ¢e vrijednosti dvoomjeraza spome-
nute skupine Cetvorki danih Cetiriju tacaka biti ove:

X= (ABCD) (3.1)

(ABCD) = >; (ABDC) = ~;(ACBD) =1-X;

(ACDB) = (ADBC) = — 3§ (ADCB) = -"j.
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Ako je dvoomjer X neke dane cetvorke jednak —1, ona
se zove harmonicka Cetvorka.

Za bilo kojih pet tacaka A, B, C, D, E nekog pravca vrijedi
Moebiusova relacija:

cABCD) +(ABDE) .(ABEC) = 1 (3.4)

4. Koordinatni sistemi na pravcu. PoloZaj tacke na nekomgdje su a,

pravcu moze se odrediti na viSe razli€itih nacina, ve¢ prema tome
kakvim se koordinatnim sistemima sluZzimo. Odaberu li se na
pravcu po volji dvije taCke, i to pocetna tacka O ijediniCna tacka
J, dobit ¢e se na tom pravcu Kartezijev koordinatni sistem u
kojem je svakoj tacki T tog pravca pridruzen realni broj

ot @.1)
0J
kao njegova Kartezijeva koordinata ili apscisa. Ovo pridruzi-

vanje apscise x taCki T pravca obostrano je jednoznacno. Da
tacki T pripada apscisa x, oznacit ¢e se simboliCki sa T(x).

Ako su r Ax2 bilo koje dvije tacke pravca p (si. la),
vrijedi prema (2.1) relacija:

6fx+ NT%+ 1\0 = 0,ili 7YT2= OT2- OTx (4.2)

Udaljenost d tacaka Tx i T2 je mjerni broj duZine TXT2 Ako
se jednadzba (4.2) podijeli jedinicnom duZinom O], dobiva se
prema (4.1) za tu udaljenost relacija
d=x2—xv

I u afinom koordinatnom sistemu na pravcu odabiraju se na
njemu kao fiksni elementi bilo koje dvije tacke, tj. fundamentalne
tacke A i B. PoloZaj neke tacke T na tom pravcu odreden je tada
djeliSnim omjerom

(4.3)
BT

kao afinom koordinatom tacke T. | ovdje je relacijom (4.3) svakoj
taCki T pravca jednoznatno pridruZzen konacni realni broj fx
kao afina koordinata, s izuzetkom tacke B kojoj pripadaju vri-
jednosti [x =+ o0, i obratno,
svakom realnom broju fx pri-
druzena je neka odredena tac-
ka T pravca p, s izuzetkom vri-
jednosti jl —1, kojoj je pridru-
Zena beskonacno daleka tacka
pravca p. Ako su na nekom
pravcu dani nezavisno Kartezi-
jev i afini koordinatni sistem,
pa pri tom fundamentalne tac-
ke A, B afinog sistema imaju u Kartezijevu sistemu apscisu a}
odnosno b} veza izmedu apscise i afine koordinate bilo koje tac-

ke T bit ¢e dana relacijama
a a—"b
X-b: i-
U projektivnom koordinatnom sistemu na pravcu odabiraju
se kao fiksni elementi bilo koje tri tatke A, B i C. Svakoj tacki
T pravca pridruzuje se kao njezina projektivna koordinata dvo-

omjer

(4.4)

C BT

Fundamentalnim tackama A, B i C pripadaju redom vrijed-
nosti oo, 0 i 1 kao njihove projektivne koordinate X Pripadaju
li u nekom Kartezijevu sistemu na danom pravcu (si. la) fun-
damentalnim tackama A, B i C projektivnog sistema redom apscise
a, b i c3prijelaz od jednih koordinata na druge bit ¢e dan jed-
nadzbama

(ABCT) =z (4.5)

c—a X—a

b(c —a) —Xa (c —b)
c—a—X(c—h)

5. Projektivitet i involucija. Neka su p i p' dva pravca
kojima su odredeni Kartezijevi koordinatni sistemi. Svakoj tacCki

(4.6)
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T(x) pravca p pridruzit ¢emo jednu taCku T(x') pravcap\ i obratno,
svakoj tacki T' pravca p' jednu tacku T pravca p, pa ¢emo reci
da je ovo pridruzenje taCaka projektivno, ili krae, da su nizovi
tacaka na pravcima p i p' medusobno projektivni ako su koordinate
X i x' pridruZzenih tacaka vezane bilinearnom relacijom

axx'+ P*4-yx'+ 8= 0, (5.1)
[3 y i8 konstante koje nisu sve jednake nuli. Ako je
ocS—  #0, bit ¢e to pridruzivanje taCaka obostrano jedno-
znacno, pa se tada govori o nesingularnom projektivitetu. Ako je
pak a8 — py = 0, projektivitet je singularan, i tada je
taCkama jednog pravca pridruzena jedna jedinatacka drugog
pravca.

Ako se uz pomo¢ relacija (4.4), odnosno (4.6), u jednadzbi
(5.1) Kartezijeve koordinate zamijene afinima, odnosno projek-
tivnim koordinatama, naci ¢e se da se i u ovim koordinatama pro-
jektivno pridruzenje taCaka izrazava jednom bilinearnom vezom.

Kako je relacija (5.1) kojom je odreden projektivitet dvaju nizova
tacaka za konstante a, p, y i $ homogena, bit ¢e u njoj bitne samo
tri konstante. Zato ¢e biti dovoljno za odredenje projektiviteta
zadati tri para korespondentnih tacaka. Ako su, naime, taCkama
rAi), TAxd i r (*J projektivno pridruzene redom tacke TxX(x/),
T2(x2), 7y(xz), bit é prema (5.1)

axixi/+ P*i4-Y*/4-8=0; (i=1223. (52

Eliminacijom konstanti iz sistema $to ga Cine jednadZzbe (5.1)
i (5.2) slijedi da je projektivno pridruZenje danih nizova tacaka
odredeno relacijom

X x" X X" 1
*1x\ o Xx x\ 1
xtx't x% 1

= 0.

x\
*3*'s Xt x| 1

Analogna relacija vrijedi tada, dakako, i za afine i projektivne
koordinate.

Za projektivne nizove taCaka vrijedi ovaj osnovni teorem:

Dvoomjer Cetiriju tacaka je invarijanta nesingularnog pro-
jektiviteta, tj. ako su TZ} T2 Tz, 7\ bilo koje Cetiri tacke pravca
p3a 7Y, 77, 7Y, 7Y njima redom projektivno pridruzene tacke
pravca p' (si. 2), onda je uvijek (TxT2TzT4 = (7/ T2 T9 T/).

Ako su fundamentalnim tatkama A, B, C projektivnog si-
stema na pravcu p projektivno pridruZzene fundamentalne tacke
A', B'3 Cf projektivnoga ko-
ordinatnog. sistema pravca p'}
tada ¢e zbog invarijantnosti
dvoomjera projektivno pridru-
Zene taCke na oba pravca ima-
ti projektivnu koordinatu iste
numeri¢ke vrijednosti. Odatle
za koordinatu X (4.5) i naziv
projektivna koordinata.

Padnu li pravcipip' zajed-
no, kaze se da su pripadni ni-
zovi taCaka kolokalni. Taj dvo-
struki niz taCaka bit ¢e tada
relacijom (5.1) sam sebi projek-
tivno pridruZzen. Za dvostruke
tatke projektivnih kolokalnih nizova, tj. za one korespondentne ta-
Cke koje padaju zajedno, jest x = x\ pa relacija (5,1) prelazi u ax24-
+ (P4 y)*4 $= 0. Akojeizraz A= (P 4 y)2—4a8veli od
nule, u tom ¢e projektivitetu postojati dvije razli¢ite realne dvo-
struke tatke. To je onda hiperbolicni projektivitet. Ako je pak
A = 0, postoji samo jedna dvostruka realna tatka, a projekti-
vitet se zove paraboli€an. Napokon, u slu¢aju A < 0 dvostruke
tacke projektiviteta su konjugirano imaginarne, a projektivitet je
eliptian.

Ako je taCki T(x) prvog niza pridruzena tatka T'(x') drugog
niza, a toj taCki T'(xr) kao tacki prvog niza pridruZzena tacka
T"(x") drugog niza, onda vrijede relacije

a.xx' 4- P* 4-yx' 4-8 = 0,
ocX™*" + p*' 4 Y*" + 8= 0.

Moze se dogoditi da je za jedan projektivitet kolokalnih nizova
natacaka

Sl 2

* = (5.3)

Y
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tj. da su za taj projektivitet tatke T i T" uvijek identiCne. Takav
se projektivitet zove involucija. U tom je sluCaju @= pa je
tako involucija tacaka' na pravcu dana relacijom

5=0.
Dvostruke tacke involucije bit ¢e odredene jednadzbom
ax2+ 2@x -f S= 0.

Veé¢ prema tome da li je izraz (2 —oc8 ve¢i od nule, jednak
nuli ili manji od nule, involucija je hiperboli¢na, paraboli¢na ili
elipti¢na.

6. Djelisni omjer, dvoomjer i projektivitet u pramenu.
Ravnina ¢e se orijentirati tako da se u njoj jedan od dva moguca
smjera vrtnje odabere kao pozitivan, a drugi je tada negativan.
Smatrat Ce se da je pozitivna ona strana ravnine s koje promatran
taj pozitivni smjer vrtnje odgovara gibanju protivnom od gibanja
kazaljke na satu. Druga je strana ravnine tada negativna. Ravnina
se dogovorno promatra uvijek s njenepozitivnestrane. Ako je
u orijentiranoj ravnini dan neki kut, pa je odredeno koji mu je
krak prvi a koji drugi, time ¢e i taj kut biti orijentiran. Smatra
se da je orijentirani kut pozitivan ili negativan ve¢ prema tome
da li treba prvi njegov krak zaokrenuti za taj kut u pozitivnom
ili negativnom smislu da bi on pao na drugi krak.

Skup svih pravaca koji prolaze jednom istom tackom, a leze
u istoj ravnini, €ini pramen pravaca, a zajednicka tatka kojom
oni prolaze jest vrh pramena. Zrake ravnine koje prolaze istom
taCkom ¢€ine pramen zrakd. Neka su u nekom pramenu zraka
odabrane bilo koje dvije zrake a, b kao osnovne. Ako je m bilo
koja treca djeliSna zraka istog pramena, onda ¢e se omjer

<xxx' + P(* + xn +

sin (ani)

““ jEibm) 6’1
zvati djeliSnim omjerom tih triju zraka, a simbolicki ¢e se krace
pisati (I = (abm). Pri tom (am) znaci bilo koji od orijentiranih
kutova za koji treba zaokrenuti zraku a oko vrha pramena da ona
pokrije (uz istu orijentaciju) zraku m. Za svaki, naime, od tih
kutova poprima istu vrijednost sin (@am)3 pa dakle i djeliSni omjer
(6.12).

Bilo koje Cetiri zrake a, b, ¢, d nekog pramena u danom redo-
slijedu Cine Cetvorku zraka. Svaka od djelisnih zraka c i d cini s
osnovnim zrakama a i b djeliSne omjere

sin (ad)

sin (acf
sin (B¢) ' sin (bd)
Kvocijent X=: (@ ovih dvaju djelisnih omjera zove se dvo-

omjer Cetvorke zraka a, b3c3d i simbolicki se biljezi (abcd).
Prema tome je

Hi = (flb6) . = (abd) = (6.2)

(abc)sin @c) sin (ad)
(abd) sin (bc) *sin (bd)

Promijeni li koja od osnovnih zraka a ili b orijentaciju, djelidni
omjeri (6.2) mijenjaju predznak, ali se time predznak dvoomjera
(6.3) ne mijenja. Promjena orijentacije djeliSnih zraka c i d nikako
ne utjee na vrijednost djelisnih omjera (6.2), pa ni dvoomjera
(6.3). Prema tome je vrijednost dvoomjera Cetvorke zraka nezavisna
0 njihovoj orijentaciji pa se zato izraz (6.3) moze zvati i dvo-
omjerom Cetvorke pravaca.

X= (abcd) = (6.3)

SI. 3

Odnos izmedu dvoomjera Cetiriju tacaka i Cetiriju pravaca
odreduje Papposov teorem (Pappos Aleksandrijski, oko 300):
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Ako su p{(i = 1,2, 3, 4) cCetiri pravca nekog pramena (si. 3a)
s vrhom u tacki S, a p bilo koji pravac iste ravnine koji ne prolazi
vrhom S, pa ako je T{taCka u kojoj pravac pt sijeCe pravac p,
tada je dvoomjer (pxp2p”pd Cetiriju pravaca uvijek jednak dvo-
omjeru (7\ T2TzTA Cetiriju taCaka.

Iz Papposova teorema slijedi
tvrdnjii

Ako su p{(i — 1, 2, 3, 4) Cetiri pravca jednog pramena, ap i
p' dva pravca koji tom pramenu ne pripadaju (si. 3b), pa je T{
sjeciSte pravaca p i pi3a T/ sjeciste pravaca p' i pi3 onda su
dvoomjeri (7\ T2TzT4 i (T T2 Ts' TtH jednaki.

Ako su Tt (i = 1,2, 3, 4) Cetiri tacke nekog pravcal/),aSi S'
dvije taCke koje ne leZze na tom pravcu (si. 3c), pa je pt spojnica
taaka 5 i Tv a pt' spojnicataCaka S' i T{3 onda su dvoomijeri
(PiPiPiPi) i (.PiPi'PaPt) jednaki.

1z posljednjih teorema slijedi daje dvoomjer Cetvorke tacaka kao
i dvoomjer Cetvorke pravaca invarijanta centralnog projiciranja.

| ostali pojmovi definirani za niz taCaka na pravcu prenose
se sada analogno na pramen pravaca. Tako se kaZe, ako je dvo-
omjer neke Cetvorke pravaca jednak —I1, da je to harmonitka
Cetvorka pravaca.

Pojam projektiviteta i involucije pramena pravaca svodi se
na osnovi Papposova teorema na analogne pojmove u nizu taaka
na pravcu.

7. Koordinatni sistemi u ravnini. PoloZzaj neke tacke u
ravnini mogucée je odrediti samo onda ako su unaprijed u toj
ravnini istaknuti neki Cvrsti geometrijski objekti, prema kojima
se tada polozaj tacke i odreduje. Ti Cvrsti geometrijski objekti
mogu biti neke tacke, pravci ili bilo koji drugi geometrijski elementi
ili tvorevine, a oni, zajedno s propisom kako se uz njihovu pomo¢
odreduje relativni polozaj tacke, Cine tada koordinatni sistem.
Zbog slobode u izboru tih geometrijskih objekata i razli¢itih mo-
gucnosti odredivanja relativnog poloZaja tacke, postoje i razno-
vrsni koordinatni sistemi.

a) Kartezijev koordinatni sistem. Kao &vrsti geometrijski objekti
odabrana su dva ukrStena pravca, koordinatne osi. Njihova zajed-
nicka tacka O je ishodiSte koordinatnog sistema (si. 4a). Jedna je
od tih osi oS apscisd ili os x, a druga je os ordinatd ili osy. Jedi-
nicne tacke J1i J2na koordinatnim osima odabiraju se tako da
bude Ojx = Oj2i da uz tako odredenu orijentaciju os apscisa
prijede u os ordinata rotacijom u pozitivnom smislu za koordinatni
kut o= §k Y= koji je manji od spruzenog, tj. 0< @< n.

neposredno ispravnost ovih

Ako je m= —, Kartezijev je sistem pravokutan, inace je koso-

kutan. Ako je T bilo koja tacka ravnine, pa paralela s osi ordinata
koja prolazi tatkom T sijeCe os apscisa u tacki P, a paralela s
osi apscisa kroz tacku T sijece os ordinata u tacki Q, onda ¢e tacki
T biti jednoznacno pridruzen jedan uredeni par Kartezijevih ko-
ordinata i to

apscisa X —

OJPi i ordinatay = (7.0)

0Q
0/2
Ovo je pridruZivanje taCaka T ravnine i uredenih parova realnih
brojeva x3y obostrano jednoznacno. Da tacki T pripadaju koor-
dinate x3y 3oznacuje se simbolicki sa T(x,y). Koordinatama x,y
odreden je uz pomo¢ Kartezijeva sistema polozaj svake taCke
ravnine koja leZi u konagnosti. Zeli li se odrediti i poloZaj ne-
pravih tacaka ravnine, tj. njenih beskonacno dale-
kih tacaka, upotrijebit ¢e se homogene koordinate X,
Y, W>koje su definirane relacijama

J=w (72)
Da nekoj tacki pripadaju te tri homogene koordi-
nate oznacuje se simbolicki sa T(X : Y : W). Sada
je, dakle, svaka tacka ravnine odredena sa tri takve
koordinate, no pri tom za odredenje polozaja tacke
nisu vazne apsolutne vrijednosti tih koordinata nego
samo njihovi omjeri X : IVi Y : W. Homogene ko-
ordinate mogu poprimiti bilo koje realne vrijedno-
sti, s izuzetkom da ne smiju sve tri istodobno

iSCezavati. Za beskonatno daleke tatke ravnine bit ée W = 0,

dok je za tacke u kona€nosti uvijek W razli€ito od O.
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b) Afini koordinatni sistem. Ovaj je sistem samo jedno poopéenjeu pozitivnom smislu da padne u radijvektor tatke T. OgraniCe

Kartezijeva. Afine koordinate x, y definirane su kao i Kartezijeve
relacijama (7.1),, samo S§to u tom slucaju jedini¢ne duZine OJx i
Ojt na objema osima ne moraju biti jednake, nego su po volji
i nezavisno odabrane.

Homogene afine koordinate X : Y : W bit ée definirane uz
pomo¢ nehomogenih afinih koordinata x, y relacijama (7.2).

si. 4

c) Projektivni koordinatni sistemi. Neka su O,, 02 C3 J Cetiri
tacke u ravnini, od kojih nikoje tri nisu kolinearne. Po dvije od
triju tacaka 0 50 2 Oa odreduju redom tri pravca pL, p2>pz (si. 4b)
koji €ine zajedno s jedinicnom tackom J projektivni koordinatni
sistem. U tom ce sistemu polozaj neke tacke T biti odreden homo-
genim projektivnim taCkovnim koordinatama koje neka su na
ovaj nacin definirane: Ako su Jv odnosno Ti} tatke u kojima
spojnica O J, odnosno spojnica OtT, sijeCe pravac p{ (i — 1, 2, 3),
tada neka je

:x3= (020tJjTV),
A x = (0,0132T2, (7.3)
* %= (0102/3T3).

Da su ove tri relacije koegzistentne moze se razabrati tako
da se tacke pravca pt projiciraju iz tacke O, na pravac koji
je spojnica tacaka T iJ. Tako se, naime, dobiva redom

(0203J1T) = (A3A21T),
(080 j2T2 — (AIA3jT)3
(" 02)z2 Ty = (A2AXI T\
a odatle primjenom Moebiusove relacije (3.4) slijedi da je
(0203Ji Ti)+(030jJ27%) «(Ox02zT2) = 1,
Sto je u skladu sa (7.3).

Zamislimo da u projektivnom koordinatnom sistemu tacke Ox
i J zajedno s pravcima p2 i p3 ostanu nepomicne, a tacke Oz i
Oada se po pravcima p3i p2gibaju tako da se udaljuju od tacke Ox
i odlaze u beskonacnost. Pri tom granicnom prijelazu pravac px
prije¢i ce u beskonacno daleki pravac ravnine, projektivni koor-
dinatni sistem u afini, a relacije (7.3) pokazuju da tim grani¢nim
prijelazom homogene projektivne koordinate xx: x2:x3 prelaze
u homogene afine koordinate W : X : Y.

d) Polarni koordinatni sistem. Osim ve¢ opisanih koordinatnih
sistema, od velikog broja razli¢itih mogucih slucajeva tackovnih
koordinatnih odredenja vrlo se Cesto upotrebljava polarni koor-
dinatni sistem. U tom su slucaju kao Cvrsti geometrijski objekti
u ravnini odabrani: bilo koja tatka O kao pol koordinatnog sistema
i polarna os p, tj. jedna zraka s pocetnom tackom u polu O (si. 4c).
Osim toga treba odabrati jedinicu duzine OJ. Tada je polozaj
neke tacke T u ravnini odreden dvjema polarnim koordinatama, i to

OT

radijvektorom r = ®= i amplitudom 9 = $i(p>0OT). (7.4)

Pri tom je amplituda 9 kut za koji treba zaokrenuti polarnu os

li se polarne koordinate neke tacke T(r,9) na intervale
(7.5)

postojat ¢e obostrano jednoznatna korespondencija izmedu svih
taaka ravnine i parova r, 9 polarnih koordinata s izuzetkom
samog pola, gdje je amplituda 9 neodredena, pa je dakle pol
singularna tacka ovoga koordinatnog odredenja.

Da se nade veza izmedu polarnih i Kartezijevih koordinata,
uzme se ishodiSte Kartezijeva sistema u polu polarnog sistema,
a pozitivni dio osi apscisa neka padne na polarnu os (si. 4d). Veza
izmedu polarnih i Kartezijevih koordinata dana je tada relacijama

sin(co—9) sin 9 —
= r?ﬁ"d) odnosno Inverzmm relacijama

sin @
r = yx2-fy2-f 2xy cosco; 9= aretg ;‘%57005 o

U slucaju da je Kartezijev sistem pravokutan, ove se rela-
cije pojednostavnjuju i glase

X=rcos9, y =rsin9,
r=1/x2+y2 9= aretg—.

8. Neke osnovne relacije, a) Udaljenost dviju  taCaka.
su TXxxyX i TAx 2 bilo koje dvije tacke u nekom opcenitom
Kartezijevu sistemu (si. 5a), njihova je udaljenost analiticki odre-
dena relacijom

d = |/(x2- + Oa - "i)2 + 2(*, - *0Cv- yi) 0%
ili u pravokutnom sistemu relacijom
d= Vx2—=*)2+ (y2—"i)2 81)

b) Dijeljenje duzine u zadanom omjeru. Ako tacka TO(xO}y 0)
T

dijeli duZinu TXI2 u omjeru (l, tj. ako je-Jz%E)f (si. 5b), ko-
t

ordinate tacke TQbit ¢e odredene koordinatama taCaka Txi T2

i numeri€kom vrijedno$¢u [i. djeliSnog omjera na osnovu relacija
*1_/\*2 | EEERVE

= g >y0=yl-PLy*

(8.2)

i to bez obzira na to da li je koordinatni sistem pravokutan ili
kosokutan. U sluaju da je TO poloviste duzine TXr2 bit ¢e
-1, paiz (82 izlazi *0= £ (xx+ x23yQ=\ (yx+ y2.

it =

Za teziSte TO(xOiy0) trokuta odredenog koordinatama njegovih
vrhova Ti(xi,yi) (i = 1, 2, 3) dobivaju se na osnovu svojstva tezi-
Sta, a primjenom relacije (8.2), ove formule:

*0=3 (*1 4- 2+ x> y0=" Ov 4 "2 4 yi).
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c) Udaljenost tacke od pravca. Ako je pravac.u ravnini odreden
udaljeno$éu & od ishodista (8 0) i priklonim kutom 9 (si. 5c)
sto ga normrla spustena iz ishodista na taj pravac zatvara s po-
zitivnim dijelom osi apscisa (0~ 9 < 2tu), onda ¢e udaljenost
d tacke T(xyy) od tog pravca biti analiticki odredena relacijom

d =xcos 9+ cos(o—9) —8. (8.3
Pri tom je dogovorno uzeto da je udaljenost tacke od pravca

pozitivnaako se tatka T nalazi na protivnoj strani pravca p nego
ishodiSte O sustava. Nalazi li se tacka T na istoj strani na kojoj

i ishodiSte, udaljenost se d smatra negativnom. U sluaju @ = ~

formula (8.3) prelazi u jednostavniju
d= xcos 94ysin9—8 (8.4)
d) Povrsina orijentiranog trokuta. Orijentacija nekog poligona
odredena je ciklickim poretkom njegovih vrhova. Smatrat ¢e se
da je orijentacija nekoga jednostavnog poligona pozitivna ako je
njom odredena pozitivna vrtnja u danoj ravnini. U protivnom
slu€aju ta je orijentacija negativna. PovrSini nekog orijentiranog
lika u ravnini pridat ¢e se pozitivni, odnosno negativni predznak
ve¢ prema tome da li mu je orijentacija pozitivna ili negativna.
Uz ovaj dogovor o predznaku, povrSina trokuta A T1T2TZ koji
je u ravnini Kartezijeva koordinatnog sistema zadan koordinatama
svojih vrhova (si. 5d) odredena je relacijom
I*Toyy 1
P= Sint0.| X, yt 1
2 1%y,
Ako je koordinatni sistem pravokutan, ta se relacija pojedno-
stavnjuje i glasi
Xy 1
_\ yt o\
p X9 y9 1
Odatle neposredno slijedi da je uvjet za kolinearnost triju tataka
T{(xidyi)(i= 1, 2, 3) ravnine, tj. uvjet da one sve tri leze na
istom pravcu, dan relacijom

(8.5)
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metriji. Kongruentno preslikavanje ravnine 77 .na ravninu 77
pri kojem ujedno ostaje saCuvana orijentacija figura dano je jed-
nadZzbama transformacije

X = x'cosa —y'sina + a,
y = x'sina + y*cosa + by (9.3)
odnosno inverznim jednadzbama
x'= (x —a)cosa -f (y - b)sina,
y' = —(x —a)sin a-\-(y —b) cosa, 9.4)

gdje su a, b i a bilo koji realni brojevi. Da je tim jednadZbama
doista danokongruentno preslikavanje razabira seneposredno iz
Cinjenice Stoje izraz (8.1), koji daje udaljenostdviju taCaka u
pravokutnom sustavu, invarijanta transformacije (9.3). Kako se
pak primjenom ovih transformacija predznak determinante u
formuli (8.5) ne mijenja, zakljuCuje se da je pri tim transformaci-
jama i orijentacija figura ostala sacuvana. JednadZbama

x —x'cosa —yfsina + a,
y = —x'sina —y'cosa + b,

odnosno inverznim jednadZzbama

X'= (x —a)cosa + (> —Db'sina,

y'= —(x —a)sina — (y —b) cosa

dano je kongruentno preslikavanje ravnine 77 na ravninu 77,
ali kako se sada primjenom tih jednadzbi predznak determinante
(8.5) mijenja, pri ovim transformacijama orijentacija figura prelazi
u protivnu.

Osim toga S$to jednadzbe (9.3) i (9.4) daju kongruentno pre-
slikavanje ravnine 77 na ravninu 77" (si. 6a), mogu im se pridati
dva druga geometrijska znaCenja. Neka se najprije zamisli da su
ravnine Il i 77" poloZene jedna na drugu, ali tako da pri tom
svaka taka T(x3y) prve ravnine pokriva upravo njoj pridruzenu

I *yi 1
X2 yt 1 = 0. (8.6)
X, Vj 1
9. Transformacije, a) Pojam transformacije. ,Ako je svakoj

tacki T nekog prostora P bilo koje dimenzije pridruZzena neka
tacka T' nekog prostora P', ali tako da je i obratno svakoj tacki
T' iz P' pridruZena jedna taCka T prostora P, onda se kaZe da
ovo obostrano jednoznacno pridruZivanje taaka daje jednu trans-
formaciju ili preslikavanje jednog prostora na drugi.

Ako se zamisli poseban slucaj kada su prostori P i P' dvo-
dimenzionalni, onda se radi o preslikavanju neke ravnine 77 na
ravninu TI'. Ako je u svakoj od tih ravnina dan pravokutni Kar-
tezijev sistem, pa je pri tom preslikavanju tacki T(x,y) ravnine
77 pridruzena neka tacka T'(x'}y') ravnine 77, onda ¢e koordinate
tatke T biti odredene koordinatama tatke T' sistemom relacija

X=fi(xhyY):, y=fi(x’y"\ 9.1
koje se zovu jednadzbe transformacije. Pri tom sepretpostavlja
da su funkcije fx i f2 jednoznacne i neprekidne, s eventualnim
izuzetkom pojedinih singularnih mjesta, i nadalje, da se sistem
relacija (9.1) mozZe razrijeSiti po x'3 '} tj. da postoje i inverzne
jednadzbe transformacije

*1

y' = 220e)> (9.2)
gdje su i funkcije gx i 92 isto tako jednoznacne i neprekidne.

Pri preslikavanju ravnine 77 na ravninu 77" bit ¢e preslikane
ujedno i sve figure iz jedne u drugu od tih ravnina. Osobito vazno
bit ¢e uociti koja se svojstva neke figure i koje veliCine pri danoj
transformaciji ne mijenjaju. Takva svojstva, odnosno veli€ine
koje ostaju nepromijenjene pri svim transformacijama neke od-
redene vrste, zovu se invarijante tih transformacija. Ako su takve
veli€ine analiticki odredene nekim izrazima uz pomo¢ koordinata,
ti se izrazi primjenom jednadzbi transformacije (9.1), odnosno
(9.2), neée mijenjati, tj. i oni su invarijante dane transformacije.
Ako je pri nekom preslikavanju ravnine 77 na ravninu 77' svaka
figura prve ravnine preslikana u drugoj ravnini na.figuru njoj
kongruentnu, onda se radi o kongruentnom preslikavanju ili izo-

Si. 6

tatku T'(x'y") druge ravnine (si. 6b), a to se zbog kongruent-
nosti preslikavanja moze izvesti. Neka se, nadalje, zamisli da su
se pri tom obje ravnine sjedinile tako da su se uvijek stopile i
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obje korespondentne tacke. Kaze se tada da su korespondentne
taCke identificirane. Sada postoji jedna jedina ravnina, ali u njoj
dva koordinatna sistema, pa su x,y i x'y' koordinate jedne
te iste tacke, ali s obzirom na dva razli¢ita koordinatna sistema
u ravnini. Kaze se da tako shvaéene jednadzbe (9.3), odnosno
(9.4), prema ovom drugom tumacenju daju transformacije ko-
ordinata.

Treée tumacenje jednadzbi (9.3), odnosno (9.4), sastoji se u
tome da se opet ravnine Il i Il' sjedine, ali sada tako da oba ko-
ordinatna sistema padnu zajedno (si. 6¢). Pri tom dakako neée
viSe biti opcenito identificirane one tacke koje su korespon-
dentne. U tom ¢e slucaju u toj jednoj, sjedinjenoj ravnini postojati
samo jedan koordinatni sistem, a x,y i x'3y"' su sada koordinate
dviju korespondentnih, ali opéenito razli¢itih tacaka, i to s obzi-
rom na jedan isti sistem. Tako shvacene jednadzbe (9.3) i (9.4)
daju transformaciju tacaka, tj. kongruentno preslikavanje ravnine
same na sebe. Ako se zamisli u tom sluaju da su T(x,y) i
T(x',y") polozaji jedne iste taCke, ali u dva razli¢ita vremenska
momenta, onda ove jednadzbe transformacije daju pomak cijele
ravnine sa svim taCkama i figurama u njoj prema danom koordi-
natnom sistemu.

U opc¢enitom slu€aju jednadzbe (9.1), odnosno (9.2), mogu se
uvijek shvatiti u smislu prvog i treeg tumacenja, a u smislu
drugog tumacenja, tj. kao transformacija koordinata, mogu se
shvatiti samo ako one daju kongruentno preslikavanje, tj. ako
poprime poseban oblik (9.3), odnosno (9.4).

b) Posebni slucajevi transformacija. Neka su u ravnini dana
dva kosokutna sistema Oxy i 0'x'y" s koordinatnim kutovima co,
odnosno co' u bilo kojem medusobnom poloZzaju. Neka nadalje
ishodiSte O' ima u sistemu Oxy koordinate a i b3a a (odnosno p)
neka je kut za koji treba zaokrenuti u pozitivnom smislu os x
(odnosno os y) da ona bude paralelna osi x' (odnosno osi yr)
(si. 6d), onda su koordinate x>y i x3y" jedne iste tatke s obzirom
na oba koordinatna sistema medusobno odredene jednadzbama

sin(w—a) , sinB
R s G t—y + a
smeo smeo
sina , sin(w4-B ,
S LIt PRI (95)
odnosno inverznim jednadZbama
, sin (co' 4- a) A
smeo X7 A F dhes (v~ D3
_ sina (,* N sin g\co' —B), gV 96
L A ). (98)

Specijalizacijom @ = co' = TL slijede iz tih jednadZbi jednadzbe
transformacije (9.3) i (9.4) za pravokutne koordinate. Daljnjom
specijalizacijom a —b = 0 slijede jednadzbe
X = x'cosa —y sina,
y = x'sina -fy'cosa,(9.7)
odnosno jednadzbe
X' = xcosa + y sina,
y' = —Xxsina +jycosa, (9.8)
koje daju rotaciju pravokutnog Kartezijeva sistema (si. 6e). U
sluCaju a = 0, ali a3b 4=0, slijede jednadzbe translacije Kartezijeva
sistema (si. 6f):

=x'+a y=y + b3
odnosno X' =x—a; y' =y —h
JednadZzbama X = anx'+ aly' + <8

y = a2lx' + ay' 4- aZB
gdje su af) bilo koji realni brojevi, ali je pri tom
N2 AR A
dana je opéenita transformacija afinih koordinata, dok jednadzbe
transformacije homogenih projektivnih koordinata glase

pxl= anxl4-alx2+ al3x33
pX2= alXi4"R*24“"B; i

P*3 = d31*1'+ az2x2+ ~33~5
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gdje su p i ai} bilo koji realni brojevi, ali je pri tom p 4=0, a
determinanta transformacije A = \ai}\ razli€ita od 0.

10. Krivulje i njihove jednadzbe. Ako se iz dvodimen-
zionalnog skupa svih tacaka ravnine koordinatnog sistema OXxy
izdvoje sve one kojih koordinate zadovoljavaju neku jednadzbu

F(X’y) =0, (101)
gdje je na lijevoj strani neka funkcija dviju promjenljivih, te ce
tacke Ciniti jednodimenzionalan skup, jer je sada samo jedna od
koordinata slobodna, a druga je jednadzbom (10.1) ve¢ odredena.
KaZe se da takav skup tacaka Cini krivulju u danoj ravnini, a
(10.1) da je jednadzba te krivulje. Analogno ¢e jednadZba

F(r,?)=0 (102
odredivati krivulju u ravnini polarnoga koordinatnog sistema, a
sli¢no vrijedi i za krivulje u ostalim vrstama koordinatnih sistema.
Krivulje kojima se bavi analiticka geometrija mogu biti zadane
ili tako da je dana jednadzba u obliku (10.1), odnosno (10.2),
gdje je lijeva strana izrazena uz pomo¢ nekih elementarnih
funkcija, ili tako da je dana definicija krivulje kao geometrijskog
mjesta taCaka. Pri tom se pod geometrijskim mjestom taCaka
razumijeva skup taCaka koje sve zadovoljavaju isti uvjet, Kkoji
se dade izraziti nekom jednadzbom izmedu odredenih geome-
trijskih veli¢ina. Prema tome, analiticka geometrija ima dva
osnovna zadatka: 1. ako je krivulja zadana kao geometrijsko
mjesto taCaka, da se odredi jednadzba te krivulje u bilo kojim
koordinatama; 2. ako je krivulja dana svojom jednadZzbom, da
se odredi koja je to krivulja pa da se iz analitickih svojstava dane
jednadZbe odrede geometrijska svojstva krivulje.

Razrijede li se jednadzbe (10.1) ili (10.2) po jednoj od varijabli,
mjesto tih implicitnih jednadZbi dobit ¢e se jednadzbe u kojima
je jedna koordinata izraZzena kao funkcija druge. Tako ¢e krivulja
biti odredena jednadzbom

y=Xx) iH r=/(9). (10.3)

No cCesto ¢e biti zgodnije i prikladnije za analiticka istrazi-
vanja krivulja da se funkcionalna zavisnost izmedu koordinata
krivulje, umjesto da je ona neposredno dana jednadzbama (10.1),
(10.2), odnosno (10.3), izrazi posredno uz pomo¢ jedne pomocne
varijable, parametra. Tako dolazimo do parametarskog predoci-
vanja krivulja, u kojemu je krivulja odredena jednadzbama oblika

*=/i(0; y=M)> (io.4)
ili r=gi(t); 9= £4r). (10.5)
Ovdje su ft i gt neke jednoznacne funkcije parametra t. Elimi-
nacijom parametra iz tih jednadzbi dolazi se do »obicnih« je-
dnadzbi (10.1) e-- (10.3) dane krivulje.

Klasifikacija krivulja u analitickoj geometriji provodi se uvijek
na osnovi njihovih obi¢nih jednadzbi u Kartezijevim koordina-
tama. Prema toj Klasifikaciji krivulje se dijele na algebarske i
transcendentne. Prve su one koje su dane algebarskim jednadZbama,
tj. jednadZzbama u kojima su na varijable x, y primijenjene samo
algebarske operacije (zbrajanje, odbijanje, mnoZenje, dijeljenje,
potenciranje i radiciranje) kona€ni broj puta. Takve se jednadZzbe
mogu uvijek urediti tako da se svedu na oblik (10.1), gdje je na
lijevoj strani neki polinom u x3y. Transcendentne krivulje imaju
transcendentne jednadzbe, tj. jednadzbe u kojima je, osim alge-
barskih operacija, na varijable primijenjena bar jedna operacija
koja nije algebarska. Za neku se algebarsku krivulju kaze da je
n-tog reda ako je njezina uredena jednadzba u Kartezijevim
koordinatama n-tog stupnja. Pravac je dakle jedina krivulja prvog
reda; elipsa, hiperbola i parabola primjeri su krivulja drugog
reda, a sinusoida ili logaritamska krivulja su primjeri transcen-
dentnih krivulja.

11. Pravac, a) Opéi oblik jednadzbe pravca. Svaka linearna
jednadZba

Ax #By 4 C=0, (111)
gdje bar jedan od brojeva AsB ne iSCezava, predocujel pravac
u Kartezijevu koordinatnom sistemu. To je opéi oblik jednadzbe
pravca. Konstante A, B i C zavise o poloZaju pravca prema ko-
ordinatnom sistemu. Taj se poloZzaj moZe odrediti na vise razli-
Citih nacina, pa prema tome koji se elementi uzimaju kao odred-
beni, dobivaju se razliCiti posebni slucajevi jednadzbe pravca.
NajceSc¢e dolaze ovi posebni oblici jednadzbe pravca:
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b) Normalni ili Hesseov oblik. Ako se u formuli (8.3) staviTa relacija izrazava prema (8.6) Cinjenicu da su tatke T(x}y)>

¢ = 0, dobiva se
*C0£9 + 3>cos(co — ) —$ = 0. (11.2)
Tu je dakle pravac odreden udaljeno$éu S od ishodiSta i pri-

klonim kutom 9 $to ga normala iz ishodista na taj pravac zatvara
S pozitivnim smjerom osi apscisa (si. 7a). U sluCaju pravokutnoga

koordinatnog sistema jednadzba (11.1) poprima jednostavni

oblik
xcos9 + ysin9 —S= 0. (11.3)

Opéi oblik jednadzbe pravca (11.1) sveden na normalni (11.2)
glasi

(Ax -fBy + C)sinm

- signC -i A* B* —2AB 0B 0
a u slucaju pravokutnog sistema
Ax + By + C

—signC |/ A2+ B*

c) Eksplicitni oblik, Ovaj oblik izrazava ordinatu taCke pravca
eksplicite kao funkciju apscise:

y =ax+hb (11.4)

Konstanta a je koeficijent smjera, jer je njom odreden smjer pravca.
Ako je, naime, a prikloni kut §to ga pravac zatvara s pozitivnim
dijelom osi apscisa (si. 7b), onda je koeficijent smjera odreden

relacijom
A sina 3 1
= Sinfeo =3 (1L5)

a prikloni kut pravca prema osi apscisa izrazen je, obrnuto, koefi-
cijentom smjera prema relaciji

t =
ga acosco -f 1 (11.6)
U sluCaju @ = —mjednadzbe (11.5) i (11.6) prelaze u
a —tga. 11.7)

d) Segmentni oblik. Ako je m segment Sto ga pravac odsijeca
na osi apscisa, a n segment na osi ordinata (si. 7c), jednadzba
pravca glasi:

e) Pravac kroz dvije tatke. Ako je pravac odreden sa dvije
tacke Ti(xi,yi), i=1,2 (si. 7d), njegova jednadzbaglasi:

O - y2) X- (*! - x9y + xty2- xI= 0,
§to se moZe pisati i ovako:

(11.8)

«i y*

Xy 1
i
M ol

TL(xLyD i T2(x2iyd kolineame. Odabere li se za parametar t
djelisni omjer u kojem tacka T dijeli duzinu Tx T2 parametarsko
predoCenje tog pravca prema (8.2) glasi:
i - tx2 3>i -ty 2
y T y—r-r
Eliminacijom parametra t slijedi odatle (11.8).

f) Pravac odreden tackom i smjerom. Ako je dana Cvrsta tacka
T1(xlyl) pravca i prikloni kut pravca prema osi apscisa, pa je
koeficijent smjera odreden formulom (11.5), odnosno (11.6),
jednadZba je pravca:

y - yl=ax- xj.

g) Pravac u polarnom sistemu. Ako je $ udaljenost pravca od
pola, a a kut Sto ga zatvara normala spustena iz pola na taj pravac
(si. 7e), jednadZba pravca glasi

8§
cos (a —9) *

12.  Dva pravca i pramen pravaca, a) Sjeciste dvaju pra-
vaca. Ako su

dva pravca ravnine, koordinate njihova eventualnog sjeciSta za-
dovoljavaju obje jednadzbe sistema (12.1). Da se to sjeciSte od-
redi, treba razrijesiti sistem (12.1). Oznadi li se krace

Bl Ci Q Ai _ Al Bi
“I1f B 1""2% ler A r7P3= At Bt

moze se rjeSenje sistema (12.1) pisati u obliku
xQ= Dx:D3; y0O —D2:D3

U slucaju kada je Dz razli¢ito od 0O, sjecisSte SO(xO>yQ je prema
(12.2) odredeno i u konacnosti. Pravci su tada ukrsteni. U slucaju
kada je Dz = 0, ali je bar jedna od determinanata DIf D2 razli-
Cita od 0, sjeciSte SO je beskonacno daleko. Pravci su tada paralelni,
ali razliciti. Napokon, u slucaju kada je Dx= D2= Dz — 0, sjeciste
50nije odredeno. Pravci pxi p2 padaju tada zajedno.

b) Kut dvaju pravaca. Pod kutom dvaju pravaca p13p2 razu-
mije se onaj najmanji kut 9 za koji treba zaokrenuti oko njihova
zajednickog sjeciSta SQ u pozitivnom smislu pravac px da on
padne u pravac p2 (si. 8a). Za pravce odredene jednadZzbama
(12.1) taj je kut dan relacijom

(AXB2 —A2Bj) sinco
AXxXA2+ BlBZ—(AXBZ+ Asz) cos co

(12.2)

tg9 =

701J

SI. 8

odnosno u slucaju pravokutnoga koordinatnog sistema, relacijom
NIN2

g9_ AxA2+ BXB2

Odatle slijedi da uvjet paralelizma tih pravaca glasi
AxB2- A2Bx= 0,

a uvjet za njihovu okomitost

AXA2+ BxB2— (AxB2 -\ A2Bj) cosmo = 0,
§to se u slu€aju @ = J n pojednostavnjuje i dobiva oblik

Nant

Axaz2 g8 xs2— 0.
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Ako su pravci zadani u eksplicitnom obliku, njihov je kut dan
formulom
(a2 —ax sin ®
A dia2H 0% “h az) cos @ F 1

/ii —n

axa2+ 1
Odatle je uvjet paralelizma a2 0, a uvjet za okomitost
pravaca ala2-f (ax+ a2 cos @+ 1 = 0, Sto u pravokutnom koor-
dinatnom sistemu poprima oblik a,a2+ 1= 0.

c) Simetrale kutova dvaju pravaca. Ako su pravci zadani u
normalnom obliku (11.2), pa je  simetrala onog para njihovih
vrinih kutova kojemu pripada kut u kojemu se nalazi ishodiste
sistema, a s2 simetrala drugog para vrs$nih kutova tih pravaca
(si. 8b), jednadzbe tih simetrala bit ce

a u slu€aju pravokutnog sistema formulom tg 9

SX.... Xx€os 9! +y cos (0 —9) — —
[xcos 92+ vy cos (@ —92 —SZ = 0,
s2.... xcos 9l +y cos (m—9) —$L +
-f [xcos 92-fy cos (@ —92 —S7 = 0,
i analogno za slucaj pravokutnoga koordinatnog sistema.
d) Pramen pravaca. Pramen pravaca odreden je bilo kojim
svojim dvama pravcima. Ako su dakle

pi... Aix+ Bty -f =0 (1= 1,2)

dva pravca nekog pramena (si. 8c), taj je pramen analitiCki pre-
doCen jednadZbom

AiX -f By + C1+ \ (A -f By + C2 = 0, (12.3)
ili u simetricnijem obliku
\(AIx + Bly + CY + X2(A2x -fBY §-C2) = 0. (124

Za svaku, naime, realnu vrijednost parametra X odnosno kvo-
cijenta % jednadzba (12.3), odnosno (12.4), predoCuje jedan
pravac danog pramena. Poprimi li parametar X odnosno kvoci-
jent i redom sve realne vrijednosti, te ¢e jednadzbe predocivati

redom sve pravce danog pramena.

Tri pravca pBp2 p3 prolaze jednom istom tatkom, tj. pri-
padaju jednom istom pramenu, onda i samo onda ako koeficijenti
njihovih opcih jednadZbi zadovoljavaju relaciju

Ai Bi CQ
A B G =0
A Bt &

13.Kruznica. Ako je centar kruznice a ppolumjer
(si. 9a), njezina jednadzba u kosokutnom sistemu glasi

(x- xoy +(y-yoy +2(x- xa(y - yDeosoo- p2= 0.
U pravokutnom sistemu bit ¢e jednadzba te kruznice
(*- 702+ (y - yoy - p2=0,
Sto se moZe pisati i ovako
X2+y2—2x0x —2y0y + q= 0,
qg= xR+ yQ- p2

(13.1)

gdje je

S. 9

Opcenito, neka jednadzba drugoga stupnja u pravokutnim
Kartezijevim koordinatama predocivat ¢e kruznicu ako se moZe
svesti na oblik

x2+y2+ Ax 4By + C=0.

GEOMETRIJA
Ta kruZnica ima srediSte u tacki S( —\A, —i B) a polumjer joj
je p=iijlA-+S2- 4C.

Realnost te kruznice zavisi o predznaku radikanda tog izraza
KruZnica (13.1) (si. 9b) moZe se parametarski predociti ovako:

x=x0+ pcost; y =y0+ psint

U polarnom koordinatnom sistemu, u opcenitom poloZaju
(si. 9¢), kruznica ima jednadzbu

r*—2rr0cos(9- 40 + r@®- pa= 0.

Ako je kruznica odredena sa tri svoje tacke Ti (xf, yf), »= 1,2,3),
njena je jednadzba

XL + v x y 1

*ix o+ oyi2 %1 yX 1
Xt*+ v *2 yt o

*3*+ Y»2 Xa ya 1

Uvjet da je pravac Ax + By -f C —0 tangenta kruznice (13.1)
dan je relacijom

QA2+ B) p2- (Ax0O+ By0+ C)2- 0.

Ako je tatka T1(xUy1J diraliSte tangente na kruznicu (13.1)?
jednadzba te tangente glasi

*i- *O*- x0)+ ("i- 3y - ya - ,2=0. (13.2)

Ako je P1(xX 3~ bilo koja taCka ravnine, tada je (13.2)
jednadzba polare te tacke s obzirom na kruznicu (13.1) (si. 9d).
Tacka P1je tada pol te polare. Lezi li pol izvan kruznice, po-
lara je spojnica diraliSta onih tangenata koje su iz pola Px povu-
Cene na danu kruznicu. Da se dakle na kruZnici odrede diralista
tangenata povucenih iz neke tacke Px izvan kruznice, treba samo
naci sjecista polare tactke Px i dane kruZznice.

14. Parabola je geometrijsko mjesto taaka T kojima je uda-
ljenost od jedne Cvrste tacke, Zarista ili fokusa F, jednaka udalje-
nosti od jednog Cvrstog pravca, ravnalice ili direktrise g (si. 10a), tj.

r=d. (14.1)
Ako je u pravokutnom koordinatnom sistemu tacka F(Jp, 0)
ZariSte, a pravac q ... x + \p = O direktrisa, parabola ima jed-
nadzbu

y2-2px = 0. (14.2)

To je tjemena jednadzba parabole. Tjeme joj je u ishodistu ko-
ordinata, os ordinata je tangenta u tjemenu, a os apscisa 0s sime-
trije ili, kra¢e, samo os. Duljina tetive koja prolazi fokusom i
okomita je na os iznosi 2p, a zove se parametar parabole. Prema
tome je p poluparametar. Krivulja odredena jednadzbom

y = ax2+ bx-\-c (14.3)

takoder je parabola. Njena je os paralelna s osi ordinata, tjeme

4ac —h2

. . b .
ima koordinate xn= -, yQ= el a poluparametar je

jednak p = . Ako je a > 0, parabola (14.3) je svojom kon-
kavnom stranom okrenuta prema
gore, a u sluCaju a < 0konkavna

je strana parabole okrenuta prema

1
2\a\

o Ay dolje (si. 100).
Da pravac Ax + By + C=10
bude tangenta parabole (14.2), mo-
< ra biti ispunjena uvjetna relacija
) B —2AC = 0. Ako sux0, yO0
v 0 I\ § koordinate diralista TO u kojem

tangenta dodiruje parabolu, ta
tangenta ima jednadZbu

yay - p(x + x0 = o
Jednadzba polareparabole ima isti oblik, samo su sadaxd® yO
koordinate bilokoje tackeravnine, tj. pola za tu polaru.
SijeCe li tangenta os parabole u tacki M, a N je projekcija
diraliSta TO na os parabole, tjeme je parabole upravo poloviste
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duZine MN (si. 10b). Odatle slijedi da su duzine MF i FTO jed-
nake, pa je trokut AMFTQistokraCan. Dakle, kutovi $to ih tan-

SI. 10

genta u tacki TO zatvara s radijvektorom FTO i sa pravcem a koji
prolazi diraliStem TO a paralelan je osi parabole, medusobno su
jednaki. Tehnicku primjenu ovog vaznog svojstva parabole pred-
stavljaju parabolicna zrcala. Kako je, naime, prema zakonu
refleksije kut upadanja jednak kutu odbijanja, svaka zraka koja
izlazi iz fokusa bit ¢e nakon refleksije na paraboli paralelna njenoj
osi (si. 10d). Paraboli€no zrcalo ima oblik rotacionog paraboloida,
tj. plohe koja nastaje rotacijom parabole oko njeZine osi. Nalazi
li se u fokusu takva zrcala izvor nekih valova, njihove ¢e zrake
nakon refleksije na zrcalu biti paralelne s osi parabole. Tako je
mogucée primjenom parabolicnog zrcala usmjeriti u jedan paralelni
snop one zrake koje su posle iz fokusa.

15.
je zbroj udaljenosti od dviju ¢&vrstih tataka stalan. Te cvrste
tatke Fx i F2 su fokusi elipse. Prema toj definiciji mora biti
FXT + F2T = const. ili, ako se ta konstantna vrijednost ozna€i
sa 2a, rx+ r2= 2a.

Udaljenost e fokusa od centra elipse zove se linearni ekscen-
tricitet. Ako su u pravokutnom sistemu tacke FI(—e, 0), F2(e, 0)

fokusi elipse (si. 11a), njena jednadzba glasi
b*x2+ ay2—a2b2= 0 (15.1)

To je centralna jednadzba elipse. U parametarskom predocenju

ta elipsa (si. 11b) dana je jednadZbama
X —acost; y =bsint.

TaCke Ax A2 Bx B2 su tjemena elipse. Pri tom je A1At = 2a

velika os, a B1B2= 2b mala os elipse. lzmedu duljina poluosi
i linearnog ekscentriciteta postoji odnos a2— b2 = e2 Omjer

e . . R . s
e Y linearnog ekscentriciteta i velike poluosi zove se numericki

ekscentricitet. Parametar elipse je duljina one tetive M IM 2 koja
prolazi fokusom a okomita je na veliku os. Poluparametar elipse

. . 2 . .
odreden je relacijom p = 2—. Ako je pol polarnog sistema u centru

elipse a tjeme A2 na polarnoj osi, dobiva se centralna jednadzba
elipse u polarnim koordinatama:
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b2
2= ——mommmeee .
1—e2c0s29
Ako je tjeme Ax u ishodistu koordinatnog sistema a tjeme A%
na pozitivnom dijelu osi apscisa (si. Ild), dobiva se tjemena jed-
nadzba elipse.

Uvjet da pravac Ax + By + C = 0 bude tangenta elipse (15.i)
dan je formulom
A2a2+ B2b2-

Ako je TO(x0 yQ = 0 diraliSte tangente na elipsi, jednadzba
tangente glasi

C2=0.

b2xQx + ay @ —az2b2= 0. (15.2)

Ako je TO(x0yQ bilo koja tatka ravnine, (15.2) je jednadzba po-
lare, a tatka TO je pol za tu polaru. Nalazi li se pol TO izvan
elipse, polara je spojnica diralista onih tangenata elipse koje
prolaze polom TQ(SI. 1ic).

Tangenta elipse zatvara s radijvektorom svoga diraliSta jednake
kutove (si. lle). Ta €injenica moze posluziti za tacnu konstrukciju
tangenata elipse ako je zadano diraliSte. Nalazi li se u jednom
ZariStu izvor nekih valova, na osnovi zakona refleksije zrake tih
valova Ce nakon zrcaljenja na elipsi prolaziti sve kroz drugo
Zariste (si. IIf).

Elipsa je geometrijsko mjesto taaka T ravnine za koje

Sl 11

Promjer ili dijametar elipse je svaka tetiva koja prolazi njezi-
nim centrom. Geometrijsko mjesto poloviSta paralelnih tetiva
elipse je jedan njezin dijametar. Konjugirani dijametri su dva di-
jametra koji imaju uzajamno svojstvo da polovista tetiva paralelnih



284

jednom od tih dijametara leze na drugomu, i obratno, polovista tetiva
paralelnih drugom dijametru leZe na prvomu (si. 11g). Akosu ki ¢'ko-
eficijenti smjera dvaju konjugiranih dijametara, oni su vezani rela-

¢ijom kk' -------- g ;Prema tome su k i k' uvijek protivnog pred-
znaka. Ako je prikloni kut a prvog dijametra Siljast, prikloni
kut p drugog dijametra je tup. Jedini par konjugiranih dijametara
koji sesijeku okomito €ine osi elipse. No u slucaju kada je a = b,
tj. zakruznicu, svaki se par,konjugiranih dijametarasijeCe oko-
mito. Ako su 2ax i 2bx duljine dvaju konjugiranih dijametara, a
¢ kut medu njima, vrijede ova dva Apolonijeva teorema:

ai2+ bj* = a2+ b2; axbtsin 9 —ab.

16.Hiperbola je geometrijsko mjesto taaka T ravnine za
koje je apsolutna vrijednost razlike udaljenosti od dviju Cvrstih
taCaka stalna. Te Cvrste taCke F1i F2su zarista ili fokusi hiper-
bole (si. 12a). Za taCke hiperbole vrijedi dakle

const, il

Pri tom taCke za koje je rx —r2= 2a cCine lijevu granu hiper-
bole, a tacke za koje je r1—r2— —2a Cine desnu granu. Udalje-
nost e fokusa od centra hiperbole zove se linearni ekscentricitet.
Ako su F1l(e, 0), FA—e, 0) fokusi hiperbole, njena centralna
jednadZzba u pravokutnim koordinatama glasi

b2x2- ax2- ad2= 0.
Parametarski je ta hiperbola dana jednadZbama
y = bsht

(16.1)

X = acht;

Tatke Axi A2su tjemena hiperbole, AXA2= 2a je realna os hiper-
bole, BXB2= 2b je njena imaginarna os. Ako je a —b, hiperbola
se zove istostrana i ima jednadzbu x2—y2—a2= 0. Linearni
ekscentricitet hiperbole odreduju njene poluosi jednadzbom

a* -f b2—e2 Omjer z—; linearnog ekscentriciteta i realne

poluosi zove se numeriCki ekscentricitet. Parametar hiperbole je
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duljina tetive koja prolazi fokusom a okomita je na realnu os.

Za poluparametar p vrijedi p = %2. Centralna jednadzba hiper-

b2
bole u Eolarnim koordinatama glasi r2= e
e2c0s 9 — 1
Tjemenajednadzba hiperbole (si. 12b) ima obliky 2= 2p x H--z-- X2.

Uvjet da pravac Ax + By + C = 0 bude tangenta hiperbole
(16.1) dan je relacijom A2a2—B2b2— C2= 0. Ako je TO(x0yO0)
diraliste tangente na hiperboli, jednadzba te tangente glasi

b2x0x - ad0y - a2b2= 0. (16.2)

No to je ujedno jednadzba polare za pol TO(x0,y 0), gdje je TO sada
bilo koja tatka ravnine (si. 12c).

Asimptote hiperbole su pravci koji imaju svojstvo da udalje-
nost izmedu njih i one tacke koja po nekoj grani hiperbole odlazi
u beskonacnost tezi prema nuli. Hiperbola (16.1) ima dvije asim-
ptote: bx —ay = 0, bx + ay = 0. Asimptote hiperbole mogu se
shvatiti kao grani¢ni sluCaj tangente (16.2), kad njezino diraliSte
TO(x0,yQ po nekoj grani hiperbole odlazi u beskonacnost. Za
hiperbole (si. 12 d)

Hi ... b2x2 — a2y 2— a2b2= 0; H2... — b2x2-j-a2y2— a2b2= 0

kaze se da su medusobno konjugirane. One imaju zajednicke
asimptote, a realna os svake od tih hiperbola identi¢na je s ima-
ginarnom osi njoj konjugirane hiperbole. Ako su asimptote hiper-
bole osi koordinatnog sistema (si. 12e), jednadzba hiperbole dobiva
jednostavan oblik: 4xy —e2—0.

SijeCe li neki pravac hiperbolu u tatkama Px i P2 a njezine
asimptote u tatkama Qx i Q2 onda je na svakoj takvoj sekanti
segment QXPX izmedu asimptote i hiperbole jednak segmentu
P2Q2 izmedu hiperbole i asimptote (si. 12 €). Odatle slijedi da ¢e
u granicnom slucaju, kada sekanta prijede u tangentu, diraliSte TO

raspolovljivati segment MxM?2 tangente izmedu
asimptota. Tangenta na hiperbolu zatvara sa radij-
vektorima svoga diraliSta jednake kutove, i to
tako da je tangenta simetrala kuta Sto ih zatvara-
ju ti radijvektori (si. 12f). Odatle slijedi da ¢e se
zrake koje polaze iz jednog fokusa na hiperboli refle-
ktirati tako da nakon refleksije imaju smjer kao da
su poSle iz drugog fokusa. Promjer ili dijametar hi-
perbole je svaka ona tetiva koja prolazi njezinim
srediStem. Dijametar s koeficijentom smjera k neke
hiperbole H1i dijametar s koeficijentom smjera k'
hiperbole H2 koja je hiperboli Hx konjugirana
Cine par konjugiranih dijametara ako je

A2

kkr=—.

a2

Svaki od tih dijametara raspolovljuje sve teti-
ve koje su paralelne s njemu konjugiranim dijame-
trom. Kako su prema (16.3) koeficijenti smjera oba-
ju tih dijametara istog predznaka, oni s pozitivnim
dijelom osi apscisa zatvaraju obadva ili istodob-
no Siljaste kutove ili istodobno tupe kutove. Ako su
2axi 2 duljine dvaju konjugiranih dijametara, a
9 kut medu njima, vrijede za njih ovi Apolonijevi
teoremi:

aX2 —bR2—a2—bh2 ailblsin 9 — ab.

(16.3)

17 Presjeci stoSca. Elipsa, hipert

bola imaju neka zajednicka svojstva. Tako se, npr.,
mogu sve te tri krivulje definirati stereometrijski na
jedinstven nacin. U tu svrhu treba poci od poj-
ma kruznog stoSca. Svi pravci p prostora koji pro-
laze nekom tatkom V nekoga danog pravca q a
tim pravcem zatvaraju isti kut a, Cine jednu prav-
Castu plohu koja se zove stozac, ¢unj ili konus, i to
napose uspravni kruzni stozac. TaCka V je vrh stos-
ca, pravac qmu je os, a svaki od pravacap mu je izvod-
nica. Presijece li se stoZac nekom ravninom T, krivulja presjeka zove
se cunjosjek ili konika ili presjek stoSca. Ako ravnina JT ne prolazi
vrhom V stoSca, presjek stoSca je elipsa, parabola ili hiperbola,
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ve¢ prema tome da li ona sijeCe sve izvodnice stoSca (si. 13a),
ili je paralelna s jednom njegovom izvodnicom (si. 13b), ili je pa-
ralelna sa dvije od tih izvodnica (si. 13c). Ako ravnina presjeka

b
SI. 13

prolazi vrhom stoSca, presjeci stoSca ¢e biti degenerirani. Tako
nastaju tri daljnja sluCaja presjeka stoSca, i to: par ukrstenih
realnih pravaca, jedan dvostruki realan pravac i par ukrstenih
imaginarnih pravaca sa zajednickom realnom tackom. Osim ovih
krivulja, medu presjeke stoSca racunaju se joS i par paralelnih
pravaca i par imaginarnih paralelnih pravaca koji se dobivaju
u slucaju kad vrh V stoSca ode po pravcu g u beskonacnost te
pri tom stozac prijede u kruzni valjak, i uz to je ravnina presjeka
r paralelna s osi valjka. Napokon, imaginarna elipsa nastaje kao
presjek kruznog stoSca i neke imaginarne ravnine.

Tako postoji u svemu devet sluCajeva presjeka stoSca, koji su
ovdje dani njihovim najjednostavnijim jednadZbama u kanonskom
obliku:

1. imaginarna elipsa: bx2-f 032+ a22=10
2. elipsa: bx2-f ay2— ab2= 0
3. hiperbola: bx2—a%2— ad2= 0
4. parabola: y2—2px =0
5. par imaginarnih ukrstenih pravaca: bx2 + ag2—0; (17.1)
6. par realnih ukrstenih pravaca: bx2 —a%2—0
7. par paralelnih imaginarnih pravaca: y2+ a2—0
8. par paralelnih realnih pravaca: y2—a2=0
9. dvostruki pravac: y2—0.

Razabiramo odatle da su, bez izuzetka, svi presjeci stoSca kri-
vulje drugog reda. Presjeci stoSca mogu se i planimetrijski de-
finirati uz pomo¢ jednog njihovog daljnjeg zajednickog svojstva:
giba li se tacka u ravnini tako da je njezina udaljenost r od jedne
Cvrste taCke u konstantnom omjeru s njezinom udaljenos¢u d
od jednoga Cvrstog pravca, ona opisuje u ravnini krivulju koja je

fp
)

Sl. 14

presjek stoSca. Pri tom je Cvrsta tacka jedan fokus, Cvrsti pravac
zove se ravnalica ili direktrisa, a konstantni omjer spomenutih
udaljenosti je numeri¢ki ekscentricitet e presjeka stoSca. Veé
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prema tome da li je e manje, jednako ili veée od jedinice, presjek
stoSca je elipsa, parabola ili hiperbola. U sluaju kada Cvrsta
tatka F padne na direktrisu, nastaju degenerirani sluCajevi pre-
sjeka. Prema tome je za sve presjeke stoSca karakteristicna relacija

r = ed. 17.2)

Ako je u Kartezijevu sistemu dan bilo koji pravac Ax+By +C=0
kao direktrisa i bilo koja tatka F(x0,yQ kao fokus (si. 14a), a osim
toga je odredena brojcana vrijednost numerickog ekscentriciteta
£, na osnovi relacije (17.2) dobiva se za taj presjek stoSca jed-
nadzba

(A2+ BI[(x - xQ2+(y -y 04 - s2(Ax + By + C)2= 0.

O numeric¢koj vrijednosti konstante e zavisi hoce li u danom
slu¢aju ova jednadzba predocCivati elipsu, parabolu ili hiperbolu.
Ako je pol O polarnoga koordinatnog sistema u danom fokusu
presjeka stoSca, a polarna je os okomita na direktrisu i orijenti-
rana od nje prema van (si. 14b), tada iz (17.2) slijedi da zajednicka
jednadzba za presjeke stoSca u polarnim koordinatama glasi

1 —ecos 9

18. Krivulje drugog reda. Opcu jednadzbu krivulje 2. reda
mozemo pisati u obliku

an x2+ 2alXxy + a2y2+ 2al3 + 2a%y + a¥= 0. (18.1)
Determinanta aii ax <&
att au
atl att att

u kojoj su elementi koji leZze simetricno s obzirom na glavnu
dijagonalu medusobno jednaki, tj. u kojoj je aif — alJiy zove se
diskriminanta jednadzbe (18.1). Kroz pet po volji danih tataka
ravnine Ti(xii yt) (i = 1,...,5) prolazi uvijek jedna krivulja
drugog reda, koja je tada tim tatkama i odredena. JednadZba te
krivulje glasi

*yy x.y

o V. *i i

Byt eyt - o

xty» y,* X, YS

Byt % y4

xty$ y* X, y>

(18.2)

Svi presjeci stoSca su krivulje drugog reda. No vrijedi i obratno:
sve krivulje drugog reda su presjeci stoSca. Transformacijama
koordinata moze se, naime, uvijek neka numericki dana jednadzba
(18.1) pojednostavniti i svesti na jedan od devet kanonskih oblika
(17.1) jednadzbi presjeka stoSca. Na taj se naCin ujedno moze
za svaki pojedini sluaj odrediti vrsta krivulje drugog reda dane
jednadzbom (18.1). No vrsta krivulja drugog reda moZe se odre-
diti i neposredno na osnovu jednadzbe (18.1) ispitujuéi vrijednosti
nekih determinanata koje imaju za elemente koeficijente te jed-

nadzbe. To su napose diskriminata A jednadzbe (18.1) i njezine
adjunkte
o a2 3 s nes — «11  «13 3 Ass «11  «12
«32 «33 «31 «33 «21 «22

Osim toga potrebne su jo$ i adjunkte

«12 «13 «13 «11
[ 3 ~32 —
«22 «23 «23 «21
S obzirom na eventualnu centralnu simetriju neke krivulje dane
numericki jednadzbom (18.1), treba razlikovati tri slucaja. Kako
su naime, xQ= A31:A38 y0= A32:A3 koordinate centra
simetrije te krivulje, to u slucaju:
1. kad je A8 =0, krivulja ima odredeni centar u kona¢nosti;
2. kada je A3l= A= ARB= 0, krivulja ima neizmjerno
mnogo centara simetrije, a geometrijsko mjesto tih centara je
jedan pravac;
3. kada je AB—0, ali je bar jedna od determinanata ASl
i AR razlicita od nule, krivulja (18.1) nema centra.



286 ANALITICKA GEOMETRIJA

Potanjim ispitivanjem i diskusijom svakoga od ta tri sluCaja
dolazi se do ove pregledne tablice koja daje kriterije za odredene
vrste krivulja drugoga reda (18.1):

au A >0 imaginarna elipsa

A, >0 )
an A <0 elipsa
*
ATo AS<0 hiperbola
A, =0 parabola
par imaginarnih
0 Att>0 ukréten%h pravaca
An & <0 par realnih ukrstenih
Am pravaca
par imaginarnih
paralelnih pravaca
: r realnih paralelnih
Aa =0 An4Ait<0 papravaca p

Au 4 A86—0 dvostruki realni pravac

ANALITICKA GEOMETRIJA U PROSTORU

generalizacijom ravninskih polarnih koordinata na prostor. No
ovdje postoje tri razli¢ite moguénosti takve generalizacije:

b) Cilindricne koordinate. U tom je slucaju tatka T odredena
trima koordinatama r, 9, z; koordinate r, 9 su ravninske polarne
koordinate tacke S3 koja je projekcija tatke T na ravninu XY
(si. 16b), a z je aplikata tactke T.

Odnos izmedu cilindri€nih koordinata i pravokutnih Karte”
zijevih koordinata dan je jednadzbama

X —rcos<py=rsin9 z=123
odnosno jednadZbama

r=Yx2+y® 9= aretg z =1z

19. Koordinatni sistemi u prostoru, a) Kartezijeve ko-

ordinate. Od koordinatnih sistema kojima se sluzimo u anali-
tickoj geometriji prostora najcesce se primjenjuje Kartezijev koor-
dinatni sistem. Tu sluze kao koordinatne osi tri orijentirana pravca
Ox3 Oy3 Oz koji prolaze jednom zajednickom tackom 0 3 isho-
distem koordinata, a ne leze

sva tri u istoj ravnini. Ako sva

ta tri pravca stoje jedan na dru-

gom okomito, koordinatni je

sistem pravokutan, inace je ko-

sokutan. S obzirom na medu-

sobnu orijentaciju koordinatnih

osi tu postoje dvije moguéno-

! sti, pa tako postoje desni (si. 15a)
i lijevi (si. 15b) koordinatni si-
stem. U desnom (lijevom) si-
stemu koordinatne osi Ox30y3
o4 Oz imaju redom smjerove kao
ispruZeni palac, ispruzeni ka-
Ziprst i savirtuti srednji prst
) y  desne (lijeve) ruke. Ovdje ¢emo
/ se sluziti samo desnim pravoku-

tnim koordinatnim sistemom.

Polozaj neke tacke T u pro-
sl- 15 storu odreden je njezinim vek-
torom mjesta ili radijvektorom

OT = r. Neka su JBJ&B Jz jedinicne tatke, odabrane redom
na pozitivnim dijelovima osi Ox3 Oy3 odnosno Oz, i to tako
da je Ojx= 0j2—0jz (si. 15c). Jedini¢ni vektori u smjeru
koordinatnih osi neka su

1= 0lJii j —0j2> k —0jz
Kartezijeve koordinate tatke T su tada okomite projekcije

vektora mjesta r na koordinatne osi, tj. to su

apscisa x — r «i3 ordinatay = r ¢j3 aplikata z = r k.
Buduéi da je OT = OP + PS + ST, vektor mjesta r odreden je
kao vektorski zbroj svojih komponenata u smjeru koordinatnih
osi, tj.

r=tx+jy-\-kz. (19.2)
Oznakom T(_f)3 odnosno T(x3y3z) naznaCuje se da tacki T pri-

pada vektor mjesta r, odnosno da joj pripadaju koordinate x3y i z.
Ravnine XY, YZ i ZX3 od kojih svaka prolazi kroz dvije osi,
zovu se koordinatne ravnine. Te tri ravnine dijele cijeli prostor
na osam oktanata (si. 16a) koji su odredeni razliCitim kombina-
cijama predznaka koordinata.

Osim Kartezijeva koordinatnog sistema, u analitickoj geo-
metriji prostora Cesto se upotrebljavaju sistemi do kojih se dolazi

C) Sferne koordinate. U tom je slucaju tacka T odredena sa
tri koordinate p, 9, & (si. 16¢c), koje su ovako definirane:

p=OT, 9= €£P0OS3 &= < ROT.

Izmedu sfernih i Kartezijevih koordinata postoji odnos dan
jednadzbama

X = psin&cos 9, y = psin&sin9, z = pcos &
Vx2 + Y2

d) Polarne prostorne koordinate. Prostorne polarne koordinate
p, & p, y tatke T (si. 16d) definirane su ovako

p= OF, a- <« POT, p»- <« QOT3 y- < ROT.

Odnos prostornih polarnih i Kartezijevih koordinata daju
jednadzbe

X = pcosa, y = pcos@ z = pcosy;

PP il y2 z2
p=yx2Hy2+ .23 a = are th--X---J-_---,

2
arctg —, Yy = arc tg -

R
1

Koordinate a, B, y nisu medusobno nezavisne jer medu njima,
postoji relacija
cos2a 4- cos2R 4-cos2y = 1.
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20. Neke osnovne relacije, a) Udaljenost dviju tataka. Ako ih X * ¢ HeD _N-n2 o ZX-\LZt

su  Tx(rj i T2(r2 bilokoje dvije tatke prostora (si. 17 a),gdje je o o to

VD ity + + Kz, =1 2), tada je Tako su, napose, koordinate polovista duzine TiTi jednake

Xi  x2 y\ y2 zi
txt2 = 0r2—07\ = r2- rx = X y 2 72 2
= iz e > @2 -t s k(2 - T e) Povrsina trokuta. Ako su 7v(ry)( v= 1, 2, 3) vrhovi nekog;
Za udaljenost tih dviju taaka dobivamo tako trokuta (si. 17 d), njegova je povrSina
d= |r2- rx|= ji(x2- xQ2+ ¢y2 ~ ~i)2 + (*2-  *i)2{(20.1) P=y I(r2- r)x(r-rjl,
b) Kutdvaju smjerova. Smjer je u prostoru odredennekim

I12 ZIXi 11* Axiyx\
1+ PeXi11 + Ixtytl
1 Z3 X 11 * ooy

N

orijentiranim pravcem ili nekim vektorom. Ako su dva smjera IR

1
dana vektorima (si. 17b) " X \1y
* I8

—
¥

NN

»

a=iax+jay Fkaz, b=ibx+jby+ki, f) Volumen tetraedra. Simbol (< b, ¢) neka znaci mjeSoviti ili
kut Sto ga ti smjerovi zatvaraju dan je relacijom
vektorsko-skalarni produkt triju vektora, tj. (a3 b} c) = (a x b) ec =

ash axbx + ayby + azhz f oA
oS 9= --— = e 0 :

[ = ®Gx c)ea=(cxa) ebh Tada tetraedar kojemu su zadani
ab yO2+ a/ +a*\b*+V + b}

vrhovi rv(ry) (v= 1,2, 3,4) (si. 17e) ima volumen

ili V- g (r2“ r> re_rl> ri- 0 (20.7)
7l
F= X, y, zt 1 (208)

X, ytz, 1

Moyt 1
Pri tom je uzeta u obzir i orijentacija tetraedra. Smatrat ée se,
naime, da je tetraedar TXT2TZTA (u tom poredaju vrhova) po-
zitivno (negativno) orijentiran ako je trokut ATXT2T3 o« ravnini
7\7 213 pozitivno (negativno) orijentiran kada se promatra s one
strane te ravnine na kojoj se nalazi vrh T4 Prema danoj formuli
za volumen tetraedra bit ¢e taj volumen pozitivan ili negativan,
prema tome da li je tetraedar pozitivno ili negativno orijentiran,
1z (20.8) slijedi da je uvjet za komplanarnost Cetiriju tacaka, tj,
uvjet da one sve leZze u istoj ravnini, dan relacijom

Xi oyt zl 1
xey2 1 -, (20.9)

Si. 17 T4ova oz

21.  Transformacije Kartezijevih koordinata. Bilo koja
Uvjet za okomitost tih vektora daje jednadZba transformacija pravokutnih Kartezijevih koordinata moze se z*
- misliti sastavljenom od dviju osnovnih, od translacije i rotacije.
} ax-bx-+ ?y-l?y-+ azbt- 0 (20.3) a) Translacija. Ako su Oxyz i 0'x'y'z' dva pravokutna si-
Kut 9 Sto ga zatvaraju jedinicni vektori stema koordinata kojima su osi istosmjerno paralelne, relativni
) ) poloZaj tih sistema bit ¢e odreden vektorom translacije ili vek-.
= icos av-fjcos + kcosyy, (v= 1 2 torom paralelnog pomaka (si. 18 a)
odreden je formulom . .
OO0'=t=1ia+jb+ kc

cos 9 = cos axcos a2+ cos  cos (R-f cos -ft cos y2 . -
U tom je slucaju

c) Udaljenost tacke od ravnine. Ako je poloZaj ravnine 77 u
prostoru odreden tako da je dana njezina udaljenost 8 od isho- OT=07? + 00" ili +=rm+T-

diSta i jedinicni vektor n0= icosa + j cosp -f kcosy okomit na  Ta se vektorska jednadzba moZe rastaviti natri skalarne, pa s

ravninu 77 (si. 17¢), onda je udaljenost d tacke T(r) od ravnine takodobiju ove jednadzbe translacije koordinatnog sustava:

77 dana izrazom X =x'+a y =y'+by z= 7 4c
¢=7T0.7-S, (20.4) X'=x —a y' =y —b 2= z —c
ili u skalarnom ohliku b) Rotacija. Ako pravokutni sistemi Oxyz i 0'x'y'z" (si. 18 b),
_ imaju zajedniCko ishodiste, a koordinatne osi zatvaraju medu-i.
d= xcosa-fycosp+ zcosy—S8. (20.5)

. sobno kutove prema ovoj shemi
d) Dijeljenje duzine u zadanom omjeru. Dijeli li tacka T (r) danu

TJ1 Yo
duZinu T\ T2u omjeru @ dakle tako da je = @ poloZyj , o
X" al Pi vi

taCke T je odreden relacijom (21.0
y' a2 P2 r2

i —Hr2 (20.6) ' a3 M3 Ts
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tada jednadzbe transformacije glase

=/x'cosaj + y'cosa, + z Cos a3,
= x'cos Bi +y'cos B2+ z'cos Rs,
—x'cos +y'cos Y2+ z'cos Y3>
'=x cosai +y cosRi+ z cosVYi>

'"—xcosa2+y cos B2+ z cos Y2
"= x cosa8+y cosR3+ z cosy3e

N X N X

SI. 18

Pri tom je

COS  COoS a2 cos a,
cos p! cos p2 cos P,
cos Yi cosy2 cos Ta

determinanta ove transformacije. Kutovi av, pv, W (v= 12, 3)
nisu svi medusobno nezavisni, nego samo tri od njih zgodno
odabrana, tj. takva tri koja ne leze u istom retku ili u istom stupcu
sheme (21.1). Medu tim kutovima postoje relacije koje se uz pomoé
determinante (21.2) mogu izre¢i ovako: 1. Determinanta D jed-
naka je jedinici; 2. suma kvadrata elemenata jednog retka ili
jednog stupcajednaka je jedinici; 3. sumaprodukata korespon-
dentnihelemenatadvaju razli€itih redaka ili ~ stupaca jednaka je
nuli; 4. Svaki je elemenat determinante jednak njegovoj adjunkti.

D= (21.2)

ANALITICKA GEOMETRIJA

Tako npr. eliminacijom parametra t iz (22.2) slijedi da cilindricna
spirala moZe biti analiticki predoCena sistemom jednadZbi

X —acos = y—asinZ
b’ b

ili ekvivalentnim sistemom
2+ y*- a2=0, —- tg-~ O.
X y X g b

Ako je dana neka ploha u prostoru (si. 19 ¢), na njoj se moze
zamisliti krivocrtni koordinatni sistem. Promatrani dio plohe neka
je, naime, prekriven sa dva sistema parametarskih crta, i to tako
da svakom tackom plohe (s eventualnim izuzetkom nekih singu-
larnih tacaka) prolazi po jedna crta iz svakog sistema, a pri tom
se dvije crte iz razliCitih sistema sijeku najvise ,u jednoi tacki.
Svakoj crti prvog sistema neka je pridruzena neka realna vri-
jednost kao parametar u, a svakoj crti drugog sistema neka realna
vrijednost kao parametar v3a obje te vrijednosti neka se duz plohe
kontinuirano mijenjaju. Svaka tatka na plohi bit ¢ée tako odre-
dena kao sjeciste od po jedne crte Cxi C2 iz svakog sistema, pa
¢e joj tako pripadati uredeni par realnih vrijednosti parametara
w v koji su pridruzeni tim crtama Cxi C2 Parametri u i v jesu
krivocrtne koordinate tacke Ty Sto se oznaCuje sa T(u,v). No i

vektor mjesta r, koji daje poloZaj tacke T u prostoru, bit ce tako
odreden vrijednostima parametara u i v, pa je prema tome neka

ploha analiticki predoCena jednadZzbom r = r(m,v). Rastavi li se
ova vektorska funkcija na komponente, mogu se pisati parametar-
ske jednadzbe plohe u skalarnom obliku

x= 9i(u,v); y —92(«,Vv); g= 9S{u,v).

C) Eulerovi kutovi. Kutovi sheme (21.1) mogu se izraziti s

pomocu tri medusobno nezavisna Eulerova kuta 9, X 4 (si- 18c).
Relacije koje daju vezu medu tim kutovima jesu:

cos at = cos 9 cos A —sin 9 cos x sin >
cos px= sin 9cos o -f cos 9 cos x sin >
cos Yi = sinxsin”®,

cosa2= —cos 9sin 4 —sin 9cos x cos 5
cos p2= —sinysin A + cos 9 cos x cos Abi
cos Y2 —sin x cos

cos a3= sin 9sin x3

cos P3= —cos 9sin x>

cos Ys = CcosXe

22. Analiticko predocivanje krivulja i ploha u prostoru.
Neka je dana neka krivulja C u prostoru pa neka se stanoviti
parametar t duZ krivulje kontinuirano mijenja tako da je svakoj
tacki T pridruzen neki realni broj t, a svakom realnom broju, t
iz stanovitog intervala neka je pridruzena neka tacka T na krivulji
(si. 19a). Tada je polozaj tacke T nakrivulji, pa dakle injezin radij-

vektor r, odreden tom vrijednosti parametra i, tj. duz krivulje
C radijvektor r je neka vektorska funkcija parametra t. Krivulja

1 —»
C ¢e imati, dakle, jednadzbu C ... r = r(f) ili, zbog (19.1), u
skalarnom obliku

C ... X= <p);, vy = z = <p,(i). (22.1)

To je tada parametarsko predocenje krivulje u prostoru. Tako
je npr. jednadzbama

X = acost, y = asint, z = bt (22.2)

predo€ena obi€na cilindricna spirala (si. 19b). Eliminacijom pa-
rametra t iz relacija (22.1) nalazi se neposredna veza medu ko-
ordinatama, pa tako krivulja u prostoru mjesto jednadzbama
(22.1) moZe biti predoCena analiticki i sistemom jednadzbi

Fx(x,y,z) =0, Fz(x,y,z) = 0. (22.3)

SI. 19

Eliminacijom parametara u, v iz tih jednadzbi dobiva se jednadzba
plohe F(x,y,z) = 0, kojom je implicite dana veza medu koordi-
natama tacke na plohi. Dakako dase ta jednadzba opéenito moze
razrijeSiti po bilo kojoj varijabli, pa tako ploha moZe biti pre-
docena npr. jednadzbom oblika z = f(x,y). Razabira se ujedno
da je krivulja C sistemom (22.3) odredena kao sjeciSte dviju ploha.

Kao primjer analitickog predocenja ploha neka posluzi kuglina
ploha polumjera R sa centrom u ishodiStu koordinata (si. 19 d).
Ona ima jednadzbe

X =Rsinucosvy y = Rsinusinv, z =R cosu.
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Eliminacijom parametra slijedi odatle jednadzba kugle
X2+ y2422—R2= 0.

23. Ravnina. Polozaj ravnine prema koordinatnom sistemu

moguce je odrediti na razliite nafine, prema izboru razlicitih
elemenata koji taj poloZaj mogu fiksirati. Tako se dolazi do razli-
Citih oblika jednadZbe ravnine.

Ako je npr. ravnina odredena smjerom normalnog vektora

n0 i udaljeno3¢u 8 od ishodista koordinata (si. 17c), pa ako se uvaZi
da je za tacke u ravnini udaljenost odte ravnine jednaka nuli,

iz (20.4) i (20.5) dobivaju se normalni oblici jednadZbe ravnine:

nQer —8 =0, ili
Ako je ravnina odredena trima svojim nekolinearnim tatkama

xcosa + ycos @-fzcosy —8= 0.

rv(ry) (si. 20a), i ako je T(f) bilo kojatacka te ravnine,volumen
tetraedra S§to ga Cine te Cetiri tacke bit ¢e jednak* nuli, pa se iz
(30.7), odnosno (20.8), dobiva jednadzba te ravnine u obliku
(r- rk r,- =20,

ili skalarno

xy z 1

xxyt zx1 _ 0

ozt 1 T

xX»y» zt 1

(23.1)

Odsijeca li ravnina na koordinatnim osima redom segmente
m3n3p (si. 20b), bit ¢e ona odredena tactkama Tx{m30,0), T2(0,n,0)
i Tz(0,0,p), pa se prema (23.1) dobiva segmentni oblik jednadzbe
ravnine:

XX I 1=0.
m n

Prolazi li ravnina tackom TO(r0), a n = iA+ jB + kC je
bilo koji vektor normalan na ravninu (si. 20c), jednadzba te rav-
nine glasi:

«0-r1Q)=0 ili A(x- x0 +B(y-y0)+C(z- za=0.

U svakom je, dakle, slu€aju jednadzba ravnine linearna, pa
se moze pisati

Ax + By + Cz+ D=0 (23.2)
ili vektorski
/| + D=0,
i to je opéi oblik jednadzbe ravnine.
1z opéeg oblika jednadZzbe ravnine moZe se prijeci na posebne,

pa tako npr. jednadzba ravnine (23.2), odnosno (23.3), prevedena
u normalni oblik, glasi:

(23.3)

TE, I, ™
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Ax By +Cz +D
- sign D m/A2+ T2+ C*

odnosno
—signD ¢|n|
Ako su dane dvije ravnine u prostoru (si. 20 d)

IIV...nver + Dv= 0 (v= 1, 2),

kut 9 $to ga one zatvaraju odreden je jednadZbom

cos 9= L2 A S o/ v [
ni N2 MI2+BR2+cx2v A2+B,*+ C 2
Uvjet za okomitost tih dviju ravnina glasi:
AXA2+ BXB2+ CXC2= 0,

a uvjet njihove paralelnosti,

ili cos9=

- -
—amk on2) ih NleeN| o/ N2 *ND *
24. Pravac odreden jednom svojom tackom Tx(_r¥<) i vektorom
smjera q=ia+ jb + kc (si. 21a) ima parametarsku jednadzbu

r=rx+ qt, ili u skalarnom obliku
x =xx-far, y =yx+ bt3 z =zx+ ct.

Eliminacijom parametra t dobivaju se odatle jednadzbe pravca
u obliku

* *i

y - yi z- zx

Ako je pravac odreden kao spojnica tacaka Tx(rX) i T2(rt)
(si. 21b), parametarski je predocen u vektorskom obliku jednadzbom

r=rx+ (r2- r)i,
ili u koordinatama
X= >+ (* -X)t, y=yi+(y2-yi)t, z=1zIl+ (z1-zt,
odakle se eliminacijom parametra dobivaju jednadZzbe spojnicc
dviju tacaka u obliku

X —XI 'y —yx z ZX

*2-*i  yL~vyi

Ima li parametar t znaCenje djeliSnog omjera, u kojem tacka

T dijeli duzinu TxT2 spojnica tataka TX T2 ima prema (20.6)
jednadzbu

22-7 X

- trt
i-t

*i - yi ~ ty2 tzn
>h [f--p rr’” *- 4. ¢

Pravac p (si. 21c) kao presjek dviju ravnina 13X 1J2 odreden je
sistemom jednadzbi

nxer + Dx= 0,
«i-r - f =0,
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il Axx + By 4 Cxz + bx= 0,
A2x 4~B% + C2z + D2= 0.

To su opée jednadzbe pravca.

Pravac p je u tom slucaju odreden i lezi u kona€nosti samo

onda ako matrica |*| c\| *ma ranS 2.

Dva pravca r = rv-f r(v= 1, 2) zatvaraju kut 9 koji je

odreden jednadZzbom

cos9 =

[fa2+ +c2N2+V +@

cos 9= —— il

Oni su okomiti ako je
axa2 f' bxb2 4+ cxc2 o,
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onda svezak ravnina, tj. skup svih ravnina koje prolaze pravcem
p (si. 22b), ima jednadZbu

« .r+ Di+ X(n2er + D2 (25.1)

odnosno jednadzbu
(¥ + £13/+ CXR 4 T)x+ XG42x + £2v+ C2z + D) = 0. (25.2)

Te jednadzbe predo€uju za svaku realnu vrijednost parametra X
neku ravninu iz danog sveska, i obratno, za svaku ravninu iz tog
sveska postoji realna vrijednost parametra X tako da jednadzbe

(25.1) i (25.2) predoCuju upravo tu ravninu.
ProbodiSte P (si. 22c) pravca p ... r = rx+ gt i ravnine

77...ner + D = 0 odredeno je radijvektorom

. . -* > .rx+ D
a paralelni ako je v —ri —q —— I
ax\ bx' cx —a2\ b2. c2. neq
25. Pravac i ravnina u prostoru. Ravnina 77 "..ner+ D = 0 Ako je n rx-f D —O0, n +q= 0, pravac p lezi u ravnini 77.

i pravac p ...r = rx+ qt zatvaraju kut 9 (si. 22 a) koji je odre-
den jednadzbom

sin9 = - .
n(l 1/A2+ B2+ C2-]/a2+ b2+ c2

Uvjet za okomitost pravca p i ravnine 77 glasi
A:B:C —a:b:c,
a relacija Aa + Bb + Cc = 0 daje uvjet njihova paralelizma.
Ravnina koja prolazi tackama Tx(_ryx) i r2(r§, a paralelna je

s pravcem r = rz + qt} ima jednadzbu

r-rxr2—rx q=0

xyz1

. Xyizil

ili X,y' éll = 0
abcO

a ravnina koja prolazi takom r 3(rd i paralelna je sa dva pravca

r=rv+ gt (v= 1 2) ima jednadzbu

(r-rz ax g3 =0,

Xy z 1

ili 3 1
Uib\ado
aZch‘O

Ako je pravac p zadan jednadzbama

i nx.r 4 Dx 0,

{n2er 4 D2

0,
odnosno jednadzbama

A

A 1 AX

+ Bxy 4" Clz4-bx= 0,
+ By 4-C2:m D2 = 0,

26. Tacka i pravac u prostoru i dva pravca u prostoru.
Udaljenost d tatke Tx(rx) od pravca p ... r = r04- qt (si. 23a) je-

dnaka je d = I(rx—r3 x q|:q} ili u skalarnom obliku

yi-yob2, -mcl, «« .
d= z1- znc x1- x0 a yi-yO b1
a2+ b2+ c2
2 -
1
i
P\~ Gy
o\
SI. 23

Ako su pv.. r—rv+ gt (v= 1 2) bilo koja dva pravca u
prostoru, njihova zajedni¢ka normala p je kao presjek ravnina
n xi 772(sl. 23b) dana sistemom jednadzbi

0 - rd gx gxxgd =0,
P (l’y- r a’?, ?iX?;;: 0, -
ili skalarno
X- X y - yi z- 4
ai bi a = o

hg —zd oc@2—qdi Gt dtbi

X y 2 - ozt
a2 b2 c, = 0.
g ¢4d gfi e &b A
U parametarskom predocenju dana je ta zajednicka normala
jednadZbom

+ @ x ") 1e

(i X #2)2

p..r=

Najkra¢a udaljenost pravaca px i p2 je ona koju imaju
taCke T3i r 4na njihovoj zajedniCkoj normali p. Ta je udaljenost
jednaka
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ru @
(i X g2
li/r * * \cxax ®  axbx
ili + i
1\ \bec 1c* a* a, bt

27. Kugla polumjera R sa sredisStem u tacki 5 (r0) (si. 24 a)

ima jednadZbu
(r- rD2- R2=0, (27.1)

ili (* - 02+ (y -2 02+ (* -f0)2 - = o,
Sto se moZe pisati i ovako:
X2+ y2+ 7* —2x(ix —
- 2yQ - 220z + q= 0,
gdje je
g=x02+ yR4 *@- R2.
Jednadzba drugog reda
Ax2+By2+ Cz2+Dyz +
-f 4-Fjcy + Gx + Hy +
+Kz4L=0
predoCuje kuglu ako je
A=B=C, D=E=F=0.
U tom je slucaju srediSte kugle
u tacki
H KA
°\ 28~ 2A"  2AV
a polumjer joj je
R =_V G2+ H2+ K2—4AL

SI. 24
2A

Ako je G24- H24- K2—4AL " 0, kugla je realna.

JednadZzba kugle koja je odredena cetirima svojim nekompla-
narnim taCkama Tv(xv, yv, sv), (v = 1, 2, 3, 4) glasi:

X* o+ yF o+ 7« y z
Y XK+ IS Xx y1 ix
Xi2 +ys +2zj X ys zt
FF+yIF+ X

Xi*  +yt%+ Z4 xt yt 74

e e
1
o

Ravnina Ax 4- By 4 Cz 4 D — 0 je tangencijalna za kuglu
(27.1) ako je (Ax0+ By04- CzQ4- D)2- R2(A2+ B2+ C2 = 0.

Ako je T1(rX diraliste tangencijalne ravnine (si. 24 b), jednadzba

te ravnine glasi (rl—rc)(r —rQ—R2= 0 ili

(=Y —0) + (Y =39 (y—yQ+ (I —)(*—*9)- #2=0.

No to je ujedno i jednadzba polarne ravnine, ako je pol 7\(rj)
bilo koja tacka prostora. Ako je pol Txizvan kugle, polarna ravnina
sijeCe kuglu duz kruznice u kojoj tangencijalni stozac s vrhom
u polu 2\ dodiruje danu kuglu.

28. Plohe drugog reda. Plohe koje su u Kartezijevim ko-
ordinatama definirane kvadratnom jednadzbom zovu se plohe
drugog reda ili kvadrike. Svaka ravnina prostora sijee kvadriku
u nekoj krivulji drugog reda.

Opca jednadzba plohe drugog reda moze se pisati u obliku
axlx2+ aZy2+ a3sz24 2alxy 4- 2a23yz + 2a3lzx 4- 2aldx 4
4-2a2iy 4- 2a3iz 4- #4 = 0. (28.1)

Od deset konstanti te jednadzbe samo devet ih je bitnih,
pa se zato uvijek moZe odrediti jednadzba one plohe drugog
reda koja prolazi kroz devet po volji odabranih taaka prostora.
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Translacijom i rotacijom koordinatnog sistema opca jednadzba
(28.1) plohe drugog reda moZe se pojednostavniti i dovesti na
jedan od kanonskih oblika posebnih slu¢ajeva ploha 2. reda.

Evo kratak pregled samo nedegeneriranih slucajeva ploha 2.
reda na osnovi njihovih kanonskih jednadzbi. Treba razlikovati
Cetiri vrste takvih ploha, a to su: prave centralne plohe 2. reda,
paraboloidi, stodci 2. reda i cilindri 2. reda.

a) Prave centralne plohe 2. reda su one plohe za koje se jednadzba
(28.1) moze transformirati na oblik Ax24- By24- Cz2+ L = Q,
gdje su sve Cetiri konstante A} B, C, i L razliCite od nule. Veé
prema razli¢itim mogucnostima kombinacija predznaka tih kon-
stanti razlikuju se cCetiri slucaja:

Elipsoid (si. 25a) ima jednadzbu
X2 y2 122
7 +7 +7 = 1-

Ako je a>b>c, elipsoid je troosi. Ako je a = b, elipsoid je ro-
tacioni a os aplikata mu je os rotacije. Ako je pri tom a—b<¢c

(si. 25b), to je izduzeni elipsoid ili ovoid, a ako jea = b > c (si. 25¢).
to je spljosSteni elipsoid ili geoid.
Jednoplos$ni hiperboloid (si. 26a) ima jednadzbu
X*4_ y* Z*
a2 b2 «c2

I on mozZe biti rotacioni, a to je u sluCaju kada je a = b.

S1 26

Jednoplodni hiperboloid je prav€asta ploha, jer na njemu
postoje dva sistema pravocrtnih izvodnica (si. 26b), koje imaju jed-
nadzbe

T * 2 | yV X * 17 y\
L 7+7"“Q+y) 7_7~7( 7/

\v—=wll - &) "c—2=—dh+

Svakoj realnoj vrijednosti parametra u (odnosno v) odgovara
jedna izvodnica prvog (odnosno drugog) sistema.

IL —+ ¢

Dvoplodni hiperboloid (si. 26¢) ima jednadZbu
X2 y2 22
a*+7 ~7 *“

U sluaju a = b to je rotacioni hiperboldid.
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elipsoid ima jednadzbu
2 y2 z2
2 b2 2

Ta ploha nema realnih taCaka.

Imaginarni

-1.

b) Paraboloidi. Op¢a jednadzba (28.1) ovih ploha mozZe se

transformirati na oblik Ax2+ By2+ Kz = 0, gdje su sve tri
konstante A, B, K razliCite od nule. Te plohe nemaju centra
simetrije, a postoje dvije vrste takvih ploha:

Elipticni paraboloid (si. 27a) ima jednadzbu
X2 V2
— + = A= 0.
a2 b2

Ako je a = b3 os aplikata je os rotacije.

Hiperboli€ni paraboloid (si. 27b) ima jednadZzbu
X2 y2  _
a2 he 20O

To je prav€asta ploha i na njoj postoje dva sistema izvodnica:

SI. 28

c) Stoci drugog reda. U tom se slu¢aju opca jednadzba (28.1)0j

moze transformirati na oblik Ax2-f By2+ Cz2= 0, gdje ni jedna
od konstanti A, B, C ne iSCezava. Tu postoje dva slucaja:
Realni stoZac (si. 28) ima jednadZbu

£ |
Xz Y zL

Ako je a — b3to je kruzni stozac.

Imaginarni stozac ima jednadzbu
X yE &
a2 b2 c2

Ta ploha ima jednu jedinu realnu taCtku koja pada u ishodiste
koordinata.

SI. 29
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d) Cilindri drugog reda. Tu se razlikuju tri slucaja:
Elipti€ni cilindar (si. 29 a) ima jednadZzbu

Xa8+ yb2: I.
Hiperboli¢ni cilindar (si. 29b) ima jednadzbu
y
b2
Paraboli¢ni cilindar (si. 29c) ima jednadZbu
y2— 2px = 0.
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ANALIZATORI, mrezni, analogni raCunski uredaji koji
sluze za ispitivanje rada slozenih visokonaponskih elektri€nih
mreza. Na njima se mogu meriti kretanja aktivnih i reaktivnih
snaga, naponske prilike, ja€ina struja kratkih spojeva itd. Mogu se
upotrebiti i za studije drugih tehni¢kih problema koje se svode
na reSavanje sistema jednaCina sli¢nih jednaCinama sloZenih
elektri¢nih kola.

Potreba za analizatorima ukazala se u doba kada su se elektri¢ne
mreze naglo razvijale i postajale sve vece i sloZenije, pa su se i
metode raCunanja primenom osnovnih zakona elektrotehnike
pokazale kao veoma zametne. Stoga se poSlo putem da se racu-
nanje zameni merenjem na pogodnim modelima.

Modeli su u ovom slucaju uredaji koji imaju elektricne oso-
bine slicne osobinama dalekovoda, transformatora i generatora.
Delovi uredaja su otpori, kondenzatori i drugi elektricni ele-
menti koji su medu sobom tako povezani da bi se ceo sklop pona-
Sao Sto je moguce slicnije opremi u prirodi. Za razliku od mo-
dela koji se upotrebljavaju u nekim drugim granama tehnike,
modeli mreze ne mogu biti mrezama u prirodi i geometrijski
slicni. Ne moZe se npr. na modelu mreZe dalekovod u smanje-
razmeri prikazati trofaznim sprovodnicima odgovarajuéeg
medusobnog rastojanja i razmaka od zemlje, a veliki generatori
i transformatori zameniti po svom geometrijskom obliku sli¢nim
malim generatorima i transformatorima, jer takav geometrijski
slican model ne bi mogao biti slican i u pogledu elektricnih oso-
bina. Npr. namotaj velikog transformatora ima znatno veéi odnos
induktiviteta prema otporu nego namotaj njemu geometrijski
slicnog malog transformatora.

Ali nije redovito ni moguc¢no ili uputno da model mreze bude
mrezi u prirodi i u elektricnom pogledu potpuno slican. Npr.
u prirodi duz sprovodnika dalekovoda otpor i induktivitet su
kontinualno rasporedeni. Kapacitet je stvoren c¢elom duZinom
sprovodnika i okoline. Stoga bi verna elektricna slika daleko-
voda bio jedan lanac sastavljen od malih otpora, induktiviteta,
kapaciteta i odvodnosti, sa beskonatno velikim brojem Cla-
nova. Samo na ovakvom modelu dalekovoda mogla bi se ostva-
riti karakteristiéna ponaSanja pravog dalekovoda. Na njemu
bi se reflektovali udarni talasi i on bi se verno pona3ao pri razli-
Citim ucCestanostima naizmeni¢ne struje. Ovakvo modeliranje da-
lekovoda bilo bi medutim veoma skupo za pojedinacno prika-
zivanje dalekovoda velikih sloZenih mreZa. Stoga se na anali-
zatorima dalekovodi, transformatori i generatori prikazuju u
znatnoj meri uproS¢eno. Na si. 1 prikazana su primera radi tri
nacina prikazivanja dalekovoda. Pod (a) je prikazivanje tzv. IlI-
shemom. Kapacitet dalekovoda se podeli na dva jednaka dela i
koncentriSe na pocCetak i kraj. Izmedu kondenzatora se postave
na red vezani otpor i induktivitet ukupne vrednosti otpora da-
lekovoda. Pod (b) je prikazana tzv. T-shema. Ceo kapacitet daleko-



