ARHITEKTURA — ARITMETIKA | ALGEBRA

Pravu borbu protiv svakog opterecenja arhitekture dekoracijom
poveo je na prijelazu iz X1X u XX st. Adolf Loos (1870—1931)
u Be€u. On je teoretski i prakticki zacrtao put kojim su isto tako
iSli Peter Behrens (1868—), Hans Poelzig (1869—), Paul Bonatz
(1877—) i Erich Mendelsohn (1887—). To je put koji unutar
arhitektonskog korpusa trazi Cistoéu funkcionalne organizacije i
oblikovanog izraza, bez osobite teznje za konstruktivistiCkim ras-
Clanjivanjem.

Originalne puteve razvijaju u okviru novih stremljenja u
arhitekturi na podrucju Amerike Louis H. Sullivan (1856— 1924)
u djelima medu kojima se istie PalaCa prometa na Svjetskoj
izloZzbi u Chicagu 1893* oblicima oslobodenima od historicizma,
i F. L. Wright, koji postavlja temelje tzv. organskog smjera u
metodici arhitektonskog projektiranja.

U opéem okviru svoga razvoja suvremena je arhitektura
snazno pokro€ila naprijed onim trenutkom kada je, koriste¢i se
novim tekovinama tehnike, svijesno uz metodu funkcionalne analize
razvila i princip konstruktivne rasClambe korpusa. Taj se princip
postepeno razvijao od poCetka XX st. djelovanjem Augustea
Perreta (1874—1954), a potom Ch.-Ed. Jeanneret-Le Corbusiera
(1887—), koji ve¢ potkraj Prvog svjetskog rata proklamira svoj
princip konstrukcije »domino«, kao samostalni konstruktivni
skelet. Maksimalnu cistoéu u razluCivanju noseéeg skeleta od
membrana-zidova koje formiraju prostor postizava Mies van der
Rohe (izloZzbeni paviljon u Barceloni, 1927—28). Varijantu Bau-

Kazaliste u Mannheimu (L. Mies van der Rohe)

hausa zastupa u svom djelovanju Walter Gropius. U najnovijim
kreacijama na podrucju arhitekture, u kojima je u potpunosti
rijeSen problem funkcionalne i konstruktivne analize, pojavljuju
se nova strujanja, koja Cesto vuku u novi tip dekorativizma ili
likovnih spekulacija. Na grani€noj liniji danaSnjeg razvoja arhi-
tekture izmedu racionalnog i likovnog stoje Le Corbusier, Mies
van der Rohe i O. Niemayer. A. Moh.

ARITMETIKA | ALGEBRA. Rije¢ aritmetika dolazi od
grékog apL&fics;, arithmos broj. Ve¢ je Platon pod aritmetikom
razumijevao nauku o svojstvima parnih i neparnih brojeva. Kasnije
se aritmetikom opcenito nazivalo raunanje s brojevima i pravila
tog raCunanja.

U svojem daljem razvoju (rjeSavanje jednadZzbi) aritmetika
prelazi u algebru, no nema neke odredene granice koja bi strogo
lu€ila dokle dopire aritmetika a gdje pocinje algebra. Uostalom,
danas algebra obuhvata vanredno Siroko podrucje matematike,
od kojeg »klasi¢na« algebra €ini samo vrlo malen dio. Sama rije¢
algebra je arapskog porijekla. Ona dolazi od naslova AldZebr
Valmukabala djela o rjeSavanju jednadzbi arapskog matematicara
iz IX st. Muhameda ben Muse Alhvarizmija. Od imena tog
matematicara izvedena je i rijeC algoritam3pod Cime se razumijeva
tehnika raCunanja (specijalno, ponavljanog) i matematickih izvo-
denja uopce.

Osnovi aritmetike i algebre potjeCu od starih Babilonjana,
Egipcana, Indijaca, Kineza, Grka i Arapa. U Evropu je spomenuta
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Alhvarizmijeva knjiga dosla preko Spanije u X st., a u XII st.
je prevedena na latinski jezik. Za dalju izgradnju algebre dali
su vazne radove Vieta (1540—1603, simbolika), Cardano (1501—
1876, kubne jednadzbe), Abel (1802—1829, jednadzbe 5. i viseg
stupnja), Galois (1811—1832) i drugi.

BROJEVI | RACUNSKE OPERACIJE
1.Prirodni brojevi

Brojevi 1, 2, 3, 4, 5... zovu se prirodni brojevi; poredani
u ovakav uzlazni (rastu¢i) niz €ine niz prirodnih brojeva. Prirodni
broj moze oznaCivati mjesto na kojem se u nekom poredanom
skupu nalazi odredeni elemenat {redni ili ordinalni broj) ili moze
oznacCivati koliko u nekom skupu ima elemenata {glavni ili kardi-
nalni broj). Npr., u izreci »11. mjesec u godini ima 30 dana« 11
je redni a 30 glavni broj.

Za prirodne brojeve vrijedi princip potpune indukcije: skup
brojeva koji sadrzi broj 1 i ima svojstvo da ukoliko sadrZi broj
n sadrzi i iduéi broj n + 1, sadrzi sve prirodne brojeve.

Ako u nizu prirodnih brojeva b dolazi poslije a, kaze se da
je bveée od a i a manje od b (oznake: b > a, a <b). Vrijedi ova
trihotomija: za bilo koja dva prirodna broja a, b ispravna je tatno
jedna od triju relacija a > b3a = b3a< b Timeje skup pri-
rodnih brojeva ureden {relacijom poredaja >). Skup prirodnih
brojeva je i dobro ureden, tj. svaki njegov podskup sadrZi najmanji
element. Nadalje, s obzirom na isto uredenje, skup prirodnih
brojeva je diskretan: za bilo koji prirodni broj a postoje prirodni
brojevi b —a — 1, ¢ = a+ 1 (osim zaa = 1, gdje postoji
samo drugi od ta dva broja) takvi da je b<a < cida niizmedu
bia ni izmedu a i c nema vise nijednog prirodnog broja.

Osnovne rafunske operacije. Zbroj ili suma a + b pri-
rodnih brojeva ay b je broj koji je u nizu prirodnih brojeva ¢>ti
po redu iza broja a. Brojevi a3b koji se zbrajaju zovu se pribrojnici
ili sumandi.

Umnozak ili produkt ab prirodnih brojeva a, b je zbroj od
b prirodnih brojeva a. Brojevi ay b koji se mnoZe zovu se faktori;
posebno se jo§S a zove multiplikand, a b multiplikator.

Zbrajanje i mnoZenje moZe se unutar prirodnih brojeva vrSiti
bez ogranienja i jednoznacno, tj. ako su a, b prirodni brojevi,
tada su i a + b3ab tacno odredeni prirodni brojevi. Za zbrajanje
i mnoZenje vrijede pravila

ad4b—b-fa {komutativhost zbrajanja); (la)
{a+ b))+ c= a+ @+ c) {asocijativnost zbrajanja); (2a)
ab = ba {komutativnost mnozZenja); (Ib)
ab ec= a-hc {asocijativnost mnozenja); (2b)

a{b + ¢) = ab + ac {distributivnost mnoZenja prema

zbrajanju); (©)]
1.a=a (1 je neutralni element zamnoZzenje); 4)
ac = bc povilaci a = b (mogucnost kracenja; odsutnost
djelitelja nule); (5a)
a+b>a uz 41 > a; (5b)
a > bpovlatia + ¢ > b+ ¢ {monotonija zbrajanja);  (6a)
a > b povlaci ac > bc {monotonija mnoZenja). (6b)

Razlika ili diferencija a — b prirodnih brojeva a, b je broj

koji pribrojen broju b daje a. Broj a od kojeg se oduzima zove
se minuendy a broj b koji se oduzima zove se suptrahend. Oduzimanje
suptrahenda b od minuenda a moZe se (i to onda jednoznacno)
unutar prirodnih brojeva provesti samo ako je a > b,
a
b
pomnozZen sa b daje a. Broj a koji se dijeli zove se dividend3 a
broj b s kojim se dijeli, divizor. Dijeljenje dividenda a s divizorom
b moZze se (i to onda jednoznac¢no) unutar prirodnih brojeva
provesti samo ako je a viSekratnik od b.

Prosti brojevi. Prirodni broj ve¢i od 1 koji se ne moze pre-
dociti kao produkt dvaju prirodnih brojeva veéih od 1 — zove
se prost ili primbroj; ostali prirodni brojevi (ve¢i od 1) su slozeni.
Ne postoji najve¢i primbroj, pa primbrojeva ima beskonaéno
mnogo. Za odredivanje primbrojeva dao je ve¢ Eratosten («e—
276—194) postupak nazvan »Eratostenovo sito«.

Kolicnik ili kvocijent prirodnih brojeva a3 b je broj koji
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Eratostenovo sito. U nizu prirodnih brojeva veéih od 1 precrta se najprije
(1. korak) svaki drugi broj iza 2. Zatim (2. korak) se precrta svaki treci broj
iza 3, brojeci pri tom i one brojeve koji su ve¢ otprije precrtani. Dalje (3. korak)
precrta se svaki peti broj iza 5 itd., tj. ako je u 6-tom koraku precrtavanja poceto
brojenje od broja pjc, a prvi od p” veci broj koji je ostao neprecrtan iza tog pre-
crtavanja jest Pk+  precrtava se u k + 1) - tom koraku svaki pjc+i -ti broj iza
pjc +i (brojeci pritom uvijek i one brojeve kojisu ve¢ precrtani). Tako se dobiva niz:
2,3,4,5 0,7, 89, X0 11. 12, 13, U3IS, U, 17, Z8, 19, 20, 2X,

2,23,
Brojevi koji su precrtani jesu sloZeni, a oni kcn ostaju neprecrtani jesu prosti.
Prvi prosti brojevi jesu 2, 3, 5, 7, 11, 13, 1/, 19, 23,...

Treba li ispitati da li je neki broj a ve¢i od 1 prost ili slozen, dovoljno je
provjeriti da li ima neki prost broj p manji ili jednak j/a (v. Korijeni u ovom
¢lanku) s kojim je a djeljiv bez ostatka. Ako takav primbroj postoji, a je slozen,
a ako ne postoji, a je prost.

Vrijedi ovaj osnovni teorem aritmetike: Svaki prirodni broj
a (veéi od 1) moze se rastaviti na primfaktore, tj. ako a nije sam
primbroj, moZe se predoCiti kao produkt primbrojeva; ako se
ne obaziramo na poredak faktora, takvo je predoCenje jednoznatno
odredeno.

Dekadski sistem. Pri praktickom ozna€ivanju iraunanju piSemo prirodne
brojeve redovno u pozicionom sistemu s bazom 10 (dekadski ili decimalni sistem).
Vrijednost pojedine brojke (znamenke ili cifre) u takvu predo€enju prirodnog
broja zavisi o mjestu (poziciji) koje ona zauzima, a jednaka je odgovarajuéem
viSekratniku odnosne potencije broja 10 (v. Potencije u ovom ¢lanku). Npr.
2056 = 2+103 + 5+10 + 6. Poziciono pisanje ima — 3to se ti€e jednostavnosti,
preglednosti, sistemati€nosti i prikladnosti za prakticno racunanje — znatne
prednosti pred drugim sistemima, npr. rimskim brojkama. Razlog Sto je usvojen
upravo decimalni sistem nije nacelne prirode, nego je u tome $to se nekad pretezno
brojilo i ra€unalo na prste. Postoje i tendencije da se decimalni sistem zamijeni
duodecimalnim (baza 12), jer bi taj za praksu bio pogodniji (12 je djeljivo sa 2,
3,416, a 10 samo sa 2 i 5); ipak, zbog ukorijenjenosti decimalnog, prelaz na
novi sistem uzrokovao bi znatne teSkoce. Elektronski racunski strojevi racunaju
i s brojevima predocenim u sistemu s bazom 2 (dijadski sistem). Jedine znamenke
dijadskog sistema su 0 i 1; npr. broj 52 = 25+ 24 + 2* predo€en u dijadskom
sistemu glasi 110 100.

Pravila djeljivosti. Postoje jednostavna pravila za ispitivanje djeljivosti
(bez ostatka) prirodnog broja (predoenog u decimalnom sustavu) s pojedinim
prirodnim brojevima. Broj je djeljiv sa 2, odnosno sa 5, ako mu je posljednja
znamenka djeljiva sa 2, odnosno sa 5; broj je djeljiv sa 3, odnosno sa 9, ako
mu je zbroj znamenaka djeljiv sa 3, odnosno sa 9; broj je djeljiv sa 4 ako je broj
odreden s njegove posljednje dvije znamenke djeljiv sa 4; broj je djeljiv sa 6
ako je djeljiv sa 2 i sa 3; broj je djeljiv sa 8 ako je broj odreden s njegove posljednje
tri znamenke djeljiv sa 8.

2. Cijeli brojevi

Cijeli brojevi zovu se brojevi ... —3, —2, —1, 0. 1, 2, 3,
poredani u ovakav niz Cine niz cijelih brojeva. Ako u nizu cijelih
brojeva b dolazi poslije (desno od) a, kaze se dajeb >aia<h.
| za cijele brojeve vrijedi da, s obzirom na relaciju >, Cine ureden
(ali ne dobro ureden) diskretan skup. Cijeli’brojevi > 0 zovu se
pozitivni, a cijeli brojevi < 0, negativni (pozitivni brojevi i 0 zovu
se zajedno i ne-negativni brojevi).

Cijeli brojevi mogu se izgraditi i posredno (s pomocu prirodnih) i uvesti
kao uredeni parovi (m, n) prirodnih brojeva m, n. Paru (m, n) odgovara tada
cio broj m — n. Parovi (wl5 «0, (m,, nt) smatraju se jednakim ako je + n2—
= m, + «i. Nejednakost i operacije zbrajanja, mnozenja, oduzimanja i dijeljenja
definiraju se zatim na prirodan nacin, svodenjem na nejednakost i navedene
operacije medu prirodnim brojevima, a svojstva skupa cijelih brojeva izvode
se iz odgovarajué¢ih svojstava skupa prirodnih brojeva

Zbroj a + b cijelih brojeva a3 b je broj koji je u nizu cijelih
brojeva za toliko mjesta udaljen od a kolik je iznos od b3 ito na
desno ili lijevo ve¢ prema tome da li je b pozitivan ili negativan.
Posebno je

0 ~a = a (0 je neutralni element za zbrajanje). (7)
MnozZenje se na cijele brojeve proSiruje time da se za pozitivne
a3 b stavlja
0-0=0 0*sa=0+(—) =0; (—a)b=—(ab)'3
(-aX-b)=ab. C)

Operacija oduzimanja, odnosno dijeljenja, definira se i za
cijele brojeve kao inverzna (suprotna) operaciji zbrajanja, odnosno
mnoZenja. Za raCunanje s cijelim brojevima vrijede pravila (la)
do (8), osim: (5b), za c= 0(5a), a za ¢ 0(6b); pored toga
vrijedi

a>Dbic< 0povlaCi ac < bc3 (6¢)

a+ (—a) = —(—)=a3 —(@+ b= —a—b (9

Zbrajanje, oduzimanje i mnoZenje moze se unutar cijelih brojeva
y U :
vrditi bez ogranicenja i jednoznacno. Dijeljenje 5 je izvedivo

(i to onda jednoznacno) samo ako je b 4=0 i ako postoji cio broj
¢ takav da je bc —a3a je tada (cjelobrojni) visekratnik od b3a
b mjera od a (oznaka: b\a, Citaj: b dijeli a).
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Apsolutna vrijednost \a\ cijelog broja a je a za pozitivni a,
nula za a= 0 i —a za negativni a. Za apsolutne vrijednosti
vrijedi

\ab\ = \a\ «\b\, \ax b\ <\a + \b\, \axb\* \a —|6|. (10)

ZajedniCka mjera i zajednicki visekratnik. Cio broj b je
zajedniCka mjera cijelih brojeva aBaZ..., an ako je b\av
b\a23__, b\an. Najveéi broj b toga svojstva je njihova najveéa
zajednicka mjera (NZM) M = (aBaz..., an).

Ako je (a3b) = 1, tj. ako nijedan prirodni broj veci od 1 ne
dijeli oba broja a, b3 zovu se cijeli brojevi a3 b relativno prosti.
Cio broj b je zajednicki visekratnik cijelih brojeva a3aZ... 3an
ako je ax\b, ab, ... aan\b. Najmanji pozitivni broj b toga svojstva
je njihov najmanji zajednicki viSekratnik (nzv) v = [aBBa2... 3an].

Treba li odrediti M = (au ..., an)iliv = [a" ..., an], rastave se najprije
apsolutne vruednostl brojeva au .. ., an na primfaktore. Neka u rastavu od \ai\,
i=1,2,...,«, primbroj Pj,j — 1,2, dolazi kfj puta. Tada je M =
= (ai, )Jednako produktu svih onih primbrojeva pj koji ulaze u rastav
sviju brojeva [a$], i to svaki od tih primbrojeva pi uzet toliko puta kao faktor
koliki je za taj j (a uz i = 1,.., n) najmanji od brojeva k(j. (Ako uopce nema
primbroja koji bi ulazio u rastav svuu brojeva \ai\, ili ako je neki ai jednak * 1,
bitée(ax ..., an) = 1) v = [aG ..., an] jednako je produktu svih onih prim-
brojeva pj koji ulaze u rastav bar jednog od brojeva \ai\, i to svaki od tih prim-
brojeva pj uzet toliko puta kao faktor koliki je za taj j (a uz one i za koje Pj
ula2| u rastav od |) najve¢i od brojeva k\j. Npr. za ax = 24, aa = 60,
a, = —36nalazi seai = 2+2¢29+3,a, = 2235 Jas| = 22+3 3. Prim-
brOJ 2 ulazi u (rastav od) ax 3 puta, at 2 puta, |a3| 2 puta; primbroj 3 u a!
1 puta, a, 1puta, |atJ 2 puta primbroj 5u a, 1puta Odatle je (24, 60, - 36) =
= 20243 = 12 [24, 36]:22233 360.

Za dva broja au a moze se postupati i ovako: Najprue se veca od apsolutnih
vrijednosti |aj|, |a,| podijeli manjom, zatim se s ostatkom tog dijeljenja podijeli
manja, i onda novim ostatkom dijeljenja prethodni ostatak dijeljenja itd., dok
se ne dode do ostatka O; prethodni ostatak jednak je tada M = (au a,), v = [alf
a,] nalazi se odatle $to za dva broja uvijek vrijedi M ev = axeat. Npr. za ax =
= 1610, a, = 184 dobiva se dijeljenjem 1610 : 184 ostatak 138, dijeljenjem
184 : 138 ostatak 46, dijeljenjem 138 : 46 ostatak 0, pa je (1610,184) = 46,
[1610,184] = 1610- 184/46 = 6440. Ovakav postupak moze se primijeniti i
na slucaj vide od 2 broja, tako da se najprije ratuna NZM (odnosno nzv) prvih
dvaju brojeva, a onda sukcesivno NZM (odnosno nzv) ve¢ dobivene NZM

(odnosno nzv) i iduceg broja. Npr. (24, 60, - 36) = ((24, 60), - 36) = (12, - 36)
- 12, [24, 60, -361 = [[24, 60], -36] = (120, - 36) = 360.

Kongruencije. Ako za cijele brojeve a, b3m vrijedi m\(a — b)3
kaZe se da su brojevi a3b kongruentni modulo m (oznaka: a = b(m)).
Cijeli brojevi a = 0(2), tj. oni koji su djeljivi sa 2, zovu se parni
ili tdki3a ostali, tj. brojevi a ss 1(2) koji nisu (bez ostatka) djeljivi
sa 2, neparni ili lihi.

Za raCunanje s kongruencijama vrijedi
a = a(m); a= b(m) povla€i b = a(n)\ a= b(m) i b= c{m)

povlai a = c(m).

Relacija kongruencije je dakle relacija ekvivalencije, pa se
cijeli brojevi za dani m raspadaju na disjunktne (bez zajednickih
elemenata) klase brojeva medusobno kongruentnih modulo m.
Nadalje
a = b(rn) i ¢ = d(m) povlati a -f ¢ = b -f d(m) i ac = bd(m),

ab = ac(rn) uz (a3m) = 1 povlati b = c{m).

Za cijele brojeve a3 b (b > 0) vrijedi algoritam dijeljenja: Za
dane a3 b postoje jednoznacno odredeni g3 r takvi da je a =
= 67+ ridajeO ™ r < h. Isto vrijediza6<0QuzO0O~r< —b.

3. Racionalni brojevi

Racionalni brojevi su kvocijenti % cijelih brojeva a3b{b # 0).

Ako vrijedi b\a3 racionalni broj je cio. Dva racionalna broja

FC jednaka su onda i samo onda ako je ad = bc. Nadalje,

> —;onda i samo onda ako je bd >0 i ad>bc ilibd<0

i ad < bc. S obzirom na relaciju > i skup racionalnih brojeva
je ureden. Racionalni brojevi veéi od 0 pozitivni su, a oni manji
od 0 negativni. Skup racionalnih brojeva je posvuda gust: izmedu
svaka dva (razlicita) racionalna broja a3 b (a < b) postoji neki
racionalni broj c (Cak beskonatno mnogo takvih brojeva) takav
da jea<c< b Taj jeskupprebrojiv:  sviracionalni brojevi
mogu setakonumerirati da svaki od njih bude oznacen drugim
prirodnim brojem.

o|le oo

Zbrajanje i mnoZenje racionalnih brOJeva ((2 b, c d

cijeli, b3d # 0) definira se sa
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a ¢ ad + bc a ¢ ac
T+¥=Yd~ ' T ‘~d=bd’
Oduzimanje, odnosno dijeljenje, inverzna je operacija zbrajanja,
odnosno mnoZenja. Za racunanje s racionalnim brojevima vrijede
pravila kao i za cijele brojeve. Zbrajanje, oduzimanje i mnoZenje
moZze se unutar racionalnih brojeva vrsiti bez ograni€enja i jedno-
znacno; isto vrijedi i za dijeljenje racionalnim brojem razlicitim
od nule. Za racionalne brojeve a, b3c, d (b3d #=0) vrijedi nadalje

a, & ¢ ac 40 _ . ad
B d  bd YZCHFO Tty
posebno — = b. oD

Apsolutna vrijednost racionalnog broja definira se kao i apso-
lutna vrijednost cijelog broja i za nju vrijede ista pravila (10).

Euklidov postupak mjerenja. Ako se algoritam dijeljenja pri-
mijeni najprije na prirodne brojeve as b, zatim na b3 r itd. (usp.
drugi postupak za nalazenje NZM dvaju brojeva), moze se ra-

cionalni broj % (jednoznacéno) predociti u obliku (konacnog)

veriznog razlomka

)? = ai+ ! T *
ar+

an- i + —

gdje su al3az ..., an prirodni brojevi.

Na primjer: 39 =2+
17 1
3+
2+ Bk

4. Realni brojevi

Realni brojevi mogu se definirati kao tzv. prerezi u (urede-
nom) skupu racionalnih brojeva, ili kao granice (a,) ogradenih
nesilaznih nizova (a* racionalnih brojeva (v. Diferencijalni
raun). Ako su a3 b realni brojevi odredeni takvim nizovima
@(), i, bit ¢e a > b ako u [af) postoji ¢lan koji je veci od svakog
Clana od 6,). Ako nije ni a > b3ni b > a3vrijedi a = b; time
je i skup realnih brojeva ureden. Realni broj a je racionalan ako
je a = (a*), at konstantan racionalan broj. Realni brojevi veci
od nule su pozitivni, a manji od nule negativni. Za nizove ja*)
mogu se npr. uzeti (rastu¢i) pocetni segmenti (konacnih ili bes-
konacnih) decimalnih razlomaka; na taj nacin svaki decimalni
razlomak predoCuje tatno odredeni realni broj, i obrnuto, svaki
realni broj moze se predoCiti kao decimalni razlomak.

Zbrajanje i mnoZenje realnih brojeva a = (at)3b = (bt) odre-
deno jesaa + b= (at + &); uz a > 0, ab = (afbt)s inace (8).
Oduzimanje i dijeljenje definira se kao prije. Za raCunanje s
realnim brojevima i izvodljivost operacija vrijedi sve Sto i za raci-
onalne brojeve. (Jedno od osnovnih nacela kad se proSiruje podrucje
brojeva upravo i jest princip permanencijeformalnih zakona [Hankel],
tj. njihovo zadrzavanje u proSirenom podru€ju brojeva; usp.
takoder Cijeli, Racionalni i Kompleksni brojevi u ovom €lanku.)

Apsolutna vrijednost realnog broja definira se kao i apsolutna
vrijednost cijelog broja, i za nju vrijede ista pravila (10).

Skup realnih brojeva je zatvoren: svaki konvergentni niz
(aj realnih brojeva (tj. takav niz da \an —an+p\ za dovoljno
velik n postaje — i ostaje, nezavisno o p — manje od po volji
maloga danog pozitivnog realnog broja) ima u skupu realnih bro-
jeva granicu a (v. Diferencijalni racun). Posebno npr. u skupu
realnih brojeva, za svaka dva zadana pozitivna realna broja a # 1,
b postoje realni brojevi x3y takvi da je ax = b3ya = b (v. Potencije,
korijeni i logaritmi u ovome c¢lanku).
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Za pozitivne realne brojeve vrijedi Arhimedov princip: ako
su a3b dva takva broja, postoji prirodni broj n takav da je na > bh.
(Taj princip upotrijebio je ve¢ Eudokso, <—408—355.)

Realni broj koji nije racionalan zove se iracionalan broj. Ira-
cionalan broj koji je korijen neke algebarske jednadzbe (v. Al-
gebarske jednadZbe u ovom €lanku) s cjelobrojnim koeficijentima
zove se algebarski iracionalan broj; ostali iracionalni brojevi su
transcendentni. Skup iracionalnih brojeva posvuda je gust. Alge-
barski iracionalni brojevi su prebrojivi, transcendentni nisu.

Algebarski iracionalni brojevi su npr. j/2, 1/2 —j/3 + VI (v. Korijeni u
ovom Clanku). Transcendentni su npr. brojevi e (Hermite 1873; v. Logaritmi

u ovom ¢lanku), tt (Lindemann 1882), e”, 2° 373 (Gelfond 1934). lIracio-
nalni broj ne moZemo nikad »dokraja« napisati kao beskona€ni decimalni razlomak.
(Racionalni broj napisan kao decimalni razlomak ili je konacan, ili je beskona¢an
periodski, tj. od nekog mjesta na dalje ponavlja se ista grupa znamenaka; npr.
g = 0,375, g — \t 142 857 142857 . . .
neperiodski.) Elektronskim ra¢unskim strojevima izraunat je broj e na 60 000
decimalnih mjesta. Za prakticne potrebe dovoljno je od iracionalnog broja
uzeti u raéun nekoliko prvih decimalnih mjesta.

Omjeri i razmjeri. Neka su A i B istovrsne veliCine koje
se mogu kvantitativno uporedivati mjerenjem s pomocu iste
odabrane jedini¢ne veli€ine. A i B mogu npr. biti duljine, povrsine
itd. Ako takvo mjerenje za veliC¢inu A daje mjerni (realni) broj
a3a za B mjerni broj b3 kaze se da je vrijednost omjera A : B

Iracionalan broj uvijek je beskonacan

(Citaj: A prema B) veli¢ina A, B jednaka kvocijentu 2 njihovih
b

mjernih brojeva. Odabere li se kao jedini¢na veli€ina B3 bit ¢e
mjerni broj veli€ine A upravo jednak vrijednosti omjera A : B.

.a . . S Lo
Ako je Y racionalan broj, postoji veli¢ina m Ciji su A i B cjelo-
brojni videkratnici, pa se veli¢ine A3 B tada zovu sumjerljive;
S oa. . . R
inace, tj. ako Jeflramonalan broj, veli¢ine A3B su nesumjerljive.

JednadZzba koja izraZzava jednakost (vrijednosti) dvaju omjera
zove se razmjer ili proporcija. Pri tom veliine koje ulaze u prvi
omjer ne moraju biti istovrsne sveli¢inama koje ulaze udrugi.

Ako su Clanovi AsB} C, D razmjera A :B =C:D svi isto-
vrsne veli€ine (ili, posebno> brojevi), zove se D Cetvrta geometrijska
proporcionala ¢lanova A, B3 C. Ako je uz to C = B3 zove se D
tre¢a geometrijska proporcionala ¢lanova A i B3a B (=C) srednja
geometrijska proporcionala izmedu A i D> ili geometrijska sredina
Clanova A i D (v. i Sredine u ovom €lanku).

Ako vrijedi razmjer A :B = C : D3 i ako su sve veliCine

Ay B, C, D istovrsne, vrijede i razmjeri
A :C=B:D3B :A =D :C3C:A —D :B;
A+ ©) :(B+D) =AB( =C:D)3
(A- C:(B- D= A:B (=C :D);
(A + B):(C + D)= A:C (=B :D),
(A - B)(C - D= A:C (=B :D);
(A+B):(A- B)y=(C+ D) :(C- D) itd,;

opéenitije tada za kakve god realne brojeve u3v vrijedi
(UA + vC) :(uB + vD) = A :B (= C:D),
(UA + vB) : uC+ vD) = A:C(= B :D).

Ako za istovrsne velicine ili realne brojeve ai3bi3i = 1,2,...
n3 vrijedi ax:bl=a2:b2= az:b3= ... = an:bn, piSemo
takav niz jednakosti i u obliku produzenog razmjera ax:a2:az: .. .

.ran = bx:b2:b3: ... :bn

Predocivanje realnih brojeva na brojevnompravcu.
Ako na pravcu odaberemo dvije tacke i oznaCimo ih sa 0 i 1,
mozemo svakoj taCki T pravca pridijeliti tacno odreden realni
broj, naime onaj koji daje udaljenost 1 od O mjerenu jedinicom
duljine 01; obrnuto, svakom realnom broju na taj nain odgovara
tatno odredena tacka pravca (v. AnalitiCka geometrija).

Potencije. Neka je n prirodan broj i a realan broj. Produkt
od n faktora jednakih a zove se n-ta potencija od a i oznaCuje se
sa an\ a je osnova ili baza3a n eksponent potencije. Posebno je
al= a3a2—a-a je kvadrat broja a3a3= a +a.a je kub broja a.
Za a=0je OW=0; za a= 1je In= 1
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Za zbroj i razliku potencija vrijedi

a2—b2=(@f b)y(a—b); a3+ b3= (a+ b)(@a2 ab b2;

ad—b*=(a— (@a+ Q0@2+ bl;

a* + = (a2+ |/2ai> + 62 (a2- /Ja b + b2. (12)

Opéenito je

a»- J'=(@- 6@ "1l+an~2b+ an~3b2-f ...+ abn~2+
+ 02a)

a za neparno n takoder

an+ bn=(a+ b)(an~'- an-2b + an~3b2- + ... - abn~2+
+ bn~x. (126)

(Za potenciju zbroja i razlike v. Binomni teorem u ovom ¢lanku).
Potencija s eksponentom 0 definira se sa a° = 1, za svako
realno a # 0. Za negativni cjelobrojni eksponent n definira se

za a +0) an = —
( +0 o
Za raCunanje sa potencijama s cjelobrojnim eksponentom
vrijedi
1= i\r; ar-a* = ar+s3 -ggz ar~8; (an8= ar'*\

a=r= \a J

ar . br = (aby, ar = (61\ r‘ (13)
Korijeni. Ako je bn = a (n cio), kaze se da je b jednak »-tom
n
korijena iz a (oznaka: b = Ya); a je radikand, a n eksponent
korijena. Prijelaz od nekog broja na njegov korijen zove se radici-

1 2
ranje. Posebno je [Ja = a. Umjesto Va piSe se krae Ja. Drugi
korijen zove se jo$ i kvadratni3 a tre¢i kubni korijen. Za parni
n
n 4=0, \ia uz a < 0 nema realne vrijednosti, a uz a > 0 ima
dvije realne vrijednosti s istom apsoluthom vrijednosti, a suprot-
nim predznakom (u tom slu€aju, ako se Zeli naroCito istaknuti
n

da se pod ]/a misli na njegovu pozitivhu vrijednost, pise se i
n

(/a, i kaze se da je to aritmetika ili glavna vrijednost korijena).
+ n
Za neparni n} “a ima uvijek jednu realnu vrijednost.

Potencija ar s racionalnim eksponentom r = - {m3n) = 1

n
definira se sa ar = J/am (ukoliko postoji takav realan broj, tj.
ako je am ~ 0 ili n neparni broj).
Potencija ar s iracionalnim eksponentom r pozitivnog realnog
broja a definira se kao granica niza pozitivnih vrijednosti od

, kad niz racionalnih r( tezi prema r (v. Diferencijalni racun).
Za ra€unanje s pozitivnim vrijednostima potencija pozitivnog
realnog broja vrijedi (13).

r
Korijen /as realnim eksponentom r # 0 od a > 0 definira

se sa )la = a*i isto vrijedi ako je a kakav god realan broj, a
r = - racionalan broj s neparnim m. Za pozitivne vrijednosti

korijena pozitivnog radikanda vrijedi

r r

Vas—(/a) ; r (la= —]/a; /la «~b = "~ab, ~ . (13a)

\'b

Logaritmi. Ako za realne brojeve a, b, ¢ (a, ¢ > 0) vrijedi
ab = c}kaze se da je b logaritam od c po bazi a (oznaka: b = logac).
Logaritam (po danoj bazi) nekog broja (numerusa) je dakle broj
kojim treba potencirati bazu da bi se dobio numerus. Npr.
log28 = 3, 10g100,1 = —1 Za svaku bazu a vrijedi logal = 0,
logaa = 1. Za bilo koje dvije baze a, b vrijedi

= J/’\

logof
logba '
Za raCunanje logaritmima po nekoj c¢vrstoj bazi vrijedi

logba . logab = 1; log,c = logab «logbc =
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1
log(ab) = loga + logb3 Iogg1 = loga —log b (posebno log -a=

— 1
= —loga)ylogan = n ¢loga, IogT/a= 5 *loga.

ZnaCi: logaritam produkta jednak je zbroju logaritama faktora,
logaritam kvocijenta jednak je razlici logaritma dividenda i
logaritma divizora (logaritam reciproCne vrijednosti broja jednak
je po apsolutnoj vrijednosti logaritmu tog broja, a predznak
mu je suprotan); logaritam potencije jednak je produktu ekspo-
nenta i logaritma baze, logaritam Korijena jednak je kvocijentu
logaritma radikanda i eksponenta Kkorijena.

Logaritmiranjem operacije mnoZenja, dijeljenja, potenciranja
i radiciranjaprelaze redom u operacije zbrajanja, oduzimanja,
mnoZenja i dijeljenja. Ako dakle treba provesti neki numericki
racun s produktima, kvocijentima, potencijama i korijenima danih
brojeva, odrede se logaritmi tih brojeva, s njima provedu odgo-
varajuée jednostavnije operacije, i rezultat (koji je jednak logaritmu
rezultata postavljenog zadatka) vrati natrag u podrucje numerusa
(antilogaritmiranje).

U praksise upotrebljavaju  dekadski ili Briggsovi logaritmi
s bazom 10.(U posebne svrhe i prirodniili Napierovi logaritmi
s bazom e = 2,718..., v. Funkcije, elementarne). Dekadski loga-
ritam od a oznaCuje se obi¢no sa log a, a prirodni sa In a (od:
logarithmus naturalis). Ve¢ prema potrebnoj tacnosti upotrebljavaju
se logaritamske tablice na 4, 5 7 i viSe decimalnih mjesta.

Zaprijelaz od dekadskih logaritama na prirodne i obrnuto vrijedi

* = _i__| * A *
In Io'ge log 2,302 585 log*,

* A *
In 10In 0,434 294 In*,

Konstanta log e oznaCuje se Cesto sa M.

Na svojstvima logaritama osniva se i logaritamsko racunalo.

Dekadski logaritam broja ¢ > 1 je pozitivan; napisan kao
decimalni razlomak sastoji se od karakteristike k (najve¢i cio
broj ~ log c) i mantise m (m = log ¢ —K), koja je pravi decimalni
razlomak (manji od 1). Karakteristika logaritma broja koji —
predoen u dekadskom sistemu — ima n cijelih mjesta, jednaka
je n — 1 Npr. (na 5 decimala) log 26,29 = 1,419 79; karakte-
ristika je 1, a mantisa 0,419 79. Logaritam pozitivnog broja ¢
manjeg od 1 je negativan; piSe se u obliku log ¢ — m —k} gdje
je —"negativni cio broj, am(ne-negativni) decimalni pravi razlomak;
—X je opet karakteristika, am mantisa. Ako c3napisan kao decimalni
razlomak, iza decimalnog zareza prije prve (od O razliCite) znamenke
ima n nula, bit ¢ —k= —(n+ 1). Npr. log 0,007 485 =
= 0,874 19 — 3; karakteristika je —3, a mantisa 0,874 19.

Interpolacija. Ako su poznati logaritmi brojeva a>b (a < b)
bit ¢e za logaritam nekog broja c3a < c < b3 priblizno (log ¢ —

log*

—loga) :(logh—1loga) « (c—a) :(b —a), dakle log c
c—a
log B—-:é(log b — log a). PogreSka ove formule je to manja

§to je manja razlika b —a. Ako je b —a vrlo maleno, ona se
moZe praktiCki zanemariti. U logaritamskim tablicama redovno
se moze direktno ocitati logaritam danog broja sa k cifara, dok
se razlika koja pridolazi od (k + I)-te cifre racuna interpola-
cijom; pri tom su razlike za pojedine vrijednosti od log b —log a
i za pojedine vrijednosti (k -f I)-te cifre obicno dane u tablicama
pod »P. P.« (partes proportionales). Opisana interpolacija je li-
nearna, tj. prirasti logaritama uzimaju se razmjerni prirastima
numerusa. Pri tacnijem raCunu provodi se parabolicka interpo-
lacija. Ona se u principu sastoji u tome da se dio luka logaritamske
krivulje (v. Funkcije, elementarne) zamijeni dijelom luka parabole
(dok linearnoj interpolaciji odgovara grublja aproksimacija dijela
luka logaritamske krivulje odsjeCkom pravca).

Primjer. Da bi se izraunalo 7,623413i* = x (logaritamske tablice na 5
decimalnih mjesta), postupa se ovako: log x = 1,348 <log 7,6234; log log x =
log 1,348 + log log 7,6234. Odatle se dobiva

log 7,6234 = 0,882 13 log log 7,6234 = 0,945 52 - 1

20 25
0,882 15 0,945 54 - 1
log 1,348 = 0,129 69
log log x = 0,075 23
logx = 1,189 1
x = 15,46.
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Sredine. 1. AritmetiCka sredina brojeva al3ati . an je broj
a=- (ax+ a2-f + an).

n r

2. Geometrijska sredina (pozitivnih) brojeva al3azZ ..., an

n

je broj g-= A2 e a,,.

3. Harmonijska sredina brojeva al3aZ ..., an je broj h —

1
1 1 1

4. Kvadratna sredina brojeva al3aZ ... 3an je broj s =

f_n(ax2+ a2 + + ang .

AritmetiCka sredina pozitivnih brojeva uvijek je veca ili
bar jednaka njihovoj geometrijskoj sredini; pri tom jednakost
nastupa samo onda ako su svi brojevi at jednaki.

Logaritam geometrijske sredine pozitivnih brojeva at jfcdnak
je aritmetiCkoj sredini logaritama od a{

Recipro€na vrijednost harmonijske sredine brojeva at jednaka
je aritmetickoj sredini recipro¢nih vrijednosti od ax

Kvadrat kvadratne sredine brojeva ai jednak je aritmetickoj
sredini kvadrata brojeva af

Primjer. Za ax — 6, a, = 10, at = 15 je aritmetitka sredina a = - (6 +

+ 10 -f 15) = *10 + 15 *9,65; harmonijska

sredina h = 3:Q

10,3; geometrijska sredina g =

— 9; kvadratna sredina

s = 6 + 10 + 15«¢) ~ 10,97.

Historijske napomene. Prirodni brojevi nastali su apstrakcijom od procesa
brojenja predmeta. Taj proces apstrakcije bio je sigurno dugotrajan, na $§to
npr. ukazuje Cinjenica da neka primitivna plemena jo3 imaju razliCite nazive
za jednake brojeve, ukoliko njima broje razliCite kategorije predmeta. Ostaci
takve nepotpune apstrakcije pojma broja od prirode predmeta koji se broje
nalaze se i u raznim nazivima za pojam mnozine; kazemo npr. Jato ptica, stado
ovaca, krdo goveda, roj pcela, ¢opor vukova itd. Dual, koji je sauvan u nekim
jezicima, ukazuje opet na to da se prvotno mnozina od dva predmeta smatrala
kvalitativno razlicitom od mnoZine od 3 i vise predmeta. Sli€nost naziva za
iste brojeve srodnih naroda pokazuje da su ovi nazivi nastali vrlo rano, dok

"""" . Tolika sli¢nost postoji inace
samo jo§ u nazivima za neke temeljne pojmove koji su takoder ocito nastali
vrlo rano, kao npr. majka, sin, sunce, mjesec itd. Brojilo se ve¢inom na prste,
ali i Stapi¢ima, kamenci¢ima, Skoljkama itd. Dekadski sistem (ali bez poziciono
pisanog broja) poznavali su npr. ve¢ stari Egipéani; oni su imali hijeroglife
za dekadske jedinice do 10* = 100 000 i poseban hijeroglif za »neizrecivo velik«
broj. Stari Indijci imali su posebne nazive za vrlo velike brojeve, npr. za 1010
S druge strane, u Evropi se jo§ sredinom XVI st. milijun oznacuje i s »tisucu
tisuéa«; rije¢ milijarda = 10* dobila je danasnje znacenje u XVI st., a u Siru
upotrebu do$la je tek u X1X st. Poziciono pisanje i raCunanje brojevima potjece
od Indijaca; u Evropu su ga prenijeli Arapi. Stari Grci racunali su kamenc¢i¢ima
ili Zetonima na rac¢unskoj plo€i (abakus). Sprava za racunanje s kuglicama na-
nizanim na Zice potje¢e od Kineza.

Do cijelih brojeva dovela je potreba da oduzimanje bude uvijek provedivo;
poznavali su ih vec stari indijski matematicari. Dijeljenje neke cjeline na jednake
dijelove dovelo je do racionalnih brojeva. Do iracionalnih brojeva dosli su stari
grcki matematicari ispitivanjem nesumjerljivih duZina (mjerenje takvih duZina
Euklidovim postupkom nikad ne zavrSava, pa je njihov omjer predo¢en besko-
nacnim razlomkom), npr. dijagonale i stranice kvadrata. Vec¢ je grcki matematicar
Eudokso razradio strogu teoriju realnih brojeva (u stvari omjera); moderne
teorije realnih brojeva potjeu od Dedekinda, Méraya, Cantora i Weierstrassa.

Neka novija shvaéanja. Teorija prirodnih, cijelih, racionalnih i realnih
brojeva, kako je gore skicirana, odgovara »klasichom« shvaéanju. Polazeéi od
prirodnih brojeva konstruiraju se cijeli, racionalni i realni. U modernijem izla-
ganju formaliziraju se i prirodni brojevi tako da se (implicitno) karakteriziraju
sustavom aksioma, npr. (Peano): a) 1 je prirodni broj; b) ako je n prirodni broj,
tada je i njegov sljedbenik n” prirodni broj; c¢) 1nije sljedbenik ni kojeg prirodnog
broja; d) ako su sljedbenici n', m" prirodnih brojeva n, m jednaki, tada su i brojevi
n, m jednaki; e) (aksiom potpune indukcije) skup prirodnih brojeva koji sadrzi
broj 1i sljedbenika svakog od svojih elemenata ISCrp|jL|je sve prirodne brojeve.
Zbrajanje |mnozenje definira se rekurzivno san + 1 =»',« + w' =(» + w)#
nel="n nem = nem + n Dalja svojstva prirodnih broleva izvode se odatle
Cisto Iogir“:ki, bez pozivanja na njihovu prirodu; pri tom se moze po¢i jo$ i dalje,
time da se formalizira i samo logi¢ko izvodenje. Medutim, kako pokazuju novija
istrazivanja (Godel, Skolem, Rosser), formalizirani matemati¢ko-logicki sistem
koji obuhvaca izgradnju elementarne aritmetike prirodnih brojeva nuzno je
ili kontradiktoran ili nepotpun. Formalna matemati¢ko-logicka karakterizacija
prirodnih brojeva ne moze dakle biti kategoricka, tj. postoje razli€iti »modeli«
takve teorije. U tom smislu nije moguée u potpunosti aksiomatizirati prirodne
brojeve, koji intuitivno Cine kategoricki sistem. Takoder unutar takva formali-
ziranoga matemati¢ko-logickog sistema nije moguce dokazati njegovu nekon-
tradiktornost.

Po jednom drugom, intuicionistickom, shvaéanju matematike (Brouwer
i njegova Skola), priznaje se egzistencija samo onih matemati¢kih objekata koji
se (u principu) mogu efektivno, konacnim brojem koraka (finitno) konstruirati.
Skup svih prirodnih brojeva intuicionisticki ne predstavlja aktualno postojeci
totalitet na koji bi se uvijek mogli primjenjivati svi principi klasi¢ne logike,
apstrahirani od operiranja s konanim skupovima. Tako intuicionisti, razmatrajuci
skupove koji nisu konacni, ne prihvacaju opcenito princip tertium non datur,
kao ni ekvivalenciju negacije negacije s afirmacijom. Znatni dijelovi Kklasi¢ne
matematike intuicionisticki su bez sadrzaja ili im je znatno izmijenjen smisao,
a oni koji ostaju saCuvani redovito zahtijevaju znatno kompliciranije tretiranje.
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Intuicionisticka matematika ne moze se intuicionisticki prihvatljivo u potpunosti
formalizirati; kriterij dedukcije ovdje nije njena formalno-logi¢ka ispravnost,
nego intuitivna evidencija. Teorija realnih brojeva u intuicionistickoj matematici
bitno se razlikuje od klasicne.

Jos vide nego li Brouwerov intuicionizam udaljuje se od klasi¢nog shvacanja
Grissova matematika bez negacije. Ovdje se odbacuje i upotreba negacije, tako
da npr. otpada i indirektno dokazivanje (dokaz per absurdum). Matematika
koja se na taj nacin (strogo konstruktivno) moze izgraditi jo§ je uza od intuici-
onisticke, a dokazni postupci opcenito se jo§ vise kompliciraju.

Sire i detaljnije ulazenje u ovu problematiku (kao i diskusija njenih impli-
kacija na filozofiju) ne bi ovdje bilo na mjestu.

LIT.: Vise ili manje razradena teorija realnih brojeva nalazi se u svakom
potpunijem udzbeniku viSe matematike. Sustavnu izgradnju te teorije daje
O. Perron, Irrationalzahlen, Berlin 1947; — E. Landau, Grundlagen der Analysis,
Leipzig 1930. — Povijest razraduje opSirno M. Cantor, Geschichte der Mathe-
matik, Leipzig 1901/13. — J. Tropfke, Geschichte der Elementar-Mathematik,
Leipzig 1921/40. — Logicki osnovi obradeni su u D. Hilbert i P. Bemays,
Grundlagen der Mathematik, Berlin 1934/39. — 5. C. Kleene, Introduction
tog néetamathematics, New York 1952. — A. Heyting, Intuitionism, Amsterdam
1956.

5. Kompleksni brojevi
Kompleksni brojevi su brojevi oblika a + bi3 gdje su a3b
realni brojevi, a i = J/— 1 je imaginarna jedinica. Dva kom-
pleksna broja al-f bx\3 a2 + b2i jednaka su onda i samo onda
ako je ax= a2 i bx= b2 Kompleksni broj a + bi za koji je
b = 0 je realan, a onaj za koji je a = 0, Cisto imaginaran.
Kompleksni se brojevi zbrajaju, odbijaju, mnoZe i dijele prema
(@a+ bi)x (c+ di) = (@ax ¢ + (bdtd)i, (14)
(@ + bi) (c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i3 (15)
a+ bi ac+ bd*bc —ad.
c+ di c2+ d2 c2+ d2

Modernije se kompleksni brojevi uvode kao (uredeni) parovi (a, b) realnih
brojeva; kompleksnom broju a + b i odgovara tada par (a, b). Imaginarna jedinica
je par (0,1), a par (1,0) je realna jedinica. Zbrajanje, odbijanje, mnozenje i di-
Jeljenje definira se u skladu sa (14) do (16), a svojstva tako uvedenih kompleksnih
brojeva izvode se iz svojstava realnih brojeva.

Unutar kompleksnih brojeva moZe se bez ograniCenja i jedno-
znacno vrsiti zbrajanje, odbijanje i mnoZenje, kao i dijeljenje
kompleksnim brojem razli¢itim od nule. Za raCunanje s kom-
pleksnim brojevima vrijede sva navedena pravila kao i za realne,
osim onih koja ukljuCuju nejednakosti. (Za kompleksne brojeve
ne definira se relacija >, jer se to ne bi moglo provesti u skladu
s principom permanencije formalnih zakona koje ta relacija za-
dovoljava za realne brojeve.) Skup kompleksnih brojeva je alge-
barski zatvoren, tj. svaki polinom (v. Polinomi u ovom ¢lanku)
s kompleksnim koeficijentima ima unutar skupa kompleksnih
brojeva kompleksni korijen.

Apsolutna vrijednost ili modul kompleksnog broja z = a + b

definira se kao (pozitivan realan broj) E\l—l/a2+ b2 Za apso-

lutne vrijednosti kompleksnih brojeva vrijede pravila (10), kao
i za apsolutne vrijednosti realnih brojeva.

PredocCivanje kompleksnih brojeva. Kao 5to se realni
brojevi mogu (uzajamno jednoznacno) predociti tatkama brojevnog
pravca, mogu se kompleksni brojevi predo€iti tatkama kompleksne
ili Gaussove ravnine. U ravnini se uvede pravokutni koordinatni

sistem s jednakim jedinicama (v. Ana-
litiCka geometrija). Os apscisa uzme se
kao realna aos ordinata kao (Cisto) ima-
ginarna os (si. 1). Kompleksni broj
z= a+ bi predoCen je tada tackom
ravnine apscise a i ordinate b. Time je
svakom kompleksnom broju pridruze-
na tatno odredena tacka kompleksne
ravnine i obrnuto, pa se umjesto o
»kompleksnom broju« moze govoriti o
»tacki kompleksne ravnine« i obrnuto. Posebno realnim brojevima
odgovaraju tacke na osi apscisa, a €isto imaginarnim tacke na osi or-
dinata. Nuli odgovara ishodiste, (realnoj) jedinici jedinica realne, a
imaginarnoj jedinici jedinica imaginarne osi. Mjerni broj r udaljeno-
sti taCke z od ishodiSta jednak je modulu \z2\ kompleksnog broja 2.

Konjugirano kompleksni broj kompleksnog broja z = a + bi
je broj ~2= a — bi. TaCke koje u Gaussovoj ravnini predoCuju
brojeve z i z leze simetricno prema njenoj realnoj osi. Za racunanje
s konjugirano kompleksnim brojevima vrijede pravila

Oi £ Z) = zl £ za; (zj-z2) = Z,-22 \
2,
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Trigonometrijski oblik kompleksnog broja. Ozna€i |i se kut
{argument od z) izmedu spojnice tatke 2 s ishodistem kompleksne
ravnine i njene pozitivne realne osi sa 9 (si. 1), moze se kom-
pleksni broj z predociti u obliku

z —r (cos9 -f ising
(v. Trigonometrija). Za realne brojeve je 9 = 0 ili 9 = &3 za
Cisto imaginarne 9 = - n ili 9 = *« Za prijelaz od oblika z =
= a + bi na trigonometrijski, i obrnuto* vrijedi

= £a2+ b2 9 = are tg;(= are sm—r= are cos

a = rcos93b = rsin9.
Za mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva
zi= ri(cos 9i + isin9j), z2 = r2(cos q2-f i sin 92
predoenih u trigonometrijskom obliku vrijedi

+ 99 + isin + 99) ,
9j) + isin (9!—175)) .

zt mz2 = rlr2 (cos

TRl (cos (<1 —

Modul produkta jednak je dakle produktu modula faktora, a
njegov argument jednak je zbroju argumenata faktora. Modul
kvocijenta jednak je kvocijentu modula dividenda i divizora, a
njegov argument jednak je ra-
zlici argumenata dividenda i
divizora.

Operacije s kompleksnim bro-
jevima predoCenim u kompleks-
noj ravnini. Ako su z13z2 tac-
ke kompleksne ravnine, dobiva
se tatka zx+ z2 kao krajnja
tacka vektorskog zbroja radij-
-vektora koji izlaze iz ishodi-
Sta O, a krajnje tacke su im
zi i z2 (v* Vektorski racun).
Analogno vrijedi za razliku zx z2 (si. 2). Produkt zxez2
brojeva z13 z2 dobiva se ovako: nad Oz2 konstruira se trokut Oz
slican trokutu O 1zB tako da <€ (0z2B Oz) bude u pozitivhom
smislu nanesen kut 9X tada je z — zx-z2 Analogna konstrukcija,
izvrSena »unatrag«, daje kvocijent (si. 3 i 4).

Sl 4

Potenciranje i radiciranje kompleksnih brojeva. Ako je n cio
broj, definira se «-ta potencija kompleksnog broja z na isti nacin
kao i za realne brojeve, tj.:z° = 1,z1—2z3zan > 1 je zn produkt

od n faktora jednakih z3za n < 0 je zn —en Ako je z dan u

trigonometrijskom obliku z = r(cos 9 + i sin 9), vrijedi Moi-

vreova formula za potenciju kompleksnog broja
zn=rn(cosn 9 + isinn9).

Za kompleksne brojeve vrijede formule (12), (12a), (12b) kao
i za realne. | za cjelobrojne potencije kompleksnih brojeva vrijede
formule (13).

ARITMETIKA

| ALGEBRA

Za prirodni broj n definira se n-ti korijen iz kompleksnog
broja z kao onaj kompleksni broj w za koji je aull = z. Svaki
(od nule razliciti) kompleksni broj z ima tatno n medu sobom
razlicitih vrijednosti «-tog korijena. Ako je z dan u trigonome-
trijskom obliku z —r (cos 9 -f i sin 9), vrijedi Moivreova formula
za korijen iz kompleksnog broja

— n—/ 94+ 2777 r]®+ 2k

n
1.2 =V
0,1..n- 1

Svih nvrijednosti «-tog kori-
jena iz kompleksnog broja pre-
doceno je u kompleksnoj ravni-
ni vrhovima pravilnog «-tero-
kuta sa srediStem u ishodistu;
npr. v. si. 5 OpSirnijeo to-
me, kao i za logaritam kom-
pleksnog broja, v. Funkcije kom-
pleksne varijable.

Eksponencijalni  oblik kom-
pleksnog broja. Kompleksni broj
z =71 (cos 9 + isin 9) moze
se pisati i u obliku z = reto
(v. Funkcije kompleksne varija-
ble); za produkt i kvocijent tada vrijedi
zx _rl

2.
r2

r2eei (& + 52, e H—VI .

Historijska napomena. Samo ime »imaginarni« pokazuje, da su se isprva
imaginarni (i, opéenito, kompleksni) brojevi smatrali »zamisljenim« brojevima,
kojima ne pripada »realitet« u istom stupnju kao npr. realnim brojevima. Medutim
razli¢iti problemi imperativno su trazili uvodenje nekih matemati¢kih objekata
koji se vladaju kao kompleksni brojevi, npr. takvih kojima je kvadrat negativan
realan broj. Uvidjelo se takoder da se u mnogo slu¢ajeva dobiva ispravno rjesenje
nekog problema u obliku realnog broja nakon $to je provedeno neko razmatranje
i izvodenje u proSirenom podru€ju kompleksnih brojeva. Takvim postupcima
izvodili su se medutim racuni Cesto po Cisto formalnoj analogiji prema pravilima
za racunanje s realnim brojevima. Strogi osnov dobila je teorija kompleksnih
brojeva tek shvaéanjem kompleksnog broja kao uredene dvojke realnih brojeva,
odnosno, u geometrijskoj interpretaciji, kao tatke kompleksne ravnine.

KOMBINATORIKA

Kombinatorika ispituje izvjesne komplekse koji se mogu tvoriti
od jednog ili vise danih skupova elemenata.

Tvorenje kompleksa. Skup Sx neka sadrzi m medu
sobom razli¢itih elemenata at3 tj. S1= [al a23...3 amj3 a skup
S2 neka sadrzi n medu sobom razliCitih elemenata b3 tj. S2=
= |bBb2 ...3bn). Tada se moZe tvoriti m en takvih parova ele-
menata da svaki par sadrZzava po jedan element iz i jedan
element iz S23to su parovi

ai bi, axbx
at bi, aabt)
<mbi, amB2 ..., ambn.

Isto vrijedi u posebnom slucaju da neki elementi dolaze i u S1
i u* npr. kad je Sx = SB samo tada svaki par treba smatrati
uredenim, tj. razlikovati par ab od para ba.

Opcenitije, ako imamo m skupova Si3i = 1, 2,..., m3tako
da skup S{ sadrzi nx medusobno razli¢itih elemenata ail3j = 1,
2,..., ni3 mozemo tvoriti nxen2e...- nm takvih uredenih m-torki
elemenata alf* a2j2 ... amj® da svaka od njih sadrzi po jedan

element ai} iz svakog od skupova St.

Npr. od 5 plesaca i 6 plesatica mozZe se sastaviti 5-6 = 30 plesnih parova.
Ako ljude podijelimo u grupe po ovim kriterijima: 1 spolu, 2. branom stanju,
3. zanimanju, pa ako po prvom kriteriju razlikujemo 2 slu€aja (musko, Zensko),
po drugom 4 [neoZenjen odn. neudata, oZenjen odn. udata, rastavljen(a), udovac
(ica)], a po treéem 15 slucajeva (profesija), dobit ¢emo po takvoj klasifikaciji (uz
pretpostavku da se bilo koji slu¢ajevi pojedinih kriterija mogu kombinirati)
ukupno 2-4*15 = 120 razlicitih kategorija.

Permutacije. Permutacija od n elemenata [al3aZ3..., an)
je svaki njihov odredeni poredaj ai aE ... at* (slog). Slog
axa2 ... an je osnovna permutacija tih elemenata.

Ako su elementi koji se permutiraju razliCiti3 pa se oznace
prirodnim brojevima od 1 do n3 moZe se svaka njihova permu-
tacija a® ai2 ... ain pisati u obliku * _—jn); ta shema po-
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kazuje da element oznaten brojem ik dolazi na ;-tom mjestu
niza dane permutacije (u shemi je k ispod ik). Poredaj stupaca

(j™) u shemi nije bitan; posebno se oni mogu poredati i tako

da u gornjem retku sheme dolaze redom prirodni brojevi, npr.

{,3] 2 %i éj\ _ {314 2)* *z ovakva predoCenja permutacije moze

se ona lako prikazati i kao produkt ciklusa. U danoj permutaciji,
npr. (5 71463 2)5 pogleda se najprije koji se broj donjeg
retka nalazi ispod broja 1 gornjeg; to je u danom primjeru 5.
Zatim se pogleda koji se broj nalazi ispod toga broja (5) gornjeg
retka u donjem retku; to je ovdje 6. Postupak se nastavlja dok
se ne dode u donjem retku do broja kojim se pocelo u gornjem,
(tj. 1); tako se dobiva ciklus 1—5—6—3—1. Analogno se nastavlja
s preostalim stupcima sheme, dok se ne iscrpe Citava shema;
na taj naCin raspada se dana permutacija u produkt ciklusa
(1563) (27) (4). Permutacija koja se sastoji od jednoga jedinog
ciklusa zove se ciklicka.

Broj Pn permutacija od n razlicitih elemenata jednak je pro-
duktu prvih n prirodnih brojeva: Pn = |- 2- 3- ...-w; krace se
taj produkt oznacuje sa ni (Citaj: n faktorijela). Isto toliko postoji
razliCitih numeracija od n elemenata brojevima od 1 do n.

Npr. od 5 plesata i 5 plesafica moze se na 5! = 120 nalina sastaviti 5
plesnih parova. DuzZnosti predsjednika, potpredsjednika, tajnika i blagajnika
mogu se na 4 ¢lana odbora podijeliti na 4! =24 nafina. 10 gostiju moze se
u hotelu sa 10 jednokrevetnih soba razmjestiti na 10! = 3 628 800 nacina.

Ako je n dovoljno veliko, n\ postaje vece i raste brze od poten-
cije nk s po volji velikim (Cvrsto odabranim) eksponentom k.
Ako je n velik broj, direktno izracunati n\ je tegobno; redovno ce tada
zadovoljiti priblizna Stirlingova formula: n\ za |//2nn . Apsolutna pogreska

te aproksimacije s rastu¢im rt raste u beskona¢nost, ali relativna opada prema
nuli.

km) permutacija od n elemenata medu
km jednakih, iznosi

Broj pn(ku k2.
kojima postoje skupine od k&
ni
KIN-Kt\-....
nata brojevima od 1do n (ako ne smatramo razliCitim numeracije
koje se razlikuju jedino u tome $to su jednakim elementima
na razli¢it nacin pridruzeni isti brojevi; drugim rijeCima, ako
se ne obaziramo na permutacije oznaka jednakih elemenata).

numeracija danih eleme-

Isto toliko postoji

Npr. u kupe s 8 sjedista moguce je 3 putnika razmjestiti» na Pt (5) = 8. 336
nacina (jer 5 prekobrojnih sjedista ostaje prazno).

Ako u osnovnoj permutaciji jednaki elementi (ukoliko ih
ima) dolaze svi neposredno jedan iza drugog, mogu se sve per-
mutacije danog skupa elemenata ovako leksikografski poredati:
od dviju permutacija kojih se nizovi poklapaju u prvih k (k * 0)
elemenata, visa je ona, kojoj se (k -f I)-ti element nalazi vise
desno u osnhovnoj permutaciji. Najniza je dakle osnovna permu-
tacija, a najvisa je permutacija anan_1...ax Npr., leksikografski
poredane permutacije elemenata a, b3 ¢ jesu abc3 ach3 bac3 bca,
cab, cba3leksikografski poredane permutacije elemenata a3a3b3b
jesu aabb3 abab3 abba3 baab3 baba3 bbaa.

Dva elementa aj3 ak su u inverziji u danoj permutaciji ako je
u toj permutaciji njihov medusobni polozaj suprotan poloZaju
u osnovnoj permutaciji. Broj inverzija neke permutacije je broj
parova elemenata koji su u njoj u inverziji. Permutacija je parna
(taka) ili neparna (liha) prema tome da li je njen broj inverzija
paran ili neparan broj. Medu ni permutacija od n > 1 razli€itih
elemenata polovina ih je parnih a polovina neparnih. Npr. per-
mutacija bdaec elemenata \a3b3c3d3e\ je parna, jer sadrzi 4 inver-
zije: ba, da, bc} ec.

Kombinacije. Kombinacija bez ponavljanja od n (razli-
Citih) elemenata \a13 azB ..., an} r-tog razreda (r » n) je svaka
skupina od r tih elemenata. Kombinacija bez pohavljanja moZze
pojedini od danih elemenata sadrZavati najviSe jedanput, tj. ona
ga moze sadrzavati ili ne sadrzavati, ali ga ne moZe sadrzavati
u viSe primjeraka. Kad je rije¢ o kombinaciji, ne obaziramo se
na poredaj elemenata: dvije kombinacije koje sadrze iste elemente
smatraju se jednakim, bez obzira na to da li se poredaji tih ele-
menata za obje kombinacije poklapaju ili ne.

Broj kombinacija bez ponavljanja od n elemenata r-tog razreda

(;;_:r)lr_l; taj se broj krate oznaCuje sa

jednak je K rg =
(Citaj: n povrh r; v. Svojstva binomnih koeficijenata u ovom élankt%.
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Npr. od 14 kandidata moguce je sastaviti reprezentaciju od 11 igrata na
nacina (ne gledaju¢i na mjesta koja ¢e pojedini igraci zauzimati

u reprezentaciji).

Kombinacija s ponavljanjem od n (razliCitih) elemenata \au

> <n| r-tog razreda je svaka skupina od ukupno r tih ele-
menata, u kojoj, medutim, pojedini elementi mogu nastupiti
i viSe puta. | za kombinacije s ponavljanjem irelevantan je po-
redaj elemenata: dvije kombinacije koje sadrze iste elemente,
i to tako da svaki od tih elemenata u obje kombinacije dolazi
u jednakom broju primjeraka, smatraju se jednakim, bez obzira
na to da li se poredaji elemenata za obje kombinacije poklapaju
ili ne.

Broj kombinacija s ponavljanjem od n elemenata r-tog razreda
jednak je K j = +* ]

Npr. od 30 slova abecede moZzemo sastaviti K‘SO 7). 465 mono-

grama od po dva slova (ako ne smatramo razli¢itim monograme koji se razlikuju
samo u poretku slova). Ako za kvartet dolaze u obzir 3 instrumenta, moguce

je (u principu) sastaviti orkestar na K'”* ek A = 15 natina.

Ako se unutar svake kombinacije elementi poredaju prema
nekom osnovnom poredaju, mogu se kombinacije (sa ili bez po-
navljanja) leksikografski poredati posve analogno kao permutacije.

Na primjer, | j = 6 kombinacija bez ponavljanja drugog razreda

od 4 elementa (@3 b3 c3 d\3 leksikografski poredane, jesu ab3 ac,
ad3 bc3 bd3 cd;

nata: aa3ab3ac3 ad3 bb3 bc, bd, cc3 cd3 dd.

4. Varijacije. Varijacija bez ponavljanja od n (razli€itih)
elemenata [al3 a8 ..., an) r-tog razreda je svaka uredena skupina
(slog) od r (r ~ n) tih elemenata. Varijacija bez ponavljanja moze
pojedini od danih elemenata sadrzavati najviSe jedanput. Poredaj
elemenata za varijaciju je bitan: dvije varijacije koje sadrzavaju
iste elemente ali razli¢ito poredane smatraju se razli€itim. Po-
sebno su varijacije bez ponavljanja od n elemenata «-tog razreda
upravo permutacije tih elemenata.

Broj varijacija bez ponavljanja od n elemenata r-tog razreda

= 10 kombinacija s ponavljanjem istih eleme-

i i = ofl = e ~——n i ii
jednak je Vrl; (r } r! v Isto toliko ukupno postoji

(h—r)
razli¢itih numeracija od po r izmedu n danih elemenata broje-
vima od 1 do r.
Npr., ako uzmemo u obzir i mjesta koja ¢e pojedini igrai zauzimati, moguce
]

je od 14 igraCa sastaviti reprezentaciju od 11 njih na V ﬁ = % nacina.

Varijacija s ponavljanjem od n (razlicitih) elemenata r-tog
razreda je svaka uredena skupina od ukupno r tih elemenata,
u kojoj, medutim, pojedini elementi mogu nastupiti i viSe puta.
| kod varijacija s ponavljanjem poredaj elemenata je bitan: dvije
varijacije koje sadrzavaju iste elemente, i to tako da svaki od tih
elemenata u obje varijacije dolazi u jednakom broju primjeraka,
smatraju se jednakim samo onda ako se za obje varijacije poklapaju
i poredaji elemenata.

Broj varijacija s ponavljanjem od n elemenata r-tog razreda
jednak je V'nr= nr. Isto toliko ukupno postoji razli€itih numera-
cija od po najvisSe r izmedu n danih elemenata brojevima od 1
do r, ako dopustimo da pojedini elementi budu numerirani i
s viSe brojeva.

Varijacije sa ponavljanjem i bez ponavljanja mogu se leksiko-
grafski poredati analogno kao i permutacije.

Npr. n-teroznamenkasto predocenje prirodnog broja u decimalnom sustavu
je varijacija s ponavljanjem n-tog razreda od 10 znamenaka (0, 1, 2, ..., 9). Ako
monograme koji se razlikuju u poretku slova smatramo razli¢itim, moZemo od
30 slova abecede sastaviti V'32 = 900 monograma od po 2 slova. Od dvaju osnov-
nih Morseovih znakova < i — moZe se sastaviti 21+ 2+ .. + 2n = 2n+1—2
(v. Geometrijski red u ovom ¢lanku) znakova sastavljenih od najvisé n
osnovnih. Lokoti sa Sifrom sadrze obi¢no 4 koluta sa po 10 znamenaka i mogu
se otvoriti samo ako je na svakom kolutu postavljena ispravna znamenka; postoji
dakle V'104 = 10000 mogucih Sifara za takve lokote. Listi¢i sportske kladi-
onice sadrze redovno 12 pitanja, od kojih na svako treba odgovoriti bilo sa »l«
(pobjeda domaceg kluba), bilo sa »2 (pobjeda gostiju), bilo sa *X« (neodlu¢an
rezultat); postoji dakle F', 2= 3% = 531 441 mogucnosti ispunjavanja listi¢a.

]

1!
kografski poredane, jesu ab, ac, ba, bc, ca, cb. 3* = 9 varijacija s ponavljanjem
istth elemenata jesu aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc.

6 varijacija bez ponavljanja drugog razreda od 3 elementa a, b, c, leksi-
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REDOVI

Aritmeticki redovi. (Obicni) aritmeticki red ili aritmeticka
progresija (prvof reda) je zbroj oblika ax+ at + a, ... + an_x+ an
u kojem je razlika d izmedu dva susjedna Clana konstantna, tj.
a2 = an—an = d. U aritmetiCkom redu
svaki .je Clan (osim prvog i posljednjeg) aritmeticka sredina cla-
nova neposredno ispred i iza njega, tj. am— + am+1l).

Za opéi Clan aritmetiCkog reda vrijedi am = ax-f (m — 1) d,
a zbroj Sm prvih m ¢lanova jednak je

Sm = ~2 + am) ili Sm
Npr. zbroj prvih m prirodnih brojeva
1-f-2-f-3 + .o+ wi=| w(w-F 1)

Aritmeticke progresije viSeg reda. Zbroj oblika ax + a2 -f a3 +
+ ...+ an_i + ar3 za koji razlike a2- d13a3—aZ an_x
daju redom ¢lanove (obi€nog) aritmetickog reda (aritmeticke
progresije 1 reda), zove se aritmeticka progresija 2. reda. Opde-
nito, ako razlike susjednih ¢lanova danog reda daju redom ¢lanove
aritmeticke progresije ¢-tog reda, dani red je aritmeticka progresija
(k 4- 1)-tog reda.

reda ax + a2-f a3+ ... + an_x+ an redom sa Aal3 AaZ ...,

Aan_13 zatim razlike Aa2 —Aab Aa3— AaB redom sa
A2a5 AZRZB ..., pa A22 —AA5 AZA3—A2a2 ... redom sa
ARP? A3Z, ... itd., bit ¢ée dani red aritmeticka progresija k-tog

reda, ukoliko je Akax = Aka2= Aka3=
danog reda konstantna.

Clanovi aritmetitke progresije ¢-tog reda odredeni su potpuno
sa al3 Aa®, A2*, ..., Akax Za m-ti Clan takva reda vrijedi (za

..., tj. ako je &-ta razlika

znaenje simbola A~ j v, Kombinacije i Binomni teorem u

ovom Clanku):

“i+t\j/ ])A(R/l+i"l> i A2ai +
m- 1
...+ ( DAkax.
Zbroj prvih m ¢lanova iznosi

Aax+ N j A +
J

T(*: K
U oba izraza proteze se zbroj samo na Clanove s koeficijentima
N j za koje je n ™ r.

Redovi kvadrata i kuba prirodnih brojeva su posebni slucajevi
aritmeticke progresije viSeg (2. i 3.) reda. Vrijede formule:

12+ 22+ 32-F  + m2=—m(n-fHEm+ 1

13+ 23+ 33+ + m3=z[m(m+ N]2.

Geometrijski redovi. Konacni geometrijski red (ili konacna
geometrijska progresija) je zbroj oblika at + a2 + a3 +

n, u kojem je kvocijent q izmedu dva susjedna clana

konstantan, tf. LA g. U geometrijskom redu
Ti—1
svaki je Clan (osim prvog i posljednjeg) po apsolutnoj vrijed-
nosti geometrijska sredina ¢lanova neposredno ispred i iza njega,

ti- 'am| = Vam-I- an+l-
Za opéi Clan geometrijskog reda vrijedi am = ax*"ml, a
zbroj Sm prvih m clanova (za q 4=1) jednak je
=g l-9gW iU o _
" 1-q m \-q =

Primjer. Prema legendi traZio je izumitelj Sahovske igre za nagradu onoliko
zrna Zita koliko bi ih trebalo da se na prvo $ahovsko polje stavi 1zrno, na drugo
2, na trec¢e 4 itd. (na svako idu¢e polje dvostruko od onog koliko ih je bilo na
prethodnom, sve do posljednjeg polja $ahovske ploce. Rezultat je

1+ 2+ 2+ 2+ ...+ 2's- 2#- 1= 18446 744 073 709 551 615.

Primjer ilustrira i brzinu porasta potencije 2n.
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Beskonacni geometrijski red (ili beskonatna geometrijska pro-
00
gresija) je izraz oblika E = a-faq4-aq2+ ag* -f ... -f
i=1
+ agm + Tvori li se niz parcijalnih suma tog reda (tj. niz
kojem su elementi sve duZi poCetni komadi tog reda), bit ¢e taj

niz za Igl< 1 konvergentan s limesom (v. Diferencijalni

racun), pa se kaze da je tada i beskonacni geometrijski red kon-

vergentan i da mu je zbroj S = -1-----11 . Ako je Iq\ ™ 1, beskonacni

geometrijski red je divergentan.

Primjeri. 1. Zenonov paradoks. Brzonogi Ahilej (A.) takmici se u tr€anju
s kornjatom (K.). K. ima prednost od m jedinica duljine, a A. je n puta brzi od

K. Dok A. pretr¢i udaljenost m, odmakla je K. za—n ; dok A. pretréi i tu duZzinu,

odmakla je K. za itd. »Dakle«, A. ne moze sti¢i K. Elementarno rjesenje

nl

paradoksa je u tome $to je ukupni put m + - + -fo

iako se
n2

konacan,

»sastoji od beskona¢no mnogo dijelovax, i iznosi pa ¢e ga A.
1-

prije¢i u konaénom vremenu i toga Casa sti¢i (a zatim presti¢i) K. UlaZenje u

dublju problematiku tog paradoksa ne bi ovdje bilo na mjestu.

2. S pomocu beskonatnog geometrijskog reda moZe se svaki beskona¢ni
periodski decimalni razlomak predociti u obliku obi¢nog razlomka. Npr.,

1 n- 1

2,34-i = 23474747 ... = 23 + n + .=

s ¥ 2324
- » 1 9%
10-

Kamatni racun. Ako se pocetnoj glavnici g pribroje p-postotne

kamate-l-db--g, dobije se nova vrijednost glavnice gx = g(1+4) -

= gq. Faktor q—14- zove se kamatni faktor.

Glavnica pocCetne vrijednosti g, kojoj se nakon prve godine
pribroje p-postotne kamate (tako da naraste na gx), zatim se druge
godine pribroje p-postotne kamate na gx itd., narast ¢e nakon n

godina na vrijednost gn = ggn. j*Uz obi¢no ukamacivanje, gdje

se ne ratunaju i kamate na kamate, bilo bi gn=g”Y + n4 )1-
Ako su poznate veli¢ine g8 g, n, nalazi se g prema formuli

g=gn _q_lE Ako je poznato g, gn>n, nalazi se q premaq - |’

Ako je poznato g, gn, g3nalazi se n preman = I-O-é--q(log gn —log Q).

j"Za obi¢no ukamacivanje odgovaraju¢e formule redom glase g =

Ia. P\ 100 gn- g 1000g@n-g9\ 100
“ Bn(loo)’ » - -r1 - — ]

Ako se kamate ne pribrajaju glavnici svake godine nego svakog

m-tog dijela godine (s postotkom —),bit ¢e konaCna vrijednost
\

glavnice nakon n ukamacivanja {— godina; gn = g .gn3 gdje je
m

?=1+1loL -

Primjeri. 1. Glavnica od 10000 d naraste uz (godiSnje) ukamacivanje od
5% nakon 10 godina na vrijednost £10 = 10000 d* 1,058 = 16289 d. (Uz
obitno ukamacivanje na 15000 d). Ista glavnica naraste uz polugodisnje uka-
macivanje (s pojedinim ukamacivanjem od 2,5%) u isto vrijeme (10 god.) na
£10 = 10000 d* 1,0250 = 16 386 d. (Uz obitno ukamacivanje na 15000 d.)

2. Glavnica koja uz (godisnje) ukamacivanje od 3% nakon 20 god. treba
da naraste na 100 000 d, mora imati pocetnu vrijednost g = 100000 d =
= 55368 d. (Uz obi¢no ukamacivanje 62 500 d.)

3. Glavnica od 20 000 d, koja (uz godiSnje ukamacivanje) nakon 4 godine
treba da naraste na 22500 d, mora se ukamacivati uz kamatni faktor q =

22 500

~1.20 000 ? 1,03, dakle uz postotak 3%. (Uz obi¢no ukamacivanje 3,1%.)
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4. Glavnica od 10000 d podvostrucit ¢e se uz (godisSnje) ukamacivanje
od 4% nakon n = log iﬁ)zl (log 20 000 - log 10000) - 17,7, dakle nakon
18 godina. (Uz obi¢np ukamacdivanje 25 god.).

Binomni teorem i svojstva binomnih koeficijenata. Ako
je n prirodan broj, a a i b su realni ili kompleksni brojevi, vrijedi
binomni teorem
=a" + ja-*b2+ o+

(* + b)n j a"ib+

+ (= 2o+ + G- Dan i+ b

u kracéoj oznaci [uz definiciju =1]:

@@+ by = 2 (”)a-kbk

[za znaCenje simbola  j v. Kombinacije u ovom ¢lankul].

Posebno je
e +hb2= a2+ 2ab2+ b\
(a -fb)3=a3-f 3a2b f 3ab2+ b3
Binomni teorem vrijedi i u slu€aju da a i b nisu brojevi nego
bilo kakvi matematicki objekti za koje su definirane jednakost i
operacije zbrajanja i mnoZenja tako da su te operacije komuta-
tivne i asocijativne i da je mnozenje distributivno prema zbrajanju
(npr.polinomi, v. Polinomi u ovom¢lanku).

Brojevi j3 0" k” n,koji kao Kkoeficijenti dolaze u bi-
nomnom teoremu, zovu se binomni Kkoeficijenti. Za njih vrijedi
pa su simetricno poloZeni koeficijenti na

desnoj strani binomnog teorema medusobno jednaki. Vrijede
takoder i ove jednakosti:

(o) Gk ()+(1) ++

Na prvoj se osniva Pascalov trokut binomnih koeficijenata

1 5 10 10 5 1

u kojem je svaki broj jednak zbroju gornjih njemu susjednih,
a n-ti redak daje redom koeficijente binomnog teorema za eks-

ponent 71—1.
Za binomne koeficijente vrijede ove nejednakosti: za parno n

a Za neparno n

1

Za svaki prirodni broj n je
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DETERMINANTE
Pod determinantom
Oii a2 e *l»
2 <2 e an

D= (kra¢e: D = |a,n|)

«ni *N2  eee fl«n
razumije se vrijednost sume 2 za\QOl 720, ¢ eee ¢ d«on5 ie
Gi a2 ... an neka permutacija brojeva 1, 2, ..., n, e je 1 ili —I,

prema tome da li je permutacija ...an parna ili neparna
(v. Permutacije u ovom c€lanku), a sama suma proteZze se preko
Clanova sa svih ni moguc¢ih permutacija drugih indeksa faktora.
[Vidi dalje primjere (b) i (c)]. Elementi aiX31, k — 1,2, ..., nu
shemi determinante mogu biti realni ili kompleksni brojevi
(opéenitije, kakvi god matematiCki objekti za koje su definirane
jednakost i operacije zbrajanja i mnozZenja tako da su te operacije
komutativne i asocijativne, da je mnoZenje distributivno prema
zbrajanju, da za zbrajanje postoji neutralni element i da za
svaki element a postoji i element —a. Na pr. ailc mogu biti
cijeli brojevi, racionalni brojevi, polinomi, realne [v. Diferenci-
jalni racun] ili kompleksne funkcije [v. Funkcije kompleksne vari-
jable]). Determinanta koje shema elemenata ima n redaka (i n
stupaca) zove se determinanta n-tog reda. Dijagonala all3 a2
.., ann sheme elemenata determinante D zove se njena glavna
dijagonala, a dijagonala aln, a2n_I) ..., anl je njena sporedna
dijagonala. Npr.

S ait alt |
an an o
la22 aita*il au a% an =
| ax
tarlastd arl at| aB |

au an at» —fln a,3 a3l —ai, a3l aB + ai2 a,3a3l + a,satlad% —ai* a2 a3l
Posebno determinante 2. i 3. reda moZemo ra¢unati prema shemama:

A IL C A c 1oal*

1\, - - o
(d

G H ‘3 >

1

Shema 1 pokazuje da od produkta elemenata na mjestima A, D treba odbiti
produkt elemenata na mjestima ByC, shema 2, da od zbroja produkata elemenata
na potezima AEI> BFG, CDH treba odbiti produkte na potezima CEGyBDI,
AFH. Shema 3, po kojoj su prva dva stupca determinante jo$ jednom napisana
(ili zamisljena) desno od nje, pokazuje puno izvucenim potezima produkte
koje treba tvoriti i zbrojiti ih, a crtkano izvuenim potezima produkte koje
treba tvoriti i odbiti od ranijih (Sarrusovo pravilo).

Kad ne postoji moguénost zabune, govori se umjesto o »shemi
elemenata determinante D« krae o »determinanti D«.

Svojstva determinanata. 1. Determinanta ne mijenja vri-
jednost ako joj se shema elemenata preklopi preko glavne dijago-
nale, tj. ako joj se reci (redom kako dolaze) zamijene stupcima
(redom kako dolaze).

2. Ako su svi elementi nekog retka (stupca) determinante
jednaki nuli, determinanta je jednaka nuli.

3. Ako se u determinanti medu sobom zamijene 2 retka (stupca),
ona mijenja predznak.

4. Ako su u determinanti dva retka (stupca) jednaka, ona je
jednaka nuli.

5. Ako se svi elementi nekog retka (stupca) determinante
pomnoZze istim faktorom k, i vrijednost determinante mnoZi se
sa k.

6. Ako su elementi nekog retka (stupca) determinante redom
proporcionalni elementima nekog drugog retka (stupca), ona je
jednaka nuli.

7. Ako su elementi jednog (jedinog) retka (stupca) determi-
nante zbrojevi od po 2 clana, determinanta je jednaka zbroju
dviju determinanata, od kojih prva u tom retku (stupcu) sadrzava
prve, a druga druge Clanove (dok su ostali reci [stupci] isti kao
u zadanoj determinanti).

tfn au ait 1au ai, a»
Npr. I~ 4% CfL bn + c#l = bit bu b% -+ A dalm
1 fli ant a, au a, art1 a»i a3i £33 1
8. Ako se elementima nekog retka (stupca) determinante

pribroje odgovarajuéi elementi nekoga drugog retka (stupca)
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pomnozeni istim faktorima k3 determinanta ne mijenja vri-
jednost.

MnoZenje determinanata. Ako su Dx L0, )
dvije determinante «-tog reda, pa se tvori determinanta D3=

-1 *

= |cnn| tako da se uzme cik — 2

i=1
¢e D3= DXD2 Takoder, umjesto da se prema gornjoj formuli
raCunaju elementi cik kao sume produkata odgovarajuéih ele-
menata i-tog retka od Dx i ¢-tog stupca od D2 (mnoZenje »redaka
sa stupcima«), mogu se tvoriti i determinante D4 D5 2)6 tako da
se (respektivno) mnoZze reci s recima, stupci s recima ili stupci
sa stupcima; u svakom slucaju bit ¢e 24= Db= D6= D3=
= DXD2(tj. vrijednosti tih Cetiriju determinanata bit ée sve jed-
nake produktu vrijednosti determinante Dx i Z2)2 iako im se
sheme elemenata opcéenito nece poklapati).

aijbjk>  k — 1>2,...) «, bit

Npr. ouz = c2oa =yt 2= - 14 bitce

. _2 91 _ _\ -8 -6 1 _ D _
1 3 -5i "A = h-2 -5 \-_d6_\-14-14|‘- u'

- |=s: -2) (- 14).

Razvoj determinante po recima ili stupcima. Ako je

D = \anrl\ determinanta «-tog reda, bit ¢e za i, k= 1,2,...,n
n n

D = 2 ail = 2 ajfc

j=1 j=1
na determinanta, ¢iju shemu elemenata dobivamo brisanjem r-tog
retka i s-tog stupca od D; Arg se zove algebarski komplement
elemenata ars determinante D. Determinanta je dakle jednaka
zbroju produkata elemenata nekog njenog retka (ili stupca) s
odgovarajué¢im algebarskim komplementima.

Tako se npr. razvijanjem po treéem retku dobiva

-
= 48 =

je Arssa(—I)r+spomnoze-

“ii uia " 13

az 32 aB am £412 «13 «14_ «11 «13 «14
a2 aB az «1 «23 «24
«81 «32 «33 «34
«42 «43 «44 «41 «43 «44
«41 «42 «43 «44
«ll «12 «14 «n «l12 «13
«21 «22 «24 «21 «22 «23
«4l «42 «44 «31 «32 «S3
Determinanta D oblika
«u 0 0 --0
@& 20 -0

Bl @R &3 e -0

«ni «ns!«n3 ees«nn
kojoj su svi elementi iznad (ili ispod) glavne dijagonale jednaki
nuli, ima vrijednost jednaku produktu svojih dijagonalnih ele-
menata; D = axxaZa3... am.
Obrubljene determinante su determinante oblika

«Uu «2 eee «m Xl «1 e «m Xu X2

Q@ 2 = @n X2

,D 2= «m <@ «NN Xra xna itd .
«ni «na e* «nn Xxn ® y\n zu zu
y2 e yn 2 ya e y*n Z2 M

to su dakle determinante u shemi kojih smatramo posljednjih m
(m= 1,2,...) redaka i stupaca »rubom«. Svaka determinanta
moZe se shvatiti kao obrubljena determinanta i kao takva razviti
po rubu. Za obrubljene determinante Dx s jednorednim i jedno-
stupanim rubom vrijedi razvoj

a( Akxiyy Lk = 1,2

gdje je D determinanta koja se dobiva brisanjem ruba (posljednjeg
retka i stupca) od DX a A ik je algebarski komplement od aiku D.
«ni «n« ese «nn 1

'i,k=%,.
11 .10

Laplaceov razvoj determinante. Ako u determinanti D n-tog
reda odaberemo m redaka (ili m stupaca), m <n3mozemo D razviti

C)

Dx= zD

«ii «ii o «m 1
. «21 «M  ees @71 1
Primjer:

po tim recima (stupcima) na ovaj nacin: Najprije tvorimo svih

| ALGEBRA

(vidi Kombinacije u ovom clanku) determinanata Dm kojih se
sheme elemenata mogu dobiti brisanjem po n—m stupaca (re-
daka) u shemi elemenata §to je Cine odabrani reci (stupci). Svakoj
takvoj determinanti Dm pridruzimo njoj adjungiranu subdeter-
minantu (ili minor) Dn_m(n - m)-tog reda, koju dobivamo ako u
determinanti D briSemo one retke i stupce kojih elementi ulaze
u Dm. Pomnozi li se Dn_m sa (—I)5 gdje je s zbroj indeksa
redaka i stupaca koji ulaze u Dn_n» dobiva se algebarski kom-
plement minora Dn_m. Zadana determinanta D moZe se tada

predociti u obliku zbroja svih ( n (produkata njenih minora Dm

(iz odabranih m redaka [stupaca]) s odgovaraju¢im pridruzenim
algebarskim komplementom. (Za m = 1 ovo se reducira na razvoj
determinante po elementima nekog retka ili stupca.)

Npr. razvojem po prvom i treéem retku dobiva se

«u «12 «13 «14

«21 «22 «23 «24 I «11 «12 «23 «24 «11 «13 | | «22 «24 |
«31 «32 «33 «34 1«31 «32 1 «43 «44 1 «31 «33 l«d* «44 1
«4l «42 «43 «44
I «ll «14 | «22 «23 I «l* «13 «1 «24 1
1«31 «34 1«42 «43 1«32 «33 1«41 «44 1
| «12 «14 «21 «23 | «13 «14 «21 «2* |
1«32 «34 «41l «43 1 | «33 «34 «4l «42 1

Reciprotna determinanta D determinante D je determinanta
koje su elementi algebarski komplementi Ailcelemenata ailcod D:

Aln Al2
A2 A2

oo A n
D = cee A0

Ani An2 eee Mnn

Vrijednost reciprofne determinante jednaka je D = 2Z)n_1, gdje
je n red determinante D.

Neke specijalne determinante.
minanta je determinanta oblika

1 Vandermondeova deter-

1 ax ax ... axl
D= * a2 a* ... an~x
1 an a2 .. an*-'
u njoj su elementi z-tog retka (i = 1, 2, ...,«) potencije s rastu-

¢im eksponentom (od 0 do n—I) elementa at. Takva determinanta
moze se predoCiti kao produkt svih razlika ai —ak sj > k:

D= (a2-a l)(a3 -fli)(a4- ax)- ... *(an-a x) .

-ag(@"- a2 ....-(an—a?d-
*(fla- ad.... «(an- ad -

e(@an- an X = Tl (g - ak).
>k

2a. Simetricna determinanta je determinanta u kojoj su ele-
menti smjeSteni simetricno prema glavnoj dijagonali jednaki, tj.
ailc = aki. Reciprotna determinanta simetricne determinante ta-
koder je simetricna.

Simetricna determinanta kojoj su elementi realni brojevi, a
dijagonalni elementi oblika aH -f x} i = 1,2, .. «, izjednacena
s nulom daje sekularnu jednadzbu

au +x a2 --- ain
el @2+ * ... an =0
«m ant ann +x

Razvijena lijeva strana je polinom (v. Polinomi u ovom c¢lanku)
«-tog stupnja u x; svi su korijeni toga polinoma realni brojevi.
Isto (realnost korijena) vrijedi i onda ako su (opéenitije) ailc
i aki konjugirano kompleksni brojevi, tj. ako shema elemenata
determinante ¢ini hermitsku matricu (v. Specijalne kvadratne
matrice u ovom clanku).

2b. Antisimetricna (ili kososimetricna) determinanta je deter-
minanta u kojoj se elementi smjeSteni simetricno prema glavnoj
dijagonali razlikuju samo u predznaku: ail — —aki. Elementi
glavne dijagonale antisimetriCne determinante jednaki su nuli.
Antisimetricna determinanta neparnog reda uvijek ima vri-
jednost 0. Antisimetricna determinanta parnog reda moze se
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uvijek predoCiti u obliku kvadrata polinoma svojih elemenata
(v. Polinomi u ovom c¢lanku).
Tako je npr. zared 2 i 4

0 i ai* au
10 | ~ait G («W* - a,au 4 alda,)*.
lat. o 1 ~alz ~a» 0 au

—au —a4-a40

MATRICE
Pravokutna shema

‘«u

a2l (krace: A = [aik])

elemenata aik>i= 1,2,..., m; k= 1,2,..., n zove se matrica
(tih elemenata). Posebno, ako je m = «, matrica je kvadratna
(reda n). Elementi ailc mogu biti realni ili kompleksni brojevi
(opéenitije, kakvi god matematiCki objekti za koje su definirane
jednakost i operacije zbrajanja i mnoZenja i za koje te operacije
— opcenito govore¢i — imaju analogna svojstva kao za racio-
nalne brojeve. Npr. ailk mogu biti kvocijenti polinoma [v. Poli-
nomi u ovom c¢lanku] ili realne ifi kompleksne funkcije definirane
na nekom segmentu [v. Diferencijalni racun]).

Ako se zeli ista¢i da matrica A ima m redaka i n stupaca (kao
gore), upotrebljava se i oznaka A = [amn] ili krate Amn. Umjesto
uglatih zagrada upotrebljavaju se i okrugle, ili dvostruki ravni
potez : A = (arn) = amn .

Pod determinantom (kvadratne) matrice A razumije se deter-
minanta koja ima istu shemu elemenata kao i A: \[ann\ — \ann\.
Matrica A s determinantom razli¢itom od nule zove se regularna3
ako je \A\ = 0, matrica A je singularna.

Rang r matrice A je red determinante 4=0 najviSeg reda
Cija se shema elemenata moZe dobiti (eventualnim) brisanjem
redaka i stupaca u shemi matrice A. Rang r kvadratne regularne
matrice reda n jednak je n\ za singularnu je rang r < n. Jedina
matrica Am ranga 0 je Omn, tj. matrica kojoj su svi elementi
jednaki nuli {nulmatrica).

Za odredivanje ranga konkretno dane matrice Amn postupa se ovako:
najprije se (brisanjem redaka i stupaca od A) potraZi shema elemenata sadrZana
u A koje je determinanta D 4= 0. (Takva determinanta uvijek postoji €im je
/i 4=0mn, jer npr. sam element aik 4=0 matrice A ima determinantu reda
1 \aiic\ = anc 4= 0. Zatim se, ako je k red determinante Dt izracuna vri-
jednost svih determinanata Di reda k + 1, kojih su sheme elemenata sa-
drzane u A i kojima je D subdeterminanta. Ako su sve ove determinante Di — 0,
rang matrice A je K; u suprotnom slu€aju postupak se ponavlja s jednom od
determinanata Di 40 reda k + 1. Postupak mora zavrsiti bilo da jednom
dodemo do leterminante D reda r za koju su sve proSirene determinante D<
reda r + 1 (konstruirane kako je naprijed opisano) jednake nuli, bilo da uopce
nema takvih determinanata Di (ako je r jednak manjem od brojeva m, n redaka
i stupaca od A); rang matrice A tada je jednak r.

Primjeri. 1. Za matricu

2 13 4
0 3 o 1
3 -1 0 -2
L7 4 6 7

je determinanta (gornji lijevi ugao) t° ‘3'1“— 6 #0; obrubljena determinanta

Di determinante D,

i2 1 3
D,= 0 3 0 = —27 4 0. Kako su sve obrubljene determinante
3 -1 0]

Di determinante 23, koje moZemo tvoriti iz sheme elemenata dane matrice
jednake nuli, naime

2 1 1

0 3 3

3 -1 -1
4 4
3.
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matrica A je ranga

2. Za matricu TI?O 30 03J6]'c ie

Racunanje s matricama. Dvije matrice Amn, Bmn sma-
traju se jednakima samo onda ako su im odgovaraju¢i elementi
jednaki: aik —bik) i = 1,2, . m; k=12, ..., n. Matricna
jednakost Amn = Bmn ekvivalentna je dakle sa m ¢n jednakosti
medu elementima matrica.

Za matrice se definiraju ove operacije: 1. zbrajanje, 2. mnozenje
s brojem (skalarom) i 3. mnoZenje.

—3 4=0, pa je njen rang 2.
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1. Zbrajati se mogu samo matrice s istim brojem redaka m
i istim brojem stupaca n. Za takve matrice A — [amn], B — [bmn]
definira se A + B = C = [cmn]3gdje je cik = aik + bik) i = 1, 2,
o< k—1,2, .. 3w
4 =21

-a -3 .55 [i —Z —g}

Za zbrajanje matrica vrijedi komutativnost i asocijativnost.
Nadalje, za svaki par m, n postoji odgovaraju¢a nulmatrica Omn,
koja je neutralni element za zbroj matrica s m redaka i n stupaca:
Amn + Omn = °mn + Amn = Amn- Takoder za svaku matricu
Amn = [amn] postoji (jednoznatno odredena) matrica Bmn =
I ], za koju je Amn + Bmn = Omn. Oduzimanje
se definira s At - BAM = ARn

2. Matrica A = [amn] mnoZi se brojem (skalarom) s tako da
joj se svaki element pomnozi tim brojem: sA

»e'lz -1 -?I-[S -7m

MnoZenje matrica skalarom je distributivno prema zbrajanju
matrica: s(A + B) = sA + sB, distributivnho prema zbrajanju
skalara: (s + z) A = sA + zA> i asocijativno prema mnozenju
skalara: sz-A — s-zA. Posebno je 0-Am — Omn, 1.-A = A.

Za determinantu produkta skalara i kvadratne matrice vrijedi
M»n| = *14

3. MnozZiti se mogu samo dvije matrice An Brp od kojih
druga ima toliko redaka koliko prva ima stupaca (tj. za koje je

~n). Za takve matrice A —An B = Bnp definira se A «<B =

Npr. [g

can»]-

C = [cmp], gdje je ctl, _ , ,, 1=1,2,...3mi k=\,2}
j=1

tj. element u i-tom retku i ¢-tom stupcu produkta jednak

je nutarnjem produktu (v. Vektorski rafun) i-tog retka prvog

faktora s ¢-tim stupcem drugog. (Usp. i MnoZenje determinanata
u ovom €lanku.)
1- B

ARSIk

Za mnozenje matrica vrijedi asocijativnost, distributivnost
'‘prema zbrajanju i permutabilnost prema mnoZenju skalarom;
s-AB = sA-B = A-sB. Komutativnost za mnoZenje opcenito ne
vrijedi, €ak i ako su matrice kvadratne istog reda pa dopustaju

mnoZenje u oba moguca poretka za faktore. Npr. [j £] *[q =

-B 1]+ B 1]m[! S]-[S SI- « A- W - 0,
Anp = Omp. Medu matricama (npr. kvadratnim reda n ;> 2)
postoje djelitelji nule, tj. produkt dviju takvih matrica moze
biti nulmatrica, a da nijedan od faktora nije nulmatrica; npr.
[o ]“[0o o~ o* matrice «-tog reda postoji
jedini¢na matrica Enn = Ey u kojoj su svi elementi glavne dijago-
nale (njene sheme elemenata) jednaki 1, a ostali jednaki O, i koja
je neutralni element za mnozenje: AE = EA —A.

Determinanta produkta matrica jednaka je produktu determi-
nanata faktora: \AB\ = |/i|-|£]|; isto vrijedi i za viSe faktora.
Produkt regularnih matrica je regularna matrica. Produkt u
kojem je bar jedan faktor singularna matrica jest singularna ma-
trica. Za svaku regularnu matricu A postoji (jednoznaéno odre-
dena) njoj inverzna matrica (v. dalje) B = A~xza koju je AA~I =
=A-'A = E

Potenciranje (kvadratne) matrice A definira se sa A° = E,
Al=A, A2= A +A; An+l= Ane+A za svaki prirodni broj n.
Ako je matrica A regularna, definira se i A~n = {A-Xn za svaki
prirodni broj n. Za rafunanje s potencijama matrice vrijedi

Am'‘An= Amt, (Amn= Am
za sve brojeve m, n za koje je potencija definirana.

MnoZenje matrica po blokovima. Ravnim potezima izmedu pojedinih ifedaka
i stupaca mozZe se matrica podijeliti na blokove; npr.

78 B8 8d =M m

1 21 AL

[@]V]

- [£]

Treba li pomnoziti dvije matrice, mogu se one najprije podijeliti na blokove
i zatim mnoziti »po blokovima« kao da su blokovi elementi matrice (mnozenje
i zbrajanje blokova provodi se kao mnoZenje i zbrajanje matrica). Naravno da

oo
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podjela na blokove mora biti takva da je mnozenje odgovarajucih blokova uopée
moguce. Za naprijed navedene matrice A, B dobilo bi se npr.

AB PJ’ Al [&} ME, +am _ W 3
AB — A. = Ub, t aBt\ = [I-1] -

Matri€nom racunu srodno je racunanje s krakovijanima (Banakievvicz).
I krakovijani su pravokutne sheme elemenata, ali je za njih mnoZenje definirano
s pomo¢u mnozenja stupaca jednog faktora stupcima drugog faktora; to ima
za posljedicu izvjesne prednosti to se tice shematiziranog numeri¢kog ratunanja.
Svojstva krakovijana slijede iz odgovaraju¢ih svojstava matrica; no kako su
manje jednostavna, za opca teoretska ispitivanja krakovijani nisu tako prikladni
kao matrice.

Relacije medu matricama, 1. Matrice A, B su permu-
tabilne ako komutiraju, tj. ako je AB = BA. Polinomi (v. Poli-
nomi u ovom c¢lanku) iste matrice (ili permutabilnih matrica)
su permutabilne matrice. Ako je A permutabilno sa B i C, onda
je permutabilno i s produktom BC.

2. (Kvadratne) matrice A, B su slicne ako postoji matrica X
takva da je XAX~X— B. Sli¢nost matrica je relacija ekvivalencije,
tj. ona je refleksivna (A je slicno A), simetricna (ako je A sli¢no B,
onda je B sli€no A) i tranzitivna (ako je A sli¢no B i
tada je A slicnoC).

Trag t(A) matrice A je zbroj njenih dijagonalnih elemenata:

t(A)= " aue 2a trag vrijedi: z(sA) = set(A), z(A -fB) =

= t(A) + «(£).

Karakteristicni polinom ¢A(X) (kvadratne) matrice A je poli-
nom (v. Polinomi u ovom ¢&lanku) [XE — A\. Korijeni \ karakteri-
sticnog polinoma <\(X), tj. rjeSenja jednadzbe p\®¥ = 0 (v. Al-
gebarske jednadzbe u ovom ¢lanku) zovu se svojstvene vrijed-
nosti matrice A (u literaturi gdjekad i vlastite vrijednosti)’, viSe-
struki takvi korijeni su njene viSestruke svojstvene vrijednosti.
Slicne matrice imaju isti karakteristicni polinom i iste svojstvene
vrijednosti. Zbroj svojstvenih vrijednosti matrice s elementima
koji su kompleksni (posebno npr. realni) brojevi jednak je tragu
te matrice.

Hamilton-Cayleyev stavak: Svaka (kvadratna) matrica poni-
Stava svoj Kkarakteristicni polinom, tj. yA(A) = 0.

Npr. za A = [_| if] je A(X) = [2“ 2 X+ 1] - X- X- 12(X¥);
=4, X, = -3. Xj+ X, = 1=r(A) s@A(A) = A2—A — 12E =
_rl —si r 2 -si ri2 oi _ ro oi
“ [ 1~ L-2 -1j 0 120 “ [0 Qe

Danoj matrici pridruzene matrice. 1. Transponirana ma-
trica A' matrice A = [aild je matrica [aki]3 tj. transponiranjem
prelaze reci u stupce i obrnuto (za kvadratne matrice transponi-
ranje se svodi na preklapanje sheme elemenata matrice oko njene
glavne dijagonale). Za transponiranje vrijede pravila

A" = A, (A+B) = A"+ B'3(A) =s.A", (AB)' = B'A".

2. Matrici A — [aik] (s elementima koji su kompleksni brojevi)

konjugirana matrica A je matrica tj. konjugiranjem prelazi
svaki element matrice u njemu konjugirano kompleksni. Za konju-
giranje vrijede pravila
A=A3A+B=A+BssA=s5s+A3AB =A-B, A'=(A)\
3. Regularnoj matrici A — [aik\ inverzna matrica A~I (v.
naprijed Raunanje s matricama, 3.) je matrica [bild3 gdje je
bik — -rjr Aki (Aki je algebarski komplement elementa aki matrice

Il
Ay v. naprijed Determinante). Za invertiranje matrica vrijede
pravila
(A-i)-i = A, (sA)-i =51.A~\ (AB)-' =B-"A~\
(AT1= (A-D', (A)-' = A=K

Ako su A3B permutabilne matrice, onda su svake dvije od matrica
A3 A~x3 B3 B~I permutabilne.

4. (Regularnoj) matrici A kontragredijentna matrica A'c je

matrica A'~K Za kontragredijentne matrice vrijede pravila
A** = A3 (AB)* = AB*.

Specijalne kvadratne matrice. 1 Matrica je dijagonalna
ako su joj svi elementi izvan glavne dijagonale (njene sheme
elemenata) jednaki nuli.
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la. Dijagonalna matrica je skalama ako su joj svi dijagonalni
elementi jednaki. Skalama matrica 5 = sa sit = s moZe se
predoCiti u obliku S —sE3pa je SA = AS = sA.

Ib. Dijagonalna matrica, kojoj su dijagonalni elementi kom-
pleksni brojevi apsolutne vrijednosti = 1, zove se fazna.

2a. Matrica A je simetricna ako je A = A'3tj. ako se.poklapa
sa svojom transponiranom matricom. Zbroj simetricnih matrica
je simetricna matrica. Produkt permutabilnih simetricnih ma-
trica (posebno, potencija simetricne matrice) je simetricna ma-
trica.

2b. Matrica A je antisimetricna (ili kososimetricna) ako je
A=-A"

Svaka (kvadratna) matrica A mozZe se (jednoznacno) predo-
Citi kao zbroj jedne simetriCne i jedne antisimetricne matrice:
A=i(A+A)+ i(A - A).

3a. Matrica A je hermitska, ako je A = A" (tj. A' = A),
ako joj se dakle transponirana matrica poklapa s kortjugiranom.

Bslicnoc, Zbroj hermitskih matrica je hermitska matrica. Produkt permu-

tabilnih hermitskih matrica (posebno, potencija hermitske matrice)
je hermitska matrica.

3b. Matrica A je antihermitska ako je A = —A".

Svaka (kvadratna) matrica kojoj su elementi kompleksni bro-
jevi moZe se (jednoznacno) predocCiti kao zbroj jedne hermitske
i jedne antihermitske matrice: A —$(A + A') 4 i(A —A").

4. Matrica A je ortogonalna ako je AA' = E (tj. A" —A-D),
ako joj se dakle inverzna matrica poklapa s transponiranom. Inver-
zna matrica ortogonalne i produkt ortogonalnih matrica su orto-
gonalne matrice.

5 Matrica A je unitarna (ili hermitski ortogonalna) ako je
AA'=E (tj. A' = A~x ili A —A?2)3 ako se dakle poklapa sa
sebi kontragredijentnom matricom. Inverzna matrica unitarne
i produkt unitarnih matrica su unitarne matrice. Matrica
U= (E —iA) (E + iA)~x je unitarna tatno onda kad je A
hermitska.

6. Matrica A je involutivna ako je A2= E.

7. Matrica A je idempotentna ako je A2= A. Za idempo-
tentnu matricu A za svaki prirodni bro}*n vrijedi An — A. Jedina
regularna idempotentna matrica «-tog reda je Enn,

SISTEMI LINEARNIH JEDNADZBI
JednadZzba “oblika

+ ax2+

gdje su velicine ai \b zadane, a x{ su nepoznate veliine (nepo-
znanice)3 zove se linearna jednadZba (sa « nepoznanica). VeliCine
ai3 b mogu biti realni ili kompleksni brojevi (ili opcenitiji mate-
maticki objekti kakvi su npr. bili naprijed opisani kao moguci
elementi matrica). Velicine b zovu se i slobodni Hi apsolutni €lanovi.

Sistem od « linearnih jednadzbi s « nepoznanica zove
se sistem od « jednadzbi

QAL + A272 +eeet PlX = A
«0*1 + «222 +eee+ atnxn= ba o

.+ anxn = b3

ani*i + a«2*2 +eee+ annxn= b,,.

Sistem vrijednosti x13 X2 ...3 xn koji zadovoljava sve jed-
nadzbe sistema (1) [tj. koji uvrSten u lijeve strane jednadzbi (1)
daje tim stranama vrijednost jednaku vrijednosti desne strane]
zove se rjeSenje (sistema linearnih jednadzbi). Rijesiti sistem (1)
znaci naci sva njegova rjesenja.

Ako je determinanta sistema (tj. determinanta kojoj je shema
elemenata dana koeficijentima aift nepoznanica xk) razliCita od
nule,

D=
am ani e ann

vrijedi Cramerovo pravilo: Sistem linearnih jednadzbi (1) ima
(tano jedno) rjeSenje x13xB . . xn koje je dano sa

Xk—D—k, k=12, ..y«
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gdje je Dk determinanta koju dobivamo ako u shemi elemenata
od D ¢-ti stupac zamijenimo desnim stranama danog sistema (I).

U posebnom slikaju, ako su u (1) sve desne strane b{ jednake
nuli (homogeni sistem), a D 4=0, (jedino) rjeSenje sistema (I)
jest vrijednost O za sve nepoznanice (trivijalno rjeSenje).

Primjeri. 1. Za sistem

x+4y —z +u— —5
—3x— y + 2z *= —3
2x + 3y +3z +u= 0
-y -3u= 6
14 -1 1
*je determinanta sistema D = 23 - 13 g Ol ;—52 4 0, pa je rje-
0-7 0-3
Senje dano sa
1 -5 4 12 01 1 1-5-1 1
-3 -1 . ug o« _
0o 3 3 1“%VYyps 378 54 Q=-3
6 -7 0 -3 0 6 0-3
1 4 -5 1 1 4-1-5
-3 -1 -3 0 = -3 -1 2 -3
2 3 0 1 J 2 3 3 0
0 -7 6 -3 0-7 0 6
2. Za sistem
2X — 3y4 z = 0
—X -f 4z — 0
5x + y- 3z = 0
2 -3
je D -1 0 = —60 40, paje x —y =z = 0.
1 -3
Opéi sistem od m linearnih jednadzbi s n nepoznanica
(m moze biti = ili » n)
a\\ X1 H-a2x2 4" eee -f' = b,

a2 xY-f a2x2+
(I
+ am2?2 +
zove se rjeSiv ako postoji (bar jedan) sistem vrijednosti (rjeSenje)
e«e3xn koji zadovoljava svih m gornjih jednadzbi.

Kronecker-Capellijev teorem: Sistem od m linearnih jednadzbi
sa n nepoznanica rjesiv je onda i samo onda ako matrica koeficije-
nata sistema i ista matrica proSirena stupcem desnih strana sistema

tj. matrice

oo - 4

au  .m ain "au awe - A K j
A = ad att . amn Ap = aioan - ain  pj
«%i ami e.. amn J
imaju isti rang (v. naprijed Matrice).
RjeSenje sistema (Il) (postoji i) jednoznacno je onda i samo
onda ako je rang matrice A koeficijenata nepoznanica jednak
broju n nepoznanica (broju stupaca od A).

Pri ispitivanju konkretnog sistema jednadzbi teorem se primjenjuje ovako:
najprije se nade rang r matrice A i jedna determinanta D 4 O reda r u A (tj.
¢ija shema elemenata preostaje eventualnim brisanjem redaka i stupaca od A).
Zatim se nadu vrijednosti svih determinanata Di reda r + 1 cCija shema ele-
menata preostaje eventualnim brisanjem redaka i stupaca matrice Ab (ali ne
posljednjeg stupca), a kojima je D subdeterminanta. Drugim rije¢ima, deter-
minante Di su one determinante koje nastaju proSirenjem determinante D
posljednjim stupcem matrice Aj, i jednim od redaka A &(koji ne ulazi u D). Ako
su sve te determinante Di = 0, sistem je rjeSiv; inae nema rjedenja.

Primjeri. 1. Sistem

ajjii amt .ee amn bm-

2x - 3y = -8
X + y = 10
x4 2y — 6
5 —y = —14
je rjefiiv, jer su matrice
r -3-1 r 2 -3 -8-1
% i 3 1 10 . - ;
? 2 istog ranga 2, bududi da je
L4 1-5 -1 —149
2 R1 2 -3 -8 2 -3 -81
§ 71 -11+0 i 3 1 10 = 3 1 10 0.
-1 2 6 -5 -1 -144
2. Sistem
—x -h 2y + z4 u=4
3x 4- 22 — 3« =0
X+ 4y + 4z — u—3
la rjeSenja jer matrica
r-i 2 i r; r- 2 1 1 4
3 0 2 -3 imarang 2, a matrica % 0 2 —3 0 rang 3.
L i 4 4 -1.1 L 14 4 -1 3

Kronecker-Capellijev teorem daje samo Kkriterij za postojanje
rjeSenja. Efektivno nalaZenje rjeSenja provodi se ovako:

Neka je zadan rjeSiv sistem (II) s matricom A koeficijenata
nepoznanica i neka je A ranga r. Neka je D 4=0 jedna determi-
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nanta reda r sa shemom elemenata iz A. Iz sistema (I1) odabere
se onih r jednadZbi kojih koeficijenti ulaze u D; taj sistem neka
bude oznacen sa (II"* Sva rjeSenja sistema (I1) dobivaju se onda
tako da se nepoznanicama kojih koeficijenti ne ulaze u D (njih
n—r) pridijele vrijednosti po volji, a vrijednosti ostalih r nepozna-
nica odrede se onda iz (I1') po Cramerovu pravilu. (U tome smislu
dani sistem (I1) ima oon_r rjeSenja.)

Primjer. Sistem od 3 jednadzbe sa 3 nepoznanice

je rjeSiv jer su obje matrice
roi 1 - 3
3 -2 Pt -2
L-3 7 -11 L-3 7 -11
(gornji lijevi ugao matrice koeficijenata) |~
odgovarajuéi sistem (I1') prve dvije jednadzbe
X 4- y - 3z 3
X —2y + z -1
pa je, ako se za vrijednost od z uzme broj z0 po volji,

x4y 3z0 4- 3
3x — 2y —z0 — 1,
odakle je x = z04 1,y — 2z0 4- 2. Sva rjedenja sistema (II) dana su dakle
sa x =20+ 1,y = 2zg4 2, z = z0i gdje je zO broj po volji.

1-1 ranga 2. Budu¢i da npr.
11

| = —5 4 0. uzimaju se kao

Homogeni sistem linearnih jednadzbi (IIl) je takav
sistem (I1) u kojem su sve desne strane jednake nuli:
ii *i H aw h n=20
2* + 2 + ses + a2 =0

(HI)

Homogeni sistem uvijek je rjeSiv. Trivijalno rjeSenje je xx = x2 =

= xn = 0. Ako je rang r matrice A koeficijenata nepoznanica
sistema (I11) jednak broju nepoznanica w, trivijalno rjeSenje
ujedno je i jedino rjedenje; za r < n postoje i netrivijalna rjeSenja.
Posebno, homogeni sistem od n linearnih jednadzbi sa n nepo-
znanica ima netrivijalna rjeSenja onda i samo onda ako je deter-
minanta koeficijenata nepoznanica jednaka nuli. Ako je u sistemu
(I1) m < «, sistem sigurno ima netrivijalna rjesenja.

Za poseban sistem (111) u kojem je m = n—1, a rang matrice A
koeficijenata nepoznanica je r = n—1, vrijedi: Oznali li se sa
determinantacija se shema elemenata dobiva brisanjem i-tog
stupca od A, bit ¢esva rjeSenja sistema (1) dana sa = k 2p
i'= 1,2, ..., w gdje je k (za sve i jednak) broj po volji; tu su
dakle sva rjeSenja sistema proporcionalna, tj. za svaki sistem
rieSenja xI3 x2 ..., xn vrijedi xx:x2:... :xn= Dx:D%:... ;
:Dn (v. naprijed Omijeri i razmjeri).

Primjer. Sva rjedenja sistema

6x — y + 22 —3u—0

4x 4- 6y — z 4 2u =0

—Xx + y—3z+ u=0
danasusax = 2k, y =—3k, z = 0-k = 0, u = 5k,gdje je k broj po volji,
tj.sax:y:z: u=2: —3:0:5.

Za svaki se sistem (11) kaze da je (I11) njemu pridruZeni redu-
cirani sistem. Ako je xly x2 ... 5xn jedno (Cvrsto odabrano)
rjeSenje od (Il), a x\, x'2 .. ., x'n poprima vrijednosti svih
rjeSenja reduciranog sistema (I11), tada xx-f x\, x2+ x'3...,
xn + x'n poprima vrijednosti svih rjeSenja od (II).

Za prakticko, numericko rjeSavanje sistema jednadzbi bit ¢e direktna upo-
treba determinanata (ve¢ u slucaju 4 jednadzbe sa 4 nepoznanice) redovno

manje spretna. Tu su znatno pogodniji drugi postupci, npr Gaussov algo-
ritam (v. Numericke, graficke i instrumentalne metode raunanja).

POLINOMI
Izraz an xn - an 1+ an2 + eee-f a2x2 + aix + ao
zove se polinom (u jednoj varijabli x). Koeficijenti ai3 i = 0, 1, 2,
. ., n3polinoma mogu biti realni ili kompleksni brojevi (ili opce-
nitiji matematicki objekti kakvi su npr. bili naprijed opisani kao
moguci elementi matrica). Dva polinoma jednaka su samo ako su
im svi odgovarajuci Koeficijenti jednaki. Eksponent n najvise
potencije xn od x kojoj je koeficijent an razli¢it od nule ujedno
je stupanj polinoma. (Polinomu 0, kojem su svi koeficijenti nule,
ne pridjeljuje se stupanj.) Kraée se polinom oznacuje sa /(*), g(x)
itd.
Operacije s polinomima. Polinomi se zbrajaju tako da se
zbroje odgovarajuci koeficijenti; ako je
1(*) = aéﬁm& an Ix"-1+ + a, x + ag g(x) = bmxm +
+ b m— bxx + b®B i n > m, moZe se g(x) pisati u obliku
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bnxn"l + bn_xx*-1+ .e. + bxx + bBgdje je bn= bn x= ... =

*= pm+ = Pa ie tada K*) + *(*) = @»+ *»)*" + (an-l +
+ An-i)An_ 1l + eee 4+ (dl + M * + (a0+ U i
Stupanj zbroja polinoma je manji ili najvise jednak vecem od

stupanja pribrojnika (ili je zbroj jednak 0).

Oduzimanje polinoma definira se analogno, tj. za f(x) = 'Zaixii
g(x) = 2,bixi je /(*) —g(x) = E(a< — bt)xl. Za stupanj razlike
vrijedi analogno $to i za stupanj zbroja.

MnozZenje polinoma definira se ovako: Ako je

/(*) = anxn+ ... + a® g(x) = bmxm+ ... + h®
stavlja se
1(*) **(*) = h(x) = cmm ™+ + cnHm_X + ... 4
+ cx + c0
gdje je
ct= 2 alblc —aQ -f albi X+ a2bi2 + ... +a{ xbl+ atho.
jk =i

Stupanj produkta polinoma jednak je zbroju stupanja faktora.
Produkt bilo kojeg polinoma s polinomom 0 jednak je O.

Npr. za /(x) = 4x* —3x + 2, g(x) = x8—2x je /(x) + g(x) = x* -f
+ 4x2—5x + 2, f(x) —g(x) = x* —4x* —x £ 2, /(x) g(x) = 4x6 — 3x4 —
— 6x* + 6x* — 4x.

Za operacije s polinomima vrijedi komutativnost i asocijativ-
nost zbrajanja i mnoZenja i distributivnost mnozenja prema zbra-
janju. Polinom 0 je neutralni element za zbrajanje, a 1za mnoZenje.
Zbroj, razlika i produkt polinoma uvijek jednoznacno postoje.

Dijeljenje polinoma. Za polinom /(*) kaze se da je djeljiv s
polinomom g(x) (a za g(x) da dijeli /(*)) ako postoji takav poli-
nom h(x) da jef(x) = g(x) *h(x). Za bilo koja dva polinoma /(*),
g(x)3(g(x) 4=0), postoje jednoznacno odredeni polinomi q(x) i r(x)
takvi da se /(*) moze predo€iti u obliku f(x) —g(x) *q(x) 4-r(x)3
i da je bilo stupanj od r(x) manji nego stupanj od g(x), bilo
r(x) = 0./(*) je djeljiv sa g(x) onda i samo onda ako je r(x) = O.

Za zadane /(x) i g(x) mogu se q(x) i r(x) odrediti algoritmom dijeljenja s
ostatkom, kako pokazuje primjer:

{/(*) = 4x6- 5x* + 7, g(x) = xs - 3xX* + 4x)):
(4x6 - bx* + 7)i(x*- 3X*+ 4x) = 4x* + 12x + 20
+ 4x6 F 12x4 + 16x*
12x4 - 16x* - Bx*  +7
+ 12x4 = 36x* + 48x*
20x* - 53x* + 7
+ 20x* T 60x* + 80x
x* - 80x + 7,

dakle q(x) = 4x* + 12x + 20, r(x) = 7x* —80x + 7. Postupak teCe ovako:
Najprije se pogleda koliko se puta najvisi ¢lan fElan s najvecim eksponentom
veli€ine x) polinoma g(x) (ovdje x*) nalazi u najvisem €lanu polinoma f(x) (ovdje
4x6); time se dobiva najvisi ¢lan polinoma q(x) (ovdje 4x*). S tako dobivenim
¢lanom pomnozi se q(x) i dobiveni produkt (ovdje 4x* — 12x4 + 16x*) oduzme
od fix). Sada se ponovi postupak, s time Sto ulogu polinoma /(x) preuzima do-
bivena razlika (ovdje 12x4 — 16x* — 5x1 4- 7); postupak se ponavlja dok se

ne dobije bilo razlika nula, bilo razlika €iji je stupanj manji od stupnja polinoma
£(x) (ako je n stupanj polinoma/(x), a m stupanj polinoma £(x), to mora nastupiti
najkasnije nakon n —m + 1 koraka).

Najveta zajednitka mjera (NZM) M = (/(*), g(x)j dvaju po-
linoma f(x), g(x) je polinom s kojim su oba dana polinoma djeljiva
i koji je djeljiv sa svakim polinomom koji dijeli i f(x) i g(x). Za
viSe polinoma x), NzZM Af=(/,(*),. .../In(®)
definira se analogno. NZM polinoma odredena je jednoznacno
s tatnoS¢u do konstantnog faktora, tj. ako je h(x) NZM nekih
polinoma, onda je i k «h(x) (gdje je k konstanta razliCita od O po
volji) NZM tih polinoma.

Ai = (/(*), £(*)) nalazi se ovako: Najprije se nadu tf,(x) i rx(x) tako da je
1(*) = g(x) Qi(x) + rj(x) (v. naprijed), zatim qt(x) i r,(x) tako da je £(x) =
= ri(x) Mi(x) + rt(x), pa qt(x) i r,(x) tako da je rx(x) = r,(x)g,(x) + rs(x) itd.
Postupak se nastavlja dotle dok se ne dobije neki r*+1(x) = 0 (5to mora nastupiti,
jer s rastuéim i opada stupanj od r{(x)j. Tada je M = r*(x). M = (/(x),"(x),
h (x)j nalazi se kao [(/(x), g(x), A(X)], tj. najprije se nade NZM e(x) od /(x) i
g(x>) a zatim NZM od z(x) i A(x). Analogno se postupa i svec¢im brojem polinoma.

Ako je M = (/(*)} #(*)) = d(x), postoje takvi polinomi u(x) i
v(x) da je f(x) u(x) 4- g(x) v(x) = d(x). MoZe se posti¢i da je pri
tom stupanj od u(x) manji nego stupanj od g(h), a stupanj od v(x)
manji nego stupanj od /(*).

Ako je NZM dvaju polinoma /(*), g(x) konstanta k #= 0 (poli-
nom stupnja 0), kaze se da su polinomi f(x), g(x) relativno prosti.
Dva polinoma f(x) ig(x) su relativno prosta onda i samo onda
ako postoje polinomi u(x) iv(x) takvi da jef(x) u(x) 4-g(x)v(x) = 1.

ARITMETIKA | ALGEBRA

Polinom f(x) je reducibilan (u nekom podrucju brojeva iz
kojeg su njegovi koeficijenti, npr. realnih ili kompleksnih brojeva),
ako se moze predo€iti u obliku f(x) = g(x) h(x) tako da su g(x)
i h(x) polinomi (s koeficijentima iz tog podru¢ja brojeva) i da
stupnjevi od g(x) i h(x) budu manji nego stupanj od f(x) (tj. tako
da ni g(x) ni h(x) nije polinom stupnja 0). Ako to nije moguce,
polinom je (u tom podrucju brojeva) ireducibilan.

Polinom ireducibilan u nekom podru¢ju brojeva moze biti reducibilan
u nekom proSirenom podruc¢ju brojeva. Na pr. x* + 1 je ireducibilan u podru¢ju
realnih brojeva, ali je reducibilan u podru€ju kompleksnih brojeva, jer je
x*+ 1 * (x + i) (x —i); polinom x4+ 1 je ireducibilan u podru¢ju raci-
onalnih brojeva, ali je reducibilan u podru¢ju realnih brojeva, jer je x4+ 1 =

= (X* + Mix + 1)e(x*- )/2x + 1).

Svaki polinom s realnim koeficijentima (stupnja ~ 1) moze
se (jednoznacno do konstantnih faktora) predociti kao produkt
linearnih i (u podrucju realnih brojeva ireducibilnih) kvadratnih
faktora (tj. polinoma stupanja 1 i 2 s realnim koeficijentima).
Svaki polinom s kompleksnim koeficijentima (stupnja 2> 1) moze
se (jednoznacno do konstantnih faktora) predociti kao produkt line-
arnih faktora (polinoma stupnja 1) s kompleksnim koeficijentima.

Korijeni polinoma. Ako se namjesto varijable x u polinomu
f(x) uvrsti neka vrijednost (broj) x® poprimit ¢e polinom vrijed-
nost f(x0. Ako je /i(x) 4-/12W = s(x), fx(x) - f2(x) =d(x)3
[IW «/2(*) = P(x)3bit e/, (*,) 4-/2w =i(4 AW ~/2W =
= (W JIiW 'AW =K4 ti- vrijednost zbroja, razlike i pro-
dukta polinoma (za neku vrijednost varijable x) jednaka je
(respektivno) zbroju, razlici i produktu vrijednosti polinoma (za
tu vrijednost x0 varijable x).

Vrijednost x0 varijable x, za koju je f(x0 = 0, zove se korijen
ili nultacka polinoma /(*). Ako je xOkorijen polinoma f(x)3f(x)
je djeljiv s polinomom stupnja 1 x — x0. Obrnuto, ako je f(x)
djeljiv sa x —x@® x0 je korijen polinoma f(x). Ako je xOKkorijen
polinoma f(x) a nije korijen kvocijenta f(x) : (x —x0, zove se
x0jednostruki korijen ili jednostruka nultacka polinoma f(x); inace
se govori o viSestrukom korijenu ili viSestrukoj nultacki} i to: ako
je n—1 najveci prirodni broj takav da je xOkorijen polinoma f(x) :
1 (X —x0On-1>70 ie «-struki korijen polinoma f(x).

Osnovni teorem algebre: Svaki polinom stupnja n > 0 s kom-
pleksnim (posebno, npr. realnim) koeficijentima ima u podrucju
kompleksnih brojeva korijen. Ako korijene brojimo po njihovoj
viSestrukosti, ima polinom «-tog stupnja s kompleksnim koefici-
jentima ta¢no n korijena.

Ako je x0= a 4- bi kompleksni korijen polinoma f(x) s real-
nim koeficijentima, onda je i konjugirano kompleksni broja—b i
korijen polinoma /(*).

Polinom s realnim koeficijentima neparnog stupnja ima bar
jedan realni korijen.

Neka je /(*) = xn 4 an_xxnl+ ... + axx + aQpolinom s
kompleksnim koeficijentima u kojem je koeficijent najviseg Clana
jednak 1. Korijeni polinoma f(x) neka su x1Bx2, ... , xn (eventualni
m-terostruki korijen uzet je m puta). Tada vrijede Vietine formule

XX 4- X2 4- eee 4-xn = —an B
X\ X2 47134 ... 4 x1xn 4- x2x34- ... 4-xn xxn= an B

Xx*2*3 4- *1*2X* 4-... 4 *n2*n-Ixn = an-3

X\x2*s ... Xn = (-1)na®
tj. ako se tvore sve kombinacije r-tog razreda (v. naprijed Kombi-
nacije) od n korijena i u svakoj pomnoZe €lanovi pa zbroje tako
dobiveni produkti, dobiveni zbroj jednak je (—I)r puta koeficijent
an_r polinoma.
Kvocijenti polinoma mogu se tvoriti od polinoma analogno
kao Sto se od cijelih brojeva tvore racionalni (v. naprijed Raci-
1 (*
onalni brojevi). Dva takva kvocijenta f%X)J ll_ vl (*(*) + 0,
g(x)"  £i(*)
g1(x) 4=0) jednaka su onda i samo onda ako je /(*) gt(x) —g(x)fxXx).
Za kvocijente polinoma definira se zbroj i produkt formalrio isto
onako kao i za racionalne brojeve. Vrijede takoder analogna pra-
vila za raCunanje.

f(x
Svaki kvocijent polinoma(%jednak je nekom kvocijentu

polinoma f _E*) u kojem su brojnik i nazivnik relativno prosti.
gito
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Kvocijent polinomajepravi ako je stupanj brojnika manji
f
85 stupnja nazivnika. Svaki kvocijent polinoma 0 moze se

predociti kao zbroj polinoma h(x) (kvocijenta polinoma s na: iv-
nikom 1) i pravog kvocijenta polinoma T_(\X); h(x) i r(jx) nalaze
se iz predocenja f(x) = g(x) h(x) -f r(x) kako je naprijed opisano.

Svaki pravi kvocijent polinoma fg((—;? gdje su koeficijenti

polinoma f(x), g(x) realni brojevi, moze se rastaviti na parcijalne
razlomke, tj. moze se predociti u obliku zbroja kvocijenata poli-
noma koji su bilo takvi da im je brojnik konstanta a nazivnik
potencija linearnog polinoma, bilo takvi da im je brojnik linearni
polinom a nazivnik potencija (u podrucju realnih brojeva iredu-
cibilnog) kvadratnog polinoma. (Poblize o tome v. Integralni
racun, Integracija razlomljene racionalne funkcije.)

Polinomi od 2 varijable x, y su izrazi oblika £ aik xxyk.
Dva takva polinoma jednaka su samo ako su im odgovarajuci
koeficijenti aik jednaki. Zbrajanje i mnoZenje definira se na
prirodan nacin, kao i za polinome jedne varijable, tako da ostanu
saCuvani zakoni komutativnosti, asocijativnosti i distributivnosti.

Polinom od 2 varijable moze se srediti po potencijama jedne
ili druge varijable; time on postaje polinom 1 varijable, kojemu
su koeficijenti polinomi druge varijable.

Npr. 3x3y* + 5x2y —3xiyt 4- 4xy* —2xy 4- 3 = (3x3—3x* + 4X)y%+
+ (5x3- X)y 4 3= By + Ly)x*- 3« x*+ (4ya- 2y)x + 3.

Od polinoma dviju varijabli mogu se tvoriti kvocijenti poli-
noma dviju varijabli analogno kao od polinoma jedne varijable.

Na analogni nacin uvode se i polinomi i kvocijenti polinoma
viSe varijabla.

Simetri¢ni polinomi. Polinom f(xB x2 ..., xn) od n vari-
jabli zove se simetrican ako se ne mijenja kako god permutirali
tih n varijabla, tj. ako ostane jednak bez obzira na to kakvu per-

“*4 | izvrSimo s varijablama xB83x2 ...5xnu
xpn/

mutaciju i*1 *2
\*pl xp2 o=
f(xI>ee-i xn)%

Sve su lijeve strane Vietinih formula simetri¢ni polinomi u
xB x&B ..., xn. Tih n simetricnih polinoma zovu se elementarni
simetricni polinomi u x13 ..., xn. Vrijedi stavak: Svaki simetriCni
polinom u xB ..., xn moZe se (jednoznacno) predociti u obliku
(s koeficijentima iz podrucja brojeva iz kojih su i koeficijenti
danog simetri€nog polinoma).

Primjeri. Oznai li se xx + xa 4- x3 sa SX xxt 4* XxX%- xXx sa Sit xxx3
sa S3 (SIt S2 S3i su svi elementarni simetri¢ni polinomi
x3, tada je npr.

**+ *a2 + *3 = Sx%—2S3i
Xx2X9 + X2aX3 + X32Xi + Xixa* + X2x3* + XaXi* =SX2—38S,
xx* -i- Xj5 4" XB = 35X — 3iSjSj “F 3 «S3.

ALGEBARSKE JEDNADZBE

Algebarsku jednadzbu dobivamo ako vrijednost nekog polinoma
f(x) = anxn + ... -f a0 (v. naprijed Polinomi) izjednaimo s nu-
lom. Algebarske jednadzbe su dakle oblika

anxn + + ... -fax + a0= 0.

Varijabla polinoma je nepoznanica jednadzbe. RijeSiti algebarsku
jednadzbu znacCi naci sve one vrijednosti xt nepoznanice x koje
zadovoljavaju tu. jednadzbu, tj. za koje njena lijeva strana po-
prima vrijednost f(x{) = 0. xi su tada rjeSenja (ili korijeni) alge-
barske jednadzbe; to su dakle korijeni polinoma f(x). RjeSenje
jednadzbe je jednostruko ili viSestruko prema tome da li je to
jednostruki ili visestruki korijen njene lijeve strane.

Sistem algebarskih jednadzbi dobivamo ako vrijednosti neko-
liko polinoma (jedne ili vise varijabla) izjedna€imo s nulom.
RjeSenje sistema algebarskih jednadzbi je svaki takav slog vri-
jednosti varijabla Sto ulaze u dane polinome (nepoznanica sistema)
koji zadovoljava sve jednadzbe sistema, tj. za koji lijeva strana
svake jednadzbe sistema poprima vrijednost 0. (U posebnom
slu€aju, kad su sve jednadzbe 1. stupnja, radi se o sistemu linearnih
jednadzbi; o tome v. naprijed.)

Ako je dana algebarska jednadzba f(jx) = anxn + ... a0 = 0 s cjelobrojnim
koeficijentima a\ potencija nepoznanice, mogu se oni njeni korijeni koji su ra-

TE, I, 25

od 3 varijable

@ &0,
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cionalni brojevi (ako takvih ima) naéi ovim postupkom; Pogleda se kojim je
sve cijelim brojevima b( djeljiv koeficijent a0 i kojim je sve cijelim brojevima
Cj djeljiv koeficijent an. Tada su sva racionalna rjeSenja jednadzbe /(x) = 0
sadrzana medu razlomcima — u kojima su i c*relativno prosti; da li je po-

Ccl
jedini takav racionalni broj zaista korijen jednadzbe /(%) = O provjerava se
neposrednim uvrS§tavanjem u /(x).

Primjer. Dana je algebarska jednadzba 9x4 4- 39x* —27x* -f 13x — 10 = 0.
Mjere od 9su+ 1,+ 3, £ 9, amjere od —10su + 1, + 2, + 5 + 10. Treba

1 1 2 2 5
dakle ispitati razlomke £ 1, + —t * —; + 2, * , + —; =5 £ —

dt +10, * A~ *Provieravaniem nalazimo da zaista zadovoljavaju

. <
*I=y ,xt= —5

Razmatrat ¢e se potanje samo neke algebarske jednadzbe i
neki sistemi algebarskih jednadzbi s kompleksnim (ili, posebno,
realnim) koeficijentima (iako neki od rezultata vrijede i u opce-
nitijim slu€ajevima).

Kvadratna jednadZba je oblika ax2+ bx + ¢c=10, a ™ 0.
RjeSenja su za realnea3 b3 ¢ dana sa

x12= + |/62- 4act).

Izraz pod znakom Korijena, tj. D = b2 — 4 a c3zove se diskri-
minanta kvadratne jednadzbe. Ako jediskriminanta pozitivna,
jednadzba ima 2 razliCita realna rjesenja; uz diskriminantu=0
jednadzba ima jedno (dvostruko) realno rjeSenje: uznegativnu
diskriminantu, dva konjugirana kompleksna rjeSenja.

Ako su koeficijenti a3 b, ¢ kompleksni brojevi, bit ¢e rjeSenja
dana sa Xm:Za (/—b + Irlb2—4ac); uz diskriminantu razli¢itu
od 0 dobit ¢e se 2 razliCita kompleksna rjeSenja, a uz D = 0 je

b ,
= x2= —Za Dvije vrijednosti od llbZ—#ac nalaze se po-

mocéu Moivreove formule (v. naprijed Potenciranje i radiciranje
kompleksnih brojeva) ili postupkom kakav je opisan dalje ispred
primjera 4.

RjeSenja'x 13x2 kvadratne jednadzbe ax2+ bx + ¢ = 0 zado-

I . b c -
voljavaju jednakosti Xxx + X2 -------- T XX.X2 = —a(v. Vietine for-

mule); takoder je ax2+ bc + ¢ = a(x —xX (x —x2.
U posebnom slucaju, kad je c = 0, kvadratna jednadzba

raspada se u dvije linearne i ima rjeSenja xx= 0, x2= -5

Primjeri.tl) X*- 5x+ 6=0 D=1>0; xlt=y (5% f25 - 24);
XXXt,

Xi = 3,x2=2. 2) 4x2+ 12x + 9= 0. D = 0; xt = x2= —y . 3) x* —10x +
+29=0.D=- 16<0; xX®= 5= 2i
Za slutaj kompleksnih koeficijenata, kad je i D kompleksni broj a 4- 3i

moze se J/D =]as4 3i= W =y 8i umjesto po Moivreovoj
ormuli racunati i prema

Y,,= = ]/y +y Vo' + P5eme< = 277, (= = |/ ~T+ T

tada su vrijednosti od TWX = Yia- Sii, wh= —wx —yt a4 S, i
4. x24- 1 + 4i)xa- (-7 4-2310) = 0. xx=3- 5i, xt=- 44 i.
Nejednadzba oblika ax2+ k + ¢ > 0,a + 0 s realnim koefi-
cijentima zove se kvadratna nejednadzba. Njena rjeSenja su svi
oni realni x za koje je vrijednost lijeve strane nejednadzbe po-
zitivna. OznaCe li se rjeSenja jednadZzbe ax2+ bx + ¢ =0 sa
xls x2) vrijedi za rjeSenja x zadane nejednadZbe:

XX ~ xa; XX, x2 realni X < xx ili X2< X Xx< X< x2

x156 x2 nisu realni — 00< X< 4-00 nema rjesenja

Nejednadzba ax2+ bx + ¢ < 0 ekvivalentna je s nejednadzbom
—ax2—bx —c> 0.

Kubna jednadzba je oblika ax* + bx2+ cx + d = 03a 4=0.
Koeficijenti a, b3 c3d neka su kompleksni brojevi. Supstitucijom

X —y —E jednadzba se svodi na (skraceni) oblik
3a
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y*+py+q=0
i = -j— — = §—(2b3— 27 a2d).
gdje sep 3|a2 (3ac —b2, q 2_"a3( b3 —9abc + az2d)

RjeSenja3" te jednadZbe nalaze se premaCardanovimformulama:

yl=d+ p, = ae + Pe2 = ae2+ Re,
gdje je
1 1/3 1 / 3.
s=-T +%-,e’= - -lr,>
3/ , 3/ - ,
= - A - - =
a=F -5+ %2t Vo2 ag 2w F osw

Buduci da treéi korijen ima tri kompleksne vrijednosti, postoje
po 3 mogucénosti za odabiranje vrijednosti a i p; one medutim
nisu neovisne, nego treba p — uz odabrani a — odabrati tako da

bude ap = —B. RjeSenja x (zadane) neskraéene kubne jedna-
b
dzbe dobivaju se u obliku = yt—ﬁ.

Ako su koeficijenti skracene kubne jednadzbe x3-f px 4-q= 0
realni brojevi, vrijedi ova trihotomija:
o /q2  p3\ . .
a) Ako je diskriminanta D = — I— + — 1 skracene kubne je-

dnadzbe negativna, jednadzba ima jedno realno i dva konjugi-
rano kompleksna rjeSenja. Uzmemo li za a i p realne vrijednosti
tre¢ih korijena, dano je realno rjeSenje sa xx = a 4- P>a konjugi-
rano kompleksna rjesenja danasusax23= —<*( + 173

b) Ako je diskriminanta jednaka O, jednadzba ima 3 realna
rjeSenja, od kojih je jedno dvostruko: xx =201, x23= —a, gdje je

a realna vrijednost od\y7_ «

c) Ako je diskriminanta pozitivna, jednadzba ima 3 (razliCita)
realna rjeSenja. Prakticko rjeSavanje takve kubne jednadzbe po
Cardanovoj formuli nije zgodno, jer za nalaZenje realnih rjeSenja
treba racunati kompleksne vrijednosti treceg korijena iz kom-
pleksnog broja (npr. po Moivreovoj formuli). U ovom slucaju
ne moze se uopcCe rjeSenje opée kubne jednadzbe dobiti u obliku
korijena iz realnih izraza algebarski sagradenih od koeficijenata
jednadzbe; sluaj D > 0 zove se odatle casus irreducibilis.

Za priblizno numeri¢ko rjeSavanje kubne jednadzbe v. Nu-
mericke, graficke i instrumentalne metode raCunanja.

Primjeri. 1. x* + 6x2— 12x — 112 = 0. Supstitucijom x =y — 2 izlazi
y* - 24y - 72=0. D= - (1296 - 512) = - 784, j/W ) = 28. yx =
3 s
=J3+28+ V36-28 =4+ 2=
kubne jednadzbe su xy = 4, xt,3 m-5 * I/3i.

y»j3 — —3 + V3i. RjeSenja zadane

1

2. 4x8 - 3x+ 1 W0 p=- 3 q= 1 0Ox =-1,x,9 2

Nejednadzba oblika ax3 + bx2+ cx + d > 0, a=t=0, s realnim
koeficijentima zove se kubna nejednadzba. Njena rjeSenja x (koja
lijevoj strani nejednadzbe daju pozitivhu vrijednost) nalaze se
ovako (*!,x2 x3 su rjeSenja kubne jednadzbe ax34- bx24- cx 4-
+d = 0):

a>0 a<o0

XXM Xt N xs;xI5x2 xa realni xx< x < x2 ili x3< x x< xxili xt< x< x3

xt realan; xt, x& nisu realni < X X < XX

Nejednadzba ax34-6x24-c*4-d<0
—ax3—bx2—cx —d > 0.

Bikvadratna jednadzba ili jednadZba 4. stupnja je oblika
ax* 4- bx34- cx24- dx 4-e = 0,a 4=0. Koeficijenti a, ..., e neka

ekvivalentna je sa

su kompleksni brojevi. Supstitucijom x —y v jednadgba se
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svodi na (skraceni) obliky4 + N\y2 4- 4-r =0, gdje sup,gir
izrazi u a, b, ¢, dye. Skracena jednadzba rjeSava se (Ferrari) ovako:
Uvodenjem pomocnog parametra }j jednadzba se napiSe u obliku

y2+y o+ - - agy+ (V?2+p\- r+”j =0
Zatim se nade takva vrijednost N da izraz u uglatoj zagradi bude
puni kvadrat, tj. da diskriminanta tog izraza, shvacenog kao
kvadratnog izraza u y, bude jednaka O:

\
42 —4 2] /)2 + pf) —r + =0
Neka je ¥)O jedno od rjeSenja ove kubne jednadzbe u tj. Gornja
skracena jednadzba 4. stupnja raspada se tada na dvije kvadratne
jednadzbe

* 4+ VE™ 4 (y +1.-jy =)-0i

2 puta po 2 rjeSenja ovih jednadzbi daju 4 rjedenja y{ skraene
jednadzbe 4. stupnja, odakle se oduzimanjem % nalaze 4 rjeSenja

xt zadane bikvadratne jednadzbe.

Prakticko rjeSavanje jednadzbi 4. stupnja opisanim postup-
kom redovno nije zgodno; za praksu ¢e najceSce biti prikladnija
neka aproksimativna metoda rjeSavanja (v. Numericke, graficke i
instrumentalne metode racunanja).

Jednadzbe 5. i viSeg stupnja ne mogu se u opéem slucaju
rijeSiti tako da traZzena vrijednost nepoznanice bude predocena
s pomodu izraza sastavljenog od koeficijenata jednadzbe i operacija
zbrajanja oduzimanja, mnoZzenja, dijeljenja i korijenovanja (s
cjelobrojnim eksponentom korijena). (Za neke specijalne slucajeve
v. dalje Binomne, trinomne i recipro¢ne jednadzbe.) Za prakticko
rjeSavanje v. Numericke, graficke i instrumentalne metode racunanja.

Binomne jednadZbe su oblika axn 4-£ = 0, a 4=0, n pri-
rodni broj, a, b kompleksni brojevi. Sva rjeSenja (njih n) medu

sobom su razlicita i dana sa ., - ) - (osim Z& b =0,

kad postoji «-terostruko rjeSenje x = 0) i nalaze se s pomocu

Moivreove formule (v. naprijed Potenciranje i radiciranje kom-
pleksnih brojeva).

U pojedinim slucajevima jednostavnije je binomnu jednadzbu
rjeSavati tako da se njena lijeva strana predoCi u obliku produkta
polinoma nizeg stupnja, ¢ime se dana jednadzba raspada na
dvije ili viSe jednadZbi nizeg stupnja.

Primjeri. 1. Sx* + 27 = 0. JednadZba se mozZe pisati u obliku (v. naprijed
Potcncije) (2x -f 3) (4x* —6x + 9) = 0, pa bilo koji od faktora lijeve strane
mora biti jednak 0, 3to daje rjeSenja xx = 3, - — (3 1/27i).

2. x*+ 1= 0 moze se pisati u obliku Gta—]/2x + 1) (x* + ~2x + 1)=0,
pa su rjesenja xItJ = é@(i +i)> Xad= 12 (-1 + i)

Trinomne jednadzbe su oblika axn 4- bxn4-c= 0, a &0,
n prirodni broj, a, b, c kompleksni brojevi, a svode se supstituci-
jom xn =y na kvadratnu jednadzbu ay24- by + ¢ = 0.

Primjer. Bikvadratna jednadZba x* —5jc2—36 = 0 svodi se
sa x2=ynay2—>5y —36 =0, odakle jey = 9,y = —4, pa
su rjeSenja dane jednadzbe xh2 = + 3, x34= + 2i.

Reciprocne ili simetricne jednadZzbe su oblika anxn 4-
4-an_ixn~x+ ... 4-ax 4 = 0, an £ 0. Koeficijenti su kom-
pleksni brojevi u kojima je bilo zasve i = 0,1, ..., n, a{= an_t,
bilo za sve i ai = —an_t. Ako je xOrjedenje recipro¢ne jednadzbe,

onda je i — rjeSenje iste jednadzbe.

a) Kubna reciprocna jednadzba je oblika ax34- bx2+ bx
+ a —0. RjeSava se tako da se lijeva strana napiSe u obliku
(x £ 1) [a(x2=p x 4- 1) 4- bx] — O, Cime se kubna jednadZba ras-
pada na linearnux = 1 —O i kvadratnuax24- (b * a)x + a = 0.
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b) Reciprocna jednadzba 4. stupnja je oblika axl -f bxs -f
4-cx2-f bx 4-a = 0 ili oblika ax* + bx3—bx —a = 0. Prvi se
rjeSava tako da seMijeva strana napiSe u obliku {x —1) e[a(x + 1)
(x24-1) -f bx (x -f 1)] = 0, €ime se dana jednadzba raspada
na jednadzbe x —1 =0, axs+ (a+ byx2-f(a4-byx -fa= 0;
druga je kubna reciproCna jednadzba i rjeSava se prema a).
Drugi oBlik recipro¢ne jednadzbe 4. stupnja rjeSava se tako da se stavi

X + < = y3 8to daje ay2-f by + (c —2a) = 0; rjedenja yx2 te

kvadratne jednadzbe uvrste se redom u kvadratnu jednadzbu
x2 —Xxy 4- 1= 0, odakle se dobivaju 4 rjeSenja za dane reci-
procne jednadzbe.

¢) Reciprocna jednadzZba 5. stupnja je oblika ax* + bxx+ cx* £
+ cx2+ bx + a=0. RjeSava se tako da se lijeva strana napiSe
u obliku (x = 1)[a(x4=Fx*+ x2px4-1) + bx(x2 Fx + 1) +
-fex) = 0O, Cime se zadana reciproCna jednadzba raspada
na jednadzbe *+1=0 i ax4+ (b=fa)*3+ (a b4 c)x24
4 (&=pa)x4-d = 0; druga je reciprocna jednadzba 4. stupnja,
pa se rjeSava prema b).

Sistem kvadratne i linearne jednadzbe sa 2 nepoznanice
ax2-fbxy 4cy24dx 4 ey 4%/ = 0,gx + hy + k = 0, ko-
eficijenti kompleksni brojevi, rjeSava se tako da se iz linearne
jednadZzbe jedna nepoznanica izrazi s pomocu druge, uvrsti u
kvadratnu, i rijeSi dobivena kvadratna jednadZba s jednom ne-
poznanicom; odgovaraju¢a vrijednost druge nepoznanice dobije
se iz linearne jednadzbe.

Sistem od dvije kvadratne jednadzbe sa 2 nepoznanice
rjeSava se tako da se iz jedne jednadzbe jedna nepoznanica izrazi
s pomoc¢u druge i uvrsti u drugu jednadzbu; time se zadani
sistem svodi na rjeSavanje jedne jednadzbe 4. stupnja s jednom
nepoznanicom.

Sistem od dvije homogene kvadratne jednadzbe sa 2 nepoznanice
je oblika a2 -f bxxy + cxy2 -f dx= 0, ax24- bXxy + cy2+
4- d2 = 0. RjeSava se tako da se najprije uvede pomoéna nepo-
znanica z say = zx, Sto za z daje kvadratnu jednadZbu dz2(al =
4- bxz + c1z2 —dx(a2 4- b2z 4-c2z2 = 0. RjeSenja z T} z2 uvrste
se redom u x2(ax4-bxz 4-cxz2 = dx= 0 ili u x2{a2 + b2z 4
4- c2z2) 4- d2 = 0; odatle se dobivaju 4 rjeSenja za nepoznanicu X.
Odgovarajuce vrijednosti nepoznanice y nalaze se tada iz jedne
od jednadzbi zadanog sistema.

LIT. Od novijih prikaza klasi¢ne algebre: O. Perron, Algebra, Berlin 1951.
— A. r. Kypoiu, Kypc BbicmeH ajiredpbi, Moskva 1956. — Za modernu algebru:
B. L. van der*Waerden, Moderne Algebra, Berlin 1937. — G. Birkhoff i 5.
Mac Lane, A survey of modern algebra, New York 1958. — N. Jacobson, Lectures

in abstract algebra, New York 1951/3. — Najmodernija djela: N. Bourbaki,
Algebre, Paris 1948/55; C. Chevalley, Fundamental concepts of algebra, New
York 1956. V. De.

ARMIRANI BETON, kombinacija dva materijala, betona i
Celika, kojom se postize povecanje moci noSenja betonskih kon-
struktivnih elemenata ili konstrukcija.

Ta su dva materijala po svojim osobinama sasvim razli€ita:
beton je sloZzen od agregata, cementa i vode, elastican samo za
kratkotrajna optereéenja, a celik je jedinstven materijal s odrede-
nim fizickim osobinama, elastiCan u odredenim granicama za
sve vrste naprezanja. Saradnju ta dva tako razliCita materijala
omogucéuju ove njihove osobine: 1) beton i Celik imaju gotovo
isti koeficijent termickog izduzenja, 2) beton se pri stvrdnjavanju
skuplja i time izaziva izvestan pritisak po obimu celi€nih Sipki
kojima je armiran, pa se tako postize prisnost dodira izmedu
betona i cCelika, 3) beton prianja u izvesnoj meri za Celik, ¢ime se
postize prenoSenje napona na cCelik i obratno, 4) beton, svojom
alkalnom reakcijom i ne dopustajuci pristup vazduha, zasticuje
Celik od rdanja.

PODLOGE ZA PRORACUNAVANJE

Naponi i deformacije. Spoljni uticaji koji naprezu neki
konstruktivni element izazivaju u njemu unutradnje sile. Te su
unutraSnje sile po preseku rasporedene i po nekom odredenom
zakonu. Kao karakteristicno unutraSnje optereéenje uzima se opte-
re¢enje na jedinicu povrSine i naziva se napon. Naponi su normalni
ili smicuci, prema tome da li su upravni na presek ili padaju u sam
presek. Normalni naponi su ili zatezanja ili pritisci. Smicuci se
naponi razlikuju prema pravcima njihova delovanja. U armiranom
betonu pritisak se obi¢no oznaCava kao pozitivan napon, a zate-

| ALGEBRA — ARMIRANI

BETON 387

zanje kao negativan; to je, inaCe, stvar konvencije. Prema iza-
branom koordinatnom sistemu i znacima normalnih napona
dobijaju se znaci i za smicuce napone.

Svaki napon izaziva deformaciju materijala. Zatezanja iza-
zivaju izduZenja — dilatacije; pritisci izazivaju skratenja —
negativne dilatacije. SmiCu¢i naponi izazivaju relativna pome-
ranja dva uzastopna preseka. Kad se ovo relativno pomeranje
podeli sa duzinom izmedu posmatranih preseka, dobija se ugao
deformacije, odnosno smicanje posmatranih preseka. Cesto se
Cuje u praksi za smi€uc¢i napon skraéen izraz smicanje, kao Sto se
za normalne napone govori kratko: pritisak i zatezanje.

Dijagrami napona i deformacija. Algebarski izraz za na-
pon jest

= ik (1)

P je sila, izrazena u kilopondima ili u megapondima, F je povrsina
preseka na koji deluje sila P, izraZzena u kvadratnim centimetrima
ili metrima. Prema tome se za napon a piSe da je u kp/cm2 ili
Mp/m2 Svaki napon prati odgovarajuc¢a deformacija. Prizmati¢an
Stap duzine / skraduje se ili izduzuje pod delovanjem napona pri-
tiska, odnosno zatezanja a za duZinu A/. Ukupna je duZina posle

naprezanja Stapa /+ AJ. Odnos = £ je specificna deformacija,
ili, skraceno, samo deformacija. A/ se naziva izduZenje ili skracenje
Stapa, prema tome da li su naponi zatezanja ili pritisci. Veza izmedu
napona i deformacija utvrdena je opazanjima i izrazena Hookeovim
zakonom proporcionalnosti izmedu ovih veli¢ina

e=aa-= ae 2
E )

Young je konstantu proporcionalnosti izrazio formulom

a = -i-. Konstanta E naziva se modul elasti¢nosti. Ona ima di-

menzije napona i predstavlja idealizovani napon koji bi udvo-
stru€io osnhovnu duZinu prizmatickog Stapa. To se vidi iz (2),
jer je e= 1 kada je a = E} a e = 1daje Al —1I. Pritisnut Stap
bi pod dejstvom napona a = E trebalo da izgubi duZinu. To je,
prirodno, samo ilustracija.

Presek napregnutoga prizmatickog Stapa menja svoje dimen-
zije pod dejstvom zatezanja, odnosno pritiska; presek se »skuplja,
odnosno »bubric. Ovu je pojavu definisao Poisson: popre¢na
kontrakcija pod dejstvom zatezanja, odnosno poprecna dilatacija
pod dejstvom pritiska, iznosi m-ti deo od poduznih deformacija.

. e AT 1 .
Tako je en= o UobiCajenija je oznaka o =m—. psenaziva

1
Poissonov koeficijent, a m Poissonov broj.

Na si. la prikazan je dijagram a, e za Celik. Dijagram je u
oblasti vaZenja proporcionalnosti (Hookeova zakona) prava linija,
od O do P. Tacka P naziva se granica proporcionalnosti. Od tacke
P do tacke E dijagram je krivolinijski, ali se prilikom rasterecenja
ovaj krivolinijski odnos zadrzava. TaCka E bi trebalo da se nalazi
na onom granicnom mestu gde bi, posle rastere¢enja, krivolinijski
deo dijagrama bio napusten i kazaljka koja u hidraulickim pre-
sama za oglede crta dijagram o, e po pravoj se vratila na neki
drugi pocetak O, ali tako da je OO' = 0. Ovakva fizicki defini-
sana granica elasticnosti tehnicki je teSko odredljiva. Zato je iza-
brana za granicu elasti¢nosti ona tacka kod koje veli¢inaOO' = zE,
plasti¢na deformacija, iznosi 0,2%. Posle tacke E povratne su
deformacije pravolinijske i paralelne sa OP. Deformacija epl je
plasticna i ona ostaje i posle rastereéenja. Sipka je posle raste-
reCenja duga /q= /4-A/ = /(I-f £pi). Da bi se dobio utisak o
veli€ini A/, uzima se da je epl = 0,08, pa je /q = 1,08 /. Za tatku E
duzina iznosi /g = 1,002 /.

. . . a -y
Modul elasti¢nosti dat je po Youngu sa E = e U elasticnom

delu on je prikazan sa tg = E.

Deformacija izmedu A i A' zove se zona razvlacenja. Posle
taCke A' nastaje zona oc€vrS¢avanja, jer materijal pokazuje povecanje
Cvrstoce sa ras¢enjem deformacija. Teme krive L oznaCava poCetak
loma epruvete; konacan prekid je kod B. Od L do B kriva pada;



