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DESKRIPTIVNA GEOMETRIJA (nacrtna geometrija),
nauka koja pomocu slika u ravnini prikazuje geometrijske i prak-
ti€ne tvorevine u prostoru tako da su one odredene i po svom
obliku, i po svojoj veli€ini, i po svom polozaju. Slike u ravnini
su geometrijski crtezi, koji su projekcije spomenutih tvorevina.
Sigurno je da gradevine satuvane iz starine, kao $to su egipatske piramide
i gréki hramovi, nisu improvizirane u toku samog gradenja, nego je gradnji
nesumnjivo prethodila na neki nacin izrazena zamisao u pogledu njihova oblika,
poloZaja i dimenzija. Poznato je da je Salamunov hram graden od komada ka-
mena koji su svi isklesani prije gradnje, a na gradilistu su samo sloZeni u gotovu
gradevinu. Bez upotrebe nekih tlocrta i nacrta ne da se gradnja takvih objekata
ni zamisliti. Ti tlocrti i nacrti, koji su prema zapisima rimskih pisaca postojali
ve¢ za rimskog graditelja Vitruviusa, nisu bili izradeni matematickom ta¢noScu,
ve¢ su to bile uglavnom vise ili manje priblizne skice ¢itavog objekta i svih nje-
govih dijelova, pa i najmanjih. Spomenuti rimski graditelj Vitruvius napisao je
10 knjiga o arhitekturi, iz kojih crpemo prve podatke o nainima gradnje u

starom vijeku. Najstariji i najzanimljiviji sacuvani tlocrt potje€e navodno iz
VIl st. Na 4 stope dugom i 3 stope Sirokom pergamentu prikazao je monah
Gernug tlocrt samostana St. Gallen (v. Arhitektura, TE 1, str. 354).

U srednjem vijeku tlocrti i nacrti bili su zapravo ili ¢isti ili nadopunjeni
presjeci, koje je svaki graditelj crtao na svoj nacin, a postupke kojima je do njih
dolazio ¢uvao je redovito kao strogu tajnu.

Svladavsi uz velike poteSkoce kaos tih heterogenih, stolje¢ima u primjeni
stvaranih metoda, objelodanjuje 1795 Gaspard Monge (1746— 1818) svoju
»Géométrie descriptive«, kojom stvara novu nauku, deskriptivhu geometriju.
Bilo je, istina, i do tada objelodanjenih knjiga u kojima su se autori sluzili tlo-
crtom i nacrtom, a za koje bi se moglo rec¢i da suimale deskriptivnogeometrijski
sadrZaj, npr. knjige o stereotomiji (nauci o klesanju kamena), ali to su sve bile
knjige samo za prakti¢nu struénu primjenu. | perspektiva — danas kao poglavlje
0 centralnim projekcijama dio deskriptivne geometrije — ima historiju koja
pocinje ve¢ u starom vijeku, i 0 njoj su i prije Mongeova vremena napisane knjige
(v. poglavlje Centralne projekcije u ovom ¢lanku). Ali u njima predmet nije
obraden nau¢no, ve¢ su to bile knjige za prakti¢ne potrebe slikara i graditelja.
U Mongeovoj »Géométrie descriptive« prvi put je sistematski izloZzena graficka
matematicki tatna metoda za rjeSavanje teoretskih i prakti¢nih prostornih geo-
metrijskih zadaca. Mongeova »Géométrie descriptive« bila je mnogo godina u
rukopisu drzavna tajna. Tek zakonom o osnutku »Ecole normale« od 30. X 1794.
dozvoljeno je na toj Skoli javno predavati deskriptivnu geometriju, i prvi profesor
tog predmeta, Gaspard Monge, mogao je objaviti svoju knjigu. Poslije toga se
deskriptivha geometrija naglo Siri po €itavoj Evropi. Nekoliko ljudi zasluznijih
za njeno Sirenje i usavrSavanje nosili su ova prezimena: Mannheim, Gournerie,
Wi iener, Fiedler, Peschka, Loria, Rhon, Papperitz, Miller, Majcen.

Projiciranje. Pod projekcijom jedne tacke A na neku rav-
ninu Tl razumijeva se probodiSte A' jedne zrake koja prolazi
tom tackom {projicirajuée zrake) s ravninom 77 (ravninom pro-
jekcija). Imamo li neki trokut AB C, pa njegovim vrhovima po-
stavimo zrake okomite na ravninu 77, zvat ¢e se trokut A'B'C’
probodistd tih zraka okomitom ili ortogonalnom projekcijom tog
trokuta na toj ravnini. Ako su projicirajue zrake kose prema rav-

nini 77, oznaCuje se trokut probodista s tim zrakama sa ABC
1naziva kosom projekcijom trokuta AB C. Prolaze li sve tri pro-
jicirajuée zrake jednom tackom O, dat ¢e dobivena tri probodista
AcBcCc na ravnini /7 centralnu projekciju ili perspektivnu sliku
tog trokuta. Sve projicirajuée zrake koje prolaze tackama jednog
pravca Cine projicirajuu ravninu (zracnu ravan), koja ravninu
projekcija 77 sijeCe u projekciji tog pravca.

Centralna projekcija lika paralelnog s ravninom projekcija
je lik slican tom liku u prostoru i njemu sli€éno poloZen; para-
lelna projekcija takvog lika je lik sukladan s tim likom u prostoru
i njemu slicno polozen. To proizlazi iz Cinjenice da su paralelni
presjeci stoSca ili piramide slicni i slicno poloZeni likovi, a takvi
presjeci valjka ili prizme sukladni i slicno poloZeni likovi.

Okomita projekcija na ravninu. Okomitom projekcijom
A’ u ravnini projekcijd nije tatka A u prostoru odredena bududi
da nije poznata njena udaljenost iznad ili ispod te ravnine. Ova
se udaljenost moZe zadati na viSe na€ina, i to ili graficki, tj. tako
da se ta udaljenost negdje nariSe, ili numericki, tj. tako da se uz
tu projekciju oznaci broj jedinica udaljenosti nekog mjerila kojim
je ta udaljenost izmjerena.

Kut a $to ga okomita projekcija d' neke duzine d na ravninu
projekcija zatvara s tom duzinom naziva se priklonim kutom du-
Zine d prema ravnini projekcija. OCcito je da Ce biti cos a —d' :d
ilid = dcos a Ako kut a raste, vrijednost njegova kosinusa
pada. lzlazi, dakle, da je prikloni kut neke duzine prema rav-
nini projekcija to veci $to mu je kraca okomita projekcija na toj
ravnini i obratno. Okomita projekcija pravca okomitog na ravninu
projekcija (a = 90°) bit ée tatka, zbog cos a = 0; okomita pro-
jekcija paralelne duZzine bit ¢e, zbog cos 0° = 1, jednaka toj duZini.
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Zada li se neka duzina A B u prostoru njenom okomitom pro-
jekcijom A' B' i udaljenostima A A' = A1A2 B B' = BxB2(si.
1), prava se veliina te duzine moZe crtanjem u ravnini projekcija
dobiti ovako: nepravilan Cetverokut A' B'B A s dva prava kuta
preklopi se (prevali za 90°) oko stranice A' B' u ravninu projek-
cija, gdje ¢e tacke A, B pasti u tacke A°, B°} a stranica ¢e A° B°
tog prevaljenog Cetverokuta biti jednaka pravoj veli€ini duZine A B.
Buduéi da su stranice AA'}A'B' i BB', kao i kutovi AA'B' =
= 90° i BB'A' = 90° poznati, lako je nacrtati taj Cetverokut,
dakle i pravu veli¢inu duzine A B. Od sada ¢emo svaku tacku
P i svaki pravac p prevaljene za 90° (preklopljene) oznaCavati
s P°, odnosno p°. ProbodiSte pravca p duzine A B s ravninom
projekcija nalazit ¢e se u sjeciStu P pravaca p i p°, buduci da je
ta tatka P pri malo prije opisanom preklapanju ostala na miru.
Treba li na projekciji p'
pravca p odrediti projek-
ciju tacke C', kojoj je
visina C' C jednaka duzini

C2 onda se to Cini
ovako (si. 1): na spojnicu
B' B° nanese se od taCke
B' duzina Cx C: do taCke
C3 Tackom C: povucena si. |
paralela Cs C° | p' sijece
duzinu A° B° u preklopljenom polozaju C° trazene tacke. Okomica
C° C' sijeCe pravac p' u trazenoj taCki C'. Kut <€Ep' p° je prava veli-
Cina priklonog kuta pravca p prema ravnini projekcija.

Takvo prevaljivanje (obaranje) je jedna od temeljnih pro-
stornih operacija kojima je omoguéeno graficko predocCivanje
prostornih tvorevina u ravnini.

Kotirana projekcija. Udaljenost neke tatke od njene oko-
mite projekcije na ravnini projekcija, izrazena brojem jedinica
nekog zadanog mjerila, zove se kota te tacke. Ako se geometrijske
i prakticne tvorevine prikazuju tako da su im pojedine tacke
odredene svojim okomitim projekcijama i kotama, kaZe se da
se one prikazuju u kotiranoj projekciji. Uz svaku sliku u kotiranoj
projekciji mora dakle biti zadano i mjerilo da bi tom slikom pri-
kazana tvorevina u prostoru bila odredena. Takvo se mjerilo
redovito zadaje nekim omjerom; npr. u mjerilu M = 1: 100
bit ¢e svakom jedinicom tog mjerila predoCena sto puta veca
duzina u prirodi, npr. jednim centimetrom bit ¢e prikazan jedan
metar, i to vrijedi ne samo za kote pojedinih taaka nego i za
sve tri dimenzije svakog prikazanog tijela. Drugim rije€ima, ko-
tiranom projekcijom neke prostorne tvorevine, uz zadano mijerilo
M — 1:100, odredena je nova sto puta manja geometrijski
slicna tvorevina, kojom je ona prva u prostoru potpuno odredena.

Pravac se u kotiranoj projekciji prikazuje tako da se na njegovoj
projekciji ucrtaju i oznaCe projekcije tacaka koje imaju cjelobrojne
kote (si. 2 a). Razmak i izmedu takvih dviju susjednih projekcija
taCaka sa cjelobrojnim kotama zove se interval tog pravca. Tim
intervalom odreden je i tangens n a
njegovog priklonog kuta prema rav-  j 2 3 4 5
nini projekcije, jer je n= 1 :i. .1
Za ovako nacrtanu projekciju pravca Jr
kazemo da je graduirana. Ako je d=|=g="=
nagib n (tangens kuta priklona)
jednak, recimo, 2 : 5 na slici mjerila Si. 2
M = 1:100 s jedinicom 1 cm, bit
Ce interval tog pravca i = 5 :.,dakle 2,5 cm. Tz Cinjenice da je
i =1 :n izlazi ve¢ poznata Cinjenica da je kotirana projekcija
neke duzine to kraca Sto ona ima veci prikloni kut. Ako je pri-
kloni kut 90°, n= oo, a i = 0.

Posve analogno kao pravac prikazuje se u kotiranoj projekciji
i ravnina. Pravci ravnine koji su paralelni s ravninom projekcija
zovu se slojnice ili izohipse (ili paralele) te ravnine. Ako taCke
tih slojnica imaju cjelobrojne kote (sve tacke iste slojnice imaju,
dakako, jednake kote), takve se slojnice zovu glavne slojnice te
ravnine, a sve ostale su njene sporedne slojnice. Pravci ravnine
okomiti na slojnicama zovu se priklonice (ili nagibnice) te ravnine
jer je njihov prikloni kut (odn. nagib) jednak priklonom kutu (na-
gibu) te ravnine. Okomitim projekcijama svojih slojnica svaka je
ravnina, uz zadano mjerilo, u prostoru odredena. Buduéi da su
projekcije slojnica okomite na projekcijama priklonica, svaka ie
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ravnina odredena graduiranom projekcijom jedne priklonice,
koju zovemo mjerilom nagiba te ravnine (si. 2 b). Razmak izmedu
projekcija slojnica zovemo intervalom i ravnine, a taj se interval
podudara s intervalom njenog mjerila nagiba. Buduéi da je prikloni
kut a nekog pravca p okomitog na ravninu g s priklonim kutom 0
jednak a = 90° — (5, to jei = 1:iv odnosno n = 1 :nl3 dakle
i = nj, ako su i, il intervali, a n, nx nagibi tog pravca i te
ravnine. Konstruktivno odredivanje intervala ,iL iz intervala i
vidi nasi. 3. 1z dosadanjih raz-
matranja lako se vidi da je
svaki pravac ravnine graduiran
njenim slojnicama i da dva
paralelna pravca imaju paralelne
projekcije i jednake intervale a
nagnuti su na istu stranu. Bu-
duéi da je pravac okomit na
ravnini okomit ina njenim sloj-
nicama, mora  projekcija tog
pravca biti okomita na projekcijama tih slojnica, dakle paralelna
snjenim mjerilom  nagiba. Takav pravac i mjerilo nagiba na-
gnuti  su uvijek nasuprotne strane.

Kotirana projekcija stvorena je uglavnom za
graficko prikazivanje terena i za rjeSavanje prak-
ticnih zadaca na terenu. One crte na terenu kojih
taCke imaju cjelobrojne kote jednakih vrijednosti
zovu se slojnice ili izohipse terena. Okomitim
projekcijama tih slojnica, nacrtanim u nekom
zadanom mjerilu, bit ée teren u prostoru odreden.
Ocito je da izbor mjerila ovisi 0 odnosu izmedu
veli€ine terena koji se Zeli prikazati i ograni¢enog
opsega papira na kojem se crta. Ako je na papiru
uz malo mjerilo prikazan veliki dio terena, nece se
crtati projekcije izohipsa za svaki metar visinske
razlike, nego se unosi svaka deseta, pedeseta
ili stota slojnica. Tri osnovne teoretske zadace u
kotiranoj projekciji koje su potrebne u prakticnoj
primjeni za rjeSavanje problema na terenu jesu
ove: .. odredivanje slojnica ravnine zadane
trima taCkama, - . polaganje ravnine zadanog nagiba
kroz zadani pravac, 3. povlaCenje pravca zadanog
nagiba u zadanoj ravnini.

1. Graduiranje ravnine zadane trima tackama.
Ta se zadaca rjeSava tako da se spojnica projekcija dviju od zadanih
tacaka, recimo A's B\ graduira, i onda projekcija tre¢e tacke (C")
spoji pravcem s onom tackom na spojnici A' B' koja ima istu kotu
kao tatka C. Tako dobivena spojnica je slojnica trazene ravnine
kroz tacku C. Glavne slojnice traZene ravnine su paralelne s
tom slojnicom i prolaze tatkama spojnice A' B' koje imaju cje-
lobrojne kote. Taj ¢éemo postupak ilustrirati rjeSenjem jednog
prakti¢nog problema.
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Na terenu koji je snimljen i zadan na slici 4 slojnicama u mjerilu 1:800
otkrivena je u zemlji naslaga rude. Radi racionalne eksploatacije te rude treba
na terenu otkriti jedno ili vie mjesta odakle ¢e se kopanjem najlak3e i najbrze
doprijeti do nje. Da se to postigne, izvrsi se na tri razna mjesta buSenje sve do
gornje grani¢ne plohe sloja rude (na si. 4 neka su A, B, C tatke na kojima su
busotine probile tu granicnu plohu) i odrede se kote tih triju tataka. Ravnina
tih triju tacaka je gornja grani€na ploha sloja rude; ako se tom ravninom pre-
sijece teren, bit e od te presje¢nice k u smjeru priklonica te ravnine najkraci put
do tog sloja rude. Neka se buSenjem ustanovilo da su spomenute tri tacke /1(117),
B (112,5) i C (99).

Zamislimo sada da je ravnina nase slike u visini tatke B (112,5), pa u tu
ravninu preklopimo duzinu A C. Kao §to znamo, treba postaviti A'A° =
= 117 —1125 = 45 i C’C° = 1125 —99 = 135 jedinica naSeg mijerila i
A'A° | C'C° _LA'C'. Duzine A'A°, C'C° treba medutim nanijeti na razlicne
strane, jer su tatke A, C na razlicnim stranama ravnine slike. Tatkom u kojoj
duzina A°C° sijeCe projekciju A'C' prolazi projekcija sporedne slojnice 1125
ravnine tataka AB C, koja prolazi i tatkom B'. Odredimo li na stranici A'C’
projekcije jo$ nekoliko susjednih tacaka s cjelobrojnim kotama, kao $to je to
uc¢injeno na si. 1stackom C, i njima povu¢emo paralele s projekcijom sporedne
slojnice 112,5, bit ¢e to glavne slojnice trazene ravnine. Ostale slojnice mozemo
nadopuniti prema potrebi pomocfu mjerila nagiba, a spojnica sjecista slojnica
jednakih kota terena i ravnine je traZzena presjecnica k. Na na3oj slici je izvucena
kotirana projekcija k' te presjecCnice.

2. Polaganje ravnine zadanog nagiba zadanim pravcem. Na si.

5a zadan je u mjerilu M = 1:500 pravac p kojemu je nagib

n= 1 :20, anjime treba poloZiti ravninu koja ima nagib nx =
= 2 :3. Na zadanom pravcu oznacene su tatke 77, 78 i 79 ko-
jima je medusobni razmak i = .o jedinica naSeg mijerila, bududi
0 —
T8 e " ] ™
T “ah—
T e
M=1-500 -
Si 5
da je i = 1:n Tim tatkama treba povuéi paralelne pravce u

razmacima ix.= 1\nx= 3:2 = 1,5 jedinica mjerila; ovi ¢e prav-
ci biti slojnice traZenih ravnina. Ako se, recimo, oko tacke 79
opiSe kruznica polumjera 3, a iz tacke 77 povuce na tu kruznicu
tangenta, bit ¢e ta tangenta slojnica 77 traZzene ravnine. Ostalim
taCkama (cjelobrojnih kota) pravca p povuCene paralele s tom
tangentom bit ¢ée daljnje slojnice te ravnine buduéi da je njihov
razmak ix = 1,5. Kao Sto se vidi, postoje dvije takve ravnine.

Tom teoretskom zadaéom koristimo se pri rjeSavanju ovakve prakti¢ne
zadace: na terenu koji je na si. 5b prikazan u mjerilu M = 1: 500 treba pro-
vesti ravnu cestu Siroku 4 m, koja u tacki A ima kotu 78, a na lijevu stranu ima
pad 5%, Tatkom A povuceni pravac p neka je os ceste. Interval nagiba (5%
= 1:20) ceste je i = 20.

Posto se nacrta i graduira planum ceste, odrede se na njenim rubovima, po-
mocu presjecnice 5ravnine ceste s terenom, tacke koje dijele lijevi dio ceste iznad
terena od desnog dijela u terenu. Duz rubova lijevog dijela ceste trebat ¢e, prema
tome, postaviti nasipne ravnine, a duZ rubova desnog dijela ceste usjene rav-
nine. Nagib nasipnih ravnina neka je n — 2 :3, dakle i — 1,5, a nagib usje¢nih
ravnina nx = 1:1, dakle ix= 1:1= 1,00. OpiSe li se oko krajnjih taCaka 79.
slojnice planuma ceste kruznica polumjera 2, bit ¢e iz krajnjih tacaka 77 sloj-
nice planuma na istoj strani povu€ene tangente na te kruznice 77.slojnice tra-
zenih nasipnih ravnina. Kao i na si. 5a, te ravnine nadopune se ostalim sloj-
nicama i odrede se njihove presjecnice s terenom.

Uz rubove ceste, na dijelovima gdje dolaze usjeci, treba postaviti jarke,
da se njima odvede voda koja te€e niz usjecne ravnine i koja bi inae zamuljila
cestu. Jarci uz rubove ceste mogu imati svagdje jednaku dubinu jer ¢e imati
pad zajedno s cestom. Dubina jarka i Sirina njegova dna uzima se 0,5 m. Ko-
tirana projekcija jarka izvodi se pomocu tzv. profila, tj. okomitog presjeka terena
i onog §to se na njemu i u njemu nalazi, prevaljenog u ravninu crtnje. Takav
profil nacrtan je nakon preklapanja okomitog presjeka ceste i terena oko 79.
slojnice u ravninu slike, za koju pretpostavljamo da ima kotu 79. Za nagib usjeka
jarka do ceste uzimamo 45° a s druge strane ide usje¢na ravnina od dna jarka.
Pomoc¢u ovih podataka nadopuni se prevaljeni profil profilom jarka i usjecne
ravnine. Vrhovima profila vra¢enim na trag profilne ravnine prolaze projekcije
bridova umetnutog jarka. Uz onaj rub jarka koji nije uz cestu postavlja se sada
usje€na ravnina zadanog nagiba kao na si. 5a. Spojnice sjeciSta istoimenih sloj-
nica tih dviju ravnina i terena daju trazene presjeCnice terena s usje¢nim rav-
ninama. Da oborinska voda ne bi ostetila donji dio nasipa i nosila prema njemu
mulj, ona se odvede tamo gdje nije opasna, time 3to se jarak donjeg usjeka u
udaljenosti od jednog metra od tog nasipa produzi dalje po terenu. Uz gornji
nasip takav jarak nije potreban jer voda po terenu te€e od nasipa.
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3. Povlacenje pravacazadanog nagiba zadanom
danoj ravnini (si. s a). Ravnina nagiba n = 2 : 3 (i— 1,5) zadana
je umjerilu M =1 :800. Zadana tacka P neka je na slojnici
10, a trazenipravci neka imaju nagib * = 3:8 (il= 8/3).
Buduci da slojnice ravnine gradu-
iraju svaki njen pravac, to treba
tackom P povuéi pravce tako da
oni slojnice zadane ravnine si-
jeku u tatkama kojima je razmak
— ix=8/3. Ako se prema tome opiSe

oko tacke P kruZznica kojoj je po-

lumjer 3il= 3-8/3 = s, a njena

sjeciSta sa slojnicom 7 spoje s tac-

kom P, bit ée te spojnice projekcije
trazenih pravaca. Buduéi da je udaljenost tih sjecista do
taCke P (10) jednaka s, bit ¢e razmak izmedu sjeciSta te duZine
sa slojnicama 7, s, 9 i 10 jednak 8/3, a to je upravo interval i tra-
Zenih pravaca.
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Analogni postupak prakticno se primjenjuje pri rjeSavanju ovog zadatka
(si. 6b): na terenu, koji je zadan u mjerilu M = 1: 800, treba ucrtati trasu ceste
siroke 4 m, koja polazeci od tacke A na slojnici 78 mora proc¢i tatkom B na sloj-
nici 83 (na nasoj slici je izvan njenog okvira), a njen uspon ne smije premasiti
5%, tj. n — 1: 20, a i = 20. Presijece li se lukom polumjera r = 20 opisanim
oko tatke A* slojnica 79 u tacki Af', bit ¢e spojnica tataka A M na terenu linija
koja ima nagib n — 1:20. Ucinivsi isto to oko tatcke M\ dolazi se do tatke
N', apreko ove na isti nacin do daljnjih takvih tacaka P X\ , -, iliP2,RJ, -
Budu¢i da svaki takav luk opisan oko jedne tacke na jednoj slojnici sijec¢e iducu
slojnicu bar u dvije daljnje tatke, moze se od tih idu¢ih tacaka uvijek jedna
odabrati tako da spojna slomljena linija idu¢i sve dalje konaéno prode priblizno
tatkom B'. Uz ovakvu slomljenu spojnu liniju nacrta se projekcija trase trazene
ceste. Ta se trasa moze graduirati tako da njene slojnice prolaze bilo tacno bilo
priblizno dobivenim tatkama na toj slomljenoj spojnoj liniji. Ovako postavljene
trase traze se zato Sto ¢e za njih, uz zadani maksimalni uspon, biti potrebno
izgraditi najmanje usjeka i nasipa, dakle ¢e i gradnja takve ceste ili zeljeznice
biti najracionalnija.

U gradnji takvih saobraéajnica moze biti zadana i maksimalna zakrivljenost
trase na zavojima. Na3a trasa duz tataka A\ M', PY,i?/, ' **ima nedaleko tacke
N zavoj (cesta je serpentina), kojemu polumjer zakrivljenosti iznosi priblizno
6 m. Za brzi saobracaj motornim vozilima ta bi zakrivljenost vjerojatno bila
daleko prevelika (polumjer zakrivljenosti premalen). Tome se moze doskociti
tako da se od tatke N dalje odabere nova trasa prema drugom sjecistu P2 na
iduéoj slojnici 81, a odavde dalje preko tataka R2 S i T do tatke B tako da se
uz ovu slomljenu pribliznu os moze postaviti 4 m Siroka cesta s mnogo manjim
zakrivljenostima. Na dijelu trase izmedu taCaka N\ P2 iznosi polumjer zakri-
vljenosti, uz zgodno odabrano srediSte SIt 20 m, a na dijelu trase izmedu ta-
Caka P2 T', uz srediste S2 ~23 m.

Osim ovdje spomenutih triju terenskih zadata koje se rje-
Savaju u kotiranoj projekciji, mogu se u toj projekciji rijesiti
i mnoge druge terenske zadace, kao npr. najpovoljnije smjeStanje
tunela itd.

taCkomu za-
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ORTOGONALNA PROJEKCIJA

Projiciranje tacke. U kotiranoj projekciji udaljenost tacke
od njezine okomite projekcije na ravninu crtnje, kota te tacke,
zadaje se numeriCki. No tacka se u prostoru moze zadati i bez
takve kote, i to ovako (si. 7a): okomito na ravninu crtnje, koja
neka bude oznaCena sa 772 postavi se joS jedna ravnina, koja se
oznaCi sa I1x Ove dvije ravnine zovu se nacrtna i tlocrtna ravnina,
ili druga i prva ravnina projekcija, a njihova presjeCnica zove se
0s %2 Projicira li se sada okomito neka tacka T na ove ravnine
UiiU2u tatke T' i T'\ bit ¢e tatka T u prostoru tim projekci-
jama potpuno odredena. Tacka T' zove se tlocrt, a tacka T",
nacrt tacke T.

Spuste li se iz tacaka T', T" okomice na os X2 past ¢e no-
Zista tih okomica u jednu tacku K, jer ta je taCka sjeciSte osi X2
s ravninom tafaka T3 T'3 T"3 koja je okomita na ravnine /7x i
772 dakle i na os X2 Zbog IIXj_77. i TT"[ /72 T T LI1Ix
bit ¢e lik T T"K T' pravokutnik u kojemu je T T' = T"K,
a TT" = T'K, gdje je T T'udaljenost te taCke od ravnine 77:
a T T" udaljenost od ravnine 112 Zamislimo sada rav-
ninu n i preklopljenu oko osi %2 u ravninu crtnje 772
i to prednju stranu prema dolje. Tatka T' past ¢e u
nastavak okomice T"K na os %2 jer okomica T'K ostaje
okomita na o0s %2 i poslije tog preklapanja. Ravnina
111 ovako preklopljena u ravninu crtnje 77. prikazana je
na si. 7b. MoZe se zamisliti da su projekcije u ravnini
crtnje nastale i tako da je tlocrtna ravnina ucinjena ravni-
nom slike, a nacrtna ravnina preloZzena oko osi x2pre-
ma natrag. TaCka T nalazit ¢e se tada iznad taCke T"
udaljena od nje za duljinu K T'. Ako se neka tacka A
nalazi u ravnini 772 ocito je da je njen nacrt A" u toj
tacki, a tlocrt A" u osi %2 Isto e tako tlocrt tacke B3
koja je u ravnini /7X biti u toj tacki a njen nacrt u osi
%2 To proizlazi iz €injenice da su ravnine JJ1i 77. jedna
na drugoj okomite.

Zada li se neka nova ravnina /7. okomita na ravnine
111i /72 pa se na nju okomito projicira tatka T u tacku
T'", a onda oko njene presjeCnice (osi) X3 ta ravnina
preklopi zajedno s tatkom T"f nalijevo u ravninu crtnje 772
mora se tako preklopljena tatka T'" dati konstruktivno od-
rediti na si. 7 b, jer je ona u prostoru uz zadane ravnine I1x
i 77. potpuno odredena. Zada li se ravnina 77s osju X3 sijeCe
ravninatataka T"T T'"™ os X3u tackiL, gdjeje T"L L X3
i T"'L JL X3 dakle pri preklapanju ravnine 77: oko osi %3
tacka T' pada u nastavak okomice T"L na tu os. Ali kako
je TT" — T'K = T'™L3dobitéese nasi. 7 b tatka T™
tako da se tatkom T" povuce okomica na os X 3iod njenog
sjeciSta L do tatke T'" nanese duzina T'K. Tatka T™
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zove se bokocrt (ili profilna projekcija) tacke T, a ravnina
773 naziva se bokocrtna ravnina (profilna ravan, profilnica).

Ravnine projekcija 1311 77, dijele cio prostor na cetiri dijela
koji se zovu kvadranti. Prednjem gornjem kvadrantu daje se
oznaka |, straznjem gornjem oznaka Il, straznjem donjem oz-
naka Il i prednjem donjem oznaka IV. TaCka T (si. 7 b), koja
je u kvadrantu I, ima uz opisano preklapanje tlocrt T' ispod
osi  X2anacrt T" iznad te osi. Ako je neka tacka P u kvadrantu
I, imatéeona i P' i P" iznad osi %2 jer je ona iznad 1J1ali iza
112 Kadjeneka tatka R u kvadrantu III, tj. ispod flli iza 773
bit ¢e R' iznad, a R" ispod osi X2 Za tacku 5 u kvadrantu 1V,
dakle ispod YIx i ispred 772 bit ¢e S' i S™ ispod osi %t, OznaCi
li se udaljenost tatke T od ravnine JI1sa c3 od ravnine 1J2 sa
b, a od ravnine okomite na TILli TI2 koja prolazi nekim ishodiStem
O, sa a, onda se uz zadanu os %2 i tatku O tatka T numericki
zadaje ovako: T(a,b3c). Duljine a3b3c zovu se koordinate tacke
T ako su ravnine JII 1B TIZ koordinatne ravnine. Koordinate

iP” 1

ixi==---- ! 1}

tacaka ispred ravnine /7. i iznad ravnine 1J1 smatramo pozitiv-
nima (+b3 +c), a koordinate na suprotnim stranama negativnima
(—b} —c), dok predznak koordinate a ne moze odluCiti o tom
u kome ¢e se kvadrantu tacka nalaziti. Koordinate su taCaka
T3P3R3S s obzirom na predznake, dakle, ovakve: T (+ a, b, ¢>
P (d a>—b,c), R (+ a, —b3—) i S a , b3—<) (si. s). Ako
je, prema tome, neka tacka ovako numericki zadana njenim ko-
ordinatama, odmah ¢e se prema predznacima vidjeti u kojem se
kvadrantu ona nalazi.

Pravac i duzina. Spuste li se u svima tatkama nekog pravca
p okomice na ravnine FI1i 772 Cinit ¢e te okomice dvije ravnine,
koje se zovu prva i druga projicirajua ravnina (zrana ravan)
tog pravca. Presjecnica prve s ravninom ill je tlocrt p' pravca
p, a presjecnica druge s ravninom | 12je nacrt p" tog pravca. OCito
je da su projicirajue ravnine okomite na pridruzene ravnine
projekcija. Buduci da probodiSta P.s P2 pravca p s ravninama
J71i 132 leze u tim ravninama, bit ¢ée nacrt P /' prvog probodista
i tlocrt P2 drugog probodiSta u osi X2 (si. 9 a). Pretpostavi li
se opet da je ravnina 1J1 preloZzena oko osi X2 u ravninu crtnje
77, (a to Ce se odsad bez izri€itog spominjanja uvijek pretposta-
viti), pa se pravac p zada njegovim tlocrtom p' i nacrtom p",
lako se moZe odrediti njegovo prvo (PX i drugo (P2 probodiste
(si. 9b). U sjecistu P/" = %2 x p" postavljena okomica na os
%2 sijeCe pravac p' u prvom probodistu Px (gdje je Px= P/)»
a u sjecistu P2 = %2 x p' postavljena okomica na os X2 sijece
pravac p" u drugom probodistu P. (gdje je P. = P2"). Duzina
PxP. pravca p nalazi se u kvadrantu I, dio tog pravca ispod pro-
bodista P1 nalazi se u kvadrantu IV, a njegov dio iznad probo-
diSta P. u kvadrantu 11, Sto se lako moze zakljuciti po smjeStaju
prvih i drugih projekcija tataka tog pravca na spomenutim di-
jelovima.

Pravci paralelni s ravninom I11imat ¢e tlocrte paralelne s tim
pravcima u prostoru, dakle ¢e im nacrti biti paralelni s osi %2
Analogno vrijedi i za pravce paralelne s ravninom 112

Prava veli¢ina duzine PxP2na si. 9 b moze se konstruktivno
odrediti tako da se prva projiciraju¢a ravnina pravca p zamisli
prevaljena oko pravca p' u ravninu 77 gdje Ce pravac p pasti
u pravac p° (v. si. 9a). Tatka P/ ostat ¢e pri tom na miru, a
taCka P. past ¢ée u tacku P2 na okomici postavljenoj u tacki P2
na pravac p'. Pri tom mora, prema tome, biti P. P2 = P2 P,° jer
je P2 P2 Pt prevaljeni polozaj pravokutnog trokuta P.Pa Pd
dakle je P2 Px prava veliina duzine P. Px. Na posve isti nacin
mozZe se prava veli¢ina te duzine dobiti i preklapanjem druge
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projiciraju¢e ravnine u ravninu 1J2 oko pravca p". Kut a, Sto
ga zatvaraju pravci p°3p' prava je veli¢ina priklonog kuta pravca
p prema ravnini 131 (prvi prikloni kut). Isto tako je a2 drugi pri-
kloni kut tog pravca.

Ako je na pravcu p zadana neka tatka A, past ¢e ona pri pre-
klapanju prve projicirajuée ravnine u tacku A° na pravcu p°;
udaljenost A* A°J_p' bit ¢e jednaka udaljenosti tatke A" od osi
Xi3 jer je to udaljenost tacke A od ravnine I11(v. si. 9a). Jesu
li zadane projekcije dviju taaka A>B (si. 9 b), kojima je u pro-
storu odredena duzina A B, dobit ¢e se prava veliina te duZine
(odabrana je na pravcu p) tako da se prevali prva projicirajuéa
ravnina te duzine u ravninu 111 oko njenog tlocrta, i nacrta pre-
valjeni polozaj A' B' B° A° projicirajuéeg Cetverokuta A' B' B A.
Zhog AA' LA'B" i BB'J A'B' bit e i A'A° + A'B" i
B'B° LA'B', akolike su duzine A'A° i B'B° zna se otprije.
Stranica A° B° prevaljenog cCetverokuta je prema tome prava
veli€ina duzine A B. Ova prava veliCina mogla bi se dobiti i
preklapanjem druge projicirajuée ravnine te duZine u ravninu
772 gdje bi to bila stranica A° B° preklopljenog Cetverokuta
A"B"B° A°. Buduéi da je duzina AB odabrana na pravcu p,
produljena duZina A° B° prolazi tatkama PxiP 2>a analogno tome
dogodit ¢e se i pri preklapanju u nacrtnu ravninu 772

PovuCe i se taCkom B™ paralela s osi x2 i njome presijeCe
spojnica A'A™ u taCki Ks pa duzina A"K nanese od tatke A’
na okomicu A'A° do tatke AjQ dat ¢e duZina B'A"° opet pravu
veli¢inu duzine A B3 budu¢i da je AX’B' # A° B°. Za ovako
dobivenu pravu veli¢inu kaZze se da je dobivena pomocéu dife-
rencionog trokuta A K B. Zada li se tlocrtom i nacrtom neki trokut
u prostoru, odredila bi se njegova prava veli¢ina tako da se na
opisani nacin odredi prava veliina njegovih stranica i pomocu
njih sastavi trokut. Ako se dva pravca sijeku u prostoru, tj. ako
oni imaju jednu zajednicku tacku, spojnica Ce tlocrta i nacrta
te tacke biti okomita na osi v Obrnuto, dva se pravca u prostoru
sijeku onda ako je spojnica sjeciSta njihovih tlocrta i nacrta oko-
mita na osi %2 Ako su dva pravca paralelna u prostoru, onda ce,
kako je veC receno, i njihove istoimene projekcije biti paralelne.
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Stranocrt. Na si. 7a i b zadata je, osim ravnina 77 77a
i ravnina 772 X2 Uzmimo sada (si. 10 b) da ravnina 77 stoji
okomito samo na ravnini 77 a odredena je osju X3 u toj ravnini.

Sl. 10

Osim toga neka je zadana tacka V svojim tlocrtom V' i nacrtom
V*". Projicira li se tatka V okomito na ravninu 77s u tacku V'3
bit ¢e zbog V V*'\ ni i V V"™\IIXudaljenosti tataka V" i V"
od ravnine TIX jednake V'V, dakle jednake medu sobom (si.
10 a). Preklopi li se sada ravnina 77s zajedno s tackom V' oko
osi %3 u ravninu 77x past Ce tacka V'" na okomicu spustenu
iz tatke V' na os X3 a bit ¢e udaljena od te osi toliko koliko je
od osi %2 udaljena tacka V". Preklopi li se, dalje, ravnina 7A
oko osi %2 u ravninu crtnje 773 dobiva se stranocrt V"' taCke
V na ravninu 77 kao Sto je nacrtano na si. 10 b.

Ravnina. Projiciraju li se sve tacke neke ravnine na neku
drugu ravninu, pokrit ¢e te projekcije €itavu tu drugu ravninu.
Ravnina se dakle ne moze zadati svojim projekcijama. Ali ravnina
moze biti zadana trima tackama, tackom i pravcem ili dvama
pravcima koji se sijeku ili su paralelni. Pomoc¢u ovakvih eleme-
nata, odnosno njihovih tlocrta i nacrta, zadaje se ravnina u orto-
gonalnoj projekciji. Najzgodniji nacin zadavanja ravnine je pomocu
dvaju pravaca koji se sijeku, a uzimaju se ba$ ona dva u kojima
ta ravnina sijeCe ravnine TI\ i 77a Te se presjeCnice zovu prvi
i drugi trag te ravnine (si. 11 a). Buduci da dva pravca kao Sto
su prvi i drugi trag ravnine mogu biti i projekcije nekog pravca
u prostoru koji sijeCe os %2 dogovoreno je da ¢e se prvi i drugi
trag ravnine oznacavati malim slovom, recimo r, ovako: ris r2
Kad bi ta dva pravca bila oznacena sa r r " 3njima bi bio odreden
pravac u prostoru. OCito je rx=rx i r” = XBkao i r. = ra'
ir2 = %3Bali to se na temelju dogovora radi jednostavnosti tako
ne opisuje.
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Ako je ravnina zadana tragovima kL3 k2 okomita na ravninu
111 (si. 11 a), projicirat ¢e se svaka tatka te ravnine u njen prvi
trag k13 jer prve projicirajuce zrake svih tih tacaka leZe u toj rav-
nini. Buduéi da su ova ravnina i ravnina 77. okomite na ravninu
77, to je presjecnica k2 (drugi trag) okomita na ravninu 7A3dakle
i na os\x2(si. .. b). Sve Sto se nalazi u takvoj ravnini, npr. tacka
M i pravac p, ima svoj tlocrt u njenom prvom tragu kv Analogno
¢e i ravnina okomita na ravninu 77. imati prvi trag okomit na
0si X2

Numeri€ki se neka ravnina zadaje slicno kao tacka. Zada
li se neka ravnina R trima brojkama a, b, c3 koje se piSu ovako:
R (< b, ¢), onda je (si. 12) a = OK udaljenost sjecista K tragova
rx i r. od nekog ishodista 03b = OL udaljenost tatke L traga
rx ispod ishodista O, ac = OM udaljenost tatke M traga r,
iznad ishodista O. Budu li ti brojevi negativni, te se duljine pre-
nose na suprotnu stranu.

Ako se pravac nalazi u nekoj ravnini, on sijeCe sve pravce
te ravnine, dakle i njene tragove. Neka su ti tragovi ris r2 (v. si.
1 a). SjeciSta PB3P2 pravaca p u toj ravnini s njenim tragovima
probodiSta su i tog pravca s ravninama 77,, 772 jer su to zajednicke
tacke tog pravca i tih ravnina. Vidimo, dakle, da se pravac nalazi
u nekoj ravnini onda kada mu se prvo probodiste nalazi u prvom
tragu, a drugo u drugom tragu. Pravci u ravnini koji su paralelni
s njenim prvim tragom, dakle s ravninom 775 zovu se sutraznice
prve skupine (ili horizontale). Tlocrti su im, dakako, paralelni
s prvim tragom, a druga im je projekcija paralelna s osi %2 Ana-
logno vrijedi za sutraznice druge skupine (ili frontale), koje su
paralelne s drugim tragom. Projekcije neke tacke koja lezi u
ravnini odreduju se obi¢no tako da se nacrtaju projekcije jednog
pravca u toj ravnini koji prolazi tom tatkom. Ako je zadana prva
projekcija takve tacke, druga ¢e njena projekcija lezati na nacrtu
takvog pravca, dakle ée time biti odredena. Analogno se radi
ako je zadana druga projekcija tacke. Obi¢no se za tu svrhu sluzimo
sutraznicama, jer su to pravci u ravnini kojima se najlakSe crtaju
projekcije.

Pravci ravnine okomiti na prvi trag zovu se priklonice (nagib-
nice) prve skupine, a pravci okomiti na drugi trag, priklonice
druge skupine. Buduéi da se svaki pravi kut kojemu je jedan
krak u ravnini projekcija okomito na tu ravninu projicira u pravi
kut, to Ce i tlocrti priklonica prve skupine biti okomiti na prvom
tragu ravnine (p' J_rxip J rx (v. si. 11a i b). Iz toga izlazi
da se prikloni kut te ravnine prema ravnini 77xpodudara s prvim
priklonim kutom priklonice prve skupine. Analogno, dakako,
vrijedi i za priklonice druge skupine. Prvi prikloni kut ravnine
zadane tragovima rv r2 dobit ¢e se prema tome tako da se njena
prva priklonica p zajedno s prvim i drugim probodistem P13
P2 zamisSlja preklopljena oko tlocrta p' te priklonice u ravninu
il13pa nacrta preklopljeni trokut P2PXP2. Kut <€ P2PXP2 =
= p'p° je trazeni prikloni kut (v. si. 11 b). Posve analogno se
konstruira i drugi prikloni kut.

Presje¢nica dviju ravnina i probodiSte pravca s rav-
ninom. Neka su dvije ravnine zadane tragovima mB m2 i nl3
n2 (si. 13). PresjeCnica s tih dviju ravnina je pravac koji lezi u
jednoj i u drugoj ravnini, dakle mu je prvo probodiste (prodor)
Sx u prvim tragovima mli nx obiju ravnina, dakle u sjecistu tih
tragova, a drugo probodiste u sjecistu drugih tragova tih rav-
nina. Bududéi da su i nacrt SX' prvog probodista i tlocrt S2 drugog
probodiSta u osi %23 lako je nacrtati tlocrt s' = SxS2 i nacrt
s'" = S2SX' presjecnice s.
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Zadajmo ravninu tragovima k13 k2 i neki pravac | po volji
njegovim tlocrtom I' i nacrtom 1" (si. 14 a). Kako da se odredi
tlocrt L' i nacrt L" probodista L pravca / sa zadanom ravninom?
Prvom projicirajuéom ravninom pravca |, koja neka ima tragove
rl, rB presijeCe se zadana ravnina u presjecnici § (/' = s' = rj,
koja pravac / sijeCe u tacki L. Buduéi da je tatka L na pravcu
s, dakle u zadanoj ravnini, i na pravcu I3to je ona traZzeno probo-
diste. U sjeciStu nacrta 1" x s" nalazise nacrt L" te taCke, a

njen je tlocrt L' na I' gdje, je L'L" _Lx.

Ako je ravnina zadana pravcima a, b koji se sijeku u tacki
C (si. 14 b) i ako je zadan neki pravac p3pa se trazi probodiste
pravca i ravnine, zamiSljamo tim pravcem opet postavljenu zgodnu
ravninu, recimo okomitu na /72 Citava ta ravnina projicira se
na 77. u p". Tamo gdje spojnica probodiSta 13 2 pravaca a, b
s tom ravninom sijeCe pravac p u toj ravnini, nalazi se probodiSte
P pravca p s ravninom pravaca a3 b. Budu¢i da su nacrti 1"3
2" sjeciSta pravca p" s pravcima a"3b"3lako im se mogu odrediti
tlocrti I'} 2'3 a prema tome i tlocrt P' trazenog probodista.
Tlocrtom P' odreden je i nacrt P" tog probodista.

Rotacija. Putuje li neka tac-
ka po kruznici Cija je ravnina
okomita na pravcu Kkoji prolazi
njenim sredistem, onda kazemo
da ta tacka rotira oko tog pravca,
i taj se pravac naziva os rotacije.
U ravnini okomitoj na Tlla za-
danoj tragovima r13r2zadane su
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tacke A3B, od kojih je tatka B u Il1(tragu r3si. 15a i b). Roti-
raju li se te taCke oko traga r. u ravninu 772) putovat ¢e zbog
r. L n xtacka A po kruZznici paralelnoj sa77:s a tacka B po kruznici
koja lezi u nx Obje se te kruznice u tlocrtu vide u naravnoj
veli€ini, a njihova sjeciSta (A), odnosno (B) s ravninom 77.
bit ¢ée polozaj tacaka A, B zarotiranih u tu ravninu.

Pomocu rotacije moze se vrlo jednostavno odrediti i prava
veli€ina neke duzine. Duzina A B neka je zadana svojim tlocrtom
A'B' i nacrtom A"B" (si. 15 c). TaCkom A spusti se okomica
0 na ravninu 77: i oko te okomice rotira ta duZina u polozaj pa-
ralelan s ravninom /72 Zbhog A BT| 77. bit ¢ée nacrt A"Br" ove
zarotirane duZine A BT jednak njenoj pravoj veli€ini. Pri toj
rotaciji taCka A ostaje na miru, a tatka B putuje po kruznici
paralelnoj s ravninom 17133 koja se (kruznica) u nacrtu projicira
u paralelu sa osi %2 Postavi li se A' Br | X2Zbit ¢e A"BT' tra-
Zena duzina. Ovaj se postupak moZe pojednostavniti tako da se
na paralelu s osi %2 povucenu tatkom B" nanese od pravca o"
duljina A'B' do tatke Br".

U ravnini zadanoj tragovima ris r. nalazi se tacka B, kojoj
su projekcije nacrtane pomocu sutraznice prve skupine. Treba
tu taCku rotirati oko prvog traga u ravninu 171(si. 16 a i b). Rav-
nina kruznice po kojoj ¢e putovati tatka B pri toj rotaciji, koja
je ravnina okomita na trag r13 dakle i na 77.s moZe se smatrati
stranocrtnom ravninom 77s. Ta je ravnina odredena osju X: ] rl3
koja prolazi tatkom B'3tako da ovdje imamo analogan slucaj
kao s tatkom B na si. 15 b, samo namjesto ravnine 1J1 imamo
sada ravninu 773, PreloZi li se ravnina 77 u ravninu 77s past ¢e
tatka B'u tacku B'™ (na tragu r8, gdje ¢e biti B'B™ L %3 i
duzina B' B  jednaka udaljenosti nacrta B" od osi %2 Tacka
(B)3u kojoj ta kruznica rotacije tacke B oko traga  sijeCe o0s
N, jest trazena prevaljena tatka. Buduci da je ravnina 77 rav-
nina rotacije tacke B3 moZe se namjesto B'" pisati i B°3a rs je
prelozena priklonica prve skupine i tre¢i trag. Pomodu ovakve
rotacije mogu se konstruirati projekcije bilo kojeg pravilnog lika
u bilo kojoj ravnini.

Tlocrt i nacrt kruznice u nekoj ravnini mogu se, medutim,
konstruirati i bez prevaljenog polozaja. Npr., treba odrediti tlocrt
i nacrt kruznice u ravnini tragova nx i nZako joj je srediSte tacka
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S u toj ravnini (si. 17). Tlocrt S'inacrt S" odredeni su pomocu
sutraznice prve skupine. Ortogonalna projekcija kruznice je,
kao Sto je poznato, elipsa, koju je lako konstruirati ako joj je po-
znata velika i mala os. Promjer na sutraznici prve skupine pro-
jicira se na J11u pravoj veliCini jer je paralelan s tom ravninom.
Promjer na priklonici prve skupine imat ¢e najkraci tlocrt jer
je to pravac zadane ravnine koji ima najveci prikloni kut. Buduéi
da je, nadalje, tlocrt priklonice prve skupine okomit na tlocrtu
sutraznice prve skupine, izlazi da ¢e tlocrt promjera na priklonici
i promjera na sutraZnici biti velika i mala os tlocrta kruZnice.

Prevali li se, dakle, pomoc¢u S'S° = S"K i §'S° {lnx priklonica
p u ravninu n i3 dobiva se pravac p°3pa ako se na njega prenese
S°A° = r i S°B° = r (polumjer kruznice), hit ¢e A'B' mala
os tlocrta kruznice. Velika je os C'D' = 2r. Na jednak se nacin
pomocu sutraznice i priklonice druge skupine konstruira nacrt
te kruznice.

Okomitost pravca i ravnine. Neka je zadana ravnina svojim
tragovima rBr2 Projekcijama p\ p" treba zadati pravac p okomit
na toj ravnini. Pretpostavimo da je na si. 18 a pravac p okomit
na ravnini tragova r13r. i da probada tu ravninu u tacki P. Povuce

li se tatkom P paralela f1 || rv €init ¢e ona s pravcem p pravi kut,
jer je pravac p okomit na toj ravnini, dakle i na svakom njenom
pravcu. Pravi se kut projicira okomito na ravninu kao pravi kut
onda ako mu je bar jedan krak paralelan s tom ravninom. Zbog
r| rx| 77i projicirat ¢e se dakle ipravikut pravaca fBp na
I11kao pravi. Ali buduéi  da je r{rB3 dakle i rx|r\ (= rX3
bit ¢e ip' J_rx Isto se takomoZe dokazati pomocu pravca ra | r.
da je i p" _Lrz (si. 18 b).

PRESJECI

Presjek piramide. Presjeci tjelesa najlakSe se konstruiraju
ako je ravnina presjeka okomita na I1x ili na /72 Citav presjek
projicira se u tom slu€aju u prvi, odnosno drugi trag te ravnine.
Neka je pravilan Sesterokut u ravnini Il1Xosnovka uspravne pra-
vilne piramide kojoj je tacka V vrh (si. 19). Tlocrt V' bit ¢e u
srediStu osnovke, a nacrt osnovke u osi %2 Tragovima kB kt
(¢1 J_ %2 neka je odredena ravnina okomita na /72 PresjeCni
nepravilni Sesterokut 123456, kojemu su vrhovi 1, 2,5, 4,
5, 6 sjeciSta poboCnih bridova te piramide s ravninom presjeka,
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projicira se na ravninu 772 u
duZinu 7" 4" na drugom tragu
k2 Pomoc¢u okomica spustenih
na 0s X2 iz nacrta tih vrhova
do odgovarajuéih tlocrta po-
bocnih bridova dobiva se tlocrt
1'2' 3' 4' 5' 6' tog presjecnog
Sesterokuta. Za tacnije odrede-
nje tog tlocrta moze poslu-
sluziti Cinjenica da se produ-
Zena stranica presjecnog Se-
sterokuta i produzena osnovka
pobocnog trokuta piramide na
kojoj se ta stranica nalazi si-
jeku u prvom tragu k13 bududi
da ta stranica presjeCnog Se-
sterokuta lezi na presjecnici
ravnine svog pobocnog tro-
kuta i ravnine presjeka.

Presjek valjka. Kao daljnji primjer presjeka odaberimo pre-

sjek kosog kruznog valjka s osnovkom u 111 ravninom okomitom
na 772 Takav ¢e presjek biti elipsa. Kruznica u ravnini 1113 sa
srediStem S3 neka je osnovka kosog kruznog valjka kojemu je
pravac o os. Projekcije izvodnica tog valjka paralelne su dakako
s istoimenim projekcijama te osi, jer su ta os i te izvodnice i u
prostoru paralelne. Na si. 20 nacrtani su tlocrt i nacrt takvog
valjka (njegove konturne izvodnice) i ravnina presjeka okomita
na 77anjenim tragovima Ix(_L X2 i 12 Konturne izvodnice nacrta
imaju svoja noZista u tackama 3, 43gdje ¢e biti 3' 4' | %2 Promjer
osnovke okomit na promjeru 3 4 neka je promjer 123 kojemu
je nacrt tacka 7", 2" na osi xx2 Nacrti izvodnica kojima su noZista
tacke 7, 2 podudaraju se s nacrtom 0" osi 0. Dirne ravnine valjka
duz izvodnica tacaka 7, 2 paralelne su s dijametralnom ravninom
valjka koja prolazi tatkama 3, 43 a dirne ravnine duz izvodnica
tacaka 334 paralelne su s dijametralnom ravninom taCaka 7, 2.
Izvodnice taCaka 7, 2 neka ravninu presjeka probadaju u tatkama
A3B3 a izvodnice tataka 334 u tatkama C3D. Buduci da obje
dijametralne ravnine sadrzavaju os o, imat ¢e duzine A B i CD
zajednicko srediSte O. 1z opisane paralelnosti spomenutih dirnih
i dijametralnih ravnina izlazi da e tangente presjecne elipse u
tatkama A3 B bhiti paralelne s duzinom CD, a tangente te elipse
u tatkama C, D bit ¢e paralelne s duzinom A B. lzlazi dakle
da su duZine A B3 C D par Kkonjugiranih promjera presjecne
elipse. Buduéi da polovista duZina i paralelni pravci ostaju takvi
u svakoj paralelnoj projekciji, to ¢e i tlocrti A' B', C' D' biti
par konjugiranih promjera tlocrta presjecne elipse. Njen nacrt
je dakako duzina C" D". Ako se spojnica diralista 5'3 6' osnovke
s tlocrtnim konturnim izvodnicama produzi do prvog traga 133
a dobiveno sjeciSte K spoji s tlocrtom srediSta O, sjeCi ¢e ta spoj-
nica konturne izvodnice tlocrta u tatkama koje su na presjecnoj
elipsi; te su tacke, da-
kle, konturne tacke tlo-
crta presjecne elipse.
Spomenuta je spojni-
ca naime presjecnica
dijametralne  ravnine
tlocrtnTh konturnih iz-
vodnica s presjeCnom
ravninom.

Presjek kosog kru-
Zznog valjka s osnov-
kom u I'l1lopcom ravni-
nom svodi se na ovdje
izvedeni slucaj pomo-
¢u stranocrtne ravnine
okomite na prvi trag
presjecne ravnine. Pre-
sjek valjka 2. stupnja
ravninom istovrstan je
uvijek s osnovkom tog
valjka, tj. svi presjeci
hiperbolnog valjka su

hiperbole, svi presjeci si. 20
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parabolnog valjka su parabole, a svi presjeci kosog i uspravnog
kruznog valjka su elipse ili kruznice.

Presjeci stoSca. Stozac 2. stupnja mozemo presjeci u svakoj
od Cetiri poznate krivulje .. stupnja (kruznici, elipsi, hiperboli
i paraboli), jer ravnina presjeka moze biti paralelna s dvije, s
jednom ili ni s jednom realnom izvodnicom tog stoSca, koje tu
ravninu probadaju u dvije, u jednoj ili ni u jednoj realnoj neizmjerno
dalekoj taCki presjecne krivulje (v. Analiticka geometrija).

Na si. 21 zadan je tlocrtom i nacrtom uspravan kruzni sto-
Zac s osnovkom u 77 a vrhom u tacki V. Ravnine okomite na
77, zadane tragovima (ri3r2, (s13s23(t13t2 neka imaju zajednicki
prvi trag rx= sx = tl Drugi trag r2 ravnine tragova rx r. po-
stavljen je tako da ta ravnina sijeCe sve izvodnice stoSca u konac-
nosti, dakle ¢e presjecna krivulja s tom ravninom biti elipsa.
Sjecista konturnih izvodnica nacrta stoSca s presjeCnom ravninom
bit ¢e tjemena na velikoj osi presjecne elipse, kojoj je ta os para-
lelna s 772 Njena mala os projicira se prema tome na 77 U pro-
jekciju srediSta te elipse. Postavi li se tim sredistem ravnina pa-
ralelna s n i3 sje¢i ¢e ona zadani stozac u kruznici paralelnoj
s 111 na kojoj Ce biti tjemena male osi presjecne elipse. Buduci
da je ta mala os paralelna s 1J13 projicirat ¢e se velika i mala os
na ravninu TJI u veliku i malu os tlocrta presjecne elipse.

Trag s2 presjecne ravnine tragova s13 s2 odabran je tako da
bude paralelan s lijevom konturnom izvodnicom nacrta stoSca.
Ova je ravnina paralelna prema tome s tom i samo s tom izvodni-
com tog stodca, dakle ¢e njena presje€na krivulja imati jednu
neizmjerno daleku tacku, tj. ta je krivulja parabola. Sjeciste desne
konturne izvodnice nacrta s tom ravninom je tjeme te parabole,
o0s joj je paralelna s lijevom konturnom izvodnicom nacrta. Tjeme
i 0s presjeCne parabole projiciraju se na ni u tjeme i os tlocrta
te parabole jer je tangenta parabole u tjemenu paralelna s /71
Ovim tjemenom i ovom osi, kao i presjenim tackama A, B traga
sx s osnovkom c3tlocrt je presjecne parabole odreden, pa se moze
nacrtati.

Drugi trag 12 presjeCne ravnine tragova t13 t2 postavljen je
tako da ta ravnina sijeCe donji i produzeni gornji dio zadanog
stoSca. Presjecna krivulja raspada se ovdje u dva dijela, dakle
moZe biti samo hiperbola. Ravnina poloZena vrhom V paralelno
s ravninom presjeka sijeCe taj stoZac u izvodnicama a3 b3 na ko-
jima se nalaze neizmjerno daleke tacke presjeCne hiperbole. U

SI. 21

noziStima tih izvodnica povucCene tangente na osnovku c prvi
su tragovi dirnih ravnina stoSca duz izvodnica a3 b. PresjeCnice
tih ravnina s presje€nom ravninom tragova tl3 t2 asimptote su
presjecne hiperbole, buduéi da one hiperbolu diraju u njenim
neizmjerno dalekim tackama. Tjemena te hiperbole nalaze se
i ovdje na nacrtnim konturnim izvodnicama, a ta tjemena, os
i asimptote projiciraju se na TIl u tjemena, os i asimptote tlocrta
presjecne hiperbole. Tjemenima i asimptotama ta je hiperbola
odredena, a osim toga prolazi ona i tatkama A3B.
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Presjeci stoSca op¢im ravninama svode se na ovakve slucajeve
pomocu zgodno odabrane stranocrtne ravnine.

Kugla i njen presjek. Buduc¢i da je kugla geometrijsko mjesto
tataka koje su od njenog sredista jednako daleko, bit ¢e svi njeni
ravninski presjeci kruznice, a tlocrt i nacrt te kugle bit ée kru-
Znice polumjera jednakih polumjeru te kugle.

Sl. 22

Na si. 22 zadana je kugla srediSta S svojim projekcijama i
jedna kosa ravnina svojim tragovima r13r2 Treba odrediti tlocrt
i nacrt presje€ne kruznice. Postavi li se pomocu stranocrtne
osi ,Xs stranocrtna ravnina 77 okomito na prvi trag rx presje€ne
ravnine, projicirat ¢e se Citava ta ravnina sa svime $to se U njoj
nalazi u njen treci trag rs u ravnini 773 Taj trag r3 koji je i pri-
klonica prve skupine, dobiva se u prelozenom poloZaju tako da
se odredi stranocrt bilo koje tacke te ravnine (npr. tacke 1 na
drugom tragu), jer i taj stranocrt (7") lezi u treem tragu rs.
Stranocrt kugle je kruznica ¢" polumjera opet jednakog polu-
mjeru te kugle sa srediStem u stranocrtu S'" srediSta kugle
5. Nacrtna konturna kruznica kugle oznacena je sa b3 tlocrtna
sa a3a stranocrtna sa c. OCito jea || /7], b | TI2 i ¢ | 773 Stranocrt
presjecne kruznice bit ¢ée duzina A™B'" na tragu r3 gdje se tacke
A'" B' nalaze na stranocrtnoj konturnoj kruznici ¢"'. Buduci
da su te take najniza i najviSa tacka presjecne kruznice s obzirom
na ravninu 178 bit ¢e duZina A B promjer presjene kruZnice
koji leZi na jednoj priklonici prve skupine presjeCne ravnine.
Promjer C D okomit na promjeru A B te kruznice leZat ¢e, prema
tome, na sutraznici prve skupine. Buduéi da je srediste O presjecne
kruznice noziste okomice spuStene na ravninu presjeka iz sredista
S3 bit ¢e S'O" LrBS" 0" J r. i S™ O™ Lr3B pa je lako
odrediti sve tri projekcije srediSta O. Tlocrti A'B'3C'D" okomitih
promjera A B3C D bit ¢e, zbog C D | 1313 mala i velika os tlocrta
presjeCne kruznice, koji je, kao Sto je poznato, elipsa. Nacrti
promjera A B3 CD dali bi par konjugiranih promjera nacrta
presjecne kruznice. Na si. 22 odreden je medutim taj nacrt na
isti naCin kao na si. 17, jer je poznat nacrt srediSta i polumjer
presjeCne kruznice. SutraZnica druge skupine u kojoj ravnina pre-
sjeka sijeCe ravninu nacrtne konturne kruznice b sijece tu kruznicu
u konturnim tackama nacrta presjecne kruznice. Ovakve konturne
tacke u tlocrtu dobivene su analogno pomocu presjecne sutraznice
prve skupine presjene ravnine i ravnine konturne kruznice a.
Presjek kugle ravninom okomitom na TIl i TI2 rijeSen je takoder
na si. 22, budu¢i da bi se u takvim slu€ajevima projekcija na 13t
nalazila na A3 odnosno na TI2

PRODORI

Prodori tjelesa odreduju se tako da se traze probodista bri-
dova ili izvodnica jednog tijela s drugim i obrnuto, a dobivene
tacke spoje. Probodista pravca s tijelom dobit ¢e se tako da se
tim pravcem poloZi zgodno odabrana ravnina kojom se sijee
to tijelo. Ako se radi o stoScima ili valjcima 2. stupnja kojima su
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osnovke kruznice, treba spomenute ravnine odabrati tako da one
ta tijela sijeku ili u izvodnicama ili u kruznicama paralelnim
sa TJLlili 772 Kugla ¢e se uvijek sjeéi u takvim kruznicama. SjeciSta
pravca s tom presjecnom linijom su traZzena probodista.

Na si. 23 konstruiran je prodor koaksijalno postavljenih tje-
lesa: uspravnog kruznog stoSca i pravilne Sesterostrane prizme s
osnovkama u I1x Buduci da su ravnine poboCaka prizme okomite
na 77jj tlocrt te prizme ujedno je i tlocrt Citavog prodora. Kako

X<

SI. 23

su ravnine poboCaka prizme osim toga paralelne s osi stoSca,
dakle s dvije njegove dijametralno smjeStene izvodnice, bit ce
presjeci tih poboCaka s tim stoScem dijelovi hiperbola. Cio pro-
dor bit ée dakle slomljena linija koja se sastoji od Sest posve
jednakih dijelova jednakih hiperbola. Zbog simetricnog smje-
Staja tih dvaju tijela bit ¢e polovista stranica tlocrta prizme tlocrti
tiemena spomenutih hiperbola. Pomocéu izvodnica stoSca koje
tim tjemenima prolaze lako je odrediti njihove nacrte, a pojedno-
stavnjuje to Cinjenica da su sva ta tjemena jednako visoko iznad
/ 7 ProbodiSta pobocnih bridova prizme sa stoScem takoder su
jednako visoko iznad 77x tako da su nacrtom jednoga odredeni
nacrti i ostalih pet. Nacrti tih probodista leze na nacrtu kruznice
stoSca kojoj tlocrt prolazi tlocrtom pobocnih bridova prizme.
Nacrti ostalih tacaka prodorne linije mogu se dobiti pomocu
paralelnih kruznih presjeka stoSca s osnovnom ravninom 77/ Buduci
da je svaka dijametralna ravnina prizme paralelna s dvije njene
pobocne ravnine, lako je odrediti i asimptote opisanih hiperbola
(v. si. 23). Odbaci li se gornji dio prizme i donji dio stoSca, ostaje
poznati oblik strojem zaSiljene Sesterostrane olovke.

Prodor kugle i valjka. Na si. 24 a zadane su projekcije
polukugle i uspravnog kruznog valjka paralelnog s osi %2 Taj
valjak neka dira kuglu u njenoj najvisoj tacki iznad 77x Dvije
plohe 2. stupnja prodiru se u prostornoj krivulji 4. reda prve
vrste. Ako se takve plohe diraju u jednoj tacki, imat ¢e prodorna
krivulja u toj tacki dvostruku tacku. Ako se takve plohe diraju
u dvije tacke, raspast ¢e se prodorna krivulja . reda u dvije kri-
vulje .. stupnja, jer neraspadnuta prostorna krivulja .. reda ne
moZe imati dvije dvostruke tacke.

Tacke prodorne krivulje na si. 24 a odreduju se tako da se
oba tijela sijeku ravninama paralelnim ili sa 77x ili sa 772 jer
¢e te ravnine u oba sluaja sje¢i valjak u izvodnicama, a kuglu
u kruznicama koje se projiciraju u kruznice. Ravnina paralelna
s 771 neka sijece valjak u izvodnicama i, ila kuglu u kruznici po-
lumjera r. Ova kruznica i te izvodnice imaju svoj nacrt u drugom
tragu presjecne ravnine. Presje¢na kruznica projicira se na J11
u naravnoj veliCini, a tlocrti i', // izvodnica * il rastavljeni su i
paralelni s osi %2 Pretpostavimo da je zajednicka simetralna
ravnina obaju tijela nacrtna ravnina, a ravnina osnovke valjka
da je bokocrtna ravnina, tj. produzeni nacrt osnovke valjka je
0s X3 Bokocrt osnovke bit ¢e kruznica opisana oko polovista
njenog nacrta s polumjerom tog valjka, a bokocrti */", i'" izvodnica
%ix tacke su na toj kruznici. Ako se udaljenost tatke iX", odnosno
i" od osi »»s nanese na jednu i drugu stranu osi X2 Kkoja je si-
metrala tlocrta obaju naSih tijela, i dobivenim taCkama povuku
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paralele s osi Xv bit ¢e to tlocrti i" izvodnica i, iv U sjecistima
tlocrta tih izvodnica s tlocrtom presjeCne kruznice nalaze se
tlocrti 2', 8' tacaka 2, 8 presjeCne krivulje. Na slici 24 uzeta je
samo lijeva polovica valjka, a nacrti obiju dobivenih prodornih
taCaka 2, 8 padaju zajedno, jer je ravnina 77. zajedniCka simetralna
ravnina obaju tijela. Analognim postupkom, odabiruéi nove pre-
sjecne ravnine paralelne sa 77x moze se odrediti po volji velik
broj taCaka prodorne krivulje.

Kad bi namjesto kugle bio na slici uspravan kruzni stoZac
s osnovkom u |113 dobio bi se prodor tijela na posve jednak
nacin.

Kad se takvi prodori prakti€no primjenjuju, npr. u gradnji
parnih kotlova, treba obi¢no konstruirati i plast valjka zajedno
s prodornom krivuljom.

Plast uspravnog kruznog valjka je pravokutnik kojemu su
dvije suprotne stranice jednake opsegu osnovke a dvije visini
valjka. Opseg osnovke moze se priblizno izraCunati jer je poznat
polumjer, ali moze se i aproksimativno konstruirati npr. pomocu
poznate konstrukcije Kochanskoga. Nacrtajmo, prema tome, razvi-

jenu osnovku koja lezi u ravnini 773 a koju smo tackama 7, 2,
5, 4, 5 6, 71 8 razdijelili na osam jednakih dijelova tako da

tatka 7 bude na izvodnici dvostruke tacke prodorne krivulje.
Na okomice postavljene u tim tackama na razvijenu osnovku
nanijete su prave udaljenosti tacaka 7, 2, 3, 4, 5, 6, 7 i 8 prodorne
krivulje od razvijene osnovke. Spojnica tako dobivenih taCaka
7, 2, 3, 4, 5, 6} 7, 8 razvijena je prodorna krivulja na tom plastu
(si. 24 b). Prave veliine duzina 77,22 itd. vide se u nacrtu,
11 = 1" 1", 22 = 2" 2", itd., jer su sve te duZine paralelne
s nacrtnom ravninom.

Prodor stoSca i valjka. Na si. 25 zadan je prikraéen uspravan
kruzni stozac s osnovkom u 77Li uspravan kruzni valjak para-
lelan s ravninom 77, i kos prema ravnini 77x Cija 0s o sijece 0s
s prikraéenog stoSca u taCki K. Treba odrediti prodor tih dvaju
tijela.

Prodor kugle s uspravnim kruznim valjkom ili stoScem, ako
im os prolazi srediStem te kugle, raspast ¢e se u dvije kruznice
kojih su ravnine okomite na osi tog stoSca, odnosno valjka. Opise
li se, prema tome, oko sjeciSta K neka kugla, recimo polumjera
r, prodirat ¢e ona stoZac u kruznici c a valjak u kruZznici k, i te

SI. 24
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¢e se kruznice sjei u dvije realne tacke 7, 2. Bududi da se te dvije
taCke nalaze, osim na kugli, i na stoScu i na valjku, one su tacke
prodorne krivulje tih dvaju tijela. Buduci da su osi 03s paralelne
s ravninom 772 bit e projekcije ¢, k" kruZnica ¢, k na tu ravninu
duZine u cijem sjeciStu ¢e biti nacrt 7", 2" obiju spomenutih
tacaka 7, 2 prodorne krivulje. Na na3oj slici potrazili smo prodor
samo desnog gornjeg dijela valjka; preostale dvije prodorne kruznice
kugle s valjkom i stoScem nisu uzete u obzir jer bi njihova sjecista
bile tatke onog dijela prodorne krivulje koji nama ne treba. Cijela
prodorna krivulja tih dvaju tijela, kad bi se valjak produzio, sa-
stojala bi se od dva dijela. Dirna kugla stoSca sa srediStem u
K prodire valjak u kruznici koja u dvije tacke dira prodornu
krivulju. Nacrt tih tacaka je tatka L". PomocCu tlocrta prodornih

kruZnica (c) kugala i stoSca, koje se na 77xprojiciraju kao kruznice,
mogu se odrediti tlocrti pojedinih taaka prodorne krivulje, dakle
i njen cio tlocrt.
ROTACIONE PLOHE

Zavrti li se neka krivulja oko nekog pravca, opisat ¢e ta kri-
vulja rotacionu plohu kojoj je taj pravac os. Ako se namjesto
krivulje zavrti pravac koji niti os sijeCe niti je s njom paralelan,
opisat ¢e on tzv. rotacioni jednoplosni hiperboloid. Kruznice
dobivene presijecanjem rotacione plohe ravninama okomitim na
os zovu se paralele te plohe, a krivulje dobivene presijecanjem
rotacione plohe ravninama koje sadrze os zovu se meridijan
te plohe. Rotacione plohe zadaju se obi¢no tako da im os bude
okomita na 77 a odredene su meridijanom paralelnim s ravni-
nom nacrta. Ovakav meridijan je konturni meridijan nacrta plohe,
a njen se tlocrt sastoji od pramena koncentricnih kruznica, koje
su tlocrti paralela. Dirna ravnina rotacione plohe u jednoj njenoj
taCki odredena je tangentama paralele i meridijana koji tom tatkom
prolaze, a te su tangente sutraznica i priklonica prve skupine takve
dirne ravnine. Sve dirne ravnine rotacione plohe duz jedne pa-
ralele omataju uspravan kruzni stoZac. Rotacione plohe nastale
rotacijom kruznice oko jednog pravca njene ravnine koji ne pro-
lazi njenim srediStem u praksi se najviSe upotrebljavaju, a zovu
se torusi, ili anuloidi.

Presjek rotacione plohe. Na si. 26 zadana je rotaciona
ploha sastavljena od dijelova dvaju torusa i ravnina odredena
tragovima r., r2 Treba odrediti presjek zadanog tijela tom ravni-
nom. Tijelo je postavljeno tako da mu os bude u ravnini 772
a nacrtat ¢e se samo nacrt presjeka. Pojedine tacke presjeCne
krivulje dobit ¢e se tako da se ravninama paralelnim sa 77x si-
jeCe ploha u paralelama (c), a presjeCnha ravnina u sutraznicama
prve skupine (s!). Sjecista (A,, B) tih sutraznica i paralela u svakoj
takvoj ravnini leze na presjecnoj krivulji. Buduci da se tlocrti
presjecnih paralela u tlocrtu vide kao kruznice, a tlocrti sutraznica
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prve skupine su paralelni s prvim tragom r# lako je odrediti takve
tacke u tlocrtu, a prema tome i u nacrtu. One se mogu dobiti
i preklapanjem spomenutih presjecnih ravnina s odgovarajuéom
paralelom i sutraznicom u ravninu 772 odakle se onda lako pre-
nesu u nacrt. Vidi tacke C, D na paraleli k (sjO | r*). Buduci da
drugi trag r. leZi u ravnini nacrtnog konturnog meridijana, bit
¢e u sjeciStima tog meridijana i drugog traga r. konturne tacke
presjeCne krivulje u nacrtu.

Postavi li se kroz os tijela ravnina okomita na ravninu presjeka,
sjeCi ¢e ona tu ravninu u njenoj priklonici p, koja je simetrala
presjecne krivulje. Na njoj ¢e se, prema tome, nalaziti najvisa
(i najniza, ako postoji) tacka te krivulje. Zavrti li se ova priklonica
oko osi u ravninu 772 putovat ¢e njeno noziste N na prvom tragu
po kruznici u 111do osi %2 Ta tatka na osi X2spojena sa sjecistem
osi zadane plohe i te priklonice daje zarotiranu priklonicu, koja
nacrtni konturni meridijan sijeCe u zarotiranoj najviSoj tacki TT'
presjecne krivulje. Buduéi da ova najviSa taCka pri opisanoj ro-
taciji putuje po jednoj paraleli, nacrt T" te najvise tatke nalazit
¢e se na nacrtu te paralele i na nacrtu p" priklonice p.

Prodor valjka s torusom. Tacke prodorne krivulje torusa
s uspravnim kruznim valjkom mogu se dobiti tatno samo ako
se osi tih tijela sijeku, ili su para-
lelne, ili sumimosmjerne i okomite.

Na si. 27 zadana je Cetvrtina torusa
kojemu je os okomita na 77 i
uspravan kruzni valjak kojemu je
0s okomita na 77xa osnovka mu je
u T7(. Os torusa lezi u ravnini 77x
Ravnine okomite na os torusa pa-
ralelne su s osi valjka (paralelne sa
772, pa sijeku torus u kruZnicama
(c), a valjak u izvodnicama (t, iX).
Sjecista (A, B) tih izvodnica i
kruznica (paralela) u istoj pomoé-
noj presjecnoj ravnini su taCke
prodorne krivulje jer se nalaze na
objema plohama. Nacrti presjecnih
paralela su kruznice u naravnoj
veligini, a nacrti izvodnica valjka
su okomice na osi %2 Tlocrti
tih izvodnica su taCke na osno-
vici valjka, a tlocrti presjecnih
paralela duZine paralelne s osi %2 i jednake promjeru tih para-
lela. Na si. 27 uzimane su dakako samo Cetvrtine tih paralela
na Cetvrtini zadanog torusa. SjeciSta (A", B") nacrta (¢", i") tih
izvodnica i kruznice c¢" su tatke nacrta prodorne krivulje. Buduéi
da je zajedniCka simetralna ravnina torusa i valjka paralelna sa
772, padaju po dvije tacke prodorne krivulje u nacrtu zajedno.

Na si. 28 zadan je dio torusa (samo iznad ravnine 77X kojemu
je os okomita na 77xi uspravan kruzni valjak paralelan s ravninom
77 a kos prema ravnini 77x Osi tih tijela sijeku se u tacki O, a
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njihova ravnina je zajedniCka simetralna ravnina tih tijela. Buduci
da je ta ravnina paralelna s ravninom 772 bit ¢e u sjeciStima nacrtnih
konturnih linija najvisa i najniza tatka prodorne linije, a u svakoj
tacki nacrta nalazi se nacrt dviju taCaka te krivulje. Tacke prodorne

SI. 28

krivulje dobiju se ovdje posve analogno kao na si. 25. Oko sre-
dista O po volji opisana kugla prodire rotacionu plohu u kruznici
c3a valjak u kruznici k3 pa se te dvije kruznice sijeku u tatkama
A3 B prodorne krivulje. Nacrt A", B" tih tataka je u sjecistu
nacrta ¢'} k™ kruznica c3k3a njihovi tlocrti A'3B" leze na tlocrtu
¢ kruZnice c3koji se zbog c | Tl1vidi u pravoj veli€ini. Odabira-
njem daljnjih kugala opisanih oko srediSta O dobiju se istim
postupkom ostale tacke prodorne krivulje.

SJENE

Osvijetli li se neki predmet bilo kakvom rasvjetom, bit ce
ona strana njegove povrSine s koje dolazi rasvjeta osvijetljena,
a druga Ce strana biti u sjeni. KaZzemo da se neosvijetljeni ili
osjenjeni dio povrSine nalazi u samosjeni ili u vlastitoj sjeni. Gra-
ni€na crta izmedu osvijetljenog i osjenjenog dijela povrSine zove
se rastavnica tog tijela. Zrake svjetla koje udaraju na tijelo ne
odlaze dalje. Stoga, ako se negdje u blizini tijela nalazi neka rav-
nina, ona ¢e biti osvijetljena samo zrakama koje su mimo tijela
prosle, dok ¢ée onaj dio ravnine na koji bi, da tijela nema, pale
zrake koje su se na tijelu zaustavile, ostati taman. Taj se tamni
dio ravnine zove bacena sjena tijela; on je ograni¢en baCenom
sjenom rastavnice. Bacena sjena tijela, ili nekog lika, moze pasti
i na neko drugo tijelo ili lik, a jedan dio te sjene moZe pasti i
na samo to tijelo, ako je ono takva oblika da je to moguce.

Si. 29
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Rasvjeta moze biti paralelna i centralna. Paralelna rasvjeta
zadaje se tlocrtom i nacrtom jedne zrake (pravcem i smjerom
dolaZenja), a centralna rasvjeta zadaje se tlocrtom i nacrtom
izvora svjetla, za koji se pretpostavlja da je tacka.

Sjena trokuta. Na si. 29 zadani su: trokut ABC projek-
cijama A'B' C'3 A" B" C" i paralelna rasvjeta projekcijama s'3
s" zrake s. Treba odrediti sve sjene. Ako se vrhovima A3B3C
povuku zrake svjetla i odrede njihova probodista AB BB Cls
ravninom Zns bit ¢e trokut A1B1C1 bacena sjena trokuta ABC
na ravnini | 1 Kako je sjena Axvrha A na ravnini /7Xiza ravnine
772 ta je sjena samo zamisljena, jer sjena na ravninu /7, moze
postojati samo do osi X2 gdje joj se je isprije€ila ravnina 772
Bacena sjena se na tu ravninu penje lome€i se na osi %2 Spoji
li se baCena sjena Au taCke A na ravnini 77 sa sjeciStima osi
%2 s duzinama Al BIiATCv dobit ¢e se granica baCene sjene
trokuta A B C na ravnini 772

OCcito je da je jedna strana trokuta A B C osvijetljena a druga
u samosjeni, pa se to mora na projekcijama tog trokuta i oznaciti.
Neka je smjer gledanja na ravnine lIxi /7. identiCan sa smjerom
projiciranja na te ravnine. Budu¢i da su projicirajuée zrake tacke
B od te tatke do ravnina TIXi 77. narazli€nim stranama trokuta
A B C, to ¢e se u tlocrtu i nacrtu toga trokuta vidjeti razliCne
njegove strane. Odavde izlazi da ¢e jedna projekcija tog trokuta
biti osvijetljena a druga u samosjeni. Hoce li se u tlocrtu i nacrtu
vidjeti ista strana ili razlicne strane trokuta, to zaklju€ujemo prema
tome da li opis vrhova po abecednom redu te€e u istom ili u
razli¢itom smislu u tlocrtu i nacrtu. Na si. 29 teCe taj opis u razli-
¢itom smislu, pa se u tlocrtu i nacrtu vide razliCite strane.
Buduci da je, nadalje, tlocrt B' tacke B ispred tlocrta A' C' stra-
nice AC a baCena sjena BTte taCke ispred bacene sjene AICI
te stranice, vidi se u tlocrtu osvijetljena strana a u nacrtu osje-
njena. Vlastita i bacena sjena Srafiraju se ili bojadiSu po jakosti
u omjeru 1:3.

Sjena stoSca. Sve zrake svjetla koje diraju stozac Cine dvije
njegove dirne ravnine duz dviju izvodnica koje ¢e biti sastavni
dio rastavnice tog stoSca. Balene sjene tih rastavnica na I11i
112 padaju u prve i druge tragove dirnih ravnina.

SI. 30

Na si. 30 zadan je svojim tlocrtom i nacrtom uspravan kruzni
stozac kojemu je osnovka u 1" Rasvjeta je zadana zrakom koja
prolazi vrhom V tog stoSca. Treba odrediti sve sjene.

Povuku li se iz bacene sjene Vxvrha V na ravninu Il1tangente
na osnovku, bit ¢e te tangente prvi tragovi onih dirnih ravnina
stodca koje prolaze kroz zraku svjetla polozenu vrhom V. Ti su
tragovi, prema tome, baCena sjena jednog dijela rastavnice stoSca
na ravnini | | njihova diraliSta na osnovci spojena s vrhom daju
izvodnice kojih su ti tragovi bacene sjene i koje su, prema tome,
dio rastavnice. Ostatak rastavnice je dio kruZznice osnovke na
osvijetlienom dijelu plasta. Buduéi da je bacena sjena VI vrha
V iza ravnine 772 lomi se bafena sjena tog stoSca na osi X2 i
zavrSava u bacenoj sjeni Vn vrha V na ravnini 772 Sjene kosog
kruznog stoSca konstruiraju se na posve jednak nacin kao sjene
uspravnog kruznog stoSca.

Sjene valjka. Na si. 31 zadan je svojim tlocrtom i nacrtom
uspravan kruzni valjak s jednom osnovkom u Ilx SrediStem
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S gornje osnovke prolazi zadana zraka s. Neka se odrede sve
sjene.

Budu¢i da valjak moZemo smatrati stoScem s neizmjerno
dalekim vrhom na njegovoj osi, bacena sjena tog vrha na TJI
nalazi se neizmjerno daleko na zraci s' koja prolazi tlocrtom S'
srediSta gornje osnovke. Zraka s' je takoder baCena sjena osi
valjka, tangente povucene usporedno sa s' na tlocrt valjka granice
su, dakle, njegove bacene sjene na Ilv Ta sjena ide kao realna
do osi iX2, a ondje se lomi i prelazi na ravninu 772 Diralista 5',
6' tangenata na tlocrt valjka tlocrti su izvodnica na rastavnici.

Bacenu sjenu valjka na ravnini 77. zavrSava bacena sjena gornje
osnovke. Budu¢i da su bacene sjene paralelnih pravaca paralelni
pravci, a bacena sjena srediSta svake duzine pada, kad je rasvjeta
paralelna, u srediste njezine bacene sjene, bit ée baena sjena
jednog okomitog para promjera gornje osnovke na ravninu 77
par konjugiranih promjera njene baCene sjene. Na slici 31 oda-
brani su promjeri 12+ /7. i 34 | 772 BaCene sjene 7n 2n | s
i 3U4n 1X2 takav su konjugirani par. Bacene sjene izvodnica
rastavnice na ravninu 77 su okomite na osi X2 a diraju bacenu
sjenu osnovke u bacenim sjenama 5IP 6n njihovih tacaka 5, 6 na
gornjoj osnovci. Granicu bacene sjene valjka na ravnini 77: €ini
baCena sjena dijela gornje osnovke od tacke 5 preko taCaka 1,
4 do taCke 6, jer je taj dio gornje osnovne kruznice dio rastavnice.
Dio donje osnovke od noZiSta rastavnih izvodnica na suprotnu
stranu (5', 3'} 2', 6") dio je rastavnice na donjoj osnovci jer je
gornja osnovka osvijetljena a donja u samosjeni.

Sjena kosog kruznog valjka s osnovkom u T11 odreduje se na
isti naCin kao sjena uspravnog, samo je njegova bacena sjena
na TI1 paralelna s batenom sjenom njegove osi na toj ravnini.

Sjena kugle. Na si. 32 zadana je kugla svojim tlocrtom i
nacrtom i zraka svjetla koja prolazi njenim sredistem O. Treba
odrediti sve sjene. Sve zrake svjetla koje diraju kuglu €ine uspra-
van kruzni dirni valjak koji je dira duz glavne kruznice okomite
na zraci svjetla. Ta je glavna kruznica rastavnica kugle. Ako se,
prema tome, postavi stranocrtna ravnina 77s paralelno sa zrakama
svjetla a, recimo, okomito na TJL (%3 |s pa odredi tre¢a pro-
jekcije kugle i zrake s (0''3s bit ¢e stranocrt rastavnice kugle
promjer J'™ 2" stranocrta kugle okomit na stranocrtnu zraku
s jer je ravnina rastavnice okomita na ravninu 773 Odaberu li
se na rastavnici kugle okomiti promjeri 12, 3 4 tako da promjer
I 2 lezi u priklonici prve skupine a promjer 3 4 u sutraznici prve
skupine ravnine rastavnice, bit ¢e tlocrti 1' 2'3 3" 4' tih promjera®
koji se lako mogu dobiti iz stranocrta i bez tragova ravnine ra-
stavnice, mala i velika os tlocrta rastavnice. BaCene sjene tih
promjera 7j2p 3141 na ravnini 77s koje se pomocu stranocrta
takoder lako mogu odrediti, daju veliku i mala os baCene sjene
te rastavnice, odnosno kugle, na ravninu n i3 budué¢i da zbog
34 |1J1i34 L 12 ostaje 1Y2XJ 5j 4V Realna sjena na ravnini
1J1ide dakako samo do osi 2 Tu se ona lomi i prelazi na ravninu
772 Nacrt i baCena sjena rastavnice na 77. konstruirani su na posve
jednak nacin kao u tlocrtu, pomocu stranocrtne ravnine 77 L /7,
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i /711 s (2-s 1*")} pri ¢emu su odabrani okomiti promjer 56,
78 rastavnice koji leze u priklonici i sutraznici druge skupine
ravnine rastavnice. Na si. 32 prolazi ravnina 773 J_ 772 srediStem
0 kugle.

Metoda vraéanja. Kad se konstruiraju sjene jednog tijela
ili lika bacene na drugo tijelo, upotrebljava se obi¢no tzv. metoda
vracanja: na jednoj ravnini projekcija (111 ili /72 konstruira se
baCena sjena onog tijela ili lika koji baca sjenu i baCena sjena
drugog tijela, na koje pada sjena, sa svim njegovim bridovima,
ako ih ima. U tackama u kojima baCena sjena prvog tijela sijece
bacene sjene bridova, izvodnica ili kruznica drugog tijela povuku
se zrake svjetla natrag do tih bridova, izvodnica ili kruznica na
tijelu. Tako dobivene tacke na drugom tijelu, spojene, daju ba-
¢enu sjenu prvog tijela na drugom. Ako sjene padaju ha ravninu
/75 vraanje se izvodi u tlocrtu pomocu tlocrtnih zraka na tlocrt
drugog tijela, a pomoc¢u okomica na 0s X2 prenosi se sve u nacrt.
Isto tako to moze dakako biti u nacrtu. Ravnina na koju se baca
jedna i druga sjena ne mora uvijek biti 111 ili TJ2; to moZe biti
1 bilo koja druga za konstruktivne svrhe pogodna ravnina.

Sjena Supljeg stoSca. Svojim tlocrtom i nacrtom zadan
je na si. 33 Supalj uspravan kruzni stozac kojemu je uz rub iz-
vadene osnovke u njenoj ravnini s vanjske strane pri€vrs¢en kruzni
vijenac. Vanjski rub vijenca je kruznica k, a unutarnji njegov
rub je osnovna kruznica c stoSca. Vrh V tog stoSca nalazi se u
/Zjl, a osnovka mu je paralelna sal7l i zadana je tragom r2| %2
Rasvjeta je zadana zrakom s koja prolazi vrhom V. Rastavnica
stoSca dobit ¢e se tako da se odredi probodiste K* zrake s s ravni-
nom osnovke i tom tackom povuku tangente na osnovku. Dira-
lita tih tangenata, spojena s vrhom, daju izvodnice na rastavnici
stoSca. Buduci da je desni dio osnovne kruznice izmedu izvodnica
rastavnice sastavni dio rastavnice, bacat ¢e on sjenu u Supljinu
stoSca. Ta Ce se sjena vidjeti u tlocrtu jer se u tlocrtu vidi u unu-
tarnjost stoSca. Zamisljena sjena stoSca bacena na ravninu njegove
osnovke u suprotnom smjeru od smjera rasvjete sastojala bi
se od osnovne kruznice c, koja je sama svoja baCena sjena, i spoj-
nica njenih tafaka s tackom koja je sjena vrha baCena na tu
ravninu. Spoji li se noZiste 2 jedne izvodnice s tatkom V } moZe
se ta spojnica smatrati baenom sjenom izvodnice 2 V na ravnini
osnovke. Ako se sjeciStem 7 osnovke ¢ i spomenute spojnice povuce
zraka svjetla i njom presijeCe u tacki 7 izvodnica 2 V, bit ée
7* sjena tacke 7 bacena u Suplji stoZzac. Na slici 33 izveden je
taj konstruktivni postupak samo u tlocrtu. Sjena 3* baCena u

Sl &2



220

Suplji stoZzac tackom 3} u kojoj prva projicirajuéa ravnina zrake s
vrha V sijee osnovnu kruznicu c, naéi ¢e se tako da se tom pro-
jicirajuéom ravninom presije€e stoZac u izvodnici na Supljem ra-
svijetljenom dijelu, pa zrakom taCke 3 ta izvodnica presijeCe. To
sjeciSte je trazena tatka 3. Buduéi da se tlocrt te izvodnice po-
klapa s tlocrtom zrake s, odredit ¢e se najprije nacrt 3 " tacke
3 ,a onda njen tlocrt 3  Sjena kruznice c bacena u Supljinu
stoSca dio je elipse, jer se moze smatrati dijelom prodorne krivulje
zadanog stoSca i kosog kruznog valjka 3to ga Cine zrake svjetla
koje prolaze tatkom osnovne kruznice c. Ta se prodorna krivulja
raspada u kruznicu c i jo§ jednu elipsu, jer je ona Cetvrtog reda.

si. 33
Bacena sjena u Supljini stoSca konstruirana je samo u tlocrtu
jer se u nacrtu ona ne vidi.

Onaj dio stoSca koji je u Supljini osjenjen, s vanjske strane
je osvijetlijen. Dio vanjskog ruba kruznog vijenca (kruznica k)
bacat ¢e sjenu na taj s vanjske strane osvijetljeni dio stoSca. Oda-
berimo bilo koju izvodnicu stoSca na tom izvana osvijetljenom
dijelu, recimo neka to bude izvodnica 1 V. Spojnica 1 F* je bafena
sjena te izvodnice na ravninu kruznice k3a ta je kruznica u svojoj
ravnini sama svoja bacena sjena. Zraka svjetla koja prolazi sje-
ciStem 5 kruznice k i spojnice 1 F* sjeéi Ce izvodnicu 1V u ba-
¢enoj sjeni 5* tacke 5 na tu izvodnicu. Odabere li se vidljiva ra-
stavnica u nacrtu i nacrtna konturna osvijetljena izvodnica, mogu
se i na njima odrediti tatke baCene sjene na isti nacin. Najvisu
taCku 4* baCene sjene daje tacka 4 kruznice k, koja je u prvoj
projicirajuéoj ravnini zrake s vrha V. Buduci da ova projicirajuca
ravnina sijeCe stozac u izvodnici 3 V, nalazit ée se tacka 4*na
toj izvodnici. Kako se ova bacena sjena vidi samo u nacrtu, ona
je samo u nacrtu i konstruirana.

Sjene rotacione plohe. Na si. 34 zadana je rotaciona
ploha sastavljena od triju prikraéenih stoZzaca i dijelova triju
torusa, od kojih su dva konkavna a jedan je konveksan. Smjer
zraka svjetla €ini u tlocrtu s osi %2 45°, a u nacrtu 60°. Treba
konstruirati sve sjene tog tijela, i to samo u nacrtu.

Radi pojednostavnjenja konstruktivnog postupka pretpostavit
¢e se da se os tijela nalazi u ravnini 772 a smjer osi %2da je okomit
na toj osi, tj. tlocrti svih paralela tog tijela bit ¢e koncentri¢ne
kruznice.

KruZnicu u kojoj dio srednjeg konveksnog dijela torusa ne-
prekinuto prelazi u prikraéeni stozac oznaimo sa k. Nacrt k"
te kruznice neka bude i os %2 tj. pretpostavimo da kruZnica
k lezi u ravnini I1x. Zamislimo sada u na$ prikraéeni stoZac spu-
Stenu kuglu koja ga dira duz kruznice k. Duz kruznice k dirat
¢e ta kugla i srednji torus, jer se duz nje diraju torus i stozac.
Rastavnice oblih tijela mogu se smatrati geometrijskim mjestom
diralista ravnina paralelnih sa zrakama svjetla. 1z toga slijedi da
Ce rastavnica stoSca, torusa i kugle prolaziti istom tatkom kruznice
k, jer sva tri ova tijela imaju duZ te kruZnice zajednicke dirne rav-
nine. Buduéi da se srediSte O dirne kugle nalazi u ravnini 772
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prolazit ¢e njime drugi trag r2 L s" ravnine rastavnice. Njegovim
sjeciStem sa osi X2 prolazi prvi trag rx J_s' te ravnine, i taj trag
kruznicu k sijeCe u taCkama kojima prolaze rastavnice kugle,
stoSca i torusa. Te taCke spojene s vrhom zadanog stoSca daju
njegove rastavnice, koje su izvuCene do donje prelazne kruZznice
u donji konkavni torus. Tacke rastavnice na bilo kojoj paraleli
triju zadanih torusa traZe se na posve jednak nacin, jer se duZ
svake paralele mozZze umetnuti zamiSljena dirna kugla i prvim
tragom ravnine njene rastavnice presjei ta paralela u tackama
rastavnice. DuZ najuzih i najSirih paralela diraju rotacionu plohu
uspravni kruzni valjci, pa se ta Cinjenica upotrebljava pri odre-
divanju tacaka rastavnice na tim paralelama. Tj., tlocrtom zrake
svjetla dira se tlocrt tih paralela i dobivena diralista su trazene
tatke u tlocrtu. Nacrt je dakako na okomici.

Sve zrake svjetla koje diraju rotacionu plohu Cine valjak Cije
konturne izvodnice nacrta diraju konturu nacrta te rotacione
plohe. Konturne tacke rastavnice u nacrtu dobit ¢e se, prema
tome, tako da se nacrtom zrake svjetla dira nacrtna kontura ro-
tacione plohe, pa Ce diraliSta biti traZzene tacke. Najvisa i najniZa
tatka rastavnice nalaze se u onim tatkama meridijana paralelnog
sa zrakama svjetla u kojima zrake svjetla diraju taj meridijan.
Te se tacke konstruiraju tako da se opisani meridijan zarotira
oko osi tijela u polozaj paralelan s ravninom 772 odnosno, u
naSem sluCaju, u tu samu ravninu, a zajedno s njim se rotira i
jedna zraka koja tu os sijeCe. Zarotirani meridijan pada u konturni
meridijan nacrta, a nacrt zarotirane zrake konstruira se negdje sa
strane oko osi ox paralelne s osi 0 naSeg tijela. Radi jednostavnosti
uzimamo zraku koja sijeCe os X2 u istoj tacki kao os ox. Tacka
1 na toj zraci putuje po kruznici paralelnoj sallx do tacke 12'
u ravnini /72 dok zajedniCka taCka osi 0X osi %2 i naSe zrake
ostaje na miru. Spojnica sr" tog sjeciSta s tatkom 1T' je nacrt
trazene zarotirane zrake, s kojom je paralelan nacrt svake zrake
zarotirane oko osi o u ravninu 172 ili ravninu paralelnu s njom.
Ako se, prema tome, na konturni meridijan nacrta povuce tangenta
paralelna sa sT'3 pa diraliStem 2r" povuce nacrt paralele, nalazit
¢e se na tom nacrtu paralele nacrt 2" najviSe tacke 2 rastavnice.
Tackom 2T' povuCena tangenta je zarotirana zraka koja sijece
os o tijela, dakle nacrtom tog sjecista prolazi nacrt te zrake prije
rotacije, pa se na njezinom nacrtu nalazi nacrt 2" najviSe tacke
2 rastavnice; zbog toga ju je lako konstruktivno odrediti.

Bacenu sjenu na tom rotacionom tijelu dat ¢e donji kruzni
rub ¢ gornjeg zavrdnog prikra¢enog stodca. Najvisa tacka 3 ba-
Cene sjene nalazi se u istoj meridijanskoj ravnini u kojoj je i naj-
visa tacka rastavnice, a dobit ¢e se pomocCu iste, ve¢ opisane ro-
tacije. Tacka kruznice c kojoj sjena pada u najvisu tacku 3 bacene
sjene, nakon rotacije pada u krajnju lijevu tacku nacrta c" kru-
Znice c¢. Ako se tom tatkom povuce zraka sT' i njom presijece
konturni meridijan nacrta pa tim sjecistem 3 ” povuce okomica
na 0", nalazit ¢e se na toj okomici (paraleli) nacrt 3" najvise tacke
3 baCene sjene. Ali ta se tatka nalazi i na zraci povucenoj
sjeciStem nacrta osi 0 i spomenute zrake sT'3pa ju je lako odrediti.
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BaCene sjene ostalih taCaka kruznice c odreduju se metodom
vratanja. Ravninu kruznice ¢ smatrajmo ravninom 775 tako da
je ta kruznica sama svoja baena sjena u toj ravnini. Sjena neke
paralele, recimo a3 bafena na ravninu TIXbit ¢e kruznica ax po-
lumjera jednakog polumjeru te paralele. Tackama (4) u kojima
ta kruznica sijeCe kruznicu c povuku se zrake svjetla, i one tu
paralelu sijeku u tackama (<) krivulje baCene sjene. Ta sjecista
@) dobit ¢e se u tlocrtu, a njihovim nacrtima (4") u osi %2 = c"
povucene nacrtne zrake sijeku nacrt a" paralele a u nacrtima
(4J") trazenih tacaka. Osim ove baCene sjene postoji i bacena
sjena rastavnice i prikracenog srednjeg stoSca na donjem konkav-
nom torusu. Ta se sjena dobije tako da se odredi bacena sjena
il te rastavnice na ravnini kruznice k3 pa ova bacena sjena pre-
sijeCe baCenim sjenama paralela spomenutog donjeg konkavnog
torusa. Na isti naCin kao gore vracaju se dobivena sjeciSta na
te paralele, gdje tako dobivene tacke leze na ba€enoj sjeni rastavne
izvodnice .

Izvodnice rastavnice gornjeg i donjeg zavrSnog prikracenog
stoSca nisu u nacrtu vidljive, pa zato nisu ni nacrtane.

KOSA PROJEKCIJA

Sjena nekog predmeta bacena na ravninu projekcija moze se
smatrati i kosom projekcijom tog predmeta na tu ravninu. Kad bi
osim kose projekcije predmeta na takvoj ravnini bila zadana i
njegova okomita projekcija i kad bi osim toga bio odreden i smjer
kosog projiciranja, predmet bi tom kosom projekcijom bio pot-
puno odreden i po obliku i po veli¢ini i po smjestaju.

U daljnjim razmatranjima o kosoj projekciji uzet ¢e se ravnina
772kao ravnina slike, a kose projekcije neke tacke A i nekog pravca
a oznacit ¢e se sa A, odnosno a. Na si. 35 zadane su ravnine TIx
i 772 pri ¢emu je kao uvijek ravnina TLXoko osi X2 preloZena u
772 Osim toga tatkom O na osi x povucena je okomicay na rav-
ninu 772 (ta okomica je u /7\) i okomica z na ravninu TIX(ona
je u 77). Ova tri pravca mogu se smatrati osima X, y, z pravo-
kutnog prostornog koordinatnog sistema s ishodistem u O. Oda-
bere li se sada smjer kosog projiciranja tako da nacrt tog smjera
¢ini sa osi %kut a, projicirat ¢e se osy u tom smjeru na ravninu

TI2u pravac y 3koji izlazi iz ishodista 0 3a Cini s osi x kut a. Ako
se neka taCka 1 osi y projicira na pravcu y u tacku 1 tako da je

I0 = \-1'03 onda je kotangens priklonog kuta @ zrake kosog
projiciranja prema ravnini slike 772 jednak Vrijednost tog
kotangensa, odnosno omjera kose projekcije 1O duzine 1O prema
njenoj pravoj veliCini (E: 1= £), zove se prikrata kose pro-
jekcije. Kutom a i prikratom smjer je kosog projiciranja prema
tome odreden.

Na si. 35a zadana je tlocrtom i nacrtom neka tacka 2 tako
da je ona jednako daleko od ravninaxy = 1I8xz = [72iy z = 773
a spojnica 2'2" sijeCe os * u taCki K. Povuce li se tatkom K
pravac 2 K |y ina njega od tacke K do tatke 2 nanese polovica

duzine 2' K (tj. 2'2 | V 1)3bit ¢e tacka 2' kosa projekcija tlocrta
2' tacke 2. Buduéi da kose projekcije duzina paralelnih s rav-
ninom slike 112 ostaju paralelne i jednake tim duzinama, hit ce

kosa projekcija 2 taCke 2 krajnjatacka duzine 2 2" # K 2'. Ocito
je 1 22'# K 2". Spusti li se okomica iz tacke 2 na ravninu
113=yz} bit ¢e tatka 2" kosa projekcija projekcije 2"' taCke
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2 na tu ravninu. Kao §to je odredena kosa projekcija tacke 23
tako se moze odrediti kosa projekcija svake tacke koja je zadana
svojim tlocrtom i nacrtom. Odrede li se na osima o iy tacki K
analogne tacke L3 M3 dobit ¢e se kosa projekcija kocke kojoj
pobocni kvadrati uz ishodiste O leZe u ravninama xy3xz iy z3
a tacka 2 joj je vrh nasuprot ishodistu O. Kosa projekcija pobocke
te kocke u ravnini az i s njom paralelna pobocka bit ¢e kvadrati
u pravoj veli¢ini, jer jedna od njih leZi u ravnini slike a druga je
s njom paralelna.

Slika kocke na si. 35 a moze se nacrtati tako da tatka 2 bude
ili vidljiva ili nevidljiva. U prvom slucaju imamo pogled odozgo3
a u drugom slucaju pogled odozdo. Od ovih dvaju moze se uzeti
bilo koji, jer je konstruktivni postupak u oba slucaja isti. U prvom
je slu€aju kocka koso projicirana i gledana odozgo dolje i zdesna
nalijevo, a u drugom slu€aju odozdo gore i slijeva nadesno. Na
si. 35 a prikazan je prvi slu€aj. U kosoj projekciji nekog prakti€nog
objekta moze se odabrati jedan ili drugi pogled, ve¢ prema tome
koja se strana Zeli vidjeti.

Kutom a i prikratom je smjer kosog projiciranja odreden, a
taj kut i ta prikrata mogu se uzeti po volji, ali se u praksi ne smiju
uzimati tako da slika dobije neprirodan izgled, kao npr. kosa
projekcija kocke na si. 35 b. Najprirodnije slike se dobiju uz pri-
kratu £--8 i kut a = 30--450.

Na si. 36 nacrtana je kosa projekcija prakticnog objekta koji
je zadan tlocrtom i nacrtom, na isti naCin kako je to ucinjeno

s taCkom 2 na si. 35. Prikrata je f a kut a = 45°. QOdabran je
pogled odozgo.

Budu¢i da su kose projekcije paralelnih pravaca paralelni
pravci a kose projekcije poloviSta duZina su polovista kosih pro-
jekcija tih duZina, bit ¢e kosa projekcija okomitog para promjera
kruznice par konjugiranih promjera elipse u koju se kruznica
koso projicira. Kad se crtaju kose projekcije kruznica paralelnih
s koordinatnim ravninama, odabrat ¢e se dakako njihovi promjeri
paralelni s koordinatnim osima.

Na si. 37 zadana je kosa projekcija uspravnog kruznog stoSca
produZenog preko vrha; os se stoSca poklapa s osi z, a donja
osnovka mu lezi u ravnini xy. Prikrata je f a kut a = 45°.
Tragovima r2 L x i rx\y zadana je kosa projekcija ravnine
paralelne s osimay3z kojom treba presje€i taj stoZzac. Pri crtanju
gornje i donje osnovke stoSca, koje su jednako daleko od vrha,
uzeti su njihovi promjeri u osima *, y dolje, a paralelno s njima
gore. Buduci da je presjeCna ravnina paralelna s izvodnicama
stoSca u ravnini y z3 bit ¢e traZeni presjek hiperbola. Postave li
se duZ izvodnica u ravnini y z dirne ravnine, sje¢i ¢e one, kao
Sto je poznato, ravninu presjeka u asimptotama presjeCne hiper-
bole. Te su asimptote sa spomenutim izvodnicama paralelne i
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prolaze sjecistima traga s prvim tragovima dirnih ravnina.
Ti prvi tragovi diraju osnovku u noZistima spomenutih izvodnica
u ravnini 'y z. U sjeciStima presjeCne ravnine s osnovkama stoSca
nalaze se Cetiri taCke presjeCne hiperbole, a u sjecistima drugog
traga r2 s izvodnicama stoSca u ravnini x z nalaze se tjemena te
hiperbole. Kosim projekcijama asimptota i kosim projekcijama
spomenutih taCaka kosa je projekcija presjeCne hiperbole odredena
i ona se moze nacrtati. Pojedine tacke te hiperbole mogu se dobiti
i pomoc€u probodista pojedinih izvodnica s ravninom presjeka.

Radi $to jednostavnijeg konstruktivnog postupka pri crtanju
kose projekcije nekog tijela, moze se uzeti i prikrata 1, tj. sve
dimenzije u smjeru osi y mogu se prenositi u pravoj veliCini.
Na si. 38 zadan je nacrt Cetvrtine Supljeg valjka kojemu je os
os y i jedan Suplji poluvaljak manjeg polumjera kojemu je os
0s x. Oba su tijela iznad ravnine xy. Treba konstruirati kosu

projekciju prodora tih dvaju tijela s pogledom odozgo uz prikratu
1i a = 45°. Nacrtani nacrt je kosa projekcija presjeka tih tijela
s ravninom x z. Presijeku li se oba ova valjka ravninama uspored-
nim s ravninom xy, sjeéi ¢e se dobivene presjecne izvodnice u
taCkama prodorne krivulje. Neka je r2| x drugi trag takve po-
mocne ravnine koja sijeCe osnovku uzeg poluvaljka u tragu r3
Kosa projekcija tog traga sijeCe kosu projekciju osnovke u taCkama
1™, 2" kojima prolaze kose projekcije presjecnih izvodnica
il3i2tog valjka i te ravnine. SjeciStem 1", 2" traga r2s osnovkom
Sireg Cetvrtvaljka u ravnini x z prolazi presjecna izvodnica i3
tog Cetvrtvaljka i naSe pomoc¢ne ravnine. SjeciSta 1, 2 tih triju
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izvodnica su tacke prodorne krivulje. Slika je izvucena s pogledom
odozgo.
KOSA AKSONOMETRIJA

Kad smo crtali kosu projekciju nekog predmeta, zamisljali
smo taj predmet vezan uz koordinatni sistem 0(x3y3z)3 koji
smo onda zajedno s promatranim predmetom koso projicirali
na koordinatnu ravninu xz. Zamislimo sada taj koordinatni
sistem, zajedno s predmetom koji je uz njega vezan, postavljen
u prostoru bilo kako s obzirom na ravninu slike, i sve to koso
projicirajmo na tu ravninu. Takva slika predmeta bit ¢e nacrtana
u kosoj aksonometriji. Crtanje slika raznih predmeta u kosoj akso-
nometriji poCiva na Pohlkeovu stavku koji glasi: Ako su u ravnini
nacrtane tri nejednake duZine koje izlaze iz jedne tatke a sve
tri ne leZze na jednom pravcu, onda se te duZine mogu smatrati
kosom projekcijom triju jednakih negdje u prostoru smjestenih
duzina, koje izlaze iz jedne taCke i medu sobom su okomite.
Takvu tvorevinu zvat ¢emo pravilnim pravokutnim trokrakom.

Ako se, prema tome, povuku jednom tatkom O tri pravca

X, y>z po volji (si. 39 a) i na svaki od njih nanese bilo kakva du-
Zina od tacke O, mogu se te duZine smatrati kosom aksonome-
trijskom slikom nekog pravilnog pravokutnog trokraka, odnosno
pravokutnog prostornog koordinatnog sistema 0(x, y, z), gdje
su krajnje taCke tih triju po volji odabranih duzina slike jedini¢nih
taaka na osima vy, z, uz jednake jedinice u prostoru. Pretpo-
stavi li se da su te tri jedinicne duzine bridovi kocke vrha O,
lako je nacrtati sliku Citave te kocke (si. 39 b). Da ta slika kocke
bude prirodna, treba slike bridova na osima x3z uzeti priblizno
jednake, a sliku brida na osi y priblizno za pola manju od spo-
menutih dviju. Kad se odabira slika x3y 3z osiju X,y, z, treba jo$
uzeti da je <€ xz jednak 120-1300 a <€y z da bude 130---1400.

si. 39

Drzeéi se tih uvjeta dobit ¢e se u kosoj aksonometriji prirodan
izgled slika. Kao u kosoj projekciji, mogu se i u kosoj aksono-
metriji slike predmeta crtati s pogledom odozgo (si. 39 a), ili
s pogledom odozdo (si. 39 b).

Ako je zadan neki objekt njegovim tlocrtom i nacrtom, tacno
dimenzioniranima u nekom zadanom mijerilu, koje mozZe biti
zadano i graficki, mozemo metodom koordinata nanijeti u kosu

aksonometrijsku sliku koordinatnog sistema O (x3y3 z) svaku
taCku isto takvog objekta, ako se zadaju tri po volji velike duzine
dX3 dy3 dB koje ¢e se smatrati slikama jedini¢nih duZina na osima
x3y3z. U tlocrtu i nacrtu zadanog objekta treba ovaj smjestiti
u zgodno odabrani koordinatni sistem, da bi prenoSenje taCaka
iz koordinatnog sistema u tlocrtu i nacrtu u koordinatni sistem
kose aksonometrijske slike bilo S§to jednostavnije. Pri crtanju
kosih aksonometrijskih slika kruznica koje leze u ravninama
xy 3x z3y z3ili su s njima paralelne, uzimat ¢e se njihovi promjeri
paralelni s osima x3y3z3jer su oni medu sobom okomiti, pa ¢e
njihove slike biti parovi konjugiranih promjera slika tih kru-
Znica.

Namjesto duzina dX3 dy3dz mogu se zadati i omjeri njihovih
duljina, npr. dx\dy :dz = 9:8:10. Pomocu tih omjera mogu
se konstruktivno odrediti prikrate svake duzine na bilo kojoj
osi, ili paralelne sa ma kojom osi. Kako se to izvodi vidjet e se
na si. 40 c.

Na si. 40a zadan je tlocrtom i nacrtom stalak od lijevanog
Zeljeza, kojemu ¢emo izrezati desnu donju Cetvrtinu. U tlocrtu
i nacrtu zadano je ishodiSte O i zgodno smjeStene osi x3y3 z.

Slike y3z osi x,y, z zadajmo po volji, drze¢i se uvjeta pri-
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SI. 40

rodnog izgleda slike, a slike jedini¢nih duzina na slikama osi
neka su zbog oblika objekta zadane ovako dx :dy :dz = 9 : 8 : 10.

Oko krajnje tacke K poluzrake z° opisan je na si. 40 ¢ kruzni
luk kojemu je polumjer jednak deset bilo kakvih jedinica. Od
sjeciSta 5 na toj poluzraci nanesene su na taj luk tetive duge
9 i 8 tih istih jedinica, a krajnje tactke spojene su s tatkom K.
Dobivene poluzrake oznacene su sa x° iy°. Odluci li se da se ko-
ordinate z sa si. 40 a prenose na si. 40 b u istoj veli€ini, prenijet
¢e se koordinate x iy sa prve na drugu sliku ovako: u Sestar se
uzme Sirina tlocrta O' A' zadanog objekta na osi y, pa se oko
taCke K opiSe tim polumjerom luk do zrake y°. Duljina tetive
tog luka od zrake z° do zrake y° bit ée jednaka duljini slike te

duzine na osi y. Isto tako se kruznim lukom polumjera O'B'3
opisanim oko K od zrake o ° do zrake x°} dobiva polovina duljine

slike na osi x. Analognim prenoSenjem svih ostalih tacaka tlocrta

sa si. 40a na kosu aksonometrijsku sliku xy ravnine xy na si.
40 b dobit ¢e se slika tlocrta zadanog objekta. Preno$enjem visina
pojedinih tacaka zadanog objekta sa si. 40 a na si. 40 b, gdje ¢e

slike tih visina biti na paralelama sa slikom z osi z, bit ¢e sastavljena
kosa aksonometrijska slika zadanog objekta.

si. 41

Na si. 41 nacrtana je u kosoj aksonometriji slika usprav-
nog kruznog valjka kojemu je osnovka u ravnini x y3 a
0os mu se poklapa sa osi .. Slike para promjera osnovke
okomitih na osima x3 (par konjugiranih pomjera) odabrane
su po volji, jer se to na temelju Pohlkeova stavka moze
uciniti. Osim toga je slikama ri3rZ3r3tragova u ravninama
Xxy3x z iy z zadana i jedna ravnina. Neka se odredi slika
presjeka te ravnine sa zadanim valjkom.

Poboc¢ne ravnine dirne kvadratne prizme tog valjka,
koje su paralelne s ravninama x z iy z3diraju taj valjak u
izvodnicama koje leze u ravninama x z iy z. Buduéi da te
dvije ravnine ¢ine okomit dijametralni par, bit ¢e u slikama
r@r3 tragovar2 r3par konjugiraninh promjera slike presje-
Cne elipse. Presjecnice s pobocnim ravninama spomenute
dirne prizme bit ¢e tangente u krajnjim tackama tog para
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konjugiranih promjera. Konturne tacke presjecne elipse nalaze
se na presjecnici s ravnine konturnih izvodnica s presje€nom
ravninom. Ta presjeCnica prolazi sjeciStem prvih tragova tih
dviju ravnina i srediStem presjecne elipse. Na slici 41 sijeku
se prvi tragovi tih dviju ravnina daleko, pa je ravnina presjeka
presjeCena najprije ravninom paralelnom s ravninom konturnih
izvodnica valjka (trag r4| r5. TraZzena presjecnica s, koja pro-
lazi srediStem presjecne elipse, paralelna je s dobivenom pre-
sjecnicom sx

Radi jednostavnijeg konstruktivnog postupka u kosoj aksono-
metriji moZe se omjer prikrata na osima x3y3z uzeti 1:1:1
U tom se slucaju sve tri dimenzije prenose na kosu aksonometrij-
sku sliku bez prikrata, direktno sa zadanih tlocrta, nacrta ili
bokocrta.

ORTOGONALNA AKSONOMETRIJA

Projicira li se koordinatni sistem O {x3y 3z) i uz njega povezani
objekt okomito na ravninu slike, bit ¢e taj objekt prikazan u or-
togonalnoj aksonometriji. Neka su na si. 42 a zrake O x30 y 30 z
ortogonalne projekcije koordinatnog sistema na ravninu slike,
a njegove osi x3y3z neka tu ravninu probadaju u tackama X3
Y3Z. Buduéi da se ovdje radi o okomitom projiciranju, a rav-

nina xy je okomita na osi z3mora biti z + X Y3jer je X Y trag
ravnine xy u ravnini slike, a £ projekcija na nju okomitog pravca.

Isto tako je YZ +x i XZ+y. TrokutX YZ zove se tracni
trokut osnog kriza. OpiSe li se oko duzine X Y polukruzZnica i

ona produzenom osi z presije¢e u tacki (0)3bit ¢e ova tacka is-
hodiste O prevaljeno oko traga X Y u ravninu slike, buduéi da
je (O) X = (x) J_(0) Y = (y),; dakle su i (x)3 (y) prevaljene
osi Xx>y. Sjeciste N traga X Y s okomicom 0 (0) je srediSte te
rotacije. Prevali li se pravokutni trokut N OZ oko stranice N Z
u ravninu slike, pada prelozena tacka 0° na polukruznicu opisanu
oko promjera N Z jer je N O J OZ3dakle i N 0° L0°Z = z°.

7
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OCcito je N (O) = N 0°, jer je to ista duZina dva puta preloZena.
Od tacke (O) na osi (x), (y) i od tatke Oo na os £° nanesena je
neka duZina d, pa su odredene njezine projekcije dx3 dy3 dz na
slikama x, y3z osi. Smatraju li se ove duzine, koje izlaze iz tacke
0 3slikama bridova kocke kojoj je -ishodiste O jedan od vrhova,
vrlo je lako, nacrtati i sliku Citave te kocke. Ta kocka, kao i slika
svakog drugog objekta u ortogonalnoj aksonometriji, moze biti
izvucena s pogledom odozgo ili s pogledom odozdo. Na si. 42 a
izvucena je slika kocke s pogledom odozdo. Lijepe i prirodne slike
dobivaju se u ortogonalnoj aksonometriji ako je <€ x z oko 110°,
a yz 120-130°.

Tlocrtom i nacrtom zadan je na si. 42 b jednostavniji leZaj,
koji treba prikazati u ortogonalnoj aksonometriji uz osni kriz
zadan na si. 42 a. Taj objekt treba zamisliti smjeSten u koordi-
natni sistem 0(x, y, z) onako kako je to ucinjeno na si. 42 b.
Na si. 42 d nacrtana je najprije ortogonalna aksonometrijska slika
tog osnog kriza, u koju je onda smjestena slika zadanog pred-
meta. Sve duzine paralelne s osima  y3z prikraene su na toj
slici u istom omjeru u kojemu su duzZine dx3 dy3 dz prikracene
prema duzini d. Konstruktivno se to izvrSava ovako: oko tacke
K jedne poluzrake s na si. 42 ¢ opisan je luk s polumjerom d3
koji tu poluzraku sijece u tacki S. Ako se taj luk sada presijeCe
lukovima oko tacke S3a polumjera jednakih dx3 dy3 dZ3i dobivene
tacke spoje s tatkom K, dat ¢e spojnice x°, y°3z° zrake pomocu
kojih se konstruiraju prikrate. OpiSe li se npr. oko K luk s polu-
mjerom O'A' jednakim duzini OA na osiy si. 42 b, onda je
duljina tetive na tom luku izmedu zraka s3y° jednaka duljini
aksonometrijske slike O A duzine OA na osi y si. 42d. Ucini

li se to isto s lukom polumjera O' B'3 bit ¢ée duljina 0 5 na si.
42 d jednaka duljini tetive tog luka izmedu zraka i i x°. Na isti
se naCin odreduju slike taCaka tlocrta Citavog objekta. Ako li
se u tackama slike tog tlocrta na si. 42 d nanesu paralele s osi

z3 pa na njih istim nafinom pomocéu zrake z° prikracene visine
tacaka tog objekta iznad ravnine nacrta, bit ¢e sastavljena Citava
ortogonalna aksonometrijska slika tog objekta.

Slike kruZznica koje leze u ravninama paralelnim s ravninom
x z (elipse) odredene su slikama njihovih promjera paralelnih s
osima  z3 koje ¢e slike dati par konjugiranih promjera slika
tih kruznica. U ortogonalnoj aksonometrijskoj slici kruznice
lako se nacrtaju velika i mala os, jer je velika os jednaka pravoj
veli€ini promjera i paralelna s tragom ravnine u kojoj se nalazi,
a mala je os projekcija promjera u priklonici te ravnine. Npr.
O K na si. 42 a je mala poluos slike kruznice sredista O u ravnini
Xy, a polumjera jednakog duzini 0°K®°.

Kad bi si. 42b bila dimenzionirana tako da bi numericki
bila oznafena duljina svakog njenog brida, mjerena jedinicama
nekog mjerila (recimo u centimetrima), onda bi se naSle prikrate
za jedinicu tog mjerila na osima x3y3z3 kao $to je to ucinjeno
za duzinu d3pa bi se sastavila mjerila za sliku svake osi posebno.
Pomoéu tih mjerila mogla bi se metodom koordinata na si. 42 d
nacrtati slika bilo koje tacke zadanog objekta, prenoseéi je sa
si. 42 b, dakle i nacrtati slika Citavog objekta.

Kugla. Kako je
poznato, okomita je
projekcija kugle na ne-
ku ravninu kruZnica
kojoj je polumjer jed-
nak polumjeru kugle.
Ortogonalna  aksono-
metrijska slika kugle
bit ¢e dakle kruZnica.
Na si. 43 zadana je
ortogonalna aksonome-
trijska slika kugle sa
srediStem u ishodiStu
O koordinatnog siste-
ma koji je u prostoru
odreden tranim tro-
kutom X Y Z. Sli-
ke presjecnih kruzni-
ca te kugle s koor-
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dinatnim ravninama dobit ¢e se tako da se odrede probodista
osi x3y3z s tom kuglom (vidi kako je dobivena duzina dz na si.
42 a). Slike dobivenih probodista krajnje su tacke parova kon-
jugiranih promjera elipsi koje su slike presje€nih kruznica.
Velika os slike presje€ne kruznice s ravninom xy paralelna je
s tragom X Y i jednaka promjeru kugle. Slika promjera te kru-

Znice na priklonici O N 3koja je mala os te elipse, dobije se pomodu
preklopljenog poloZaja 0°N priklonice, na kojoj se taj promjer
vidi u pravoj veliCini. Posve jednako crtaju se slike presjecnih
kruznica i s preostalim dvjema koordinatnim ravninama.

Uz koordinatni sistem kojemu je traCni trokut istostran (tj.
gdje su sve tri prikrate jednake) zadana je ortogonalna aksono-
metrijska slika kugle iz koje izlaze valjci polumjera jednakih
polovici polumjera te kugle, a kojih se osi poklapaju s osima

~ i £ (si. 44). Od tih valjaka crtan je samo gornji dio iznad ravnine
slike, a izrezana je i prednja osmina Citavog tog sastavljenog
objekta. Pretpostavimo da je projicirajuéa ravnina osi  strano-
crtna ravnina (z = 3. Tacka OO bit ¢e tada stranocrt srediSta
kugle a £° stranocrt osi o. Prodorna kruznica k zadane kugle s
valjkom kojemu se os poklapa s osi £ projicira se na ovu strano-
crtnu ravninu kao tetiva k' stranocrta kugle, jednaka polumjeru
te kugle. Stranocrt gornje osnovke tog valjka duZina je paralelna
i jednaka stranocrtu donje prodorne kruznice. Buduci da strano-
crti tih kruznica leze na priklonicama svojih ravnina, koje prolaze
srediStima tih kruZnica, bit ¢e slike promjera na tim priklonicama
male osi slika kruznica. Buduci da je velika os tih slika paralelna
s tragom ravnine, koji je paralelan s tragom X Y3i jednaka pravoj
veli€ini promjera, dakle jednaka pravoj veli€ini stranocrta pro-
matranih kruZznica, lako je nacrtati ortogonalnu aksonometrijsku
sliku tih kruznica.

Slika drugog valjka mogla bi se nacrtati na posve jednak nacin
kao prvog, sa projicirajuéom ravninom osi x kao stranocrtnom
ravninom. Ali to nije potrebno jer su, zbog jednakih prikrata

na sve tri osi, slike obaju valjaka jednake, pa sliku sa osi z treba

samo prenijeti na os x. Zbog istog razloga bit ¢e i slike dijelova
presjeka zadane kugle s ravninama xy iy z jednake, a mala os
slike presjeka s ravninom x z takoder je jednaka malim osima slika
prvih dvaju presjeka. Na slici 44 izvuceni su samo oni dijelovi
tih triju presjeka kojima je ograniena izbacena osmina objekta
kao cjeline.

Ortogonalna aksonometrijska slika nekog predmeta moze se
nacrtati i uz dane omjere prikrata dx3 dy, dz neke duzine d na
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osima Xjy i z. Neka je, recimo, dx :dy\dz=m :n :p. Ako
se sastavi trokut kojemu su stranice jednake kvadratima duljina
m3n, p u bilo kakvim jedinicama mjerila, pa na produzenu os-
novku (p2 nanesu, kao na si. 45, od vrhova desno i lijevo stranice
ra2 w2 dat Ce spojnice dobivenih taaka s vrhom (W2 x m2 slike

Xjy osi x3y3a okomica u tom vrhu povucena na osnovku (p2

je slika z osi z. NajljepSe slike u ortogonalnoj aksonometriji do-
biju se ako je priblizno dx :dy :dz =9 :5 : 10.

ZAVOJNICA | ZAVOJINE PLOHE

Putuje li neka tatka na plastu uspravnog kruznog valjka tako
da se jednoliko kre¢e oko osi valjka i istovremeno jednoliko dize
ili spuSta u smjeru te osi, opisuje ona na tom plastu krivulju koja
se zove zavojnica ili cilindricna spirala. Na temelju te definicije
konstruirana je na si. 46a ortogonalna projekcija zavojnice. Zbog

simetricnosti tlocrta nacrtana je samo njegova donja polovica,
a 0s zavojnice je u ravnini /72 Kao $to se vidi, zavojnica je trans-
cendentna krivulja, tj. ona se ponavlja i proteze u neizmjernost.
Dio ove krivulje koji opisuje jedna njena tacka tokom jednog
obilaska oko osi zove se hod ili zavoj te krivulje. Razvijelise u
ravninu plast valjka s jednim zavojem njegove zavojnice koja
po€inje u nozisnoj tacki izvodnice duz koje je plast razrezan, bit
¢e razvijena zavojnica dijagonala razvijenog
plasta, koji je, kao Sto je poznato, pravokutnik.
Visina h tog pravokutnika zove se visina hoda
zavojnice. Zbog opisanog jednolikog sastavljenog
gibanja tacke na plasStu valjka bit ¢e sve tangente
zavojnice jednako nagnute prema osi kao i prema
ravnini 11X Ovaj kut a jednak je kutu Sto ga
razvijena zavojnica (dijagonala) Cini s osnovkom
razvijenog pravokutnog plasta valjka. Dakle
tga = hl2r 7, akojer polumjer osnovke valjka.
Zamislimo sada osnovku naseg valjka kao osnovku
uspravnog kruznog stoSca kojega su izvodnice
paralelne s tangentama zavojnice. Visina v tog
stoSca zove se reducirana visina zavoja nase za-
vojnice. lzdvoomjerah :v = 2re:r= 2iz:1
moze se lako konstruirati v ako je poznato h (si.
46 b). Pomodéu nacrta tog stoSca lako je odrediti
nacrt tangente u svakoj taCki nacrta zavojnice.
Treba, npr., odrediti nacrt tangente u tacki A.
U tlocrtu se odredi tlocrt i' izvodnice stoSca
koji je paralelan s tlocrtom i' tangente zavojnice
u tacki A i nacrta se nacrt i" te izvodnice. U
nacrtu je i" J t". U infleksionim tatkama nacrta
zavojnice (tatkama na nacrtu osi) bit ¢e tangente
paralelne s kontumim izvodnicama nacrta tog
stoSca. Tangentom i okomicom u diralistu spu-
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Stenom na os poloZena ravnina je tzv. oskulaciona ravnina zavoj-
nice u tom diraliStu. Ova ravnina sijece valjak u elipsi kojau tom
diraliStu ima sa zavojnicom tri neizmjerno blize zajedniCke tacke.
Poloze li se vrhom malo prije spomenutog stoSca ravnine paralel-
ne sa svim oskulacionim ravninama zavojnice, omatat ¢e te ravnine
taj isti stozac. Oskulaciona ravnina zavojnice u tacki B u nacrtnoj
konturnoj izvodnici valjka (nacrt B" je tjeme nacrta zavojnice) bit
Ce paralelna s osi % 2a sjeci Ce valjak u elipsi. Ta se elipsa projicira
na I12u elipsu kojoj je velika os jednaka promjeru valjka, a mala po-
luos jednaka reduciranoj visini v zavojnice. Buduéi da nacrt te elipse
oskulira nacrt zavojnice u njenom tjemenu B "3 imat ¢e oba ova na-
crta zajednicko srediSte zakrivljenosti. Na temelju poznate konstru-
kcije sredista zakrivljenosti u tiemenima elipse dobije se polumjer
zakrivljenosti nacrta zavojnice u tjemenu B" tako da se u nacrtu
vrha reduciranog stoSca povuce okomica na jednu njegovu kontur-
nu nacrtnu izvodnicu i njom presijee os %2 (tlocrt osnovke).
Udaljenost tog sjeciSta do nacrta srediSta osnovke jednaka je tra-
Zzenom polumjeru. Svaka je zavojnica odredena, kako se vidi iz
dosadanjih razmatranja, svojom osi, jednom tackom i bilo kutom
uspona (kutom tangenata) bilo visinom zavoja.

Vrti li se zavojito, na isti nacin kao jedna tacka, jedan Citav
pravac, opisat ¢e on prav€astu zavojnu plohu3dok bi neka ravninska
ili prostorna krivulja na taj nacin zavojito okretana opisala op¢u
zavojnu plohu. Za prakti¢ne svrhe sluze obi¢no samo pravCaste
zavojne plohe. Ako se valjak sa zavojnicom vrti oko svoje osi
i istovremeno giba u smjeru svoje osi tako da se za vrijeme
jednog punog okreta (360°) oko osi valjak pomakne za visinu
zavoja zavojnice, putovat ¢e zavojnica sama u sebi. Ova osobina
zavojnice sluzi za konstrukciju vijaka.

Na si. 47 prikazana je konstrukcija vijka tzv. dvostrukog
pravokutnog nareza. Taj vijak nastaje time Sto se jednaki kvadrati
A3B3C3D u ravnini osi zavojito oko te osi okre¢u tako da donji
vanjski vrh kvadrata D nakon jednog obilaska oko osi dode u
vanjski gornji vrh kvadrata A. Visina hoda zavojnica svih vrhova
tih kvadrata jednaka je onda Cetverostrukoj stranici kvadrata.
Stranice paralelne s osi opisuju valjke (unutarnji i vanjski), a
stranice okomite na os opisuju tzv. uspravne zatvorene pravcaste
zavojne plohe. Prostor do osi omeden dijelovima tih valjaka i
zavojnih ploha, koji su dobiveni zavojnim gibanjem stranica spo-
menutih kvadrata, ispunjen metalom ili drvetom, zove se vijak
ili zavrtanj. Preostali dio prostora ispunjen tom materijom zove
se matica ili navrtka tog vijka. Na si. 47 a nacrtan je vijak, a na
si. 47b nacrtana je njegova matica u osnom presjeku.

Kad bi se zavojito gibali samo kvadrati A3 B uz polovi¢nu
visinu hoda, dobio bi se vijak jednostrukog pravokutnog nareza.
Namjesto kvadrata mogu biti i drugi oblici, npr. trokuti, trapezi
itd. Ti se oblici zovu narez vijka.

SI. 47
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Sl. 48

Osim na vijcima, zavojnice se u praksi primjenjuju i pri pro-
jektiranju zavojnih stubiSta. Na si. 48 konstruirano je pojedno-
stavnjeno zavojno stubiSte u ortogonalnoj aksonometriji uz pri-
krate 9 : 5 : 10. Tlocrt valjka dobiven je u aksonometriji i razdi-
jeljen na 12 jednakih dijelova pomocu poloZaja prevaljenog oko
traga X Y. U prevaljenom polozaju razdijeljen je tlocrt valjka
na jednoj Cetvrtini osnovke i razdioba je prenesena na sliku tlocrta,
a tamo su ostale taCke razdiobe dobivene pomocéu kose aksijalne

simetrije sa osi x3y i centralne simetrije sa srediStem O.

PERSPEKTIVA
Perspektiva. Ako sve zrake projiciranja prolaze jednom
tackom, koja se naziva srediStem ili centrom projiciranja (takoder
oc¢nom taCkom), takvim se projiciranjem nastale projekcije objekata
ili geometrijskih tvorevina zovu centralnim projekcijama ili per-
spektivnim slikama tih objekata ili geometrijskih tvorevina. (Ovakva
perspektiva zove se joS i linearna perpektiva, jer postoji i perspek-
tiva u kojoj se pravci prikazuju kao vrlo slabo zakrivljene kri-
vulje.) U centralnoj projekciji ili perspektivi mogu se ne samo
prikazivati razni objekti nego se pomocéu nje mogu, kao i u ostalim
projekcijama, rjeSavati mnoge prostorne geometrijske zadace.
SrediSte projiciranja zadaje se u prostoru
tako da se na ravnini projekcija (ravnini sli-
ke) nacrta okomita projekcija Oc sredisSta
projiciranja O, koja se zove glavna tacka
slike, a oko nje se opiSe kruznica kojoj je po-
lumjer jednak udaljenosti sredista O od rav-
nine slike. Ova udaljenost zove se distancija,
a opisana kruznica naziva se distancionom
kruznicom (distantnim krugom).
Pravac u centralnoj projekciji- Na
perspektivnoj slici prikazuje se pravac, re-
cimo p na modelu si. 49 a, tako da mu se
nacrta probodiste P s ravninom slike (27) i
centralna projekcija Pn njegove neizmjerno
daleke tacke (si. 49 b). Tacka Pn (ili Pn) zove
se nedogled pravcap}atim nedogledom je zbog
OPn Up odreden smjer pravca p u prostoru.
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Buduci da je pravac jednom tackom i smjerom u prostoru odreden,
to je i pravac p taCkama P*Pnu prostoru odreden. Iz toga, dalje,
izlazi da svi paralelni pravci imaju zajednicki nedogled. Centralna
projekcija nekog pravca p, ili taCke L, biljeZi se pci Lc. Perspektiv-
nom slikom Lc bit ¢e tatka L u prostoru odredena tek ako lezi na
nekom pravcu, jer taCka Lc je centralna projekcija svih tacaka jedne
projicirajuce zrake (v. si. 49 a i b).

Ravnina u centralnoj projekciji. Analogno kao pravac
prikazuje se u perspektivi i ravnina. Tragom r ravnine g (v. si.
49 a i b) i njenim poloZajem u prostoru ta je ravnina u prostoru
odredena. Ako se srediStem O poloZi ravnina ox| g, pa njome
presijeCe ravnina slike 77 u pravcu rn, bit ¢e, zbog | a
i rn|r. Pravac rn je centralna projekcija neizmjerno dalekog
pravca ravnine g} a zove se nedogledni trag ili nedoglednica te rav-
nine. Buduéi da je nedoglednicom rn odreden poloZaj ravnine
g3a trag r je jedan njen pravac, to je pravcima r, rnta ravnina u
prostoru odredena. |z toga takoder izlazi da paralelne ravnine
imaju zajednicku nedoglednicu. Jedan pravac neke ravnine sijeCe
sve ostale pravce, pa i neizmjerno daleki pravac te ravnine. lIzlazi,
dakle, da ¢e se pravac p nalaziti u ravnini gsamo onda ako mu
je probodiste P u tragu r, a nedogled Pn u nedoglednom tragu
rn te ravnine. Pravci kojima samo nedogled lezi u nedoglednom
tragu neke ravnine paralelni su s tom ravninom u prostoru. Ne-
dogled pravaca okomitih na ravninu slike je glavna tatka Oc,
a nedogledni tragovi ravnina okomitih na ravninu slike prolaze
tom glavnom tackom. Nedogledni trag horizontalnih ravnina
zove se horizont h, a trag horizontalne ravnine zove se osnovica o.

Prikloni kut pravca i ravnine. Prikloni kut i3 nekog pravca
odreduje se tako da se odredi prava veliCina priklonog kuta pa-
ralelnog pravca koji je polozen srediStem projiciranja O a prolazi
nedogledom tog pravca. Npr., neka je na si. 49 b tatka K n nedo-
gled nekog pravca. OcKn je okomita projekcija spomenutog
paralelnog pravca poloZenog sredistem O. Preklopi li se spojnica
0 Kn oko te projekcije u ravninu slike, past ¢e ona u spojnicu
0°2Cn, gdje je Oc0° LOcKr=a 0° lezi na distancionoj kruznici,
jer je O 0° polumijer te kruznice. Kut <€ OcKn0° je dakle tra-
Zeni prikloni kut Spusti li se iz glavne tatke Oc okomica na
nedogledni trag rn ravnine g3 bit ¢e noziSte Kn nedogled svih
priklonica ravnine g3jer je O Knparalela s priklonicama te rav-
nine. Zbog toga je kut <€ OcKn 0° prava velicina priklonog kuta
ravnine q.

Pravac okomit na ravninu. Okomica O Nn postavljena
u sredistu O na ravninu g probada ravninu slike u nedogledu
N n svih okomica ravnine g. Budu¢i da okomite projekcije OcKn
10OcNn pravaca OKni ONn padaju u jednu okomicu traga r
i nedoglednice rn, to se pomocu preklapanja oko te okomice
lako moZze odrediti nedogled Nn, jer je nedogled Kn priklonica
poznat, a kut <€ Kn0° Nn = 90°. Iz opisanog ocito izlazi da se
nedogled pravaca okomitih na horizontalne ravnine nalazi neiz-

si. 49



DESKRIPTIVNA GEOMETRIJA

mjerno daleko u smjeru okomitom na osnovicu, odnosno na
horizont. 1z toga dalje proizlazi da su perspektivne slike okomica
na horizontalne ravnine medu sobom paralelne i okomite na
horizont. To dakako vrijedi za sve ravnine okomite na ravninu
slike.

Buduci da je polumjer distancione kruznice jednak udaljenosti
srediSta O od ravnine slike, distanciona je kruznica geometrijsko
mjesto nedogleda svih onih pravaca u prostoru koji su na ravninu
slike priklonjeni pod 45°. SjeciSta D13 D2horizonta h s tom kruz-
nicom su nedogledi takvih pravaca u horizontalnim ravninama,
a zovu se distancione (distantne) taCke. LeZi li u horizontalnoj
ravnini duzina A B paralelna s osnovicom o, ostat ¢e ta duzina
jednaka sama sebi ako se paralelno pomakne u tu osnovicu u
bilo kojem smjeru. 1z toga izlazi da se prava veli¢ina duzine A B
u horizontalnoj ravnini, zadanoj centralnom projekcijom AcBc
(si. 50), konstruira tako da se njena centralna projekcija AcBc
projicira iz bilo koje tacke S na horizontu h u osnovicu o; do-
bivena duzina A 1Bx jednaka je pravoj veliCini duzine A B u
prostoru. Ako je neka duzina L K u horizontalnoj ravnini oko-
mita na osnovici G dakle i na ravninu slike, tj. ako joj je nedogled
u glavnoj tacki, treba je na osnovicu projicirati pod kutom od
45° da bi ta projekcija bila jednaka pravoj veli€ini. Perspektivnu
sliku LcKc te duzine treba, prema tome, projicirati na osnovicu
iz jedne od distancionih tacaka Dx ili Z)2 da bi se na toj osnovici
dobila prava veliina LxK 1 te duZine. Zada li se perspektivhom
slikom BcEc neka duZina B E koja je u tacki B u horizontalnoj
ravnini postavljena na ovu okomito, dobiva se njena prava veli¢ina
ovako: iz bilo koje tatke S horizonta h projicira se tacka Bcna
osnovicu o u tacku B13 u ovoj tacki postavi se okomica na tu
osnovicu, pa na ovu projicira iz nedogleda 5 tacka Ec u tacku
Ex Duzina BxE1je prava veli¢ina duzine B E u prostoru, buduci
da duzina B1EIl predstavlja duzinu B E paralelno pomaknutu
u ravninu slike u smjeru koji je odreden nedogledom S. Pomocu
ovih dosad opisanih sredstava moze se jednostavno konstruirati
perspektivna slika kvadrata, kocke ili kakvog tijela sastavljenog
od pravokutnih Cetverostranih prizama, kojima su pobocCke oko-
mite i paralelne s ravninom slike, npr. slika KcLcMcNc kva-
drata K L M N na si. 50. Perspektivne slike poboCaka paralelnih
s ravninom slike bit ¢e sli¢ne tim pobockama u prostoru i sli¢no
postavljene, a to vrijedi za sve likove paralelne s ravninom slike.

Preklapanje ravnine u ravninu slike. Horizontalnu rav-
ninu osnovice o i s njom paralelnu ravninu horizonta h i sredista
O preklopimo oko osnovice 03 odnosno oko horizonta h, u istom
smislu na ravninu slike (si. 51 a). Neki pravac k u horizontalnoj
ravnini osnovice o, zadan probodistem K i nedogledom Kn,
past ¢ée u preklopljenom poloZaju u pravac k° | OcKr3 jer je
o h i u prostoru OKn|k Na pravcu k° neka je tatka A°3
kojoj spojnica s tatkom 0° sijeCe pravac kc u tacki Ac. Shvati
li se spojnica 0°A° kao perspektivna slika sc pravca s u horizontal-
noj ravnini osnovice 03 past ¢e preklopljeni polozaj 5° tog pravca
u sam taj pravac, jer tatke 0°3Sm3 S i A° leze na tom pravcu.
Buducdi da je tatka A sjeciSte pravaca s3k, bit ¢e Ac perspektivna
slika te tacke. Drugim rijeCima, preklopljeni centar Oc3 perspek-
tivna slika i preklopljeni poloZaj neke tacke u horizontalnoj ravnini
leZe uvijek na jednom pravcu. Postavi li se u 0° okomica na spoj-
nicu 0° K3 sje¢i ¢e ona horizont h u tacki Ln, koja ¢e biti ne-
dogled svih pravaca u toj ravnini okomitih na pravac k, buduci
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da je OLn_[K3odnosno 0°Lnzk®. Spojnica LnAc slika je pravca
I povucenog tatkom A okomito na pravac k. Nacrta li se u preklop-
ljenom poloZaju kvadrat kojemu je vrh tatka A° a stranice su
na pravcima k°3 1°3 lako je nacrtati njegovu perspektivnu sliku
(vidi si. 51 a).

Mjerne tacke. Na pravcu t3 koji je paralelan s pravcem k3
neka se nalazi duzina M N. Projicira li se ta duzina na osnovicu
0 u smjeru simetrale jednog od kutova Sto ih zatvaraju pravci
t3 03 dobiva se na osnovici o duzina M IN 13koja je jednaka pravoj
veli€ini duzine AfiVu prostoru. OpiSimo na si. 51 a oko nedogleda
Kn pravca t luk polumjera Kn0° i njime presijecimo horizont

h u tacki M. Tacka M je nedogled smjera jedne simetrale kutova
Sto ih zatvaraju pravci t3o03jer je t° UKn0° i h | o. Projicira li se,
dakle, perspektivna slika M QN Cduzine M N iz tatke M na osnovicu
03dobit ée se na njoj prava veli¢ina M LN 1 duzine M N. Tacka
Mx zove se mjerna taCka nedogleda Nx.

Sva razmatranja o preklopljenom poloZaju horizontalnih rav-
nina i ravnina okomitih na ravninu slike vrijede potpuno jednako
1 za ravnine u op¢em poloZaju, samo treba imati na umu da se
te ravnine ne prevaljuju u ravninu slike za 90°, nego u nju roti-
raju za neki kut koji je veci ili manji od toga. TaCku O treba
obicnom rotacijom oko nedoglednice rn dovesti u tacku (O)
(v. si. 16a i b). Namjesto horizonta h imamo sada nedogledni
trag rn, a sve ostale konstrukcije (i obrazloZenja) ostaju isti kao
za horizontalne i okomite ravnine (v. si. 51 b). Sjecista D13 D
preloZzene kruznice 0° (O) rotacije tatke O s nedoglednim tragom
rn su nedogledi svih onih pravaca te ravnine koji s tragom r za-
tvaraju kut od 45°, jer spojnice O Dxi O D2u prostoru zatvaraju
s nedoglednicom rn taj kut.

Na temelju dosadanjih razmatranja znat éemo kontruirati perspektivnu sliku
nekog uglatog prakti¢nog objekta koji stoji na horizontalnoj ravnini. Na si. 52 a
zadani su tlocrt i nacrt jednostavnog stubista, nacrtani u mjerilu 1:40. Crtajuéi
perspektivnu sliku tog stubiSta crtat ¢e se zapravo slika 40 puta umanjenog
modela, kojega se pojedine tatke nalaze na projiciraju¢im zrakama ta¢aka tog
stubista, ali udaljene od sredista O za jednu cetrdesetinu udaljenosti tih tacaka
od sredista O. U omjeru 1:40 stoje takode udaljenost sredista O od horizontalne
ravnine na kojoj stoji to stubiSte u prirodi i udaljenost glavne tatke Ocod osno-
vice horizontalne ravnine na kojoj stoji umanjeni model stubiSta. Ako je u pri-
rodi ta visina, recimo, 1 m, bit ¢e to na na3oj slici 2,5 cm. Da bi perspektivne
slike prakti¢nih objekata bile prirodne, tj. priblizno onakve kakve smo navikli
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da vidimo, ne smije, kako

je pokazalo iskustvo, kut

izmedu bilo kojih dviju

projiciraju¢ih zraka biti

veci od 45°. To se postize

oA i tako da se objekt dovolj-

no odmakne od sredista

projiciranja O. Na slici 52

nije se tome uvjetu mo-

glo potpuno udovoljiti

zbog malog formata slike.

Perspektivna slika stubista zadanog na si. 52 a nacrtat ¢e se tako da se pomocu

nedogleda ADn, Ntn bridova koji su medu sobom okomiti i njima pridruzenih

mjernih tataka Nu M 2 nacrta perspektivna slika tlocrta tog stubiSta, a onda u

svakoj taCki slike tog tlocrta na okomicu nanese perspektivna slika visine od-

govarajuce tacke (v. tatku E na si 50). Na slici 52 poceta je konstrukcija s bri-

dom A B, ionda je spomenutim na¢inom pomocu svih ostalih taaka sastavljena
slika Citavog stubista.

Pespektivna slika kruznice moZze se smatrati ravninskim
presjekom kosog kruZnog sto3ca, dakle moze biti kruznica, elipsa,
hiperbola i parabola. Ako je kruznica paralelna s ravninom slike,
perspektivna slika bit ¢e joj kruznica. Postavi li se srediStem
projiciranja O ravnina paralelna s ravninom slike (ona se zove
izbjeZna ravnina ili o€na ravan), sjei Ce svaka ravnina prostora
tu ravninu u pravcu koji se zove izbjeznica (o€ni trag) i te ravnine,
a kojega perspektivna slika pada u neizmjerno daleki pravac
ravnine slike. Ako kruznica u ravnini ne sijeCe njenu izbjeznicu,
bit ¢e joj perspektivna slika elipsa. Ako je dira, bit ¢ée njezina
perspektivna slika parabola jer ima jednu neizmjerno daleku
tacku, a ako je sijeCe, bit ¢e joj perspektivna slika hiperbola jer
ima dvije neizmjerno daleke tacke. Perspektivna slika tangenata
kruznice u njenim sjecistima s izbhjeZznicom bit ¢e asimptote
perspektivne slike takve kruznice. Perspektivna slika kruznice,
kad je elipsa, crta se obicno tako da se nacrta slika toj kruznici
opisanog kvadrata kojemu su dvije stranice paralelne s ravninom

SlI. 53
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slike, te odrede slike diraliSta (polovista) na tim stranicama (si.
53 lijevo). Osim toga odrede se slike taaka na dijagonalama tog
kvadrata koje prolaze distancionim tackama. Te se taCke odrede
pomocu slika okomitih spojnica dviju takvih taCaka na osnovici
0, kojima je nedogled u glavnoj tacki Oc. Kako se pronalazi razmak
tih okomica bez prevaljenog polozaja ove kruznice vidi se na si.
53. Buduci da tangente u taCkama na dijagonalama Cine s osno-
vicom kut od 45°, lako je i njih nacrtati (vidi sliku). Sa osam
tacaka i osam tangenata moze se svaka elipsa prilicno tacno nacrtati.
U op¢oj ravnini radi se posve jednako, samo treba voditi brigu
o tome gdje se sada nalaze distancione tatke D132)2 kao i o tome
da dvije stranice opisanog dirnog kvadrata leze u priklonicama
ako su im dvije paralelne s tragom u ravnini slike.

Elipsa, kao perspektivna slika kruznice, mozZe se nacrtati i
tako da joj se odredi par konjugiranih promjera. Spustimo iz
srediSta kruznice okomicu na osnovicu o0 i njom presijecimo
izbjeznicu i u tacki T3 pa iz ove tacke povucimo tangente na tu
kruznicu. Perspektivna slika AcBc tetive A B koja spaja diralista
Ai B tih tangenata i perspektivna slika CcDc promjera omedenog
sjeciStima C3D ove kruZnice sa spomenutom okomicom polo-
Zzenom srediStem kruznice na osnovicu o dat ¢e par konjugiranih
promjera perspektivne slike kruznice. Ovo proizlazi iz Cinjenice
da su perspektivne slike tangenata u tatkama AclBc paralelne s
CcDc jer prolaze neizmjerno dalekom perspektivhom slikom Tc
tacke na spojnici CD, a tangente u tatckama C, £5, odnosno Cc,
Z)c, paralelne su s osnovicom o, dakle i sa AGBC Kruznica,
opisane tangente, njihova diraliSta A} B i sjeciSta Cy D nacrtaju
se najprije u prevaljenom poloZaju u ravnini slike (si. 53 desno),
a odavde se na poznati nacin prenesu na perspektivnu sliku.

Sl. 54
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Preklopljena izbjeznica i° nalazi se za distanciju udaljena od
osnovice 0 na istoj strani na kojoj je u istoj udaljenosti i prelozeno
srediSte Oo iznad horizonta h. Kad bi preklopljena kruznica di-
rala, odnosno sjekla preklopljenu izbjeznicu i°3 bila bi slika te
kruznice parabola, odnosno hiperbola. Perspektivnoj slici kruz-
nice u opcoj ravnini, kada je ta slika elipsa, odreduje se par kon-
jugiranih promjera na posve jednak nacin, samo je prevaljena
izbjeznica (i) na istoj strani traga r na kojoj se nalazi (O) od tragar
udaljena isto toliko koliko je tacka (O) udaljena od nedogled-
nice rn, jer je upravo toliki razmak izmedu traga r i nedoglednice
i' u prostoru.

Na si. 54 primijenjena su gornja razmatranja za konstruiranje perspektivne
slike prakticnog objekta koji se sastoji od dva zida s polukruzno zavrsenim ot-
vorima, od kojih je jedan paralelan s ravninom slike a drugi okomit na nju.
Ispred ta dva zida nalazi se niski kruzni basen, omeden dvjema prikrac¢enim
stoScima. Ovaj basen zadan je slikom svoje osi i slikom svog dijametralnog pre-
sjeka, paralelnog s ravninom slike. Buduc¢i da je na taj nacin zadana slika sredista
i promjera paralelnog s ravninom slike svake kruznice na ta dva prikraéena
stosca, to se pomocu malo prije opisanog dirnog kvadrata moZe lako konstru-
irati osam tacaka i osam njihovih tangenata za sliku svake ove kruznice, a prema
tome nacrtati i perspektivna slika ¢itavog objekta. Za slike okolidnih zidova s
polukruznim otvorima nacrta se najprije tlocrt, a onda zidovi bez otvora. Na
zidove nanesu se sada slike ve¢ spomenutih opisanih dirnih kvadrata (ovdje
polukvadrata), pomoc¢u kojih se dobiva pet tacaka i tangenata za sliku svakog
polukruznog ruba na otvoru. Slike polukruznih rubova otvora na zidu paralel-
nom s ravninom slike bit ¢e polukruznice, pa je dovoljno odrediti njihova sre-
dista i polumjer. Ako je na zidu okomitom na ravninu slike zadana slika Sq
srediSta kruznog brida otvora u tom zidu, odredit ¢e se kao na si. 50 slikaA'c B'c
tlocrta A'B' promjera paralelnog s horizontalnom ravninom, dok se vertikalni
polumjer odreduje kao slika Bc Ec duzine B E na si. 50. U ravninitog zida
nacrta se sada slika frontalnog dirnog kvadrata kruznog otvora sa sredistem
u S, a dalje se radi kao na si. 53 kad bi bila zaokrenuta za 90°.

RELJEFNA PERSPEKTIVA

Pridruze li se dva prostora jedan drugome tako da je svakoj
taCki jednog prostora pridruZzena jedna tacka drugog prostora i
svakoj ravnini jednog prostora jedna ravnina drugog prostora,
a tacka pridruZzena nekoj tacki u jednoj ravnini prvog prostora
leZzi u pridruZenoj ravnini drugog prostora i obrnuto, onda se
takva pridruzenost zove kolinearna srodnost. Pretpostavimo, kao
specijalan slu€aj, jednu ravninu kojoj su sve tacke same sebi
pridruZzene. Ako postoji takva ravnina, moZe se dokazati da uvijek
izvan te ravnine postoji joS jedna tacka koja je sama sebi pridruzena;
nazovimo je sredistem kolineacije O. 1z svega toga direktno izlazi
da su svi pravci i ravnine sredista kolineacije O sami sebi pridru-
Zeni, a iz toga dalje proizlazi da spojnice parova pridruzenih tacaka
takvih dvaju prostora prolaze srediStem O. Ravninu kojoj su sve
taCke same sebi pridruzene zvat ¢emo zajednicka ravnina. Na
ovakav specijalan nafin kolinearno pridruzeni prostori zovu se
perspektivno kolinearni prostori. Oznaci li se sa 5 probodiSte spoj-
nice para pridruzenih tacaka A, Ax (koja prolazi sredistem O)
sa zajednickom ravninom, moze se na temelju Cinjenice da se
svi parovi pridruZzenih pravaca i ravnina sijeku u zajednickoj
ravnini, te pomoc¢u Papposova teorema (v. AnalitiCka geometrija,
TE |, 277) dokazati da je vrijednost dvoomjera (O SA AJ = Kk
konstantna i jednaka za sve parove pridruzenih tacaka. Vrijednost
k zove se karakteristicna konstanta ovakvih perspektivno kolinear-
nih prostora. Buduéi da se pri kolinearnoj srodnosti zapravo
radi o preslikavanju jednog prostora na drugi, to ¢e svakom objektu
jednog prostora biti pridruZzen jedan objekt drugog prostora.
Objekt pridruzen u drugom prostoru pomocu perspektivne ko-
linearne srodnosti nekom prakti€nom objektu u prvom prostoru
zove se reljefna slika, ili reljef tog predmeta. Reljefna slika nekog
objekta nije, prema tome, dvodimenzionalna slika u ravnini,
nego je to trodimenzionalni objekt u prostoru.

Tacka O i ravnina 77 na si. 55 neka su srediSte i zajednicka
ravnina dvaju perspektivno kolinearnih prostora. Slika prostornog
modela nacrtana je u kosoj projekciji. Karakteristicna konstanta
tih dvaju perspektivno kolinearnih prostora neka je k. Neizmjerno
dalekoj ravnini prvog prostora pridruzena je u drugom prostoru
ravnina 77n, paralelna sa zajednickom ravninom Il. SrediSte O
neka je od zajedniCke ravnine 77 udaljeno za duzinu d. Okomica
spustena iz srediSta O na ravnine 77, 77n neka sijeCe te ravnine
u taCkama 0 13 Oc, a neizmjerno daleku ravninu u tacki N. Receno
je da je 0020 1:0N/OcN = k. Buduéi da je N neiz-
mjerno daleko, bit ¢¢ ON/OcN = 1, tj. 001=d = k 0001
odnosno 00 1= d\k.

Na horizontalnoj ravnini £, koja ravninu 77 sijeCe u pravcu
r3 nalazi se iza ravnine 77n predmet sastavljen od pravokutne
Cetverostrane prizme s okomitim poboc¢kama paralelnim s ravni-
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nama 77, 77n, na kojoj se nalazi kosa Cetverostrana piramida s jed-
nom poboCkom u ravnini straznje poboCke prizme. Ovim po-
bockama prislonjeno je to tijelo na zid paralelan s ravninama
77, 11X Neizmjerno dalekoj tacki N pravca O N pridruzena je
u ravnini 77n tacka Oc, a neizmjerno dalekom pravcu ravnine q,
na kojemu lezi taCka N pridruzen je pravac rn Hr u ravnini
77, koji prolazi tatkom Oc. Reljefna slika gn ravnine q bit ¢e
dakle odredena pravcima r, rn u ravninama 77, odnosno 77n.
Produze li se bridovi zadanog tijela koji prolaze tatkom N3 tj.
koji su okomiti na ravnine 77, 77/n, do ravnine 77x — npr. takvi
bridovi vrhova A3 B probadat ¢e tu ravninu u tatkama A1 Bx
—bit ¢e spojnice tih probodista s tatkom Oc reljefne slike tih
bridova. Reljefne slike vrhova su sjeciSta spojnica tih vrhova
sa srediStem O i reljefnih slika bridova na kojima ti vrhovi leZe.

Dakle, reljefne slike AX3 BT taaka A3 B bit ¢e sjeciSta spojnica
OcAli OA, odnosno spojnica OcB1li OB. Reljefne slike pravaca
i duzina paralelnih s ravninama 77, 77n bit ¢e paralelne s tim
pravcima i duZinama u prostoru. Reljefna slika vrha piramide
dobivena je pomocu reljefne slike okomice spustene iz tog vrha
na gornju osnovku prizme.

ANAGLIFSKE | STEREOSKOPSKE SLIKE

Slika nekog predmeta stvara se u naSem oku tako da iz tacaka
tog predmeta pada u svako naSe oko snop zraka svjetla koji na
mreznici oka oblikuje sliku tog predmeta. Za naSe svrhe bitno
je to da iz svake tatke predmeta dolazi u svako naSe oko po jedna
centralna zraka tog snopa, tj. ona koja prolazi ZariStem lece oka.
Ove se dvije centralne zrake sijeku u onoj tacki predmeta koju
na tom predmetu gledamo. Uspijemo li u nekoj ravnini nacrtati
dvije taCke tako da jednu od njih gledamo samo jednim okom
a drugu samo drugim, uz uvjet da se zraka koja ide od jednog
oka do njegove tacke negdje u prostoru sijeCe sa zrakom koja od
drugog oka ide do tacke koju gleda, pa na to sjeciSte zraka pri-
lagodimo o€i, imat éemo dojam da gledamo to sjeciSte u prostoru

(si. 56). Kada bismo namjesto ovih dviju taCaka imali slike nekog
predmeta nacrtane kako ih vidi jedno i drugo oko, imali bismo
dojam kao da gledamo takav isti predmet u prostoru. Konstrukcije
takvih slika nekoga predmeta na danoj ravnini lako je izvesti kao
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centralne projekcije tog predmeta iz naSih o€iju na tu ravninu. Posve
je prirodno da pri tome treba paziti na razmak ociju i njihovu uda-
ljenost od predmeta (prirodni vidni kut), da slike budu prirodne
i izvedive. Da bi se te dvije tako nacrtane slike, gledane objema
o€ima, u naSem osjetu spojile u dozivljaj predmeta u prostoru
(a ne naprosto bile dvije slike u ravnini), potrebno je da jednu
gledamo samo jednim, a drugu samo drugim okom. To se posti-
Ze bilo time da se slike crtaju u anaglifskoj perspektivi komple-
mentarnim bojama i promatraju obojenim naocalima, bilo pomoc¢u
sprave koja se zove stereoskop.

Anaglifska perspektiva. Nacrtamo li neku sliku odredenom
crvenom bhojom pa je gledamo kroz naocale tacno isto takve boje,
mi tu sliku ne¢emo vidjeti, nego samo prazan papir. Isto to vri-
jedi i za sliku nacrtanu komplementarnom zelenkastomodrom
bojom i promatranom kroz naocale iste boje. Medutim, crvena
slika gledana kroz modre naoCale i modra gledana kroz crvene
naocale izgledat ¢e sivo-crno (v. Boja). Projiciramo li sada cen-
tralno iz naSih ociju neki predmet na neku ravninu, obi¢no ho-
rizontalnu ravninu slike, pa projekciju iz lijevog oka izvu¢emo
crveno, a projekciju iz desnog oka modro, a na oci stavimo naocCale
s jednim crvenim i jednim modrim staklom tako da lijevo staklo
bude modro, a desno crveno, imat éemo dojam da gledamo taj
predmet crno obojen u prostoru, buduéi da lijevu sliku vidimo
samo desnim okom, a desnu sliku samo lijevim okom. Zrake iz
para odgovarajuéih tacaka koje ulaze kao vidljive u odgovarajuce
oko sijeku se ispred ravnine tih slika u tacki predmeta kojoj su
spomenute dvije taCke na opisani nacin dobivene slike. Tako
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postizemo dojam da kroz obojene naocale gledamo sam taj predmet.
Kroz crvene i modre naoCale treba, dakako, gledati tako da se
o€i nalaze na mjestima centara projiciranja.

Geometrijska konstrukcija opisanih perspektivnih slika izvodi
se najjednostavnije na taj nacin da se nacrta tlocrt i nacrt predmeta
i tlocrt i nacrt mjesta naSih o€iju tako da oba oka u nacrtu padaju
u jednu taCku (si. 57). ProbodiSta s ravninom tlocrta spojnica
centara 0 13 Oas tackama predmeta (na si. 57 su to vrhovi prizme)
trazene su perspektivne slike tih taaka. Npr. spojnica Oi A
na si. 57 daje sliku A”~3a spojnica OaA daje sliku Ac2 Razmak
tacaka Oy Oana nadoj slici mora biti priblizno 7,5 cm, jer tolik
je razmak nasih oCiju. Ako se takve slike crtaju s namjerom da
budu pri reprodukciji umanjene, mora se, razumljivo, pri kon-
strukciji perspektivnih slika povecati prirodni razmak o€iju u
odgovarajuéem mjerilu.

Stereoskopske slike. Na jednak nacin kao anaglifske slike
crtaju se i stereoskopske slike. Dok se anaglifske slike crtaju
obi¢no na horizontalnu ravninu, stereoskopske se crtaju na verti-
kalnu ravninu. | ovdje valja u konstruktivnom postupku paziti
na razmak o€iju i njihovu udaljenost od predmeta, kako bi slike
ostale unutar prirodnog kuta gledanja. Namjesto crveno i modro
izvuku se ovdje obje slike crno, a da svako oko vidi samo svoju
sliku sluzi sprava koja se zove stereoskop. Ta se sprava sastoji
od dvije konveksne lece, za svako oko po jedne. Gledajuci kroz
te lece vidjet ¢e svako oko samo svoju sliku, tj. pridruZzene zrake
gledanja svakog para pridruzenih taCaka (slike jedne tacke u
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prostoru) sjeci ¢e se u prostoru, pa opet dobivamo dojam da
gledamo to sjeciSte, odnosno da gledamo cio predmet od kojega
su nacrtane stereoskopske slike.

STEREOGRAFSKA | GNOMONICKA PROJEKCIJA

Stereografska projekcija. Projicira li se povrSina kugle iz
jedne njene taCke na ravninu koja je paralelna s dirnom ravni-
nom te kugle u toj tacki, tako se nastala slika zove stereografska
projekcija te kugle. Odaberimo na nekoj kugli tatku O, a negdje
na suprotnoj strani te kugle neka stoji ravnina TI paralelno s
dirnom ravninom a kugle u tacki O. U bilo kojoj tacki 5 kugle
postavimo dirnu ravninu /?, koja neka dirnu ravninu a sijece
u pravcu s. Bilo koje dvije tacke A, B pravca s spojimo s tackama
0,5 Kako je poznato, < A OB = < A S B. Projicira li se cen-
tralno iz tatke O kut A S B na ravninu Tl u kut AsSsBsJ bit
e AsSsBs= < A OB3buduci da su tatke As3Bs u neiz-
mjerno dalekim probodistima krakova OA3 OB s ravninom
slike TI. Veli€ina se kuta pri stereografskoj projekciji kugle, dakle,
ne mijenja. KaZe se, da stereografska projekcija preslikava kuglu
na ravninu konformno.

Bilo kakvom ravninom presije¢imo nasu kuglu u Kkruznici
k, pa tu kruZnicu iz sredista O projicirajmo na ravninu Tl u neku
krivulju 2. stupnja ks. Duz kruznice k zamislimo postavljen na
nasu kuglu dirni stoZzac, kojemu neka je vrh V. To je uspravan
kruzni stoZzac kojemu su izvodnice u svom noZziStu na kruznici
k okomite na njenoj tangenti u tom noZistu. Tangente kruZnice
k projiciraju se centralno iz tacke O na ravninu Tl u tangente

krivulje ks. Ali buduéi da se pravi kutovi pri stereo-
grafskoj projekciji kugle projiciraju opet u prave ku-
tove, bit ¢e projekcije izvodnica spomenutog stoSca
normale krivulje ks u ravnini TI. Buduéi da sve izvod-
nice prolaze vrhom V, prolazit ¢e sve normale krivulje
ks centralnom projekcijom Vsvrha V. Vidi se, dakle, da
je krivulja ks kruznica kojoj je tatka Vs srediSte. Pri
stereografskoj  projekciji  kugle projiciraju se dakle
kruznice uvijek u kruznice.
Stereografska projekcija kugle sluzi u kartografiji za
predoCivanje Zemljine povrSine. Zamisli li se srediSte
O stereografske projekcije postavljeno na polu globusa,
Zemlja ce biti prikazana u tzv. polarnoj stereografskoj
projekciji. Ako je to srediSte na ekvatoru, bit ¢e to
ekvatorska stereografska projekcija. Uzme li se srediSte
O u bilo kojoj tacki globusa, a ravnina slike je paralelna
s dirnom (horizontskom) ravninom globusa u toj tacki,
ta je projekcija horizontska stereografska projekcija.
Gnomonicke projekcije. Projicira li se globus
iz njegova srediSta na jednu njegovu dirnu ravninu,
takva se projekcija zove gnomonicka projekcija. Prema tome da li
jeravnina slike dirna ravnina globusa u polu, na ekvatoru ili u
bilo kojoj drugoj tacki izvan njih, zvat ¢e se takva projekcija ili
polarna, ili ekvatorijalna, ili horizontska gnomonicka projekcija.

GEOMETRIJSKI ELEMENTI FOTOGRAMETRIJE

Kako se crta perspektivna slika nekog objekta vidjelo se u po-
glavlju Perspektiva ovog Clanka. U ovom ce se poglavlju pokazati
kako se moze rekonstruirati prava veliina i oblik predmeta kojemu
je zadana perspektivna slika, recimo jedna fotografska snimka. Da
se ta rekonstrukcija moZze obaviti, moraju o tom predmetu biti po-
znati joS neki podaci. Neka si. 58 predocuje perspektivnu sliku pa-
ralelepipeda kojemu je poznata veli€ina i oblik osnovke A B C D.
Neka je osim toga poznata, recimo, prava veliina stranice A B i
kuta a = D A C. Sjecista NIn3 N2n slika usporednih stra-
nicaA D, B C, i A B3C D daju nedoglede pramenova s ovim stra-
nicama paralelnih pravaca, dakle pravaca medu sobom okomitih.
Na spojnici h tih nedogleda, koja je horizont, nalazi se negdje glav-
na taCka Oc te perspektivne slike. OpiSe li se oko promjera Nxu
N 2n kruznica k3 nalazit ¢e se negdje na njoj preloZeni centar 0°.
Dijagonala A C cini, kako je poznato, sa stranicom A D poznati
kut a. Povucimo, recimo, nedogledom N 2n pravac koji s hori-
zontom h zatvara kut a a kruZnicu k sijeCe u tacki K ispod hori-
zonta h. Spojnica tacke K s nedogledom Ln dijagonale AcCc Cetve-
rokuta AcBcCcDc sijeCe kruznicu k u trazenom prelozenom
srediStu 0°, buduéi da je Nx10° LO°N2ni €£NxO0K = &
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N/ N2nK = a. Naime, NinQOo Ln je prava veli¢ina kuta
C A D = a, dakle je u nozisStu Oc okomice O0 Oc na horizontu h
trazena glavna tatka Oc naSe perspektivne slike. Tacke MBBM 2 za
koje vrijedi NxaM1= NxnOo0o i NhM2= N2 O0 mjerne su
taCke tih nedogleda. Presijeku li se spojnice M2Ac, M2Bc prav-
cem o h tako da razmak izmedu sjeciSta bude jednak pravoj
veliCini d stranice A B umanjenoj u nekom omjeru t, bit e taj
pravac o osnovica zadane perspektivne slike, koja predocuje u
omjeru t umanjeni objekt Sto ga zelimo rekonstruirati. Pomodu
poznatih konstruktivnih metoda mogu se sada odrediti sve prave
veli€ine i medusobni poloZaji preostalih dijelova. Npr. ako je to
slika zgrade, mogu se odrediti prave veli€ine i medusobni razmaci
prozora, vrata itd. Duzina BxBxje npr. prava veli¢ina brida B B.

Ako zadani objekt stoji na nekoj kosoj ravnini, pa bi njegova
perspektivna slika imala tri nedogleda N, N2, N 3, glavna tac-
ka Oc njegove perspektivne slike bit ¢e sjeciSte visina trokuta
Nj* N Ah (si. 59). Spojnice wan = NANA, wen= NIW 3 i
nIn= N2V su nedogledni tragovi triju pramenova paralelnih
i medu sobom okomitih ravnina (poloZaji pobocaka zadane pri-
zme). Pomoéu nedogleda N3 i nedogleda Afsn priklonica u
ravninama nedoglednog traga wsn lako se moze odrediti prelozZeni
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centar 0°, a prema tome i distancija Oc 0°. Tacka (O) na oko-
mici N f M3 nedoglednice wan, gdje je Aisn(0O) = Mm0°, jest
provaljeno srediSte, a pomocu njega dobivene su mjerne tacke
M B M2 nedogleda N”, N2 na nedoglednici rsn. Povuce li
se pravac W8 | wah tako da on spojnice M2Ac, M2Bc sijece u
taCkama kojima je razmak jednak odredenom dijelu d prave veli€ine
duzine A B, bit ¢e taj pravac n3trag ravnine osnovke zadanog
paralelepipeda. Poznatim postupcima mogu se sada odrediti prave
veli€ine, umanjene u zadanom omjeru, svih ostalih bridova i
drugih razmaka na zadanoj prizmi. U takvom slu€aju potrebno je,
prema tome, poznavati samo pravu veli¢inu jednog brida. Kad ne
bi nista bilo poznato o predmetu koji se Zeli rekonstruirati, a €ija bi
perspektivna slika bila zadana, trebalo bi — da bi se taj predmet
mogao rekonstruirati — imati jo§ jednu takvu sliku snimljenu s
drugog mjesta, kao i taCan poloZaj obaju mjesta odakle su te slike
snimljene (v. Fotogrametrija).

Povijest centralne projekcije. Na ostacima rimskih slika, narocito u
Pompejima, ve¢ se vide zaeci kasnijeg razvitka perspektive. Arhitektonski
objekti prikazani su ovdje iskljucivo u frontalnom poloZzaju, i to obi€no simetri¢no.
Slike bridova okomitih na ravninu slike sjekle bi se u simetrali slike, ali ne sve u
istoj tacki, kao Sto to danas u€i perspektiva. Namjesto jednog bila su obi¢no dva,
pa I tri razna nedogleda na takvoj simetrali. Nakon zastoja u Srednjem vijeku,
tek se u X1V st. javlja u Italiji nastojanje da se u slikarstvo unesu neka perspek-
tivna pravila. Firentinac Giotto crta osobe ne samo jednu do druge, kao na bi-
zantinskim slikama, nego i jednu iza druge. StaviSe, i koso gledanu aureolu
crtao je kao elipsu. Nedogled za bridove okomite na ravninu slike javlja se ve¢
koncem XIV st. Tek u XV st., za renesanse, poCela se je na temelju tacnog pro-
matranja prirode razvijati i perspektiva. Prva pravila za crtanje perspektivnih
slika postavio je Firentinac F. Brunelleschi (1377— 1446), koji je bio zlatar,
kipar, inZenjer i graditelj. Poslije njega svi paralelni pravci na perspektivnoj
slici imaju samo jedan nedogled. Kako su zgodno i smisljeno tadanji umjetnici
znali smjestiti te nedoglede vidi se na »Posljednjoj veCeri« Leonarda da Vincija
(1415), gdje se nedogled bridova okomitih na ravninu slike nalazi na €elu Krista,
koji je na toj slici glavno lice. Konstruktivni postupci koje je upotrebljavao Bru-
nelleschi za crtanje perspektivnih slika nisu poznati. Tek 150 godina kasnije
spominje G. Vasari da se za konstrukciju perspektivnih slika sluzi tlocrtom i
bokocrtom. Zasluge za razvoj perspektive imali su kasnije Leon Battista Alberti
(1404—1472), koji je nacrtao i perspektivni pogled na Veneciju, i Piero della
Francesca (1416— 1492), autor op3irnog rukopisa o perspektivi. NaroCito za-
sluzan je kasnije Albrecht Diirer (1471— 1528). Na svakoj svojoj slici konstruirao
je on najprije perspektivni poloZaj, a tek onda je prelazio na umjetni¢ku obradu.
Spomenuti treba 1 Guida Ubalda del Monte (1545— 1607), kao i Estiennea Mi-
gona, koji se za tacniju konstrukciju slike sluzi jednom oko horizonta prevaljenom
skalom. Holandez Gravesand (1688—1742) prevaljuje sliku u horizontalnoj
ravnini oko traga u ravninu slike, pa se sluzi kolinearnim odnosom izmedu te
slike i njenog prevaljenog poloZaja. Englez Brook Taylor (1685—1731) crta
pomocu nedogleda i mjernih tacaka likove u kosoj ravnini, te odreduje nedogled
njenih okomica. Medu ljude najzasluznije za perspektivu treba svakako ubrojiti
Johanna Heinricha Lamberia (1728—1777). Lambert prvi u potpunosti pokazuje
kojim se postupkom moZe direktno nacrtati perspektivna slika nekog predmeta
i bez tlocrta, nacrta ili bokocrta, ako mu se tatno poznaju oblik i dimenzije.
On se sluzi, kao i Taylor, pravim i nedoglednim tragovima ravnina, nedogledima
pravaca i njihovim mjernim tackama. IstraZuje, nadalje, utjecaj promjene centra
projiciranja na izgled slike i prvi pokuSava iz perspektivne slike odrediti pravu
veli¢inu predmeta i time postavlja temelje fotogrametrije. Od pisaca o perspek-
tiviu X1X i XX st. treba spomenuti B. E. Cousinerya, G. Schreibera, J. de la
Gourneriea, W. Fiedlera, A. G. Perschku i E. Koutnyja, G. Haucka, K. Bartela.

Stereografsku projekciju kugle otkrio je jo§ Ptolemej 140, a naziv »stereo-
grafska« uveo je F. Aguillon (1613). O stereografskoj projekciji dosta je pisao i
E. Reusch (1881), a o njenoj primjeni u kartografiji H. Gretschel (1873). Kasnije
se o njoj govori u svakoj vecoj knjizi o centralnoj projekciji.

O reljefnoj perspektivi prvi nau¢no pise Breysig (1798), a on se prvi i sluzi
tim nazivom »reljefna«. Kasnije o njojpisu Poncelet(1822), C. T. Anger(1834), M.
Poudra (1862), R. Staudigl (1868), L. Burmester(1883), pa Staud, Reye, Fiedler
idrugi u svojim knjigama o deskriptivnoj geometriji i perspektivi. O kazali$noj
perspektivi, kao specijalnoj reljefnoj perspektivi, pisali su L. Burmester (1884)
i J. J. Pillet (1921). Anaglifska i ostale specijalne centralne projekcije javljaju
se uglavnom tek u XX st.
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