DETERGENTI — DIFERENCIJALNA GEOMETRIA

finom razdjeljenju na neku bezvodnu anorgansku sol, koja se ne-
prestano mijeSa u plitkoj mijeSalici. Na slican nacin kao kod
metode gumna., vodena se faza veZe na bezvodnu sol.

Na jedan od navedenih nacina dobiveni detergentski praSak
obi€no se joS udeSava na odredenu koncentraciju povrSinski
aktivne tvari u mijeSalicama i naknadno mu se dodaju one praskaste
komponente koje se iz bilo kakvih razloga ne mogu primijeSati
kaSastoj masi.

Gotovi detergentski praskovi pune se u papirnatu ambalaZzu
sadrzaja 100, 1503 200 i 250 g, a detergenti za strojeve u ku-
tije od ljepenke sadrzaja do 5 kg. Za punjenje postoje strojevi
koji vrSe sve faze rada posve automatski, pocevsi od pravljenja
kutija do pakovanja paketa u sanduke ili vece kartonske kutije,
koje se takoder automatski zatvaraju i etiketiraju.

Problem biodegradabilnosti detergenata. Detergenti na
bazi viSenavedenih povrSinski aktivnih tvari manje su podlozni
bioloskom razgradivanju nego sapuni. Oni se stoga samociS¢enjem
u recipijentima, kamo dospijevaju s otpadnim vodama, ne razaraju,
pa se nakupljaju u povrsinskim vodama (a mogu dospjeti i u pod-
zemne) i izazivaju mnoge Stetne pojave. ProCiS¢avanje vode radi
dobivanja pitke vode je prisutno$éu detergenata oteZano, tako
one€iS¢ena voda neupotrebljiva je za neke industrije, njima se
oStecuje fauna i flora. U ekstremnim slucajevima desilo se da se
u gusto naseljenom podrucju pjenila voda koja je izlazila iz vodo-
vodne slavine, a plovidba po manjem vodnom toku postala je
vrlo teSka uslijed guste pjene koja se stvarala na njegovoj povrsini.
U nekim industrijski razvijenim drZzavama poduzimaju se stoga
zakonske mijere protiv oneciS¢enja detergentima koji se biolo3ki
ne razgraduju (nisu »biodegradabilni«). Tako njemacki zakon o
detergentima od 1961 traZi da anionaktivni detergenti budu raz-
gradljivi najmanje 80%. Taj zakon stupio je na snagu krajem 1964.

Utvrdeno je da su od alkilbenzensulfonata biodegradabilni
samo oni koji imaju ravan alifatski lanac, a oni koji imaju razgranat
lanac, nisu. Dosad u detergentima najviSe upotrebljavana povr-
Sinski aktivna komponenta, dodecilbenzensulfonat, sastojao se
redovito od izomera tetrapropilenbenzensulfonata, koji je spoj
s razgranatim alifatskim lancem, te stoga nije biodegradabilan.
Za proizvodnju biodegradabilnih alkilbenzensulfonata s nerazgra-
natim alifatskim lancem (linearnih alkilbenzensulfonata — LAS)
upotrebljavaju se danas kao sirovina ravnolancani parafini dobiveni
iz plinskog ulja metodom adsorpcije na molekularnim sitima (v.
Adsorpcija3 TE 1, str. 6) ili katalitiCkim krekingom teZih naftnih
frakcija u nazo€nosti vodika, urea-adukcijom iz smjese razli€itih
ugljikovodika i na neke druge nacine. Linearni alkilbenzeni mogu
se dobiti i druk€ije, npr. alkiliranjem benzena pomocu olefina
koji nastaju pri krekingu visokomolekularnih ravnolan¢anih para-
finskih voskova. Biodegradabilni alkilbenzensulfonati stavljeni su
na trziSte u Njemackoj pod nazivom Marlon BW, a u Velikoj
Britaniji pod nazivom Dobane JN.

Alkilsulfati i »olefinsulfonati«, povrSinski aktivne tvari o kojima
je naprijed bilo govora, takoder su bioloski razgradljivi.

Svjetska i domacda proizvodnja detergenata. Sintetska
sredstva za pranje dozivjela su nagli razvoj, osobito nakon drugog
svjetskog rata. Tom razvoju pomogli su mnogi faktori kao Sto su
bogat asortiman detergenata, jaka reklama, sve veée uvodenje
strojeva za pranje u kucanstvima, novi sintetski tekstilni materijali
koji zahtijevaju posebnu paznju u pranju itd. Uz to se zemljama
siromasnim na prirodnim masnoéama pruzila moguénost da pro-
izvodnjom sintetskih sredstava za pranje postanu neovisniji o
uvozu prirodnih masnoca.

Sve te okolnosti, a i neki drugi faktori, uvjetovali su da je pro-
izvodnja detergenata u nekim zemljama postigla goleme razmjere.
Tako je 1964 iznosila u USA preko 2,7 Mt, a u Evropi preko
15 Mt.

Veéi dio dosadanje proizvodnje detergenata u svijetu kao i
daljnji porast ide uglavnom na raéun smanjenja proizvodnje sapuna.
Iz statistickih podataka je vidljivo da su detergenti u svijetu istisli
velik dio sapuna iz potroSnje te zauzeli njegovo mjesto. Stoga se
u vecini zemalja gdje je jaka potros$nja sredstava za pranje krece
udio detergenata u ukupnoj koliCini sredstava za pranje izmedu
40 i 60%. lzgleda da ¢e se taj omjer u dogledno vrijeme odrzati,
jer se za sada ne pokazuje tendencija naglijeg porasta potrodnje
bilo na jednu bilo na drugu stranu.
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U Jugoslaviji je proizvodnja detergenata preSla pocetnu fazu
razvoja. Prvi komercijalni detergent u prahu pojavio se na nasem
trziStu 1956. Odonda se proizvodnja detergenata iz godine u
godinu povecéavala, kako se vidi iz ove tablice:

Godina 1957 1958 1959 1960 1961 1962
Proizvodnja, t 3590 10563 16580 18493 21261 26 086
Godina 1963 1964 1965 1966 1967 1970

Proizvodnja, t 30320 38 122 46983 53532 58813 80 000*

* Procjena

Premda navedena proizvodnja jo§ zaostaje za proizvodnjom u
drugim zemljama, ona pokazuje stalnu tendenciju povecavanja,
dok proizvodnja sapuna uglavnom stagnira. To povecanje proiz-
vodnje detergenata vazno je sa privrednog gledista za nasu zemlju,
jer se upotrebom viSevrijednih detergenata postize da se ne mora
povecati uvoz prirodnih masnoca.

Sliéno kao i na vanjskim trzistima, i u nas su se nakon prvog
izradivaa komercijalnog detergenta pojavili i drugi sa svojim
proizvodima pod razli¢itim nazivima. Sada se na naSem trzistu
nalaze uglavnom detergenti u obliku praska, pakovani u kartonske
kutije sadrzaja 150--5000 giu tekuc¢em obliku, punjeni u bocama
sadrzaja 0,5 litara. Osim ovih detergenata u formi praska i tekucoj
formi, postoji u nas i jedan u formi paste, pakovan u tube.

IzradivacCi detergenata su veéinom tvornice sapuna. Ti proiz-
vodaci jesu danas: »Albus«, Novi Sad; »OHIS«, Skopje; »Labud«,
Zagreb; »Merima«, KruSevac; »Nikola Burkovi¢«, Kotor; »Sa-
poniax, Osijek; »Zlatorog«, Maribor; i »Karbon«, Zagreb. (Od
njih samo »OHIS« i »Karbon« nisu tvornice sapuna.)

U vecini detergenata na naSem trziStu upotrebljava se kao
povrsinski aktivna supstancija natrijum-dodecilbenzensulfonat,
koji se proizvodi u zemlji u Cetiri tvornice, a to su: »OHIS,
Skopje; »Kutrilink, Zagreb; »Prva Iskra«, Bari¢ i »Teol«, Ljubljana.
Tri tvornice provode samo sulfonaciju i neutralizaciju uvoznog
dodecilbenzena, uglavhom tetramernog tipa, dok se »OHIS«
Skopje priprema i na sintezu dodecilbenzena. Potrebno je spome-
nuti da je tvornica »Teol« u Ljubljani ve¢ 1953 pustila u pogon
pokusnu poluindustrijsku instalaciju za sintezu dodecilbenzena
kerilnog tipa, upotrijebivsi pri tom kao sirovinu domaci petrolej,
dobiven iz nafte Mramor Brdo, a ispitivala je i petrolej iz uvozne
nafte. To je postrojenje prestalo s radom 1956 a proizvelo je u
svemu od 1953 do 1956 183 tone natrijum-alkil-aril-sulfonata sa
40% povrSinski aktivne tvari.

Tvornica »Teolk je 1962 osvojila proizvodnju neionogenih
detergenata na bazi kondenzacionih produkata etilenoksida, koje
je stavila u promet pod nazivom Etolati NF.
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M. Bravar M. Veldin

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA, grana geometrije koja
se bavi proucavanjem svojstava krivulja i ploha. Najéesc¢e se pro-
uCavaju svojstva krivulja i ploha u neposrednoj okolini neke njihove
taCke, ali Cesto i svojstva tih objekata u njihovoj cjelini.

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA U RAVNINI

Diferencijalna geometrija u ravnini bavi se izu€avanjem svoj-
stava krivulja u ravnini. Krivulje u ravnini mogu se analiticki
predoCiti na vise nacina. Ako je jedna koordinata tacke na krivulji
dana kao funkcija druge koordinate, tj. ako je krivulja analiti¢ki
predocena jednadzbom:
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y =/(*) (u Kartezijevim koordinatama)
ili
r = f((p) (u polarnim koordinatama),
takav se nalin predocivanja zove eksplicitnim. Krivulje mogu
biti analiticki predoCene i u implicitnom obliku, tj. jednadZzbom
FXy) =0ili G( @ =0
Daljnji je nacin analitickog predocivanja krivulja u ravnini para-
metarsko predoCivanje uz pomo¢ parametra r, tj. jednadzbama
*= /i@ y = /A0
ili r=gjt), @E= 921
(v. Analiticka geometrija, TE 1, str. 278 i 280).
Tangenta i normala. Pravac polozen bilo kako kroz dvije
tacke na krivulji zove se sekan-
ta. Ako jedno presjeciste sekan-
te s krivuljom uzmemo ¢&vrsto
i oko njega pravac zakrecemo,
drugo presjeciSte pravca s kri-
vuljom kretat ée se po krivulji
i priblizavati ¢vrstoj tacki, dok
ne padne u nju (si. 1). Tako do-
biveni pravac je tangenta na
krivulju u doti¢noj tacki. Ka-
Zemo stoga da je tangenta
grani¢ni slucaj sekante. Jed-
nadzba tangente u tacki (xS
yQ neke krivulje y = f(x) Sl 1
glasi
y -y as=s/'(*o) (*-*0)-
Ako je krivulja zadana parametarski, jednadZba tangente glasi:

0=Ff~ }[x-fito)].

y -m

Normala na krivulju u nekoj njenoj taCki je pravac okomit

na tangentu u toj tacki.
Prema tome jednadZba normale glasi

y~y°=
odnosno

y “aco M"Oiix-uo0l.

/72X 0 1

Ako je krivulja zadana u polarnom koordinatnom sistemu,
treba odrediti veliinu kuta # koji Cini tangenta sa radijvektorom.

Prema si. 2 je

tg @+ tf) = ﬂ

Kako je u polarnom koordinat-
nom sistemu

X=rcos® y = rsin®
to odavde slijedi
dx = —r sin (pdp + cos Pdr,
dy —rcos (pd(p + sin (pdr.
Prema tome je
dy r cos (pdep + sin (p dr
dx r sin (pd(p + cos (pdr
ili, ako brojnik i nazivnik podijelimo sa cos (p di>

dr
dop

dy r+rgw.
[ ' —
dx r —r'taddje jler

Imamo prema tome

r-frtgQ
o @&+ &= i
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Kako je
tg + tgi
190 H = tg(p tgft
to dobivamo
tgp+ tgft _ r+rtg@
1—tgPtg# ' —rlg(p
Iz ove jednadZbe dobiva se

A
tg r

Asimptote. Ako jednadzba neke krivulje dopusta mogucénost
da ili x iliy3ili i x iy postanu beskona€no veliki, onda velimo da
ta krivulja ima beskona€no udaljene tatke. Takva krivulja ima
granu koja seZze u neizmjernost. Slijedimo tacku koja po toj grani
odmi€e u neizmjernost. Ako postoji pravac kome se ta tacka neo-
graniCeno priblizava, taj se pravac zove asimptota. Asimptota
moze biti paralelna sa osi ordinata, paralelna sa osi apscisa ili
priklonjena prema osi apscisa.

Ako funkcija y = f(x) ima
u nekoj taCki x = a
lim f(x) = 00,
X-*a
onda velimo da je pravac x = a
asimptota krivulje.

Npr. strofoida

E

1E |
a+ x

y-xV
\
(si. 3) ima asimptotu x + a —0.

Ako je krivulja dana u im-
plicitnom obliku
uaO)ym+ ul(x)ym' +
+ o um() = o,
asimptota paralelna sa osi y

dobiva se tako da se najprije
jednadzba podijeli sa y m\

uo(*) + «,(*)._1 + «,(*).i + ...+ um(x)_l =0,

a zatim u dobivenu jednadZbu uvrsti.y = 00. Onda ostaje u0(x) = 0,,
pa je to jednadZba iz koje se izraCunava ono x za koje'jy postaje 00.
Ako je a neki korijen jednadZbe u@x) = 0, onda je
XxX—a=0
asimptota krivulje paralelne s osi ordinata.
Npr.
(X2- I)jy*+ 2x*y + x*- 1= 0.

Podijelimo ovu jednadzbu
dobivamo

sa y8 pa

L+ 2x*— -f (x*- i).-i A 0.
y Yé

Za y = 00 dobivamo

x2- 1= 0.
Rjesenja ove jednadzbe jesu
Xi= +1,xt= —I1,

dakle su jednadZzbe asimptota:
X=+1 x= —1,

pa su to obje asimptote paralelne sa

0si y.

Analogno mogu se naci i
asimptote koje su paralelne sa
osi X na taj naCin da se jed-
nadzba poreda po potencijama
od x2

U nadem slucaju imali bismo za
gornju jednadzbu ovaj oblik

(y + )2*x2-y - 1= 0.
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Ako ovu jednadzbu podijelimo sa x2 dobivamo

v+ i)2-(y +93 *;@: 0.

Za x = oo dobivamo (3 + 1)2= 0, tj. y = —1 je asimptota zadane krivu-
lje paralelna sa osi x. To je ujedno dvostruka asimptota, jer smo je izracu-
nali iz jednadzbe (y - 1)2= 0 (si. 4).

Asimptote mogu biti i nagnute prema osi x. Ako krivulja
data jednadZzbom y = f(x) ima asimptotu koja je priklonjena
prema osi X, onda je jednadzba asimptote

y = ax + b
Jednadzbu takve krivulje mozemo u tom sluCaju pisati u obliku
y —ax -f b+ dx),
gdje d(x) ima svojstvo da je

lim d(x) = 0,
X->@
Sto znaCi da se u beskonacnosti krivulja priblizava asimptoti, ako
takva postoji.
Prema tome, krivulja ¢e imati takvu asimptotu ako joj jedna-
dZzbu mozemo dovesti u naprijed navedeni oblik

y = ax+ b+ dx).
Ako ovu jednadZbu podijelimo sa x3 dobivamo

Imamo

pa smo time nasli koeficijent smjera asimptote.

Da nademo veli€inu b} postupamo ovako:
Imali smo

y = ax-bb-bd(x);
iz toga slijedi:
b—y —ax —d(x)}

b= lim [y —ax —d(x)],
X—»00
a kako je za * —*o00 d(x) = 0, to ostaje

b= lim (y —ax)

x —»@D
Npr.
4 (x + 2)
Vidimo odmah da za x = —2 postajey = 00, pa je prema tome svakako jedna
asimptota x = —2.

Asimptota koja je nagnuta prema osi x dobiva se u smislu prednjeg na ovaj
nacin:

tlim 2. fim 4x:f2)

""""""" lim a(x + 2)
b =xB5iy" aji) [i6rbj*t *]
- lim X2—Xx2—2 X
x—so A+ 2
— i —X
M o+ 2)
Prema tome jednadzba druge asim-
ptote glasi
y = 1 x - i (Si. 5).
Ako je funkcija dana u
implicitnom obliku
f(x3y) = 0,

asimptota se nade tako da se
najprije ¢lanovi funkcije pore-
daju po homogenim grupama:

wpoy) + H_ + et
ot ey =0,

gdje ot (x3) znaCi da su svi sumandi i-tog stepena.
jednadZba podijeli se sa xn} pa se dobiva ovaj oblik:

Takva
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Ako u tako dobivenoj jednadZbi puStamo da x ide u beskonagnost,
ostaje samo jednadZba

*(!)_*

pa se iz te jednadzbe izra¢una vrijednost koju poprima y/x kad x
ide u beskonacnost, a to nije nista drugo nego koeficijent smjera a
asimptote. Ako zatim u danu jednadzbu uvrstimo

y = ax+ b

i pustimo opet, poSto smo jednadZzbu podijelili s najviSom po-
tencijom od x, da x ide u beskonaénost, dobit ¢emo vrijednost za b.

Npr. krivulja Descartesov list ima jednadZbu
x3—3cxy +y3= 0.
Poredamo ovu jednadzbu najprije po homogenim grupama:
x3+ y3—-3cxy = 0.
Prva grupa je treéeg stepena, druga je drugog stepena. Podijelimo Citavu jed-
nadzbu sa x3 tj. sa x u najveéem stepenu:

1+-1-3c”-0>

odnosno
1+ =0.
Ako x —»00, onda je lim — = a,
x —»00 *
pa dobivamo
1+ a3=0.

Odavde slijedi da je koeficijent smjera asimptote a 1. Jednadzba asimptote

glasit ¢e dakle
y =-x + b.
Tu vrijednost uvrstimo u prvotnu jednadzbu:
x3—3cx(—x + b) + G—x + b)3= 0,
ili
3cxa—3chx + 3x26—3 x b2 -f
+ b3 = 0.
Ovu jednadzbu podijelimo sa x*:

3o 3% n b 3P K A

Ako sada pustimo da x ide u bes-
konagnost, dobivamo:

3c+36 = Oili& = —c¢,
pa je jednadzba asimptote
y =—x—=c (si. 6).
Singularne tatke Kkrivu-
lja u ravnini. Ako je neka
krivulja odredena implicitnom
jednadZzbom

f(x,y) = 0,
koeficijent smjera tangente te krivulje odreduje se iz formule

noo= ti

dx  ~ fy
dy . o . e . .
— postoji u nekoj taCki ako je u toj tackifx ify neprekidno i

dx
ako je fy 4=0. Ako jefy = 0 afx 4=0, onda je — = 0. Ako je

u nekoj tacki fx —0 ify = 0, onda se u toj tacki ne moze
d dx
odrediti ni d—i ni Fy' Takva tacka krivulje f(x, v) = 0 zove se sin-

gularna tacka.
Moze se pokazati da vrsta singularne tacke ovisi o diskrimi-
nanti

D —fxy XX fyy

Ako je D>0, krivulja ima u doti¢noj tacki dvije realne tangente,
a to znacCi da je ta tacka Cvoriste (si. 7). Ako je D<0, u doti¢noj
tacki ne postoje realne tangente; ta je tacka izolirana (si. 8). Ako
je D —0, postoji samo jedna tangenta, ali mogu postojati dvije
grane krivulje, tj. krivulja moZe u toj tacki imati Siljak, i to ili
Siljak prve vrste (si. 9) ako su grane krivulje s jedne i druge strane
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SI. 8

tangente ili Siljak druge vrste (si. 10) ako su obje grane na jednoj

strani tangente.
Primjeri. 1. Lemniskata:
(x2+ y )2- a2(x2- 39 = 0,
fx = 4x(x2+y) - 2a2
fy = *y (x2+ 39 + 2azy,

= 12x2+ 4y2—2a2
fxy = 8xy>
fyy= 4x2+ 2y + 2fi*

U tacki (0, 0)jefx =0, fy = 0. D = 4a4 U toj tacki krivulja ima dakle
cvoriste, jer jeD > 0 (si. 11).
SI. 13
2. Semikubna parabola:
y*- X3=o.
la;-—— 3x2 fy —235 FXX-mme 6X, —o0, fyy —2

U tacki (0, 0) je D = 0, prema tome krivulja ima u toj tacki Siljak, i to Siljak
prve vrste (si. 12).

3. Krivulja x2 = 0.

fx = 2x —2xy\ fy = 2y —2x2y,
fxx = 2- 2y\ fxy = - 4xy9 fyy = 2- 2x2

U tacki (0, 0) je £ = —4; ova tacka krivulje je izolirana tacka, jer je D <0(sl. 13).

Zakrivljenost krivulja moZe se definirati uz pomo¢ zakriv-
ljenosti kruznice. Zakrivljenost kruznice mjeri se uz pomo¢ po-
lumjera kruZznice time da se zakrivljenost kruZnice definira kao

reciprona vrijednost njezinog polumjera:

f(xy) = x2+ y* -

1
K =
Q
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gdje je g polumjer kruznice. Odavde vidimo da je kruZnica to
manje zakrivljena §to je qveéi. Ako q oo} zakrivljenost K 0.
Stvarno” kad polumjer kruZnice teZi beskonacnosti® kruzZnica teZi
pravcu, a pravac je krivulja zakrivljenosti nula. Ako u gornjoj
formuli pomnozimo brojnik i nazivnik sa a, dobivamo

pri ¢emu je ga duzina luka na kruznici polumjera q sa sredi-
Snjim kutem a. Ova posljednja formula sluZzi nam za definiciju
zakrivljenosti svake krivulje. Ako na krivulji uzmemo (si. 14)
neku tacku M i u toj tacki poloZimo tangentu na krivulju, pa po-
trazimo na krivulji susjednu tacku i u toj susjednoj tacki
takoder poloZzimo tangentu, te se dvije tangente sijeku pod kutem
Aa. Naime, tangenta u tacki M si-

jeCe os x pod kutom a, a tangenta u

tacki sijeCe os x pod kutom a +

+ Aa, pa je odatle jasno da je kut

koji Cine te dvije tangente jednak

Aa, tj. jednak prirastu kuta prve

tangente kad se na krivulji pomak-

nemo do susjedne tacke. Ako je ta-

ko dobiven luk M M xvrlo malen,

mozZzemo taj dio luka smatrati kao

dio kruznice. SrediSte te kruznice

dobiva se kao sjeciste normala u

taCkama M i M | a ove dvije norma-

le su dva polumjera te kruznice ko-

ji medu sobom zatvaraju kut Aa.

Uz tu pretpostavku je dakle za naSu krivulju

1 Aa Aa
9 MM1 As

Ova formula vrijedit ¢e to tatnije Sto je As manje, pa ¢e prema tome
biti

1 . Aa da

—=lim — . -

Q As 0o~ ds

Odavde mozemo izraCunati ljg na ovaj nacin.
ga Cini tangenta sa osi X, to je

Kako je a kut §to

tga=y"' ilia= aretgy\
Odavde
y* dx
TT7%3
a kako je osim toga
ds = j/l + y'2dx,
to slijedi:
1 da
g~ ds ~ (1 +y'J*li3
a sam polumjer zakrivljenosti q:
_@Q+y23
y"
Ako je krivulja zadana parametarski, tj. jednadZbama
a=/,(*p y=A(1),

moze se pokazati da se polumjer zakrivljenosti izraCunava iz
formule

[//(*)m + [./(0s]8/>

Iz formule za polumjer zakrivljenosti mogu se lako naci koordinate
srediSta zakrivljenosti. Ako neka tacka ima koordinate (x3y)> onda
su koordinate sredita zakrivljenosti
1+y'2
y

. 1+ yfi
n=y +
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Koordinate srediSta zakrivljenosti dane su dakle kao funkcije
od Za svaku taCku krivulje dobivamo na taj nacin posve od-

redeno srediSte zakrivljenosti, a sva ova srediSta leZze na krivulji
koja se zove evoluta dane krivulje i dana je u parametarskom
obliku jednadZzbama
I = g{x)> v = Kx) =
Tako je npr. za parabolu y2= 2px evoluta dana jednadzbama

I =p+ 3x,
ili

U= 277 -’
Evoluta parabole zove se Neilova parabola (si. 15). Evoluta elipse prikazane
jednadzbom

ig+* 1
a

ima jednadzbu
(a))23+ (6*R3=
gdje je e = |/a2—62:
Evoluta elipse zove se astroida (si. 16).
Moze se pokazati da je duljina luka evolute izmedu dviju
taCaka jednaka razlici polumjera zakrivljenosti prvotne krivulje.
Ako prema tome od jedne tacke evolute nanesemo na evolutu

SI. 15 Si. 16

nerastezljivu nit, pa odvijamo nit u smjeru tangente evolute, krajnja
tacka te niti lezat ¢e uvijek na zadanoj krivulji. Prvotna se krivulja
moze dobiti odvijanjem evolute, pa se ona zbog toga zove i evolventa
svoje evolute.

Duljina luka. Veé¢ je naprijed spomenuto da je

ds |/ +:

To se lako dokazuje na ovaj nalin. Ako na nekoj krivulji uzmemo
dvije tacke M1i M2i naCinimo trokut M1P M 2(si. 17), taj e
trokut imati katete Ax i Ay i hipotenuzu As. Po Pitagorinom
poucku imamo dakle

(As)2= (A*)2+ (A3)2;
odatle dobivamo

e dx.

As ‘Ay_y
~Kx AX)

pa imamo ujedno

ds ,
= /1 +.
dx
Iz te formule mozZemo izracunati SI. 17
diferencijal luka krivulje i uz po-

mo¢ tog diferencijala izraCunati duljinu nekog luka dane krivulje
formulom
*2
s = \] jI + y'2 dx.

X
Ako je krivulja dana u parametarskom obliku, duljina se luka
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iz formule

U
S® J ]/dx2+ dy‘= 1 j/izICO* + /a'(0a di -
* h
Npr. cikloida ima jednadzbu
X=r({ —sint),
y =r( —cos t),
pa dobivamo da duljina njenog luka izmedu dva Siljka iznosi
2 & 21

izraCunava

s —J FI/2(1 —cos i)2+ r2sin2i] di = 2r J sin
0 0

Dodirivanje krivulja. Neka dvije krivuljey = f(x) iy = g(x)
imaju zajednicku tacku x = x0, tj.

/(%) = s(x<)

Pretpostavimo, nadalje, da

['(*0) * /(*0)-
Ako razvijemo te funkcije po Taylorovoj formuli, imamo

di = 8r.

(%) =1(*0) + %~ ~ f\x 0 + +UX-

*")]>
g(x) = g(x0 + —,-p g'(xo) + N 2\°* g'Axe + &ax ~ X

Odavde dobivamo

f(x) —9(x) X—xn
—y_ %Q_ =/'(*0) - g\xo)+ -jj—If"[x0+ U™* - Xo) -
- g'[xo+

- )
fix) ~ g(x)

lim m=f(x0) - g'o) -

Kako je f'(x0) —g\x0) # 0, velimo da se ove dvije Kkrivulje
u tacki x = x0 sijeku, ali ne dodiruju. Razlika f(x) —#(*) teZi
prema nuli kad x tezi prema x0 kao beskonaéno mala veli¢ina
prvog reda.

Ako je, medutim,
/'(*0) = g'(x0)> /"(*0) * g"(*0)>
imamo po Taylorovom razvoju

X —Xn
-i-p /W o+

(x—xn)2

f(x) =7(x.) + ~ r-r(x 0+

+ (X~*03 f"[=c0 + H *-x 0],

g(x) = ¢(*0 + 27-i"(*0) +
+{~g"'[Xo+Ux- %)
pa imamo
f(x) —gx) 1 X —xa

- 21 V(. X0)-g""(X0)]+-s rIf"'[X0o + Ux - *))] -

g"'[xo + *0)])-
U tom slucaju krivuljey = f(x) iy = g(x) se diraju, jer imaju
zajedni€ku tangentu, a
lim T - 900 1
im
so®™ 0T F=2I[/ Ne
tj. kad x tezi prema x0 razlika f(x)—g(x) teZzi prema nuli kao
beskonacno mala veli¢ina drugoga reda. Za same krivulje velimo
da one imaju u tom sluaju u tacki x = x0 dodir prvoga reda.

Ako je posve opcenito u tacki x = x0,
[(*0) = I'(*o0) =
/" (*0) = Sxx/nW o =
tj. ako su u toj taCki ordinate obiju krivulja kao i sve derivacije
do uklju€ivo n-te jednake, onda se kaze da zadane krivulje imaju
u tacki x = x0 dodir n-toga reda. Po ovoj definiciji krivulje koje
se ne dodiruju imaju dodir O-tog reda.

gn(*o)>
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Omotnica. Neka u jednadZbi
C)=0
C znaCi parametar koji moze poprimiti razliCite vrijednosti. Za
svako odabrano C dobivamo jednu krivulju u ravnini. Prema
tome ta jednadzba predoCuje skup od neizmjerno mnogo krivulja,
koji zovemo porodicom krivulja.

Ako za neku takvu jednoparametarsku porodicu krivulja
postoji krivulja C koja ima svojstvo da u svakoj svojoj tacki ima
tangentu koja je u toj taCki ujedno tangenta jedne krivulje iz
dane porodice, ali krivulja C sama ne pripada toj porodici, onda
kazemo da je krivulja C omotnica (anvelopa) dane porodice kri-
vulja. Do te omotnice dolazi, se tako da se zadana jednadZba
derivira po C i postavi

df(x,y, C) _

dc

Iz ove jednadzbe i prethodne eliminira se C i tako dobivena

jednadzba je jednadzba omotnice zadane porodice krivulja. U

pojedinim slu€ajevima treba uvijek ispitati da li je to stvarno

omotnica. Zadana porodica krivulja ima samo onda omotnicu,
ako su zadovoljeni ovi uvjeti:

0.

1. f(x>y>C) = 0,
df(x,y, C)
aic %
2 fx oty 4o,
fex  fey
3. fcc ~ o

kruznica

(- cy +y% S

Imamo npr. obitelj

Da nademo omotnicu tih KkruZnica
deriviramo tu jednadZbu po C pa do-
bivamo

-2 (*-C)=y.

Odavde

To uvrSteno u jednadzbu kruZnica
-daje

ali

X iy= - sl. 18

Dobili smo dakle dva pravca (si. 18), koji su zaista omotnice danih krugova,
ier zadovoljavaju gore navedene uvjete. Naime, 1. uvjet je zadovoljen jer smo
iz njega i dobili jednadzbe tih pravaca. 2. uvjet je determinanta:

£) _ 1 fx fy 1= 1l2(x—C) 2y 1 _ =*
Ifcx fCy 1 1-2 0 1 y -
D %0, kad jey # 0, a kako opéenito nijey = 0, to je i taj uvjet ispunjen.
3. uvjet, fcc = £+ 0, ispunjen je, jer fcc ni)e za svako C jednak nuli.

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA PROSTORNIH KRIVULJA
Prostorne krivulje. Krivulje u prostoru predoCuju se naj-
ceS€e u parametarskom obliku:
x=x); y=yM; z=z(1).
Vektor od ishodista do neke tacke u prostoru zove se radijvektor
te taCke. Svaka tacka na krivulji odredena je radijvektorom

r=X@)i+y((t)j+ z(k}

gdje su i, j i k jedini€ni vektori u smjeru osi X,y i z.
Prostorna krivulja moze se predociti i kao presjek dviju ploha:
f{x3y, z) = 0, g(x,y3z) = 0.

Duljina luka prostorne krivulje odreduje se polaze¢i od formule

di2= dx2-- d*2+ dz2
Prema tome, duljina luka prostorne krivulje od tacke Mj koja
odgovara parametru tx do tatke M2 koja odgovara parametru
i2 bit ¢e jednaka

t K

- T Jaxz+ ay2+ ar2 fy¥a+ y2+ 2201
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. 5 .. dx dy dz
gdje X, y, Z znaci

Na primjer, krivulja

X=acost y=-asint, zmbt

zove se zavojnica i nalazi se u cijelosti na
valjku koji ima jednadzbu

*2 + 3*= a2
Duljina luka te prostorne krivulje od
tacke (a, 0, 0) do tatke Ai2(a, O, 2tth)
(si. 19) tj. od tatke t = Odotatke t = 2k
izraunava se iz formule
2rc

sin £)* + (acos t)2 -f b*dt

2n

= J\a2+ b2dt = 2nJ/a2+ b2.

Tangenta prostorne krivulje. Ako je parametar Kkoji pri-
pada nekoj tacki na krivulji jednak t} radijvektor te tacke na krivulji

funkcija je tog parametra ts pa se biljezi r (i). Ako na prostornoj
krivulji uzmemo susjednu tacku koja se dobiva za parametar

t+ At radijvektor r (i + At).
te dvije tacke jednak je Ar, tj.
dodati vektoru r (i) da bi se dobio r(t + At) (si. 20).

pripadni je Vektor koji spaja

odgovara prirastu koji se mora

Vektor Ar moze se pisati i ovako
Ar = Ax-i + Ayj + Az -k
Ako ovu jednadzbu podijelimo sa At, dobivamo
Ar AX Ay -> Az
. . I+ -ii-k;
~At ~ ~A7 71+ At
ako At-* 0, ova formula prelazi u
dr dx —» dy dz —
dF = dF' P+ d7 'j + dF '*
Time je definirana derivacija radijvektora po parametru t3 koja
je takoder vektor. Smjer tog vektora je smjer tangente na prostornu
krivulju jer je smjer sekante bio odreden vektorom Ar, a kad

Ar teZi ka dr, onda sekanta teZi tangenti. Kao pozitivni smjer
tangente uzima se smjer u kome raste parametar, odnosno duZina
luka.

1z gornje formule zadr slijedi da je
t

ds

dt

Jednadzbu tangente na prostornu krivulju dobivamo na os-

novu ovog razmatranja. Na si. 21 predoCena je tangenta na pro-
stornu krivulju u tatki Air Na toj tangenti uzmemo bilo koju
tacku M. Spojimo tatke Mxi M s ishodiStem i dobivamo trokut
OMiAi. Prema tome je

r=r(rj + MM.

SI. 20
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Vektor MXM je vektor koji ima smjer vektora r' = pa je

stoga

Iz toga slijedi kona€no

r = Kh) + Ar'CO.
To je vektorska jednadZba tangente na prostornu krivulju. 1z ove
jednadzbe slijedi:
* =+ AFQ,
= y(ti) + Ay(0 >
=-sr(ii) AL (M)3

a odavde se dobiva analiticka jednadzba tangente na prostornu
krivulju:

X-X(t) _y-y () _z z(X
x'(ti) ~ ~ z'(ti)
Kosinusi kut va $to ih ta tangenta Cini sa osima x, y i z jesu:

x'(t (t zf(t

cosa = X3 y'(t) (t)
Ir (0 | r'cor K M

Za zavojnicu imamo:
X = xXx y-y1 z - zX
—a sin rx a cos rx b

pri ¢emu su xlt yu zx koordinate tatke koja odgovara parametru il5 a x, y, z su
koordinate tatke na tangenti.

Ako je prostorna krivulja dana kao presjek dviju ploha

f(x,y.2) = 0. g(xy,2) = o
jednadzba tangente glasi
x — X\ y —vyi z —zXx
gdje je
fy f
Z -zi fygz fZgy3
gy gz\

a indeks (1) znaci da se za x, y3z uvrStava xBy L} zv
Normalna ravnina. Ravnina okomita na smjer tangente
u taCki M x prostorne krivulje zove se normalna ravnina krivulje
u toj tacki. Ako spojimo tacku M x krivulje i bilo koju tatku M
normalne ravnine s ishodistem,
dobivamo trokut OMxM (si. 22).
Iz tog trokuta slijedi, da je

MM —r —rv

Taj vektor MXM3koji leZi u nor-
malnoj ravnini, okomit je na tan-

gentu na prostornu krivulju u
>
tatki Mx Ako ozna¢imo sa t°
jediniéni vektor tangente, onda
mora vrijediti uvjet
Sl 22 (7-0 =o0.
To je rektorska jednadzba normalne ravnine.
Kako je
t*=cosa -i-fcos -j+ cosy
miT-rx= (X- *i+(y - 3)j+ (*- aj) K,
to iz vektorske jednadzbe (skalarni produkt) slijedi
O - xQYcosa+ Cy- 3N)cosfb+ (s- sjcosy =0,

odnosno
(* - *RjcCO + (v —
Npr. za zavojnicu dobivamo
(x- xi) - C-

+ (* _*l)*‘(o = ©°o_
jednadzbu normalne ravnine:

«sin fx) + (y- yi) *acosii + 0?- -6 =0,

TE, I, 17
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ili odavde
—yl1lx ¥ x¥y + bz = bzx

Glavna normala. Prostorna krivulja u svakoj svojoj tacki
ima samo jednu tangentu, ali neizmjerno mnogo normala. lzmedu
svih tih normala isticu se dvije: glavna normala i binormala.
Do pojma glavne normale dolazimo na osnovu ovakvog razmatra-
nja. Ako na prostornu krivulju u nekoj tacki kojoj pripada pa-
rametar t poloZzimo tangentu, ta Ce tangenta imati svoj odredeni
smjer. Ako promatramo samo onaj dio tangente koji ima duZinu
1, onda smo tako dobili jedini¢ni vektor tangente. Ako u nekoj
susjednoj tacki s parametrom t -f- At takoder poloZzimo tangentu,
dobit ¢éemo neki drugi smjer i
neki drugi jedini¢ni vektor. Za-
mislimo sada u prostoru bilo koju
taku i poloZimo kroz tu tacku
paralelu s prvim jedini¢nim vek-
torom i paralelu s drugim jedi-
ni€nim vektorom. Krajnje tacke tih
vektora leze na jednoj kugli polu-
mjera 1. Geometrijsko mjesto vr-
hova jedini¢nih tangentnih vekto-
ra na spomenutoj jedini¢noj kugli
zove se sferna indikatrisa tangent-
nog vektora. Ako spojimo kraj- si. 23
nje vrhove dvaju jedini¢nih vek-
tora tangente koji polaze iz istih
iz koje razabiremo da je

ishodiSta, dobivamo si. 23,

t°(t + At) = t° (i) + Af,
ili
At = t° (t + Ai) - t°(i).
Ako sad pustimo da Ai ide prema nuli, dobivamo

lim At° = dt°.
At ->0
Kako je, medutim,
dr dr
dt dt  dr
dr ds ds
dt dt
to je R
di° dr
ds =d?’

Razabiremo odavde da je derivacija jedinicnog vektora tangente
po s jednaka drugoj derivaciji radijvektora r po s. Ta derivacija
jedini¢nog vektora tangente, odnosno druga derivacija radijvek-
tora, ima prema tome smjer tangente na sfernu indikatrisu, te
je ujedno okomita na jedinicnom vektoru tangente. Pravac Kkoji
je okomit na tangenti i ima smjer vektora druge derivacije radij-
vektora zove se glavna normala. Jedinicni vektor glavne normale

pise se h .
Budu¢i da je n° proporcionalno drugoj derivaciji 9‘ , sva-
kako je
n° = R'd?r
ds*3

gdje je R faktor proporcionalnosti. Znacenje tog R upoznat ¢emo
kasnije.
Ako na prostornoj krivulji spoji-
mo tacku Mx s ishodiStem i isto
ucinimo s bilo kojom tackom glavne
normale, dobivamo trokut OMXM
(si. 24). Za taj trokut vrijedit ce:

r= rx-f X-n°3
iz Cega slijedi:
dx

r=rx+ [l
[ ds2
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Odavde:
d
* = +
d*y
y=yi +
d*z
dF
odnosno.
X —Xx Yy —yl z—zX
x" y z

gdje su x"3y"3z" druge derivacije xyy i z po s u tacki s para-
metrom ii.

Npr. jednadzbe glavne normale zavojnice glase:

X—Xi y - yi z —zx
1 0
Ix* a* + b* a Sin h a2+ g2
i
" X-  3-3 2-0
R yl 0

Ravnina rektifikacije je ravnina koja je okomita na glavnu
normalu i prolazi tangentom. Ona je dakle i tangencijalna ravnina

prostorne krivulje. 1z si. 25 se vidi da je jednadzba ravnine rekti-
fikacije
(r—rj "n°>—o.

Vektor r —rx je u ravnini rektifikacije, pa kako je ravnina rekti-
fikacije okomita na glavnoj normali, mora skalarni produkt vek-

tora r —rx i vektora n° biti jednak nuli.
Kako su komponente vektora r —rx jednake x —xB3y —y 13

z —z1B a komponente vektora n° su proporcionalne sa

dx d¥ dz
ds2* dl.’ d? 3
to slijedi
d dy dZ
(* - +Cy - ¢ili+ (*- %0 =0

kao jednadzba ravnine rektifikacije.

Za zavojnicu bit ¢e prema tome ta jednadzba

- acosh —a sin tx
(*-50 a»+f + (y~~ V T i5 =0,
odnosno )
XX+ yyi = a2

Ravnina rektifikacije zavojnice je tangentna ravnina valjka na kojem se nalazi
zavojnica.

Binormala je pravac okomit na tangenti i na glavnoj nor-
mali. Orijentacija i smjer binormale dani su jedini¢nim vektorom

binormale, koji se oznaCuje sa b° i jednak je

K d e dx dy dz d n°3 R dzx R dy
omponente od t° su W@ ds a od n ¢ ds2
d

R ds2*

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA

Imamo prema tome
J k
dx dy dz

b° = ds ds ds
d d¥ dZ
d* Rd¢ Rd¢
— idydz df£d3A -> /dz dx  dx d2\ —
n AN \ds ds2 dsds2/ * A~ \ds ds2 ds dsZ)y+
/dx d¥y  dy dx\ ->
+ R dFd? ~ dFd?) K
iz Cega slijede jednadZbe binormale
-1 y —vi
yz —zy ZX - Xz Xy —y X
dy dZ dzdy .. dy dZ dz d¥

die y'z" —z'y" znadiili —= — — ——- _ili -+ — -———
e X A ds ds2  dsds2'' dtdtz drdt2
u tacki s parametrom tim
Za zavojnicu dobit éemo na taj nacin da je jednadzba binormale
X~XI = y-yi =2Z- X.
bsin ti —Dbcos tx a
Ravnina oskulacije je ravnina koja prolazi jedini€énim vek-
torom tangente i glavne normale. Ta ravnina je prema tome
takoder tangencijalna ravnina. Binormala je okomita na toj ravnini
jer je okomita na jedini€nom vektoru tangente i jedinicnom vek-
toru glavne normale. To svojstvo daje nam vektorsku jednadzbu
ravnine oskulacije:

r—=X -(r*°x n)=0 (si. 26).
Iz ove jednadzbe slijedi
X—* y—yx z—Z
dx dy dz
ds d7 ds
d dy dz
ds2 ds2 ds2
to jest,
Ol A 2 I N G S
+(z- ) (Xy" —y'x7) =0,
pri ¢emu
yEz" —2'y"3 2 Xt —xfz", Xyt —y' X"

ima isto znaCenje kao u jednadZbi binormale.

Za zavojnicu dobivamo ovu jednadZbu ravnine oskulacije:
byxx —bxxy + a2z = aszx

Prostorna krivulja ima, prema naprijed izlozenom, u svakoj
taCki tri istaknuta pravca: tangentu, glavnu normalu i binormalu.

Sl. 27

Ta tri pravca Cine trobridac s tri ravnine: normalnom ravninom,
ravninom rektifikacije i ravninom oskulacije (si. 27). Za taj tro-
bridac vrijede ove jednadZbe:

t° —n° x b°3 b° = t° x n°3 n° = b° x t°.



DIFERENCIUALNA GEOMETRIA

Fleksija.Zakrivljenostprostorne krivuljemoze biti dvojaka:
fleksija itorzija. Do pojma fleksije dolazi se na ovaj nacin. Ako
na prostornu krivulju (si. 28) po-
lozimo u dvije susjedne taCke
tangente, jedini¢ni vektori tih tan-
genata c¢ine u prostoru kut Aa.
Ako pod As razumijevamo uda-
ljenost tih dviju tacaka na krivulji,
onda se analogno definiciji zakriv-
ljenosti ravnih krivulja definira
srednja zakrivljenost sa Aa/As.

Ako pustimo da se druga ta-
¢ka prostorne krivulje sve vise
priblizava prvoj, taj omjer pre-

lazi u da/ds. Taj kvocijent definira se kao fleksija krivulje i
oznatuje sa 1jR, pa je tako

1 da

~R= d§'
Veli€éinu R zovemo polumjer zakrivlje-
nosti.

Ako iz neke tatke u prostoru povuce-
mo paralele sa tangentama na dvije sus-
jedne tacke prostorne krivulje (si. 29),
vrijedit e, ako su te tacke dovoljno bli-
zu jedna drugoj, jednadzba

SI. 29

At® = Aa, odnosno di°® = da,
pa Je
1 da dt°
R = d7 ds
Imamo nadalje
dte 1
ds R
Kako je
dr
ds 5
to dobijemo kona€no

dr -> 1> d
odnosno  »*-/?. 3JT-

Time smo ujedno pokazali da je faktor proporcionalnosti R,

->
s kojim mnoZimo da bismo dobili n°3polumjer zakrivljenosti
nade prostorne krivulje. Kako su komponente vektora

dx dx d¥ dz

d? =dnaked7*> 1d?’
odavde slijedi da je
ld2r /d 2a\2
d» =]1/(S)“+ © " 4+ a? *
Iz jednadzbe
o= R dx
- ds2
slijedi
I-> 1 dz
\n° 1= R
ds2
-y ® --© -0
iz Cega
Coifldx\2 dy\2 /dz\2
(sr) + (@dir) + 1 )
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Ova formula sluZi da se izrauna polumjer zakrivljenosti prostorne
krivulje ako je duljina luka parametar na krivulji. Ako je, pak,
na krivulji dan opdéeniti parametar t, moZe se pokazati da se
R izracunava iz formule

R (i2+y + (v’

gdje znaci
A =yz —zy3B = zx —xz} C —xy —yX.

Oznake x3y3z znaCe prvu derivaciju po t3a x3y3z drugu de-
rivaciju po t.

Za zavojnicu moZe se pomocu gornjih formula pokazati da je

« -0 *

Zavojnica ima prema tome konstantnu fleksiju.

Torzija je mjera za promjenu smjera
binormale pri pomicanju tacke duz pro-
storne krivulje. Dok smo do pojma flek-
sije doSli promatrajuci dvije susjedne
tangente i podijelivSi kut medu njima sa
pripadnom udaljenosti dviju tacaka, do
pojma torzije dolazimo ako kut medu
dvjema susjednim binormalama podije-
limo sa udaljenosti dviju tacaka na kri-
vulji. Prema tome je srednja torzija kri-
vulje kvocijent A/?/As. 1z si. 30 vidi se da

Vrisedi 81. 30
|Ab° I« A/?, odnosno |db° | = d/?.
Apsolutnu vrijednost torzije 1jT definiramo kao
1 = lim ~ = I db
T As ds jds
db° . )
dgs ima smjer glavne normale. To se dokazuje ovako:
b= 0 ->°dt° , ap°
=0, b g———l t ds 0
dt° 1 b n° , db°
d R ne meor U g0
Kako je
-*db°
°=0, to]j t*— =0
n o je &

.odv . . A
Dakle je oS okomito na t° i na b° i leZi prema tome u n°.
s

Imamo dakle
db° db° .o dbe

ds ds M ge=n

a odavde, ako jednadZbu mnoZimo sa n°s zbog (n°)2 = 1,

1 a°
ds
MozZe se pokazati da je
1 jr' r')
T= g
§to se mozZe pisati i ovako:
1 oy
.= ~ R2 X y" Z
X"y ozt

Ova formula vrijedi kad je prostorna krivulja zadana radijvek-
torom koji je funkcija parametra s. Ako je prostorna krivulja
dana kao funkcija parametra t3 torzija se izraCunava iz formule.

- [rmrmr),
A*+B*+C2

gdje A3 B i C imaju gore oznafeno svojstvo.



Za zavojnicu dobivamo iz tih formula
1 b
T a2+ b2

Sto se tige predznaka torzije, moZe se pokazati ovo. Kad neka
tacka prolazi krivuljom u pozitivnom smislu, tj. u smjeru u kome
se povecava duljina luka, ona ¢e se, kad sije¢e oskulacionu ravninu,

spustati ispod te ravnine ako je —> 0, a uzdizati se ako je

1

Y <o.

Mi smo definirali torziju uz pomo¢ kuta $to ga cine dvije
susjedne binormale. U stvari se uz pomo¢ torzije mjeri izvijanje
prostorne krivulje iz ravnine. Krivulje u ravnini nemaju torzije,
jer se ne izvijaju iz ravnine. Stvarno je binormala krivulje u ravnini,
kao pravac koji je okomit na tangentu i glavhu normalu, u svakoj
taCki krivulje pravac okomit na ravninu u kojoj lezi krivulja.
Prema tome dvije susjedne binormale uvijek ¢ine kut A? = 0
i torzija je po definiciji jednaka nuli za krivulju u ravnini.

Frenetove formule. Ako formulu

p =P xT°
deriviramo po s, dobivamo

dne o> dt® db® -+

ds X tods X
Kako je
dte 1 db°® 1
ds =ds2: R ds ~f
slijedi
. 1
Xr = —
TT—?*(II“-)+(t'"-) ' R b
Na taj nacin dobivene tri formule:
dt® 1
ds R
d«*
ds
db°® 1
~di==~T"'n"

zovu se Frenetove formule.

Uz pomo¢ tzv. Darbouxova vektora

> 1 -> 1
d= -y mb°

mogu se gornje formule pisati i u ovom obliku

de
s x t,
dn° d

- .
dS X n Yy
dp ~d
"~ P,

Diferencijalna geometrija ploha

Analiticko predocivanje ploha. Plohu u prostoru mozemo
analitiCki predoCiti na ove nacine:

z = f(x,y) (eksplicitno),
ili / 0,y3z) = 0 (implicitno),
ili X = X(u3v) y —y(u, v) z = z(u3v) (parametarski

uz pomo¢ dva parametra).

Primjeri. JednadZba kugle u pravokutnom Kartezijevom koordinatnom
sistemu glasi
X* +y = r2.

DIFERENCIJALNA GEOMETRUA

Mozemo kuglu predociti i uz pomo¢ dva parametra uvodeci tzv. sferne koordinate.
1z si. 31 se razabire da se uz pomo¢ koordinata i y» moze kugla predo€iti
jednadzbama:

X = rsin0 cosyy, y —rsin&siny, z = rcos &
Elipsoid se moze pisati

M+ v —1
2N+ Vi +

2u
Tu*+ V%t T

. 2v
"M+ V24 1%

Kad je ploha zadana u parame-
tarskom obliku, mogu se x> y3z
shvatiti kao skalarne komponente
jednog vektora, pa se moze pisati

r(udv) = x{udv)i + y(u} v)j + z(Ujv) k.
Krajnje tacke radijvektora prolaze zadanom plohom kad se mi-
jenjaju vrijednosti u i v unutar nekog podrucja P.

Ako u gornjim jednadzbama za ;c,y iz uzmemo da je v = voy
tj. da je v jednak jednoj odredenoj vrijednosti, te jednadzbe pre-
laze u oblik

X= x(u,v03 y=y(u,vQ, = z(u}vO0).
Kako je u tim izrazima v0 konstanta, x, y3 z funkcijesu samo
parametra u. Prema tomete formule predstavljaju prostornu
krivulju koja se u cijelosti nalazi na naSoj plohi. Tu krivulju
zvat éemo u-krivuljom.

Kako imamo mogucnost uvrStavati za v razli€ne vrijednosti
vo> vi> vz itd.3 na taj nacin dobivamo jednoparametarsku po-
rodicu u-krivulja. Analogno mozZemo, ako uzmemo da je u = u0
dobiti

X = X(uo, v), y =y (uo, v), z = z (UOV).
Na taj nacin dobivamo v-krivulju, asa razli¢nimvrijednostima
u0, uid3«2 itd. porodicu v-krivulja. Te «-krivuljeiz;-krivulje zovu
se takoder koordinatne ili parametarske krivulje.

Ako jednu «-krivulju uzmemo kao jednu koordinatnu os
a jednu A-krivulju kao drugu koordinatnu os, dobivamo na
plohi koordinatni sistem uz pomo¢ «-krivulja i z;-krivulja.

Ako imamo na plohi bilo kakvu krivulju, moZemo je predo-
Citi uz pomo¢ navedenog koordinatnog sistema jednadzbom
I(«,v) = 0 ili
u = u(t) i

Ako za kuglu predocenu sfernim koordinatama uzmemo
¢emo ~-krivulje:

X = T sin & cos W0, y = r sin & sin W»

koje nisu niSta drugo nego meridijani na kugli. Ako u parametarskim jednadz-
bama uzmemo & = #0, dobit ¢emo

X = r sin #0 cos
te~su ~-krivulje paralele na kugli.
Tangencijalna ravnina. Ako je krivulja na plohi zadana
parametarski, tj. jednadZbama wu = u(t)3 v = v(t)3 onda Cce
radijvektor te krivulje biti dan jednadZbom

v= v
ili jednadZzbama v —v(t).

= vo dobit

Z —r Cos

y = rsin sin y» z =*r cos &0;

r) = rfu(®,v(vl.
Ako Zelimo taj radijvektor derivirati po t3 postupamo po formuli:
KO0 du -> dv
dt dt + r’'dt’

Veli¢ine ru i rv odreduju smjerove tangenata na «-krivulje od-

nosno z;-krivulje u doti¢noj tacki. Prema tome FG i_r)\,/ imaju smjer
tangenata na «-krivulju odnosno ~-krivulju.

Jednom tackom plohe (npr. Ai, si. 32) ide neizmjerno mnogo
prostornih krivulja koje leze na toj plohi i svaka prostorna kri-
vulja ima u toj tacki tangentu Ciji je smjer odreden gornjom
formulom za tangentu. Sve te tangente zajedno Cine tangencijalnu
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ravninu na tu plohu. Jednadzba te tangencijalne ravnine dobiva se
na ovaj nafin. lz si. 32 razabire se da svaka taCka tangencijalne
ravnine lezi na nekoj tangenti kroz tatku Afx Prema tome je za
tatku M na tangencijalnoj rav-
nini

AijM = "ru+
a odavde

mry,

r=rl+ Ilru+ AR
ru i rv moraju biti linearno ne-
LA Al .
zavisni tj. Yrux rv\ = 0, jer

Sl. 32

kad bi ru x rvjbilo jednako

0, to bi zna€ilo da su ru i rvu pravcu, a to ne moZe da bude.

Vektorski produkt ru x rv jednak je

K
ru Xrv=

yv Vv
To je vektor okomit na tangencijalnu ravninu. Prema tome je

(r- r)(Mx rv)= 0,
a odavde dobivamo

X—* y~yi z-*
Xu zu =0

n

kao jednadZbu tangencijalne ravnine u jednoj taCki plohe. To se
mozZe pisati i ovako

rer*)] X\ y)\

[0(a,2))dj ~ i 12z

rs(:v,z)]
[o{u, V)\j * X

Ako je ploha zadana u obliku f{x3y3z) —0, onda jednadZba
tangencijalne ravnine glasi:

()7 - + (S)1&

Normala na plohu odredena je (po smjeru) vektorskim

+(1)/2- 1~ = o

produktom ru x rv. Jedini¢ni vektor normale na plohu bit ¢e
prema tome

ru X r,,

No = =
\ru X rv\
Vektorska jednadzba normale na plohu glasi:
r=rl+ X(r, X rv.

Odavde dobivamo jednadzbe normale na plohu

*oo*p oy -yi = z- 11X
0« X rvy)x (rux rvy (ru x rv)z
Ako je ploha zadana u obliku f(x,y3z) = 0, imamo za jednadZzbe
normale na plohu oblik
X — Xl y —y\  Z— zx
i), i), ®);

Prva osnovna diferencijalna forma plohe. Ako imamo
na plohi krivuljukojaje zadana jednadzbamau = u(t)3 v = v(t),
onda je derivacijaradijvektora bilo koje tacke na tojkrivulji

— _— > —

r{t)y =r, -u+r, v.
Tu u iv znaCe derivacije po parametru t. Ako ovaj izraz kvadri-
ramo, dobit ¢emo:
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£»(0 W2+ 2rM-rvav + n2-Z2

—\ 2
dr\ /ds\2 i>1
Tt) = \d?j5,er,e ldri= di-

Uvedimo sada ove oznake:

ru = Irml=V +yu + zu = E>

y VW "3

+ Yv2+ ZV = 6 -

= X\ Xv
1= Vv

Odavde dobivamo
/ds\ 2
(di)
Ako ovu jednadZzbu pomnoZzimo sa
ds2= Edu2+ 2F dudv + G dva3

1HaAY2

G
HGL)

dr2 dobivamo

/dw\2+ 2qu dv+
= £ (dt) di dt

formulu koja nam daje moguénost da izratunamo diferencijal
duZine luka bilo koje krivulje na nekoj plohi. Desna strana ove
formule zove se takoder prva osnovna diferencijalna forma plohe.
Za razli€ne plohe ta ¢e forma dobiti svoje naroCite oblike.

Npr. za ravninu x, y prva osnovna diferencijalna forma glasi
ds2 =* dxa+ dy2
Ta jednadzba odgovara prethodnoj sa x = «,y = v, E=1 F =10 G —1
Za kuglu koja_je predo¢ena sfernim koordinatama prva osnovna diferencijalna
forma ce glasii
dsa= r2d#2+ sin* O dy)2

Ovdje je &= u, = vt E—r2 F—0, G = r2sin2#.

S time u vezi moZe se primijetiti da je F = 0 ako su koordi-
natne krivulje na plohi medusobno okomite. To vidimo npr. i
u slu€aju ravnine x}y i u slucaju kugle.

U prvoj osnovnoj diferencijalnoj formi sadrzana su dakle
karakteristicna svojstva ploha. Ako dvije razlicite plohe imaju
istu diferencijalnu formu, one se mogu razviti jedna u drugu.
Npr. prve osnovne diferencijalne forme valjka i ravnine su jednake,
pa stoga mozemo sliku na valjku razviti u ravninu. Razvijanje
jedne plohe u drugu zovemo takoder izometrijskim preslikavanjem3
jer se u tom slucaju preslikavaju duzine pojedinih likova u istoj
velicini.

Geometrija na plohi promatra unutarnja svojstva plohe, koja
ovise samo o metrickim odnosima na samoj plohi, a ne o metric-
kim odnosima prostora u kome se ploha nalazi. Takva unutarnja
svojstva dana su upravo prvom osnovnom diferencijalnom for-
mom.

Druga osnovna diferencijalna forma plohe. Ako se u
jednoj tacki neke plohe (A, si.33) poloZi tangencijalna ravnina,
moZe se pokazati da je udaljenost d
neke druge, susjedne tacke (B) na
plohi od te tangencijalne ravnine
priblizno jednaka

d**h[N°ruu - d«2 +

+ 2Ne -ruwdudv+ Ne rwdvy.

Uvedemo li kratice

Ne -ruu= L3 Ne -ruv= M,

Ne - rw= N3
dobivamo
d=i(L dw2+ 2M dudv + N dv2.
lzraz u zagradi zove se druga osnovna diferencijalna forma plohe.

MozZemo pisati
Ldu2+ 2M dudv + N dv2=

= -r-[(Ldu + M dv)2+ (LN —M2dv] .

Izraz u okrugloj zagradi, LN —Ai2, zove se diskriminanta D:
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D=LN - MK
Diskusija jednadZzbe za drugu diferencijalnu formu pokazuje ovo:

DIFERENCIJALNA GEOMETRUA

r -Ne = ruu-Ne -u2-F2ruv-Ne -u'v'+ rw-Ne -v2+

+ N° -Tu-u"+ N° - -Tv-v".

1 Ako je D > 0, izraz je u uglatoj zagradi pozitivan, a predznak

diferencijalne forme zavisi samo od L, tj. ako je L > (X forma
je pozitivna, ako je L < 03 forma je negativna. Mi velimo da je
forma pozitivno definitna ako je D > 0 i L > 0. U tom slu€aju
poprima naime forma za sve realne vrijednosti od du i dv koje
su razlicite od nule vrijednosti koje su ve¢e od 0. Ako je D > 0
a L< O velimo da je forma negativno definitna. Ona poprima
za sve realne vrijednosti od du i dv koje su razli€ite od nule vri-
jednosti manje od nule, bez obzira na to gdje smo odabrali susjed-
nu tatku. Da bi se shvatilo znaCenje tog rezultata, treba se sjetiti
kako smo dosli do druge diferencijalne forme. Imali smo tacku
na plohi, uzeli smo u susjedstvu te tacke drugu tacku i potrazili
smo njezinu udaljenost od tangencijalne ravnine. PoloZaj te druge
tatke odreden je velicinom diferencijala du i dv. Ako je forma
pozitivno definitna, to znaci da ¢e udaljenost svake tacke u su-
sjedstvu naSe prvotne tatke imati pozitivnu udaljenost od tangen-
cijalne ravnine, a ako je forma negativno definitna, da ¢e sve tacke
imati negativnu udaljenost. U jednom i drugom slu€aju sve se
tacke u okoliSu prvotne taCke nalaze na istoj strani tangencijalne
ravnine. TaCke na plohi koje imaju to svojstvo zovu se elipticne
tacke3 a za plohu velimo da je u toj taCki pozitivno zakrivljena.
Takve su primjerice sve tatke na kugli, na elipsoidu, na dvokril-
nom hiperboloidu i na eliptickom paraboloidu.

Ako je u gore oznacenoj drugoj osnovnoj diferencijalnoj formi
D < 0, izraz u zagradi moze biti pozitivan ili negativan, veé
prema tome kako odaberemo duidv. Takva forma zove se zbog
toga indefinitna3i to znaci da se tacke u susjedstvu naSe prvotne
tatke mogu, ve¢ prema tome kako odaberemo du i dv, nalaziti
ispod ili iznad tangencijalne ravnine. Takve tacke u cijem se
susjedstvu pojedine taCke mogu nalaziti ispod ili iznad tangen-
cijalne ravnine zovu se hiperbolne tacke, a za plohu velimo da je
u takvoj tacki negativno zakrivljena. Takve se taCke nalaze pri-
mjerice na hiperbolnom paraboloidu i jednokrilnom hiperbo-
loidu.

Treci sluCaj koji moZe nastati jest da je D = 0. U tom slucaju
izraz u uglatoj zagradi moZe postati jednak nuli ako je

(Ldu+ Mdv)2= 0,

inace je izraz u uglatoj zagradi pozitivan. Mi zovemo takvu formu
semidefinitnom; ona moZe biti ili ~>0 ako je L > 0, ili ~ 0 ako
jeL< 0.

Razlika je izmedu semidefinitne forme i definitne forme
Sto semidefinitna forma moZe poprimiti i vrijednost nula. Kad
je forma definitna, sve se taCke u susjedstvu prvotne tatke —
kako smo vidjeli — nalaze ili ispod ili iznad tangencijalne ravnine.
Kad je forma semidefinitna, nalaze se osim toga neke tatke upravo
na tangencijalnoj ravnini. Takve taCke u Cijem se susjedstvu
mogu nalaziti tatke koje su sve s iste strane tangencijalne ravnine
ili na samoj tangencijalnoj ravnini zovu se parabolne tacke, a
za plohu velimo da joj je u toj tacki zakrivljenost nula.

Ravnina ima, primjerice, sve taCke parabolne, odnosno, za-
krivljenost joj je u svim tackama jednaka nuli. Tako je i na izvod-
nicama valjka.

Zakrivljenost ploha mjeri se tako da se mjeri zakrivljenost
prostorne krivulje na samoj plohi. Ploha neka je zadana jedna-
dzbama

*= xu>v)3 y —y(u3dv)y z = z(u}v).

Na toj plohi neka se nalazi krivulja sa jednadZbom
u —u(t)3 v = v(t).
Za jedini¢ni vektor tangente na tu krivulju imamo formulu

r=t=ru-u+rv-v.

Nadalje je
-> di° > > -*
r7=— = ruu-u2+ 2rwu'v' + rw-v'2+ ru-u"+ rv-v".

Ako ovu posljednju jednadzbu pomnoZimo sa Ne 3 dobivamo

Kako je Ne
na ru tako i na rv, to je

normala na plohu, pa je prema tome okomita kako

N° -Tu= 0 i ive - Tv= 0.
Primijenivsi oznake
ivec = 7, iveC = M, n°Z =n
dobivamo
r* ~Ne = Lu2F2Muv' + Nv'2
Nadalje je

1
r R -n .

U ovoj formuli znaCi R polumjer zakrivljenosti doti€ne prostorne
krivulje na plohi, a n° je glavna normala te iste krivulje. Ako
izraz za r' uvrstimo u prethodnu formulu, dobivamo

1
n°-Ne= Lu2+ 2Mu'v'+ Nv'2

R
odnosno, ako pisemo mjesto u' i v'
du dt . dv  dt
“Taows Y e
l-> > Lu2Jr2M uv-{- Ni)2
R n® "N?©°= TdO
(£)

i konacno dobivamo

L du2+ 2M dudv + N dv2
gdw 2Fdudv+ Gdv2

1 >
r n N

Ako nazovemo # kut §to ga Cine n° i Ne, gornja formula prelazi
u ovaj konacni oblik:

cos# Ldu2+ 2M dudv + N dv2
R Edu2+ 2Fdudv + Gdv2

To je formula s pomocu koje se izracunava zakrivljenost svake
prostorne krivulje na plohi, a time ujedno i zakrivljenost same
plohe.

Dapojednostavnimo stvar, polozit ¢emo kroz normaluplohe
bilo kakvu ravninu. Ta ravnina sijece naSu plohu ukrivulji ¢€ija
glavna normala lezi u istom pravcu s normalom plohe, tako da
je $ jednako ili nula ili w. Ako je polumjer zakrivljenosti te kri-
vulje Rn, onda je, u slucaju da je # = 0, zakrivljenost 1jRni pa je

1 L du22M dudv + N dv2
Ra Edu2+ 2Fdudv + Gdv2
IIRnse zove zakrivljenost normalnog presjeka. Taj normalni presjek
ima tangentu u doti¢noj tacki plohe. Ako kroz tu tangentu po-
loZimo bilo koju drugu ravninu koja ne prolazi normalom plohe,
dobit ¢éemo razne krivulje koje e sve imati
cos # 1
~R~ = R
jer se za te krivulje ne mijenja desna strana formule. Odavde
slijedi
R = Rncos ft
1z prethodne formule za 1jRnrazabiremo ujedno da je na desnoj
strani kvocijent druge osnovne diferencijalne forme sa prvom
osnovnom diferencijalnom formom. Nazivnik u toj formuli je
dakle ds2tj. pozitivna veli€ina, pa predznak od 1jRn zavisi samo

od predznaka brojnika. Ako je druga osnovna diferencijalna forma
definitna, tj. ako je

{Meusnierov teorem).

D=LN-—M2>0
ima URn za sve vrijednosti du i dv isti predznak, a to znaci, da
1/Rnima isti predznak bez obzira na to kako smo nacinili normalni
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presjek. Velimo u tom slu€aju da je ploha u toj tacki pozitivno
zakrivljena, iako ¢e sama zakrivljenost imati negativnu vrijednost
ako je L < 0. Ako je forma indefinitna, tj. D < 0, 1jRn nema
uvijek isti predznak, veé¢ zavisi od toga u kojem smjeru ¢emo plohu
normalno presje¢i. U tom slucaju velimo da je ploha u toj tacki
negativno zakrivljena. Ako je D = 0, 1jRn moze poprimiti ili
vrijednosti istog predznaka ili vrijednost nula. Ploha ima u toj
tacki zakrivljenost nula.

Vrijednost od VYRn u jednoj tacki zavisi od vrijednosti du
i dv. Postavlja se pitanje za koje vrijednosti od du i dv ée 1jRn
poprimiti ekstremne vrijednosti. MoZe se na osnovu racuna
ekstremnih vrijednosti lako pokazati da se ekstremne vrijednosti
za Rn mogu dobiti iz jednadzbe
(£EG -F2 —(EN—2FM + GL) Rl + (LN —M2 = 0.

~n

Ova kvadratna jednadzba daje dva rjeSenja 1/R1i 3/~ 110 su
glavne zakrivljenosti plohe u tacki (u3v).

Definiramo kao srednju zakrivljenost plohe
He- 111 M

Nadalje definiramo Gaussovu mjeru zakrivljenosti
1 1 LN-M2 D
K~ R[* £EG-F2: w

Vidjeli smo da su VRx i 1/i?2 glavne zakrivljenosti, koje dobi-
vamo, prema tome,, ako normalne presjeke (tj. presjeke kroz
normalu plohe) poloZimo u naro€ita dva smjera za koje se moze
pokazati da su jedan na drugom okomita. Ti smjerovi zovu se
glavni smjerovi3 a krivulje na plohi koje dira jedan od tih glavnih
smjerova zovu se krivulje zakrivljenosti. Svakom tackom plohe
prolaze dakle dvije krivulje zakrivljenosti koje se sijeku pod pra-
vim kutom. Krivulje zakrivljenosti zadovoljavaju diferencijalnu
jednadzbu

jdv\2 N
mNF) + é\u(GL'EN) + (LF-ME) =0

Za zakrivljenost bilo kojeg normalnog presjeka vrijedi Eulerov
teorem koji glasi

1 1 1
- 5" sin*
Ipn = I;<5'>I('cosz a +K25 sin*a>

pri ¢emu je a kut izmedu tangente doticnog normalnog presjeka
plohe i tangente na prvu krivulju zakrivljenosti.

Geodetske krivulje su sve krivulje na plohi kojima glavna
normala u svakoj taCki krivulje pada u normalu na plohu. Naj-
kraca spojnica dviju taaka na plohi
Diferencijalna jednadzba geodetske krivulje dobiva seiz pret-
postavke da glavna normala pada u smjer normale na plohi,
a kako je normala na plohu okomita na tangenti i podudara se
s glavnom normalom, to se u takvom slu€aju normala na plohu
nalazi u ravnini oskulacije. Odavde slijedi vektorska jednadzba:

Ne - (t° x n°) = 0,

odnosno:
d(y.»z) Kz3x) K*>y)
a(udv) o(w, v) d(u3v)
dx dy dz B
ddc a3 dz
Ova determinanta moZze se svesti na oblik
1 dE dE /| OF 1
E+ PV PVt o P50 Ly —2 %%)\ 72
FiGV Gu" + _1~0(_3 s 0G i dF i 6&:}\

ili
v'" —AV'3+ BVv'2+ CVv' + £),
gdje su A3 B, C i D funkcije od u i v. Tako se moZe pokazati

je uvijek geodetska krivulja.
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da su geodetske krivulje na kugli glavni krugovi, geodetske kri-
vulje u ravnini pravci itd.

U vezi s geodetskim krivuljama je i pojam geodetske zakrivlje-
nosti. Geodetska zakrivljenost definirana je formulom:

1 sin#
Rg=TT"’
gdje je R polumjer zakrivljenosti bilo koje krivulje na plohi,
a & kut Sto ga Cini glavna normala te krivulje s normalom plohe.
Geodetske krivulje, jer im glavna normala pada u normalu
plohe, imaju # = 0, i prema tome
1

N - 0 ‘

Geodetske krivulje su prema tome krivulje koje imaju geodet-
sku zakrivljenost 0.

Asimptotske krivulje. Ako glavna normala krivulje nor-
malnog presjeka ¢ini s normalom na plohu kut od tc/2, ravnina
oskulacije te krivulje leZi u tangencijalnoj ravnini na tu plohu.
Polumjer je zakrivljenosti te krivulje

1 cos #
Rn=~jr3

pa kako je # = imamo za te krivulje

1
Na taj nacin definiran je smjer tako zvanog asimptotskog pravca.

Asimptotska krivulja je takva krivulja na plohi koja u svakoj
taCki ima za tangentu asimptotski pravac.

Kako imamo za asimptotske Kkrivulje uvjet da je
cos &
R — o»

to je u tom sluCaju druga osnovna diferencijalna forma jednaka
nuli, tj.
L du2+ 2M dudv -f N dv2= 0,

odnosno.
N/L?ZA2+2M dV+ L=20
\du] “du -

je diferencijalna jednadZzba asimptotske krivulje.

PRESLIKAVANJE DVIJU PLOHA
Ako su zadane dvije plohe

r = r(u3v)3 rx= r{ui3z?),
mozemo izvrSiti preslikavanje tih ploha jedne na drugu time $to
svakoj tacki T(u3v) prve plohe pridruzimo jednu taCku T~u”vi)
druge plohe tako da su pri tom koordinate ul3vi tacke Txodredene
koordinatama u3v tatke T na osnovu jednadZbi

u\ = <Uupv)3 vi = y>(Uu3v).
Funkcije (p i tp, koje odreduju to preslikavanje ploha, moraju
zadovoljavati ovim uvjetima: moraju biti jednoznacne, neprekidne
i derivabilne, i osim toga mora biti funkcionalna determinanta
d(uldvi)
O(«yv) *
U tom sluaju vrijedi naime i obrnuto preslikavanje, tj. takvo
da svakoj tacki (ui3v{) pripada tacka (u3v).
Na taj nafin mozemo jednu krivulju sa prve plohe preslikati
na drugu plohu i tamo dobiti neku drugu krivulju.
Neka za prvu plohu prva osnovna diferencijalna forma glasi
ds2= Edu2+ 2Fdudv + Gdz2
a za drugu plohu
dsx = Exdux + 2 Fxduxdz;x+ Gxdz;2
Pri tom su E3F3G funkcije od u i v3a EBF1 Gxsu funkcije od
ux i vv Ako sad piSemo

ux = <pudv)3 vx = \p(u3v)3



264

dobivamo

dsxx= Edu2+ 2Fdudv + GdvZ

gdje su sada E3F i G funkcije od u i v.

Od koeficijenata prve osnovne diferencijalne forme koju
dobivamo na taj nacin za drugu plohu zavise razlicne moguénosti
preslikavanja. Ovdje ¢emo promatrati tri vrste preslikavanja:
izometrijsko preslikavanje, tj. preslikavanje uz odrZanje duZina;
konformno preslikavanje3 tj. preslikavanje uz odrzanje kutova i
ekviarealno preslikavanje, tj. preslikavanje uz odrzanje povrsine.

lzometrijsko preslikavanje. Kao §to smo gore spomenuli,
takvo preslikavanje postoji ako pri preslikavanju ostaje odrzana
duljina svakog elementa luka. Ako je za prvu plohu

ds2= Edu2+ 2Fdudv -f G dv2
a za drugu plohu
ds2= Edu2+ 2Fdudv + GdvZ

preslikavanje je samo onda izometrijsko, ako je za svako u i v
i za svako du i dv u svakoj tacki i u svakom smjeru

ds2 = dsj2
Ali to je moguce samo tako da je
E = E3 F=F3 G = G.

Prema tome plohe kojima prve diferencijalne forme imaju to
svojstvo mogu se izometrijski preslikati, tj. jedna u drugu razviti.

Tako se moZe pokazati za valjak, ako ima jednadzbu
X = u, y = sina, z — l—cosu,
da je
ds* = dtt2+ du2

a tacno istom diferencijalnom formom predocena je i duzina luka u ravnini ako
uzmemo

X=1t y =W
Odavde slijedi da se valjak moZe na ravninu izometrijski preslikati.
Konformno preslikavanje. Pretpostavimo opet

ds2= Edu2+ 2Fdudv + G dvZ3
dsj2= Edu2f2F dudv + Gdv2

Uzmimo da su veliine E3 F3 G proporcionalne veli¢inama E3
F3 G3 Sto znaci da je
E = MAu3v) -E3 F = X(u3v) -F3 G = A(u3v) - G.
Odavde dobivamo da je
dn 2
ds2

U ovakvom sluCaju su dakle diferencijali luka na objema plo-
hama razmjerni, bez obzira na to u kojem smjeru smo ihuzeli.
Ako imamo naprvoj plohi dvije krivulje

r = rit), r=r,(t),

kut $to ga Cine ovedvije krivulje, tj. njihove tangente,jednak je

f, o f2
I ri-rd
Iz te formule slijedi:
E ulu2 F(«!v0-fu2 + Gv-"v2
cosa = - .- - —n

\EuXk+ 2Fulvl-Gim2- \E u2 + 2Fu2v2+ Gv22

Ako u ovoj formuli pomnoZimo brojnik i nazivnik sa A(w, v)3
dobijemo

cosa = _
\EuM+ 2Fuxvl+ GvX-yEnm2+ 2Fu2v2+ G /22

Izraz na desnoj strani nije niSta drugo nego kosinus kuta
§to ga Cine preslikane krivulje na drugoj plohi, tj. cos ax Imamo
dakle

DIFERENCIJALNA GEOMETRIJA

Dobili smo, dakle, ovaj znafajan rezultat: ako je

dsj2
ds2 = A2(@3v)3

kutovi Sto Cine dvije krivulje na prvoj plohi ostaju pri presli-
kavanju saCuvani. Takvo preslikavanje zove se konformno. Pri
tome se stranice malog trokuta preslikavaju razmjerno, a kutovi
mu ostaju odrZani.
Primjer konformnog preslikavanja je ste-
reografska projekcija (si. 34). Pri toj
projekciji preslikavaju se tatke s kugle
AT polumjera 1 na tangencijalnu ravninu ko-
ja ide sjevernim polom kugle. Ako je ku-
gla predocena sfernim koordinatama, prva
¢e diferencijalna forma glasiti:

ds* = d#2+ sin2&dv>

[\A

Preslikat ¢emo bilo koju ta¢ku kugle na
ravninu tako da ¢emo tu tacku spojiti
s juznim polom i dobiveni pravac produ-
Ziti do tangencijalne ravnine. Za tatku u
tangencijalnoj ravnini vrijedi
/ d$i2= dr2+ r2de*

ako smo uzeli polarni koordinatni sistem
u ravnini. Samo preslikavanje izvrieno je,
kako se iz slike vidi, na osnovu jed-
nadzbe

Q<
~

Sl. 34
#
r= 2tg

pa ovo uvrsteno u jednadzbu za d$R daje

. d#2 + sin* &dv2
dii2=
Imamo, prema tome,
d?ia
ds*

Vidimo da je kvocijent ds!* /ds2zavisan samo od u i v, tj. u naSem slu¢aju samo
od #, pa je ovdje ispunjen uvjet konformnog preslikavanja. Vidimo, npr., da
se svi meridijani preslikavaju kao pravci koji idu iz ishodista, a sve paralele

kao koncentri¢ne kruznice oko ishodista (si. 35), i kao §to meridijani sijeku para-
lelne kruznice pod pravim kutom, tako i pravci iz ishodiSta sijeku koncentri¢ne
kruznice pod pravim kutom.

Drugi primjer za konformno preslikavanje je Mercatorova projekcija. U
njoj se projiciraju tatke s kugle na valjak koji je omotan oko kugle. Ako se kugla
i valjak projiciraju na ravninu koja ide sredistem kugle paralelno s izvodnicama
valjka, dobiva se si. 36. Pretpostavimo da kugla ima polumjer 1. Tatka M
na kugli, s geografskom Sirinom < projicira se na valjak u tacki N, koja ima

ordinatu

\% Diferencijal luka na kugli jest
ds2= d#2+ sin* Rdy>,

Y  odnosno, budu¢i da je &=" —¢p,

ds2 = d*-F cos* @dy>*.
Diferencijal luka na valjku je
dsx* = dx* + dy2.

Ako se plast valjka odmota u ravninu,
bit ¢e x = mp, pa je ujedno dx = dy

Kako je, nadalje,

si. 36 y - totg (£ + ),
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bit ¢e
dy =
Y i+f)

-d<p =

dp
cos '
28;n(T+T1)CO8(T +T) sin(2-+,>)
Meridijani se preslikavaju kao pravci paralelni sa osiy a paralele kao pravci
paralelni sa osi * (si. 37).

58 qB 8

80°

Sl. 37

Pri tom se meridijani nalaze unutar granica —n do + 7i a paralele u grani-
cama od - oo do + oo. Jedni su pravci na drugima okomiti.

Krivulja na kugli koja ima jednadzbu
[TC <p\
V=tga-Intgl— +yj + a
zove se loksodroma. Ako se ta krivulja preslika na valjak s pomoéu Mercatorove
projekcije, dobiva se:
X =tga-y + a

Vidimo odavde da se loksodroma preslikava u Mercatorovoj projekciji u pravac
koji sijee sve pravce paralelne sa osiy pod istim kutom. Loksodroma je, prema
tome, krivulja koja sve meridijane na kugli sijece pod istim kutom.

Ekviarealno preslikavanje je preslikavanje uz odrzanje
povrdina. Kako je elemenat povrSine jednak

dA = "E G —F2dudyv,
to ¢e biti dA = dA1lako je

dAl= "E~G - T2dudyv,

EG - F2= EG - F1.

To je dakle uvjet za ekviarealno preslikavanje.
Prema tome je

) 1 d(p2+ cos2qdip*
dan2= dyi2+ cos2 (p dee = cos2(p
Odavde je
ds,2 1
ds2  cos4 @

Vidimo da je ds”/ds2 funkcija samo kuta 9? i prema tome je i u
ovom slu€aju preslikavanje konformno.

Specijalan je slu€aj ako su koordinatne osi jedna na drugoj
okomite, jer je u tom slucaju

F=0i F=0
pa je
EG=EG

uvjet ekviarealnosti preslikavanja u takvom slucaju.

Primjer. Tacku M (si. 38) projiciramo s kugle na valjak tako da povucemo
kroz M pravac okomit na os y. Ordinata pro-
jekcije N je onda y = sin gy ady = cos o d(p
Prema tome je
d$i2 = dy2+ cos* pd(p2.
Imali smo
ds2= dq2+ cos29d”2,
dakle je E = 1, G = cos2qq F = 0.
Kako je
d5x* = cos2<g2 + dv>2,
slijedi da je E=cos2q9 G =1, F = 0,
te je
EG - F2= EG - F2- cos2q
Prema tome je u tom slu€aju preslikavanje
ekviarealno. Sl. 38
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DIFERENCIJALNE JEDNADZBE, OBICNE. Diferenci-
jalna jednadzba je jednadzba u kojoj dolaze, osim nezavisnih va-
rijabli i funkcija tih varijabli, takoder derivacije tih funkcija.
Rijesiti (integrirati) diferencijalnu jednadzbu znaci nac¢i funkcije
koje tu jednadzbu zadovoljavaju.

Diferencijalne jednadzbe od velike su vaznosti u prirodnim
i tehnickim naukama. Prirodni zakon moZe se shvatiti kao nuzna
veza izmedu sadanjeg stanja jedne pojave i stanja neposredno
nakon toga. Takav zakon predoc€uje se diferencijalnom jednadzbom,
tj. veza fizikalnih veli¢ina i njihovih promjena u prostoru i vre-
menu data je diferencijalnom jednadzbom, pri éemu se kao mjera
tih promjena pojavljuju diferencijalni kvocijenti. Kad treba pri-
mijeniti takav prirodni zakon na neku specijalnu pojavu, diferen-
cijalna jednadzba koja ga prikazuje integrira se uz poznate pocetne,
odn. rubne uvjete, pa se dobiva jednadZba koja povezuje varijable
razmatrane pojave.

Diferencijalne jednadzbe dijele se u obicne i parcijalne. Di-
ferencijalna jednadzba je obi€na ako u nju ulaze derivacije funk-
cija po nezavisnoj varijabli do nekog zadanog reda, ona je par-
cijalna ako sadrzi parcijalne derivacije po nezavisnim varijablama
do nekog zadanog reda. Parcijalne diferencijalne jednadzbe predmet
su narednog ¢lanka u ovoj enciklopediji (str. 273), u ovome ¢lanku
obradit ¢e se stoga samo obicne diferencijalne jednadzbe.

Red, stepen i rjeSenja diferencijalne jednadzbe. Red
diferencijalne jednadzbe jednak je redu najviSe derivacije koja
u njoj dolazi. Ako je diferencijalna jednadZba predo€ena kao po-
linom u derivacijama, stepen diferencijalne jednadzbe jednak je
eksponentu najviSe derivacije. Diferencijalna jednadzba je linearna
ako su u njoj i funkcija i njene derivacije u prvom stepenu.

Do diferencijalne jednadzbe dolazi se matematicki kad se Zeli
karakterizirati porodica krivulja koje se medu sobom razlikuju
parametrima Ci, C2, ...,Cn.

Neka je, npr., porodica krivulja zadana jednadzbom

F(xyy.C) = 0. (@)
Parametar C moze poprimiti bilo koju vrijednost, teoretski njih
neizmjerno mnogo. Ako se jednadzba (1) derivira po f:

dF dF
dx * '(fy'y 0. @

pa iz (1) i (2) eliminira C, dobiva se diferencijalna jednadzba

f(x.,y.y7) =0,
koja prikazuje zajednicko svojstvo svih krivulja odredenih jed-
nadZzbom (1).

Ako razmatramo porodicu krivulja koja je obiljezena dvama
parametrima, mora se jednadZzba te porodice krivulja dva puta
uzastopce derivirati po x, da bi se mogli eliminirati parametri
Ci i C2. Ako takva porodica krivulja ima jednadzbu

F(x,y,Ci, C2 = 0, 3)
deriviraniem se dobiva
dF  dF
3?7+ =0 “)
dF dF dF dF

e T N -0 AR

Ako se iz (3), (4) i (5) eliminiraju Ci i C2, dobiva se diferenci-
jalna jednadZba
f(x>y>y>y™) = 0
za obitelj krivulja odredenih jednadzbom (3).
Posve analogno pripadat ¢e jednadzbi

F(x3y, Ci, C2 Cn=20
diferencijalna jednadZba
f(x>y>y'>y"> >y = -

Obrnuto, svaka diferencijalna jednadzba w-tog reda ima rje-
Senje:



