DIFERENCIJALNE JEDNADZBE, OBICNE — PARCIJALNE

Da bismo dobili diferencijalnu jednadzbu ortogonalnih trajektorija,

moramo u jednadZzbi (58) zamijeniti y' sa —, tako da je
y

e vz
diferencijalna jednadZba ortogonalnih trajektorija. Naime, kako
su tangente ortogonalnih trajektorija i tangente zadane krivulje
jedne na drugima okomite., to je jasno da je koeficijent smjera
tangente ortogonalnih trajektorija —1\y'3 ako je y' koeficijent
smjera tangente na zadanu krivulju.
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DIFERENCIJALNE JEDNADZBE, PARCIJALNE, jed-
nadzbe koje sadrze vise nezavisnih promjenljivih i jednu ili viSe
funkcija i njihovih derivacija u odnosu na nezavisne promjenljive.

Parcijalne diferencijalne jednadzbe spadaju u onaj dio mate-
matike pomocéu kojeg matematika dolazi u najuzu vezu sa primje-
nama. Mnogi problemi matematike, fizike, tehnike, ekonomije,
biologije itd. vode na parcijalne diferencijalne jednadzbe i na taj
nacin su stimulirali i stimuliraju razvoj matematike. NajuZa veza
ostvaruje se u fizici, osobito u atomskoj fizici, gdje se zakoni fizike
nastoje u potpunosti opisati parcijalnim diferencijalnim jed-
nadzbama.

Jedna od prvih diferencijalnih jednadZzbi, neobi¢no vazna po posljedicama
za razvoj matematike, bila je bez sumnje jednadZzba titranja napete Zice. Problem
titranja Zice formulirao je B. Taylor (1685—1751) po¢etkom XVIII st. u radu
koji je iziSao 1714. Danasnji oblik

du _ ada
W ~ ¢ dx*

i rjeSenje u(x,t) = gi(x + ct) + gt(x —ct) toga problema dao je d’Alembert
(1717—1783). lako je d’Alembert uoCio vaznost rubnih uvjeta za rjeSavanje
navedene diferencijalne jednadzbe, on nije uspio formulirati dodatne uvjete
kojima se titranje Zice u potpunosti odreduje. To je u€inio L. Euler(1707—1783).
Tim povodom doslo je do Zive polemike o pojmu neprekidne funkcije, koji je
u savremenoj formi uveo L. Dirichlet (1805—1859). Bitan korak u prou€avanju
titranja Zice napravio je D. Bernoulli (1700— 1782). Oslanjajuci se na fizikalna
razmatranja, on dolazi do zaklju¢ka (1753) da se titranje zice odvija kao da se
slaze od beskonatno Cistih titraja razlicitih frekvencija, tj. superpozicijom razli-
¢itih sinusoida €iji se periodi umanjuju obratno proporcionalno prirodnim bro-
jevima. Tako je D. Bernoulli do3ao do osnovnog principa superpozicije u mate-
matickoj fizici i naslutio metodu za rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
poznatu pod imenom Fourierova metoda (v. Titranja ogranicenih tijela u ovom
¢lanku). | pored navedenih uspjeha, matemati¢ari XV 11l st. ostali su daleko
od strogih metoda rjeSavanja i strogog formuliranja problema rjeSavanja parci-
jalnih diferencijalnih jednadzbi. U prvoj polovini XIX st. dolazi do strogog
formuliranja osnovnih pojmova analize [A. Cauchy (1789—1857), K. Gauss
(1777—1855)] Sto je omogucilo rjeSavanje niza za to vrijeme klasi¢nih problema.
A. Cauchy precizira op¢i problem egzistencije rjeSenja diferencijalnih jednadzbi,
formulira tzv. Cauchyjev problem, daje kriterije egzistencije rjeSenja za dosta
Siroku klasu jednadzbi. Zavrsni oblik ovim rezultatima dala je S. V. Kovalevska
(1850—1891). Pored primjene teorije funkcija kompleksne promjenljive i vari-
jacionog racuna na rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi, u prvoj po-
lovini X1X st. Fourier (1768— 1830) u svom poznatom radu »Théorie analytique
de la chaleur« 1822 trazi rjeSenja jednadzbe vodenja topline u obliku trigonome-
trijskog reda. Kriterije konvergencije takvog reda dao je Dirichlet 1829.

Parcijalne diferencijalne jednadzbe, naroCito takve jednadzbe prvog reda,
pojavile su se i u geometriji. Od matematiCara koji su se bavili geometrijskim
aspektom diferencijalnih jednadZzbi treba da se spomenu G. Monge (1746— 1818),
koji je dao geometrijsku interpretaciju rjeSenja parcijalnih jednadzbi prvog
reda, i S. Lie (1842—1899) koji je zapoteo danas dobro poznatu i razvijenu
teoriju tzv. Liejevih grupa proucavajuci parcijalne jednadzbe.

Od matematicara XX st. koji su se bavili parcijalnim diferencijalnim jednadz-
bama spomenimo samo trojicu: J. Schauder je 1935 poceo primjenjivati metode
funkcionalne analize na parcijalne diferencijalne jednadzbe; S. L. Sobolev je
1936 napravio bitan korak uvodeci pojam poopcenog rjedenja (v. tatku 14 ovog
prikaza); L. Schwartz je 1948 poopcio rezultate Soboleva i uveo pojam distribu-
cija. Uvodenjem pojma distribucija omogucéena je primjena dobro razvitih novih
matematickih disciplina funkcionalne analize i topologije na parcijalne di-
ferencijalne jednadzbe. Mnogi problemi po prvi put su precizno formulirani,
pojam rjeSenja je proSiren itd. Time se objadnjava veliki uspjeh koji je na tom
podru¢ju postignut posljednjih 10---15 godina zahvaljuju¢i u prvom redu ra-
dovima: S. L. Soboleva, L. Schwartza, L. Hérmandera, L. Gordinga, J. Leraya,
B. Malgrangea, Z. Trevesa, L. Nirenberga, K. O. Fridrichsa, I. G. Petrovskog,
O. A. Ladizenske, I. Vekua i mnogih drugih.

I pored navedenih uspjeha danas ne postoji zavriena teorija parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi kao $to postoji npr. teorija sistema linearnih algebarskih
jednadzbi ili €ak obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Dobro je razvijena teorija
Jednadzbi prvog reda (t. I-*-6 ovog prikazaE( i teorija izvjesnih specijalnih tipova
jednadzbi drugog reda (t. 7--*34 ovog prikaza).

Da bismo izbjegli tehnicke poteSkoée, koje sa samom biti
teorije Cesto nemaju mnogo zajednickog, mi pretpostavljamo,
ako drukcije nije re€eno, da su sve funkcije neprekidne i dovo-
ljan broj puta neprekidno derivabilne u nekoj oblasti nezavisnih
promjenljivih (kratko: funkcije su glatke), da oblast ima dosta
gladak rub i si. Vecina razmatranja odnosi se na dosta malu oblast
(lokalna svojstva).
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PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE PRVOG REDA

1 Pojmovi i primjeri, a) Zamislimo da treba naci sve funk-

cije u dviju promjenljivih x iy takve da vrijedi:

du
dx= o D

Relacija (1) zove se parcijalna diferencijalna jednadZba jer
sadrzi parcijalnu derivaciju. OCigledno (1) zna€i da u ne zavisi
od x3 pa je relacija (1) zadovoljena svakom funkcijom v(y)3 tj.
ako u (1) mjesto u pisemo v, dobivamo identitet. Tako je npr.
funkcija v(y) = 2y5—2y + 1 rjeSenje jednadzbe (1).

b) Slijede¢i primjer parcijalne diferencijalne jednadzbe jest

du
xay " 0. @
8 /du\ du

asfe) =0 t0 ie si

funkcija od y. Odavde je u(x3y) = 8v(y) dy + vXx) gdje

»integraciona konstanta« moZe biti proizvoljna funkcija od x.

OznaCimo li integral od v sa v2>nalazimo da je u(x3y) = vXx) +

+ 7260 opce rjieSenje jednadzbe (2). Jednadzba (1) je parcijalna

diferencijalna jednadzba prvog reda a (2) parcijalna diferencijalna

jednadzba drugog reda3jer se u (1) pojavljuje samo prva derivacija
a u (2) druga derivacija.

c) Ako jQf(x,y) zadana funkcija, onda je
du
i N

Kako je :v(y) proizvoljna

=f(x"y) ©)
parcijalna diferencijalna jednadzba drugog reda. Njezino rjeSenje je

*y
u(x,y) = Jd« J dsf(t, s) + vfc) + Vz(y),
Xo yo
gdje su v1i v2 proizvoljne funkcije, a x0iyO0 proizvoljni brojevi.
Daljnji primjer parcijalne diferencijalne jednadzbe je jedna-
dzba
du\2 du
S) * gy TO): (4

Kako vidimo, nije teSko napisati nove i nove primjere parci-
jalnih diferencijalnih jednadzbi. Opcenito, relacija oblika
/ dudn 02w 02n  Om \

F ay' dx¥ 9Wy’' 37a5''7 ° ®)
zove se parcijalna diferencijalna jednadzba. Ovdje je F poznata
funkcija svojih argumenata, a trazi se funkcija u. Funkcija v(x3y)
zove se rjeSenje jednadzbe (5), ako (5) postaje identitet u x3y
nakon zamjene funkcije u i njenih derivacija funkcijom v i njenim
derivacijama. Red najviSe derivacije koja se u (5) pojavljuje zove
se red parcijalne diferencijalne jednadzbe (5). Tako su npr. jed-
nadzbe (1) i (4) prvog reda, a jednadzbe (2) i (3) drugog reda.
Jednadzba (5) je linearna ako ona ima oblik:

/ du du\
a(Xry) P+ b(X,y) q= C(X1y)7 Uu=_, aq=_1 (6)
a kvazilinearna ako je oblika
a(x3y,u)p + b(x,y,u)q = c(x3y3u). Q]

Pri tome poznate funkcije a, b3 ¢ u slu€aju linearne jednadzbe
zavise samo od promjenljivih x,y, a ne zavise od trazene funkcije w,
dok kod kvazilinearne jednadzbe (7) nepoznata funkcija u ulazi
bar u jedan Koeficijent.
Opéenito relacija:

E=7] du oy n \
0s12J ***30% 5“7
izmedu funkcije n(x% ..., xn) i njezinih derivacija i eventualno
promjenljivih x13 ..., xn zove se parcijalna diferencijalna jednadzba.
JednadZba (8) je linearna ako je oblika:

u = 9
. i <
Aid B¢ ©
pri ¢emu poznate funkcije ai i a0 zavise samo od promjenljivih

xB...3xn- Akou (9) bar jedna od funkcija ai3a0zavisi i od trazene
funkcije u3 onda se (9) zove kvazilinearna jednadZba. JednadZzba

F [xi> _0®

*Xm A4XX5 *“ 3 4Xn
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(9) je homogena ako je a0= 0, u protivnom je (9) nehomogena
jednadzba. U nekim problemima (npr. u teoriji elasti¢nosti, gra-
devinarstvu itd.) potrebno je promatrati sistem parcijalnih dife-
rencijalnih jednadzbi. Primjer sistema je tzv. Cauchy-Riemannov
sistem parcijalnih diferencijalnih jednadzbi za dvije funkcije
u(x3y) i v(x3y) koji glasi

Ow dv dv du

dx dy ox dy

(v. Teorija funkcija). Teorija ovog sistema nije niSta drugo nego
teorija analitickih funkcija jedne kompleksne promjenljive.

Ovaj primjer, a takoder primjeri a), b), c), pokazuju kako
pojedina parcijalna diferencijalna jednadzba ili sistem takvih jed-
nadzbi ima obilje rjeSenja. Stavise, iz tih primjera je jasno da
rjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe zavisi od proizvoljne
funkcije dok je rjeSenje obi€nih jednadzbi zavisilo od pojedinih
konstanta. Teorija sistema parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
bitno se razlikuje od teorije bilo obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
bilo sistema linearnih algebarskih jednadzbi. Ovdje je moguéa i
razvijena je teorija sistema jednadZbi za jednu funkciju, a da takav
sistem nije preodreden. Moguénost takve teorije slijedi iz Cinje-
nice da su rjeSenja jedne parcijalne jednadzbe suviSe neodredena
(sadrze proizvoljne funkcije) pa uz izvjesne uvjete, tzv. uvjete
integraljivosti, sistem parcijalnih jednadzbi za jednu funkciju ima
rjeSenje.

2. Sistem obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. U teoriji i
primjenama algebarskih jednadzbi, obicnih diferencijalnih jed-
nadzbi, parcijalnih diferencijalnih jednadZbi itd. traze se odgovori
na ova tri pitanja:

1. Pod kojim uvjetima jednadzba (sistem) ima bar jedno rje-
Senje? (Problem egzistencije rjeSenja).

2. Uz koje dodatne uvjete jednadzba (sistem) ima jedno jedino
rjeSenje? (Problem jedinstvenosti rjeSenja).

3. Koji je postupak za pronalazenje rjeSenja?

Navedeni problemi, bar u principu, lako se rjeSavaju za si-
stem linearnih algebarskih jednadzbi (v. Aritmetika i algebra)
i za sistem obicnih diferencijalnih jednadzbi. Buduéi da se rje-
Savanje parcijalnih jednadzbi prvog reda svodi na rjeSavanja si-
stema obi¢nih jednadzbi, to ¢emo najprije objasniti kako se na-
vedeni problemi rjeSavaju za takav sistem.

Tipican i vrlo dalekosezan postupak za rjeSavanje navedenih
problema moZe se sasvim dobro uo€iti ve¢ u slu€aju jednadzbe

dy
dx (10)
gdje je / zadana funkcija. Zahtijeva se da se odredi funkcija g(x)
koja u danoj tacki x®B u okolini koje je / neprekidna i ima nepre-
kidnu derivaciju, ima unaprijed zadanu vrijednost y0. Pokazuje
se da je rjeSavanje navedenog problema ekvivalentno sarjeSavanjem
jednadzbe
y(x) =y<>+ j/fcj'O0] ds. (12)
Budu¢i da se trazena funkcija y u (11) pojavljuje pod znakom
integrala, to se (11) zove integralna jednadzba (v. Integralne
jednadzbe). Jednadzba (11) rjeSava se tzv. metodom sukcesivnih
aproksimacija (v. Metode aproksimacija:), koja se sastoji u ovom:
Na desnoj strani u (11) y se zamijeni say0i onda izraCuna funk-
cija X
M() =y<= + %f(swﬁ dij

tzv. prva aproksimacija funkcije y. Sada se pod znakom integrala
u (11)y zamijeni sa”; dobiva se druga aproksimacijay 2i postupak
se ponavlja. Ako je n-ta aproksimacija yn(x) odredena, (n + I)-a
aproksimacija y n+l definira se kao funkcija:
yn+i(x) = yo + Jf[s,yn(s)] ds (n=10,12..).
*0

Tim postupkom dolazimo do niza funkcija y03yI3 ... 3yn3...
za koji se pokazuje da konvergira nekoj funkciji g koja zadovo-
ljava jednadzbu (10) i »poCetni« uvjet g(xQ = yQ Pored toga g
je jedinstvena funkcija s tim svojstvima.

Sli¢an postupak vrijedi i u slu¢aju sistema od n obi¢nih di-
ferencijalnih jednadzbi:
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-¢jiir =fi(x>yv

dy2
dx

1

dyn = a3y B-.. 9yn},

gdje sufB..., fn zadane funkcije, a traze se funkcijeyB3..., yn
promjenljive x koje u tacki x0primaju unapred zadane vrijednosti
330, ..., yn(@). Na sistem (12) svodi se i obi¢na diferencijalna
jednadzba n-tog reda:

dry I dy d¥ dn~y \ _
dxe = FAX y dx dC* - "d§r). (13
dn-i
Uvodenjem funkcija yx=vy, y2= 5N -- d n.‘liy
Xn
(13) prelazi u sistem:
dyi
dji>n-i
ax Y™

YN _ flksyis see>yn).

Napomenimo da neSto slicno ne postoji u teoriji parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi, tj. parcijalna diferencijalna jednadzba
viSeg reda opcenito nije ekvivalentna sistemu parcijalnih diferen-
cijalnih jednadzbi prvog reda. To je jedna od osnovnih razlika
ovih dviju teorija koje osim imena imaju malo zajednickog.

U vezi sa sistemom (12) vrijedi:

Teorem 1: Pretpostavimo da su zadani brojevi xQ

i funkcije/x ...,/n.Ako su funkcije /5 ...,/» neprekidne i
imaju neprekidne parcijalne derivacije u okolini tacke x0Q y#°*>
... yn”~}onda postoji jedan i samo jedan sistem funkcija”®, ..., gn
takav da vrijedi

dSi(x)
-~ -=/fc~)3...30 )]
gi(xo0) @i=1\ ..,n)
za sve x iz neke okoline tacke xO.

Kratko reCeno, teorem 1 osigurava egzistenciju i jedinstve-
nost rjeSenja sistema (12) za proizvoljno odabrane pocetne uvjete
u tacki x0i uz vrlo Siroke pretpostavke o funkcijamaft u okolini
taCke x®Bj>i(05 yn{0-Mijenjamo li poCetne uvjete y*°) i tacku
x@dobivamo nova i nova rjeSenja. Prema tome opce rjeSenje si-
stema (12) zavisi od n proizvoljnih konstanti, tj.

yi(x) = gix,cl3....Cn)  (i=\y.., n). (14)

Uzizvjesne uvjete iz (14) moZemo konstante C1...3Cn elimi-
nirati, tj. moZzemo ih izraziti u obliku:

Ci= W3y B..., yn) (i=13--snm (15)
Relaciju (15) treba shvatiti ovako: zamijenimo liu (15)y13... 3yn
bilo kojim rjeSenjem g ... ,gnsistema (12), dobivamo konstantu
za sve x dovoljno blize k x0. Integralom sistema (12) zove se svaka
funkcija V(x5y B..., yn) od n + 1 varijable koja nije konstanta,
ali je

VP> gxx), ..., gn(x)] = C (konstanta)

za svako x iz neke okoline tatke x0i za svako rjeSenjeg13..., gn
sistema (12). Kako je jednadzbom (14) definirana neka krivulja,
to mozemo re¢i da je integral sistema (12) funkcija od n + 1
promjenljive koja duz svakog rjeSenja (14) ostaje konstanta, ali
opcenito nije konstanta. Ako su V3B ...,V mintegrali sistema (12),
onda je W(V13 ... 3V m)takoder integral toga sistema za proizvoljnu
funkciju W. Opée rjeSenje sistema (12) ima oblik IV(VB..., Vn)3
gdje su VB..., Vn nezavisni integrali sistema (12) (tj. ne postoji
funkcija G takva da je G(V1..., Vn) = 0 za sve x iz neke oko-
line).

3. Linearna parcijalna diferencijalna jednadzba prvog

reda. Sistem (12) obi¢nih diferencijalnih jednadzbi mozemo

pisati u obliku:
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dx d d yn

1 /i fn

ili u potpuno simetricnom obliku:
dx0  dxx dxn (16)
a0 al an

gdje su a® aB ...,an funkcije promjenljivih x®xB In-

tegral sistema (16) je funkcija V(x®Bxi3...3xn) koja duz sva-
kog rjeSenja sistema (16) ostaje konstanta, a da V nije konstanta.
Uzmemo li x0= x kao nezavisnu promjenljivu i x1=

... 3xn = gn(x)k&o rjeSenje sistema (16), onda je V[x3gXx)3...,
gn(x)] = C. Odavde je

dav dVv av
— dx0+ ~-d XI+ ... + — dxa= 0. an
Buduci da suE* rjeSenja sistema (16), to je dxi = hen (i = 13... 3n)
sa nekim faktorom A Stoga (17) daje:

dv . dv av

a ;a--h «i B;Zi“h +on g = O

Relacija (18) predstavlja identitet duz rjeSenjag13...3gn sistema
(16). Buduc¢i da kroz svaku tatku prolazi po jedno rjeSenje toga
sistema, to je (18) identitet po promjenljivim x®..., xn-To znaCi
da je V rjeSenje homogene linearne parcijalne diferencijalne
jednadzbe:

(18)

du du du
V50" x, * o TR0 (19)

Dakle svaki integral sistema (16) predstavlja rjeSenje jed-
nadzbe (19). Bududi da vrijedi i obrat, tj. svako rjeSenje jednadzbe
(19) predstavlja integral sistema (16), to se proucavanje parcijalne
diferencijalne jednadzbe (19) svodi na proucavanje sistema (16)
obi¢nih diferencijalnih jednadzbi. Dakle, opée rjeSenje jednadzbe
(19) ima oblik W(V\3..., Vn) gdje su VI3..., Vn nezavisni inte-
grali sistema (16).

Kvazilinearnu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu

du du
(20)

svodimo na linearnu jednadZbu tako da rjeSenje trazimo u impli-
citnom obliku V(x33... 3xn3u) = C. Deriviramo li V po xi, do-
bivamo :
dv  dV du _
du dxi 3

Sto zajedno sa (20) daje:
bOdV Lav h dv 0
W’ CoT 3
pa je problem rjeSavanja jednadzbe (20) ekvivalentan sistemu
linearnih jednadzbi:

ot

dx0 dxx dxn
b0 bx +n («= 0.
Primjer: RijeSimo jednadzbu:
du du du (21)
xzte+yzfy - {x*+y2)§ = 0-
Pripadni sistem linearnih jednadzbi glasi:
dx dy dz
Xz yz—XR+y)* (22)
Odavde je
oY Y LY s x—inc s L= c,
dx Xz X oy X X
dx dz -
1z T0° Ly slijedi
dx dz
2 L1 +C*2* =>(1 + CRx2+ *2=C2

Odavde i iz y/x = Cx dobivamo
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Vi=y = Cb

Buduci da su V1i V2dva nezavisna integrala, to je

V, =X +y +  =C2

u(x3y3z) =
(W proizvoljna funkcija) opée rjeSenje jednadzbe (21).

X2+y2+

4. Opca parcijalna diferencijalna jednadzba prvog reda.
RjeSavanje jednadzbe:
F(xi, ..., Xn3u3Pn ... 3pn) = 0
du
~ dx(’
svodi se na rjeSavanje tzv. karakteristicnog sistema obicnih di-
ferencijalnih jednadzbi. Taj sistem glasi:

(23)

dx1 dxn du
ax an  &iPi+ ... fanpn
— dpx —dpn
Xi + Piz Xn + PnZ3 (24)
die i 7= dF dF K=
gdje je Two X (k=1,....<)

Ako se (23) simetrizira, tj. u tretira kao promjenljiva u = x0
i rjeSenje trazi u obliku  V(xB... 3xri3x0 = C, onda
dvjdVv
dxj Oxo

zajedno sa (23) daje parcijalnu diferencijalnu jednadzbu za funk-
ciju V i njezine derivacije. RijeSi li se tako dobivena jednadzba

dv
po — (x je jedna od pogodno odabranih promjenljivih), dobi-

vamo jednadzbu oblika:

p+ H(xB...3xn3x3p13...3pn) = 0, dv

— 0K
P=or3 A~ dai
Pripadni karakteristicni sistem obicnih diferencijalnih jednadZbi
glasi:

dxi _ dHdpi _  dH 1
dx  dpi3  dx g 0T Loerd
dv dHdH dp dH
. . (25)
te=P'fyl+- +pnWn~H> dx- o*

Sistem (25) od 2n obi¢nih diferencijalnih jednadzbi moze se
napisati za svaku funkciju H od 2n promjenljivih xB... 3xn,
P> --- 3Pn- Takav sistem zove se kanonskisistem i na njega vode
mnogi problemi mehanike. Funkcija H zove se Hamiltonova
funkcija i igra vaznu ulogu u Klasi€noj i kvantnoj fizici. U sluca-
ju problema dvaju tijela imamo:

1
M= P2 Uy
dx
(p=di>
a odgovarajuca diferencijalna jednadzba glasi:
du 1 I"idu\2 /du\21 k2
dt 2 [\Ox/ \0jy Tix2+ 0

Razmatranja taaka 3 i 4 pokazuju kako se mogu rjeSavati par-
cijalne diferencijalne jednadzbe prvog reda i da rjeSenja ovise
o proizvoljnoj funkciji. Problemu jedinstvenosti rjeSenja posvecene
su naredne dvije tacke.

5. Cauchyjev problem za jednadzbe prvog reda. RjeSenje
u linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe

/ du du\
(*>=gp 7=

geometrijski predstavlja plohu z = u(x3y) [xy3z pravokutne
koordinate u prostoru. Vrijednost funkcije u(x3y) nanosimo na
aplikatu]. Buduéi da kod obicnih diferencijalnih jednadZbi za-
davanje funkcije i njezinih derivacija do odredenog reda u danoj

ap + bg=c (26)
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tacki jednoznafno odreduje rjeSenje obicne diferencijalne jedna-
dzbe, to oCekujemo da kroz svaku prostornu krivulju C mozemo
poloZiti jednu i samo jednu plohu z = u(x3y) koja je rjedenje
jednadzbe (26). Problem odredivanja rjeSenja jednadzbe (26)
koje ide kroz zadanu krivulju zove se Cauchyjev problem. Ozna-
¢imo li sa COprojekciju krivulje C na ravninu x3y, onda Cauchyjev
problem glasi: odredi rjeSenje jednadzbe (26) koje na krivulji
CO prima unaprijed propisane vrijednosti. Ako navedeni problem
ima rjeSenje, onda funkciju u, pa dakle i sve njezine derivacije,
moramo moci odrediti pomoéu koeficijenata a, b3 ¢ jednadzbe
(26) i podataka o krivulji CO. Pretpostavimo da je u rjeSenje jed-
nadzbe (26) i da jex —S$(t)3y = ~(t)3z = £(r) jednadzba kri-
vulje C kroz koju ide rjeSenje u, tj. £(?) = mrecy. *?(0] (v. Anali-
ticka geometrija). Odavde deriviranjem po t dobivamo:

C=pP +qgr\. 27)
1z (26) i (27) dobivamo:
crji'—ht' at'—ct'
P= "p D (28)
gdje je
D =ar) bps". (29)

d
Deriviramo li (26) po * i izraCunamo i iz (28), dobivamo sistem

od dvije jednadzbe za nepoznanice determinanta kojeg

dx' o* 63;
je D. Odavde se te dvije nepoznanice izracunaju. Ova razmatranja
vode na zakljuCak da se sve derivacije funkcije u mogu izraziti
pomocu a, b3c39% ] i £ lzracunamo li na taj nacin sve derivacije
funkcije u u tacki (.rQ j>0) krivulje C®B mozemo napisati (Taylorov)
red
1 0<#M
_S 0¢,C*- *)(Cy- y>y = 71T -

i ocekivati da on konvergira funkciji u (v. Diferencijalni racun).
Ako su ispunjeni ovi uvijeti:

a) funkcije a3b3c mogu se razviti u redove potencija (kratko:
diferencijalna jednadzba je analiticna);

b) funkcije I, A mogu se razviti u red potencija (krivulja CO
je analiti¢na);

c) funkcija £ moze se razviti u red potencija (poCetni uvjeti
su analiticni) i

d) D #£0, [£'(0]2+ W(t)Y #=0 duZ krivulje C®
onda navedeni red konvergira u nekoj okolini tatke (x y0 i daje
rieSenje u jednadzbe (26). Ovo rjeSenje je analiticno (moZe se
razviti u red potencija) i jedino je rjeSenje s tim svojstvima. Pod-
vucimo jo§ jedanput da koeficijente navedenog reda mozemo
izraCunati poznavajuéi samo funkcije a3b3c3 £, rj, £ Ovaj rezultat
je specijalan slu€aj vrlo opcenitog teorema Cauchy-Kovalevske,
koga jedna varijanta glasi:

Teorem 2. Neka je

dniu{ _ _. dkUj
T - PR 3dtkadxIk\ ... dxnkn3

zj=1 ...,N; < nj)
sistem od N parcijalnih diferencijalnih jednadzbi za funkcije
uB , ull promjenljivih t3 xI3 ..., xn. Pretpostavimo da su za

t = r0 zadani pocetni uvjeti

L )

Ako su funkcije Fi analiticke u okolini tacke (tp; «i-5 3 Xn°)
i sve funkcije qj(iy analiticke u okolini tacke (JGQ ..., x»°), onda
postoji jedan i samo jedan sistem analitiCkih funkcija u3 ...3uN
koji je rjeSenje navedenog sistema parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi i koji za t — t0 zadovoljava poCetne uvijete.

Za linearne jednadzbe teorem 2 poopcio je Holmgren doka-
zavsi da linearna jednadzba s analitickim koeficijentima i u slu-
Caju eventualno neanalitiCkih pocetnih uvjeta, ukoliko uopce
ima rjedenje, ima jedinstveno rjeSenje. Jedno od posljednjih poop-
¢enja teorema 2 napravio je A. Friedman 1958. Teorem 2 je jedan
od vrlo rijetkih teorema opce prirode u teoriji parcijalnih dife-
rencijalnih jednadzbi. Uvjeti pod kojima on vrijedi suviSe su jaki

(t=1t0 —0,13... 3% 1)
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(analitiCnost), ali je i rezultat (analiticnost) takoder suviSe dobar.
Podrucje u kome rjeSenje postoji opéenito se ne da ustanoviti,
pa taj teorem ima samo teorijsku vrijednost. U ostalom dijelu ovoga
prikaza mi ¢emo izbjegavati taj teorem radeci s dosta specijalnim
tipovima parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Da se uvjeti teo-
rema 2 ne mogu sasvim izostaviti pokazuje primjer Sto slijedi
(O. Perron 1928). Sistem jednadzbi:

O«  du dv _
dx dy dy m(OYY) =0
du dv dv
aby~ dx + dy = +vy) = 0 Kkonstanta)

ima rjeSenje za neprekidno/ ako je a>0; za dva puta neprekidno
derivabilno / ako je a = 0 i za analititko / ako je a < 0. Ako su
navedeni zahtjevi ispunjeni, rjeSenje je analitiCko. No ako je a<0
a/ nije analiticka funkcija, navedeni sistem nema rjeSenja uopce.
Dugo se smatralo da linearna parcijalna diferencijalna jednadzba
sa dosta glatkim koeficijentima ima uvijek rjeSenja ukoliko se ne
zahtijeva da to rjeSenje zadovoljava neke dodatne uvjete, kao u
slu¢aju navedenog primjera. To misljenje opovrgao je H. Lewy
tek 1957, davsi primjer para linearnih jednadZbi prvog reda u tri
nezavisne promjenljive koji nema rjeSenja ni u jednoj po volji
maloj kugli. Te jednadZbe glase:

du du dv 5 dv
dx - ~87 dy *a
du du dv dv

dy+2x8i " X 2y5i

gdje je g neprekidna funkcija sa svim svojim derivacijama, ali
ne analitiCka. L. Hormander je dokazao da ovaj sistem nema
rjeSenja ni u smislu distribucija i on je posvetio nekoliko radova
parcijalnim diferencijalnim jednadzbama koje nemaju rjeSenja
uopce.

p6. Teorija karakteristika linearnih jednadzbi prvog reda.
Cauchyjev problem za jednadZbu (26) rjeSava se pozitivno ako
je duz krivulje CO ispunjen karakteristi¢ni uvjet D = 0. Pretpo-
stavimo sada da je

D=arj"-b£'=0 (30)

duZ krivulje CO. Sistem jednadZbi (26) i (27) uz uvjet (30) ima rje-
Senje onda i samo onda ako je f'= Aa3 rj' = Abi £ = Ac (v
Aritmetika i algebra), tj. ako je

a b c (1)
Svako rjeSenje sistema (31) zove se karakteristika jednadZzbe (26).
1z teorema 1 slijedi da kroz svaku tatku PQ@xQ@y Bs0Q prolazi jedna
i samo jedna karakteristika jednadzbe (26). Ako je £ = u{x3y)
rjeSenje jednadzbe (26) i POtacka na plohi u, onda su koeficijenti
smjera tangente na karakteristiku koja prolazi kroz tacku PO pro-
porcionalni brojevima: a{x03y")3 b(x@")3 c(x®y ). Ako karakte-
ristika ima bar jednu tacku zajedni€ku sa plohom z = u(x3y)3
ona potpuno lezi na toj plohi. Ovo svojstvo karakteristika moze
posluziti za nalaZenje rjeSenja Cauchyjeva problema. Da to ob-
jasnimo, pretpostavimo da je C takva krivulja da je D £0 duz
C, tj. da C nije karakteristika. Kroz tatku POkrivulje C povucimo
karakteristiku C' (si. 1) jednadzbe (26). UCinimo li to za svaku
tacku krivulje C, dobivamo familiju krivulja (karakteristika) koje
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obrazuju (prekrivaju) plohu z = u(x3y)3 za koju je lako vidjeti
da zadovoljava jednadzbu (26).

Odavde se vidi da se kroz svaku krivulju C koja nije karakteri-
stika moze poloziti jedinstveno rjeSenje jednadzbe (26), tj. Cau-
chyjev problem ima jedno i samo jedno rjeSenje ako C nije ka-
rakteristika. Uzmimo sada neku taCku QO (si. 2); kroz nju povu-
cimo karakteristiku C' i uzmimo dvije krivulje Cxi C2koje sijeku
karakteristiku C' u tacki QO i identi¢ne su sa »jedne strane« od Q@B
ali sa druge nisu identi¢ne. RjeSenja ux i u2 jednadzbe (26) koja
idu kroz Cxodnosno C2sijeku se duz C'i desno od C' su identi€na,
ali se lijevo razdvajaju. lzlazi dakle da kroz svaku karakteristiku
prolazi beskonacno rjeSenja jednadzbe (26), da se ta rjeSenja gra-
naju duz karakteristike. Dakle Cauchyjev problem nema jedinstveno
rjeSenje ako su pocetni uvjeti zadani duz projekcije karakteristike
na ravninu x3y.

LAPLACEOVA DIFERENCIJALNA JEDNADZBA
7.Definicijai izvod jednadzbe.Diferencijalna jednadzba
Au=0 ()

zove seLaplaceova  diferencijalna jednadZzba, apripadna neho-
mogena jednadzba:
Au =f (/ zadana funkcija) 2

zove se Poissonova jednadzba. U jednadzbama (1) i (2) A oznaCava
tzv. Laplaceov diferencijalni izraz koji u pravokutnom Karte-
zijevom sustavu w-dimenzionalnog prostora ima oblik

62 02

A= dx? dxn2 + .t e 2 'Ne

Teorija Laplaceove i Poissonove jednadZbe zove se teorija poten-
cijala. Te jednadzbe spadaju u najbolje proucene diferencijalne
jednadzbe. Navedimo neke od mnogih problema koji vode na
jednadzbu (1) ili (2).

a) Pretpostavimo da je oblast D prostora ispunjena homogenim
izotropnim tijelom koje je izolirano od ostalog dijela prostora i
Cije se toplinsko stanje tokom vremena ne mijenja. Oznacimo li
sa u(xB xB *3 temperaturu tijela u tacki (x5 xB x3 oblasti D3
funkcija u zadovoljava jednadZzbu (1) (n = 3) u svakoj tacki oblasti
D. Ovdje se nameée ovaj problem: ako je poznata temperatura
u svakoj tacki ruba oblasti D, kako odrediti temperaturu u tac-
kama koje su unutar oblasti D?

b) Brzina v stacionarnog bezvrtloznog protjecanja nestlacive
Odatle slijedi

da potencijal u brzine T/y zadovoljava Laplaceovu jednadzbu:
Au —div (grad u) = 0.

c) Privlana sila F koju prouzrokuje masa rasporedena po

teku¢ine moze se prikazati u obliku v — grad u.

oblasti D sa gustoom / moZe se izraziti u obliku F = grad u.
Potencijal u zadovoljava Laplaceovu jednadZbu u tatkama van
oblasti D3 a u oblasti D Poissonovu jednadzbu Au = — Ar:f.
Slican rezultat vrijedi i za potencijal elektrostatskog polja.

d) Pretpostavimo da se u nedeformiranom stanju mirna mem-
brana podudara sa oblasti D ravnine (x3jy). Deformirajmo rub
»S membrane samo u vertikalnom smjeru tako da je jednadZba
toga ruba dana funkcijom e Uslijed toga membrana se podudara
sa plohom z = u(x3y)3 koja ima svojstvo da je u(x3y) = (p(x3/)
za tacke (x3y) sa ruba dD. Da bismo nasli funkciju w, pretpostavimo
da je potencijalna energija membrane proporcionalna promjeni
povrSine te membrane, tj. sa

/du\2  jdu”llr r

(s )+y X )« o«
m D
§to je, zallentrujuci veliCine viSeg reda, proporcionalno integralu:

J[(ZF+© >~

Da bi membrana bila u ravnoteznom poloZaju, potencijalna ener-
gija mora biti minimalna, tj. funkcija u medu svim funkcijama
koje se na dD podudaraju sa < odlikuje se time Sto navedenom
integralu daje minimum. Odavde uz izvjesne pretpostavke (v.
Varijacioni ra€un) slijedi da funkcija u zadovoljava jednadzbu:
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du  da
dx2  dy2

Ako je membrana optere¢ena (vertikalno) silom gustoée /,
funkcija u zadovoljava jednadzbu Au = f. Treba dakle na¢i ono
rjeSenje Laplaceove odnosno Poissonove jednadzbe koje se na
rubu dD podudara sa unaprijed zadanom funkcijom (@ (v. t. 10
ovog prikaza).

8. Harmonijske funkcije i elementarna rjeSenja Lapla-
ceove jednadzbe. Neprekidna funkcija u koja ima neprekidne
parcijalne derivacije i svojstvo da je Au = 0 u nekoj oblasti D zove
se harmonijskafunkcija u oblasti D. U slu¢aju n = 2 teorija Lapla-
ceove jednadZbe u biti je teorija analitickih funkcija jedne komple-
ksne promjenljive (v. Teorijafunkcija). Veza izmedu tih dviju teorija
osniva se na Cinjenici da je realni i imaginarni dio analiticke funk-
cije F(x + i3) = u(x3y) + iv(x3y) harmonijska funkcija. Nada-
lje za zadanu harmonijsku funkciju u (n = 2) u oblasti D postoji
harmonijska funkcija v takva da je u + iv analitiCka funkcijau D
(ne nuzno jednoznacna).

Laplaceova jednadzba ima izvjesna tzv. kovarijantna svojstva.
Zamijenimo li varijable x13 ..., xn, novim varijablama”, ..., yn
tako da se nove varijable dobivaju translacijomyk = ak + xk
(ak konstante; k= 13..., »), ili homotetijom: yk= axk

0.

n
konstanta a > 0), ili rotacijom: yk= Yiakixi
i=i

(k—1

(kg Iaikajk - lza i=]j 0 zai 441
ili uzastopnom primjenom navedenih transformacija, jednadZba (1)
ima isti oblik u odnosu na nove varijable. Svojstvo funkcije da
bude harmonijska oCuvava se pri tim transformacijama. Obratno
A je jedini, s tatno3¢u do konstantnog faktora, linearni diferen-
cijalni izraz sa konstantnim koeficijentima (v. t. 21 ovog prikaza)
koji je kovarijantan u odnosu na navedene transformacije. Pored
toga, u slu€aju n = 2, Aje kovarijantno u odnosu na sva konformna
preslikavanja (v. Teorija funkcija).

Buduéi da je jednadZzba (1) kovarijantna u odnosu na rotacije
prostora, moZzemo oCekivati da ona ima rjeSenja koja zavise samo

no o\

( 2 Xi2) - Potrazimo rjesenja jednadzbe (1)

koja zavise samo od udaljenosti u = u(r). Izrazimo li A u polarnom

koordinatnom sistemu, Au(r) = 0 povlaci
da n—1 du_
dr2n R
odakle dobivamo:

ufr) = arzn+ b za n>2 i

uy=aln- +b za n=2 @)

gdje su a i b konstante. RjeSenje (4) (a #0) zove se fundamen-
talno ili elementarno rjeSenje jednadzbe (1). Fundamentalno rje-
Senje (4) je harmonijska funkcija za r #0. Da opravdamo naziv
fundamentalno rjeSenje, pretpostavimo da je n = 2; Q proizvoljna

ali Cvrsta tacka oblasti D; r udaljenost od Q i u funkcija koja

ima neprekidne druge derivacije u zatvorenoj oblasti D = dDUD
(OD oznatava rub oblasti D). Koriste¢i se Greenovim formulama
(v. Diferencijalni raun) moze se dokazati relacija:

f 0Oln I,

fdu 1 .
2ttm(Q)-dJDﬁln- ds —dJDu dn ds —Lbln FAU dx dy3 s&\?)

gdje %oznaéava derivaciju funkcije u u smjeru vanjske nor-

male (v. Diferencijalni ratun) na dD. Relacija (5), odnosno ana-
logne relacije u slu¢aju n > 2, igraju osnovnu ulogu u prouca-
vanju jednadzbe (1). Tom relacijom izrazena je vrijednost funkcije
u u tacki Q pomocu njezinih svojstava na rubu dD i na D. (Uspo-

redi Cauchyjevu formulu u ¢lanku Teorija funkcija). U relaciji
(5) vaznu ulogu ima funkcija In tj. elementarno rjedenje jed-

nadzbe (1) (@a= 1, b —0).
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9. Svojstva harmonijskih funkcija. Budu¢i da osnovna
svojstva harmonijskih funkcija ne zavise od n3 moZzemo uzeti
n = 2. Pretpostavimo da je K(Q, R) krug radijusa R sa sredistem
u Q ida je taj krug sadrzan u oblasti D u kojoj je funkcija u har-
monijska. Relacija (5) za slucaj oblasti K(Q, R) daje

ulQ) = JL c}|]<uds, (6)

2 TR

§to pokazuje da je srednja vrijednost harmonijske funkcije po
kruznici dK jednaka vrijednosti te funkcije u srediStu Q te kruz-
nice. Kazemo da funkcija v ima svojstvo srednje vrijednosti u
oblasti D ako je za svaki zatvoreni krug K = K(Q3R) iz oblasti
D srednja vrijednost funkcije v po dK jednaka vrijednosti te
funkcije u srediStu kruga K. Harmonijska funkcija ima svojstvo
srednje vrijednosti u oblasti gdje je ona harmonijska. Interesantno
je da vrijedi i obrat, tj. neprekidna funkcija koja ima svojstvo
srednje vrijednosti u oblasti D u toj oblasti je harmonijska. lzlazi
dakle da neprekidnost i svojstvo srednje vrijednosti povlace de-
rivabilnost. Stavise, takva funkcija ima derivacije svakog reda.
Svojstvo jednadzbe (1) da svako neprekidno rjeSenje te jednadzbe
mora biti glatko (Cak i analiti€no) sa fizikalnog stanovista sasvim
je jasno. Jednadzba (1) opisuje stacionarna stanja ili stanja ravno-
teZze pa je jasno da sistem prije nego prijede u takvo stanje mora
izgladiti sve nesimetrije ili nabore.

Harmonijska funkcija, ukoliko nije konstanta, dostize svoj
maksimum i minimum na rubu 6D oblasti D u kojoj je ona har-
monijska. Ako su dvije funkcije ux i u2harmonijske u oblasti D i

neprekidne u zatvorenoj oblasti Z), tada ux= u2 na 32) povlaci
ux = u2u D. Dakle svojstvima harmonijske funkcije na rubu oblasti
odredena su njezina svojstva u oblasti. Ako je D ograni¢ena oblast

i un niz harmonijskih funkcija u D neprekidnih na 2), i ako un
uniformno konvergira funkciji u na rubu 0D, onda je u harmonij-
ska funkcija u D. OznaCimo li sa 8 bilo koju derivaciju, 8un uni-
formno konvergira funkciji 8u u G. Nenegativna u krugu K(Q, R)
harmonijska funkcija u ima svojstvo:

R —r R+

R+r —~ ~R—M™Q o= QP).

10. Dirichletov problem. Pretpostavimo da je D ograni¢ena
oblast i/ neprekidna funkcija zadana na rubu dD oblasti D. Di-
richletov problem glasi: da li postoji funkcija u harmonijska u 2),
neprekidna na D = 0DUZ) i takva da se na rubu podudara sa
funkcijom /, tj. u(P) =/(P), P e dD. Ovaj problem uz zadano /
moZze imati najviSe jedno rjeSenje. Ako su fxi/2dvije neprekidne
funkcije dD takve da je —s —/2 e (e > 0 konstanta)
i ul} u2 odgovarajuca rjeSenja Dirichletovog problema, onda je
—e ux—u2” e u G. Zaista funkcija ux —u2 je harmonijska
i na rubu se podudara s funkcijom fx —f2 Buduéi da ux —u2
na rubu dD dostize svoj maksimum (minimum), to je maksimum
(minimum) funkcije ux — u2isti kao i funkcije Jx—/ 2 §to povlaci
tvrdnju. Ako se dakle funkcije f 13f 2 (rubni uvjeti) malo razlikuju,
pripadna se rjeSenja Dirichletovog problema, ukoliko postoje,
takoder malo razlikuju. Drugim rije€ima, rjeSenje Dirichletovog
problema neprekidno zavisi od rubnih uvjeta, tj. od funkcije /.
Kaze se takoder da je problem rubnih uvjeta korektno postavljen
(v. t. 14 ovog prikaza).

Ako je D jedini¢ni krug iz koga je srediste izbaceno i/ funkcija
koja se na jedinicnoj kruznici dD poniStava a u srediStu kruga D
prima vrijednost 1, onda za tu oblast i tako definiranu funkciju /
Dirichletov problem nema rjeSenja. Oblast D zove se Dirichletova
oblast ako Dirichletov problem ima rjeSenje za svaku funkciju /
neprekidnu na dD. Krug je Dirichletova oblast. Svaka ogranicena
jednostruko povezana oblast je Dirichletova oblast. Opcenito
svaka oblast konacne povezanosti €iji rub ne sadrZi izolirane tacke
Dirichletova je oblast. U slu¢aju n = 3 kugla je Dirichletova oblast
(za opéi slucaj vidi radove S. L. Soboleva u popisu literature).

Neka je K krug radijusa R, r i e polarne koordinate i /(<p)
na dK definirana funkcija

[/(0) = /(2)].
Tada je

R2- r2

R
u(rev)— — /(&) R2—=2Rr COS(# —(p) -Hl’ﬁd#

O]

DIFERENCIJALNE JEDNADZBE, PARCIJALNE

harmonijska funkcija u K i lim (re®") =/(#) (r& R&&).
Formula (7) kojom je Dirichletov problem za krug eksplicitno
rijeSen zove se Poissonova formula. Pored navedenog Dirichleto-
vog problema poznat je i tzv. Neumannov problem: za neprekidnu
funkciju / na dD nadi harmonijsku funkciju u u £, neprekidnu

— , du
na D i takvu da Je a=/ na dD. U sluaju n = 2 Neuman-

nov problem mozZe se svesti na Dirichletov problem.
11. Potencijali. Masa m koncentrirana u tacki Q proizvodi u

m
tacki P 4= Q Newtonov potencijal u(P) = s gdje je r udaljenost

tatke P od taCke Q. Ako masa
nije koncentrirana u jednoj tac-
ki nego je razmazana po oblasti
Q prostora s gustoéom /, onda
je potencijal u(P) u tacki P koja
nije u Q dan izrazom:

u(P) KQ) da o

(r=PQ). ()
Uzmimo neku tacku QO u Q i
razvijmo funkciju I/r u red u
odnosu na tacku QO.

Dobivamo: 1 1 Y, roc 8% /1\

7 =R+ fe2 (1)
(si. 3), gdje je r,= Q, Q< QWP =R i ’\O
smjeru Q0Q. Uvrstimo li (9) u (8) dobivamo:
u(P) = uQP) + uxP) + ...,

©

zna€i derivaciju u

(10)
gdje je

(- l),,

un(P) = R |dDQ (11)

tzv. potencijal w-tog reda (n = 0, 1, ...). Potencijal nultog reda

1k
ugqP) = — >/ dQQ isti je kao da je sva masa koncentrirana u

a
tacki QO. Potencijal uxu vezi je s potencijalom dipola, u2s poten-
cijalom kvadrupola itd. Buduci da se u jednadzbi (8) pod znakom
integrala pojavljuje funkcija I/r, tom je jednadzbom definirana
harmonijska funkcija van oblasti Q. Analogno je un harmonijska
funkcija van oblasti Q. Ako je masa razmazana po plohi S3 po-
tencijal u tacki P koja nije na 5 dan je izrazom:

®=— R
gdje je a povrSinska gustoéa. Potencijal (12) zove se potencijal
jednostrukog sloja, a potencijal

13)

zove se potencijal dvgrs]trukog sloja. Ovdje — oznaCuje derivaciju

u smjeru vektora QP.

Potencijali prostog i dvostrukog sloja predstavljaju takoder
harmonijske funkcije van plohe S.

Ako je 5 oblast u ravnini, / neprekidna funkcija definirana
u S, C krivulja u ravnini i a, r neprekidne funkcije na C, onda
se funkcija:

ufP) =Hf(Q)In- dS.Q (14)
zove logaritamski potencijal;
uiP).=¢ <,(Q)Inv dsQ (15)

zove se potencijal prostog sloja i
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« ¢ P)- (16)

potencijal dvostrukog sloja. Uz ovu terminologiju relacija (5)
pokazuje da je proizvoljna funkcija u zbroj od tri potencijala:
1. potencijala prouzrokovanog masom (nabojem) razmazanom po
D sa gustoéom —Aw/2tu; 2. potencijala prostog sloja razmazanog

1 0m
po 0D sa gustocom 7e ﬁi 3. potencijala dvostrukog sloja razma-

0
zanog po 02) sa gusto¢om: dn (4Ako su air neprekidne

funkcije, sa (15) i (16) definirane Su harmonijske funkcije van
krivulje C. Analogno relacija (14) definira harmonijsku funkciju
van oblasti 6°. Uz dosta Siroke pretpostavke o funkciji / moze se
dokazati da je Au = —2n/, tj. u oblasti relacijom (14) de-
finirano je rjeSenje Poissonove jednadzbe Au = —2n/. Obratno,
ako je 5 Dirichletova oblast i/ neprekidno derivabilna funkcija,
jednadzbom (14) odredeno je jedinstveno rjeSenje jednadzbe
Au= —2 %/ koje iSCezava na rubu dS. Potencijal dvostrukog
sloja dozivljava skok prilikom prelaza preko krivulje C.

Tako je lim uP) = uQ0 —ttt(Q0 kada P teZi iznutra
P-
tacki QO na ruT)%o C. Analogno je lim u2P) = uQ0 + #t(QO0
kada P tezi prema QOizvana.

Ovo svojstvo  potencijala
dvostrukog sloja pogodno je za
rjeSavanje Dirichletovog pro-
blema pomocu integralnih jed-
nadzbi (v. Clanak Integralne je-
dnadzbe).

Ako je/ zadana neprekidna
funkcija na rubu dD oblasti D,
rjeSenje se Dirichletovog pro-
blema dobiva kao potencijal
dvostrukog sloja $to ga proizvo-
di masa (naboj) gustoée r na
rubu OD s tim da je r rjeSenje
integralne jednadzbe:

KP) ir A cos®,

Py s (a7

e=%> ((4)=?]  cuisio

VALNA JEDNADZBA

12. Definicija i izvod valne jednadzbe. Parcijalna diferen-
cijalna jednadzba:
10X _

o2w

k2 ,io*? (C kOﬂStanta) (l)

zove se valna jednadZzba u rc-dimenzionalnom prostoru za funkciju
u promjenljivih x13 ..., xn, t. Jednadzba (1) mnogo je proucavana
i imala je veliki utjecaj na razvoj matematike (v. historijski uvod).
Jednadzbom (1) za n = 1 opisuje se transverzalno titranje Zice i
longitudinalno titranje Stapa; za n = 2 poprecno titranje mem-
brane; za n = 3 Sirenje zvuka u prostoru. Maxwellove jednadZbe
elektrodinamike u vakuumu pomocu potencijala opisuju se jed-
nadZzbama tipa (1), itd. Stoga je korisno varijablu t interpretirati
kao vrijeme, a varijable x1B3 ...3xn kao prostorne koordinate.

Pretpostavimo da mirna membrana zauzima oblast D rav-
nine x3y i da je pobudena na transverzalno titranje. Sau(x3y3t)
oznacujemo otklon membrane u tacki (x3y) u vrijeme t. U slucaju
slobodnog titranja membrane (kad nema vanjskih sila) Lagrangeova
funkcija L ima oblik:
L-T-U - f/lJ® '« *«’-2/[I[(S)'+ (1)

D D

gdje su g i fi konstante koje karakteriziraju fizikalna svojstva
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membrane. Gibanje membrane izmedu dva momenta t0i t1odvija
se tako da integral

L * -/

h h D
bude ekstremalan (Hamiltonov princip). Integral u jednadzbi (2)
je integral po cilindru u prostoru (x3y3t). OznaCimo li sa (0
vrijednost funkcije u na donjoj bazi cilindra i sa (X vrijednost
funkcije u na gornjoj bazi cilindra, tj.

u(x3y3tQ = (x,y)A(x3y3ix = x3y), ©)
onda funkcija u mora biti takva da integral (2) €ini ekstremalnim
i da zadovoljava uvjete (3). Odavde uz dosta opCenite pretpostavke
slijedi da u mora zadovoljavati jednadzbu (1) i uvjete (3). Podvu-
cimo da se ovdje zahtijeva poznavanje funkcije u samo na bazama
spomenutog cilindra, a ne na cijelom cilindru.

13. Titranje beskonac¢no duge Zice. Uzmimo da se 0s x
podudara s konfiguracijom nategnute homogene mirne Zice. lz-
vucemo li Zicu iz poloZaja ravnoteZe i onda je ispustimo, ona pocne
titrati uslijed napona koji djeluju u Zici. Pretpostavimo da Zica
titra u ravnini i uzmimo u obzir samo transverzalna titranja. Na
mjestu x u vrijeme t otklon Zice od ravnoteznog poloZaja oznafimo
sa u(x31). Funkcijom u(x31) titranje Zice je potpuno odredeno.
Na osnovu zakona mehanike uz dosta opéenite pretpostavke
izvodi se da funkcija u zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jed-
nadzbu

(2)

10h 02w
? 87 = N (4>

u kojoj konstanta ¢ ima dimenziju brzine i zavisi od napetosti
i linearne gustoce Zice. Iz mehanike materijalne tacke poznato
je da je gibanje materijalne tacke potpuno odredeno ako u nekom
trenutku t0 znamo polozaj taCke i njezinu brzinu. Zamislimo
li Zicu kao sistem od mnogo materijalnih taCaka, moZemo oceki-
vati da poznavanje poloZaja i brzine svakog elementa Zice u tre-
nutku tO odreduje titranje Zice, tj. da ono odreduje funkciju u.
Prema tome tzv. pocCetni ili Cauchyjevi uvjeti za titranje Zice imaju
ovaj oblik:
ott|

u(x3td = (5)

O£ \t=t0
gdje su @i tp poznate funkcije. Funkcija (p odreduje konfigura-
ciju zice u trenutku t® a funkcija y) raspored brzina (impulsa) u
tom trenutku. Uzmemo li da je t0—0, iz (4) i (5) dobivamo:

x+ct
u(x31) (pix —ct) +(p(x + )

. tp(z dz3 6
‘ / p(2) (6)
a to je tzv. d’Alembertovo rjeSenje jednadzbe (4) uz pocetne
uvjete (5).

Da pretpostavkom t0 = 0 nije naruSena opcenitost slijedi iz
kovarijantnosti jednadZbe (4) s obzirom na translaciju vremena.
Ta jednadzba isto kao i jednadzba (1) kovarijantna je takoder i
s obzirom na inverziju vremena, tj. s obzirom na zamjenu i sa —t.
Uzmimo n = 3 i stavimo x0= ct. Jednadzba (1) kovarijantna
je s obzirom na translacije xk' = ak -f xk (fi= 0, 1, 2, 3);
s obzirom na homotetije = hxr (A> 0, 0, 1, 2, 3

(¢=0,1, 2,3)

i =0
Ciji koeficijenti obrazuju matricu A = (akj)J takvu da je A'JA = J.
Ovdje je J dijagonalna matrica Cetvrtog reda: Jn = /2= /33= 1,
[#4= —1; A' oznaCava transponiranu matricu matrice A. Svaka
linearna transformacija s realnim koeficijentima Cija matrica ima
svojstvo da je A'JA = J zove se Lorentzova transformacija. Skup
svih Lorentzovih transformacija obrazuje grupu. Sve Lorentzove
transformacije i sve translacije obrazuju tzv. nehomogenu Loren-
tzovu grupu na kojoj se osniva specijalna teorija relativnosti.
Obratno: linearni diferencijalni izraz drugog reda sa konstantnim
koeficijentima (v. t. 20 ovog prikaza) koji je kovarijantan u odnosu
na nehomogenu Lorentzovu grupu proporcionalan je diferenci-

jalnom izrazu
(024 (024 (074 07

O=mwf 02 dxz oA’ ™

3
i s obzirom na linearnu transformaciju xk' — 2 *j
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14. Zavisnost rjeSenja od poCetnih uvjeta. Relacija (6) daje
eksplicitni izraz za rjeSenje jednadzbe (4) uz pocetne uvjete (5).
Iz te relacije mozemo izvuéi dva vrlo vazna zakljucka koja vri-
jede i za jednadZzbu (1), a takoder i za tzv. diferencijalne jed-
nadZzbe hiperboli¢nog tipa (vidi t. 22, 23 ovog prikaza). Maloj
promjeni pocetnih uvjeta, tj. funkcija (pi ¥(na kona€nom intervalu)
odgovara mala promjena rjeSenja. To se drukcije kaze da rjeSenje
jednadzbe (4) na neprekidan nacin zavisi od pocetnih uvjeta.
Opcenito kazemo da je problem integracije parcijalne diferen-
cijalne jednadzbe korektno postavljen ako je on rjeSiv, ako ima
jedinstveno rjeSenje i ako rjeSenje na neprekidan nacin zavisi od
pocetnih ili dodatnih uvjeta. Cinjenica da je problem integracije
jednadZbe (4) uz uvjete (5) korektno postavljen povlali da mala
greSka u odredivanju pocetnih uvjeta (5) nema velike posljedice
za rjeSavanje problema. Sli¢an zakljucak vrijedi za jednadzbu (1)
uz odgovarajuée pocetne uvjete u(xB ...3xn>0) = <PXB3...,*»)
du
ot
opcenito ne zavisi na neprekidan nacin od pocetnih uvjeta. Tako
problem integracije jednadzbe

da  da du |
o+ 67 =° “*>0)s0’ S§fLo
gdje su n i k pozitivne konstante, ima rjeSenje

= xp(xB3 ---axn) za t = 0 ali za Laplaceovu jednadZzbu rjeSenje

1
= -=sin nx3

1
:ShTt*Sinn X

koje prima po volji velike vrijednosti za po volji malo t3 ako je
samo n dosta veliko, bez obzira na to Sto su pocetni uvjeti blizi nuli.

1z relacije (6) slijedi da glatkim pocCetnim uvjetima odgovara
jednako glatko rjeSenje. S druge strane u praksi dolaze pocetni
uvjeti (BBy>koji su samo npr. neprekidne funkcije. U tom slucaju
funkcija (6) nije derivabilna i ne moZze zadovoljavati jednadZbu
(4). Da se ta principijelna poteSkoca izbjegne, pocetni uvjeti se
aproksimiraju (npr. polinomima na osnovu Weierstrassovog teo-
rema ili trigonometrijskim polinomima; v. Metode aproksimacija)
funkcijama @B y=n koje su dovoljan broj puta derivabilne. Za
ove funkcije nalaze se prema (6) odgovarajuéa rjeSenja un. Ne-
prekidna zavisnost rjeSenja od pocetnih uvjeta ima za posljedicu
da funkcije un konvergiraju funkciji u koju je razumno smatrati
rjeSenjem uz zadane pocCetne uvijete, iako ona nije derivabilna.
RjeSenja dobivena na ovaj nacin zovu se poopcena rjeSenja
(v. radove Soboleva u spisku literature).

15. Karakteristike jednadZzbe titranja zice. Uvedemo i
nove varijable £ = x —ct3 1] = x + ct3 jednadzba (4) dobiva

d
oblik 0"g" = G odakle dobivamo u = g”tj) + gAr])3 gdje su

g! i g2 proizvoljne funkcije. Vratimo li se na varijable x, t3nalazimo:

u(x3) = gxx - ct) + g2(x + ct). (8)
RjeSenje (8) sadrzi dvije proizvoljne funkcije gLi g2i ima intere-
santnu fizikalnu interpretaciju.

Pretpostavimo da je g2= 0. Zamislimo promatrata koji u
trenutku t = 0 mjeri otklon £i(*0 Zice na mjestu x0. Taj isti pro-
matraC u vrijeme t na mjestu x = x0+ ct mjeri otklon jednak
gx(x —ct) —gi(x0. Prema tome promatra¢ koji se udesno giba
brzinom ¢ mijeri uvijek isti otklon Zice, tj. za njega Zica miruje,
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ima stalno istu konfiguraciju. No to znaCi da se poremedaj Siri
brzinom c udesno, a gXx — ct) predstavlja val koji se Siri udesno.
Analogno g2x + ct) u sluaju £2 + 0 predstavlja val koji se brzi-
nom c Siri ulijevo. Opéi oblik rjeSenja (8) pokazuje da titranje
Zice nastaje superpozicijom dvaju valova koji se brzinom c Sire
u suprotnim smjerovima. Pravci x —ct = k (konstanta), odnosno
X + ¢t —k3 po kojima se poremecaj Siri, zovu se karakteristike
jednadzbe (4). Dakle, jednadzba (4) ima dva sistema paralelnih
pravaca kao karakteristike i kroz svaku taku ravnine x, t prolazi
po jedna karakteristika iz nekog navedenog sistema.

ZnacCenje karakteristika u odnosu na pocetne uvjete mogu se
izvesti iz relacije (6). Radi jednostavnosti uzmimo da je yj = 0
i daje (p(x) = 0 za x van danog intervala (c, d)3c < d. Iz (6) slijedi
da u iSCezava za sve taCke ravnine (X, ct) koje se nalaze van jedno-
struko osjenjenog podrucja si. 5. Prema tome, promjena pocetnih
uvjeta na intervalu (c3d) moze da utjeCe na rjeSenje samo u jedno-
struko osjenjenom podrucju. Odavde ujedno slijedi da pocetni
uvjeti zadani na intervalu (c', d')3c' < d' potpuno odreduju rje-
Senje samo u kvadratu koji je dvostruko osjenjen na si. 5. Tacku A
van toga kvadrata moguée je smjestiti u prugu ¢iji je odnos prema
dvostruko osjenjenom kvadratu sli¢an odnosu one jednostruko
osjenjene pruge na si. 5. Mijenjanjem pocetnih uvjeta na sjecistu
te pruge sa osi x moZzemo rjeSenje u taCki A po volji mijenjati,
a da rjeSenje u dvostruko osjenjenom kvadratu ostane nepromi-
jenjeno. Dvostruko osjenjeno podrucje naziva se podrucjem egzi-
stencije, a jednostavno osjenjeno podrucje podrucjem utjecaja
pocetnih uvjeta.

Zadavanje pocetnih uvjeta duz karakteristike ct = x + k isto

jekao i zadavanje pocetnih uvje-
ta samo u tacki x = —k3t = 0,
pa time nije osigurana jedin-
stvenost rjeSenja. RjeSenja se
granaju duz karakteristika. Raz-
matranja u slu€aju n — 2 dobiju
se iz rezultata u sluCaju n = 1
»rotacijom« oko osi ¢ t. Tako
za n = 2 zadavanje pocetnih
uvjeta na nekom krugu K u ra-
vnini x3y potpuno odreduje
rjeSenje unutar dva stosca kon-
struirana nad K sa osi paralel-
nom osi ¢ t3 Cije izvodnice Cine
kut od 45° sa osi stoSca (sL 6).
Ulogu karakteristika ovdje preuzimaju stoSci navedenog oblika.
Pocetni uvjeti u K 3tj.

u(xi3 xB 0) = (p(xB x93 % = j(xBx2 (zat=0)

ne odreduju rjeSenje ni u jednoj tacki van navedenih stoZaca.
Analogna razmatranja vrijede i za jednadzbu (1) u opéem slucaju.

16. Valna jednadzba u ravnini i prostoru. Cauchyjev
problem za jednadzbu (1) glasi: naci rjeSenje jednadzbe (1) takvo
da je

du
u(x3...3xn, 0) = (p{x13..., xnp> "~ =ip(xl 3 xnzat=0, (9
gdje su 8 1p zadane funkcije u nekoj oblasti D. Mi ¢emo ovdje
navesti rjeSenja za slucajeve a) w= 2 i b) n = 3 [interesantno je
da je problem b) lakse rijeSiti nego problem a), a onda, kako je to
ucinio Hadamard, problem a) shvatiti kao poseban slucaj problema
b)]. Eksplicitna formula kojom se rjeSava problem b) zove se
Kirchhoffova formula i glasi:
u(x1x2 x3 t) = tv>(B() + g[i 9>(50] (.c=l, t> 0). (10)
Pri tome St oznaCava loptu radijusa t sa srediStem u tacki
(*,, xBx3, af(St) oznaCava srednju vrijednost funkcije / po lopti

tj-

(12)

INe) st

St
Analogna formula za rjeSenje problema a) zove se Poissonova
formula i ima oblik:
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uld xs, 1) = oy [2- (yx- xy - G/ - mﬂm’i a2+
Kt

, L
2t 6rrK9|[i2 myi- *i)2- 02- *2712
t

U formuli (12) Kt oznaava krug u ravnini radijusa t sa srediStem
u tacki (xB*2. Formula (12) dobiva se iz formule (10) time Sto
se uvazZi da u (10) mne zavisi od x3tj. spuStanjem sa trodimen-
zionalnog na dvodimenzionalni slu€aj. SpuStanjem sa rjeSenja (12)
n —2) ili (10) (n = 3) na jednodimenzionalni slufaj dobiva se
d’Alembertovo rjeSenje (6). Eksplicitna rjeSenja (10) i (12) omo-
guéavaju dokaz da je Cauchyjev problem rjesiv (it = 2, 3), da je
rjeSenje jedinstveno i da na neprekidan nacin zavisi od pocetnih
uvjeta (@ \p. Dakle problemi a) i b) korektno su postavljeni.

Relacije (10) i (12) imaju sli€nu fizikalnu interpretaciju kao i
relacija (6).

No veé¢ na tom koraku pokazuje se bitna razlika u vladanju
rjeSenja jednadzbe (1) za n parno i za n neparno. Da to objasnimo,
pretpostavimo da je @= 0. Tada (10) i (12) prelaze u

dyi 42 02)

W72 0= o st (13)
2 J
st
«<* *»0 =" ] (14>
Kt

Neka je V (si. 7) dio prostora (jc5x2 x3 ogranicen
plohom S = dV. Pretpostavimo da funkcija tp
iSCezava van volumena V i da % ne iSCezava
identiCki. Za tatku A(xBx2Bx3 prostora pot-
puno su odredene: najmanja udaljenost d i naj-
vecéa udaljenost d' od tacke A do tacaka volu-
mena V. Ako je A van volumena Vi t < d}lopta
Stradiusa t sa sredisStem u A ne sijeCe V3pa funk-
cija (13) isCezava. Analogno funkcija (13) iSCeza-
va ako je t > d\ Za ¢izmedu d i d' lopta radijusa
t oko A sijeCe podruje V3 pa funkcija (13)
moZze biti razliCita od nule. Zamislimo da \p 4=0
znaci da je u ¢asu t—0 u V nastao neki poreme-
¢aj. Taj poremecaj u Casut < d nije doSao do
tatke A. On dolazi u A u vri-
jeme t —d, a nestaje u tacki
A u vrijeme t = d'. Za dano
t promotrimo dvije plohe: plo-
hu 54 koja dijeli tacke prostora
do kojih je poremecéaj doSao u
vrijeme t od taCaka u koje po-
remecaj jo$ nije stigao, i plohu
S2koja dijeli tacke u kojima je
u Casu t veé nastupilo smirenje
od tacaka u kojima postoji po-
remecaj. Dio prostora izmedu
ploha Sx i *2 predstavlja pod-
ru€je postojanja poremecaja u Casu t prouzrokovanog nekim
poremecéajem (npr. izvorom zvuka) izazvanim u V u ¢asu t = 0.
Plohe Sx i S2 predstavljaju dvije valne fronte. U tacku A pore-
mecaj dolazi u vrijeme t = d3 tamo ostaje do vremena t —d'
i onda u A ponovo nastupa prvobitno stanje. No to znaci da je
nakon vremena t > d' tatka A spremna da primi novi poremecaj
koji u V nastaje u neko kasnije vrijeme.

Sasvim je drukCija situacija u slucaju n = 2. Ozna¢imo li sa
S ogranicen dio ravnine, sa C = dS rub od S i uzmemo funkciju
tp koja iSCezava van S3ali ne svugdje, onda na temelju relacije
(14) zakljuCujemo da za novu taCku A postoji udaljenost d takva
da u A poremecaj (koji nastaje u5 u vrijeme t = 0) dolazi u vri-
jeme t —d. No taj poremecaj ostaje u A za svako t > d3s tim
da za t -» oo on iSCezava. Drugim rijeCima, tacke do kojih jednom
dode poremecaj nikada se vise ne vraaju u ravnotezni poloZaj.
Ta pojava zove se difuzija valova, a razliCito Sirenje poremecaja
u slu€aju parnog i neparnog n zove se Huygensov princip.

17. Nehomogena valna jednadZba. Za nehomogenu jed-
nadzbu

Sl 7

281
02w
» —Au=f3 (=3 1), (15)
gdje je / zadana funkcija, Cauchyjev problem glasi:
U(xBxBxB0) = PM3x)x33 -O: xp(xI3xBx3.  (16)

Ovaj problem se svodi na dva specijalna problema: naci
funkciju U takvu da bude

02C7
— - AU =0, UXBxBx30) = (xBxBx33
dul .
— = P> x2>Xo 17)
i funkciju V takvu da bude
02F dv
— —AV =/, V(xBxBx30) 05 0. (18)

Ht

RijeSe li se navedena dva problema, onda je funkcija u — U + V
rjeSenje jednadzbe (15) uz uvjete (16). RjeSenje prvog problema
dano je Kirchhoffovom formulom, a rjeSenje problema (18)
formulom:

(19)

Kt

gdje je Kt kugla radijusa t sa srediStem u tacki (xlaxZx3 i
r=[*—yy + (*2—y 22+ (*3—39212 Relacijom (19) od-
reden je u vrijeme t u tacki (xBx2 x3 tzv. retardiran potencija!
§to ga prouzrokuje naboj gustoce /. Kako vidimo, potencijal V u
vrijeme t odreden je gustoéom naboja u vrijeme t —r, tj. onom
gusto¢om koja je u tacki (ylsy 2y 3 bila u nesto ranijem momentu
t —r. Analogno u slu¢aju n — 2 rjeSenje nehomogene jednadzbe
(15) uz odgovarajuce pocetne uvjete dobiva se tako da se desnhoj
strani relacije (12) doda funkcija:

1 f f(yi,yt>-c) A A A
2my [(i- rf - (y, - X)2- Cy.- yi y* Tj
Kt-x

gdje je Kt r krug radijusa t —r 0 sa srediStem u tacki (xI3 x2~
U sluCaju n = 1 desnoj strani relacije (6) treba dodati

t) dy dr,

gdje je T trokut: 0~ r <,

JEDNADZBA VOBENJA TOPLINE

18. Definicija jednadzbe vodenja topline. Diferencijalna
jednadzba

1 0« oM dau
c2 dt dxx2 Qxn2

zove se jednadzba vodenja topline. Tom jednadZzbom opisuje se
vodenje topline u tijelima, difuzija u fizickoj kemiji, usporavanje
neutrona u materiji. Schrodingerova jednadzba u kvantnoj fizici
Cesto ima oblik (1) itd. Promotrimo ¢&vrsto tijelo i temperaturu
u vrijeme t u tacki (xI3 xBx3 oznacimo sa u(xBxBx3Bt). Toplina
tijela struji od taCaka viSe temperature k taCkama nize tempera-
ture. Ako je tijelo izotropno homogeno i nema izvora ni ponora
topline, funkcija u zadovoljava jednadzbu (1), pri ¢emu konstanta
c zavisi od fizikalnih svojstava tijela. Ako u tijelu postoje izvori i
ponori topline koji su karakterizirani funkcijom /, desnoj strani
jednadZbe (1) treba dodati funkciju /. U slu€aju Sirenja topline
u dvodimenzionalnim (ploce) ili jednodimenzionalnim (Stapovi)
sredstvima funkcija u u jednadzbi (1) zavisi samo od x Bx2Z0dnosno
od x = xx Buduci da osnovna svojstva jednadzbe (1) ne zavise od
n3uzimamo da je n = 1i da su jedinice mjerenja uzete tako da je
¢ — 1. JednadZba (1) u tom slucaju prelazi u

(c konstanta) )

0« 6x2 \g\%)

Jednadzba (2) [jednadzba (1)] ne mijenja se s obzirom na trans-
lacije t' —t0+ t3 x' = x0+  ali za razliku od valne jednadzbe
ona nije kovarijantna u odnosu na inverziju vremena, tj. jednadzba
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(2) ne opisuje reverzibilne procese. Zbog toga sluCajevi t < 0
i t> 0 nisu ravnopravni.

19. PocCetni i rubni problemi jednadZbe vodenja topline.
Cauchyjev problem (sa fizikalnog stanoviSta potpuno jasan) za
jednadzbu (2) glasi: treba naci neprekidnu i ogranienu funkciju

u(x, )3 —o00 < X < + 00, t 0,

koja za t > 0 zadovoljava jednadzbu (2), a za t = 0 podudara se
sa unaprijed zadanom funkcijom (P{¥)3 tj. u{x30) = op(X). Rje-
Senje je navedenog problema jedinstveno i dano Poissonovom
formulom:

MOBDE g 4 g PO (>0 O
Da nije zahtijevana ograni€enost funkcije u3rjeSenje ne bi bilo
opéenito jednoznacno. Iz (3) se vidi da je Cauchyjev problem
korektno postavljen u skupu ogranicenih i neprekidnih funkcija.
Funkcija u ima ovo svojstvo pruge: u pruzi (xt) ravnine odre-
denoj sa 0™ i< T< oo vrijedi m u(x3) M3 gdje je
m=inf<pkx), M =sup(pPX {—o0o<x< o00). Ako funkcija
(piSCezava van nekog konacnog intervala osi x na kome je pozitivna,
iz (3) slijedi da za svako t > 0 i za svako x vrijedi u(x31) > 0.
To povlaCi fizikalno neprihvatljiv zakljucak da se toplina Siri
beskonacno velikom brzinom. OC¢ito taj rezultat pokazuje da
jednadzba (2) u potpunosti ne opisuje vodenje topline. No sa
prakti€nog stanoviSta rezultati dobiveni pomocéu jednadzbe (2)
daju zadovoljavajuée rezultate.
Ograniceno rjeSenje jednadzbe (1) uz pocetni uvjet
u(xB 0) = (pfo, ... 3xn)

glasi:

Ui-Ni)2+ -+ (xn-y iy
At

—@® —oo

Qyi> mm>y«) 4y, dyn

T . . du o
a rjeSenje nehomogene jednadzbe i Au +/ uz isti poCetni

uvjet dobije se time Sto se dodaje homogenom rjeSenju funkcija:

(x-y>¥+..+(.Xn-ynY\A A L
.)u* Lok ’_}*-

-Jiijn ~sorxp(

0 — oo — 00

Pretpostavimo da je | duZina vodica, da je u Casu t = 0 tem-
peratura u svakoj tacki x poznata. Nadalje uzmimo da tokom vre-
mena 0 t< T mjerimo temperaturu na rubovima vodica. Iz
fizikalnih razloga o€ekujemo da ovi podaci jednoznatno odreduju
temperaturu u svakoj taCki x u vrijeme T. Matematicki se ova
razmatranja izriCu u vidu ovog rubnog problema: treba naci
neprekidnu funkciju u(x31) koja
u podrucju D (si. 9) zadovoljava
jednadzbu (2) i tako da na dije-
lu ruba Ai A\ A2 A3toga po-
druc¢ja funkcija prima unaprijed
propisane neprekidne vrijed-
nosti. Pokazuje se da navedeni
problem ima uvijek rjeSenje, da
je takvo rjeSenje jedinstveno
1da je problem korektno posta-
vljen. Ti rezultati su dobrim
dijelom posljedice ove intere-
santne Cinjenice: rjeSenje u (x3) jednadzbe (2) koje je nepre-
kidno na zatvorenom pravokutniku Cije su stranice paralelne
osima X i t dostize svoj maksimum i svoj minimum na rubu
toga pravokutnika. Preciznije, taj maksimum i minimum funkcija
u dostize na rubu oblika AXAL3A1A9B A2AB a ne unutar
gornje stranice pravokutnika.

KLASIFIKACIJA LINEARNIH DIFERENCIJALNIH JEDNADZBI
DRUGOG REDA

20. Motivacija klasifikacije jednadzbi. Parcijalna diferen-
cijalna jednadzba:

DIFERENCIJALNE JEDNADZBE, PARCIJALNE

o2m

du _
+2> +cu+f=0 (1)

dxi Fdx{

zove se linearna parcijalna diferencijalna jednadzba drugog reda.
Tu su atj = aji3 bi3 ¢ i f poznate funkcije varijabli xB ..., x3 a
trazi se funkcija u(x3 ..., xn). Laplaceova jednadzba, valna jed-
nadzba i jednadzba vodenja topline predstavljaju specijalne slu-
Cajeve jednadzbe (1). (a* =0 za i #j3akk= 1, —1ili 0, bi = 0,
¢ =03f —0). Navedene tri jednadzbe bitno se razlikuju. U prvom
redu one opisuju razlicite fizikalne pojave: Laplaceova jednadzba
opisuje stanja ravnoteZe ili stacionarna stanja, a valna jednadZzba
opisuje pojave koje se tokom vremena mijenjaju. Te su jednadzbe
izvedene iz razliCitih fizikalnih principa (principa minimuma
potencijalne energije i Hamiltonova principa). U skladu s
tim za Laplaceovu jednadzbu ima smisla Dirichletov problem,
a za valnu jednadzbu Cauchyjev problem. RjeSenja Laplaceove
jednadzbe su glatka bar kao i rubni uvjeti, dok za valnu jednadzbu
to nije opcenito istina. Harmonijska funkcija ne dostize maksimum
u podrucju, a rjeSenje jednadZbe vodenja topline dostize maksi-
mum na rubu podrucja, itd. Sve to pokazuje da ne moZe postojati
jedinstvena teorija diferencijalnih jednadZbi oblika (1) te da ih
treba na neki nacin klasificirati i onda izucavati svojstva pojedinih
klasa. Kao osnov Kklasifikacije sluzi klasifikacija linearnih diferen-
cijalnih izraza [glavnog dijela u jednadzbi (1)]:

e
Ku) = (aij — aji)s 0]
i,j=\  dxidxJ
vezanih uz (1). Da je I(u) linearno znaci da je
l(aux + aid = ajtuj + ad(ud 3)

za svaki par realnih brojeva al3a2i svaki par dva puta derivabilnih
funkcija u3 u2

21. Slu€aj dviju varijabli i konstantnih koeficijenata.
Uz diferencijalni izraz:

0w
Kq) = & HF@ + 2Db a'i'd'y'"l‘ c b, c konstante), (4)

usko je vezan polinom (kvadratna forma) u dvije varijable:

P(l,n)=al2+ 2b]| j+ cnA ®)
. L . / b \2 b2 .
koji mozemo pisati u obliku ME+“ A1+ lc AN novim
/ b\ | b\v2
varijablama - —nqhLr'=1lc—1 forma (5) ima

oblik P = (102 +
Ovaj postupak sugerira da u (4) uvedemo nove varijable x'3
y' tako da bude
| l))\ y2

b f
x =]/ax'3 y = ?!rax + \c y (6)
U varijablama x'3y" izraz (4) dobiva oblik:
du  da
IM=o0r+ 97 (= A“}
Ovu redukciju mogli smo provesti uz pretpostavku da je a > 0

i c—— >0 Ako jea>0, ai c—— <0, onda mjesto (6)
stavljamo
b
/ax'3 X'+
] Ja
i dobivamo
&u 02m
() 1ldx~2 272

U sluéaju a> 0, ¢ - 0 stavljamo x'= ]/rax -f ]/fy3/'=y

. . 02w
i dobivamo I(u) = —
0x'2

. . I X+y

Ako je a=c=0 i ¢(>>0 onda supstitucija =y 7,

X—y .. 2V o
y' = -y= povlati I(u) = Lako je vidjeti da I(u)
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li —(u) u svakom drugom moguéem slu¢aju moze biti svedeno
na jedan od navedenih oblika. Odavde slijedi: parcijalna dife-
rencijalna jednadzba

du du\

0V b d d2u / _
Uome " 2Pty th sy T O )
gdje su a, b i c konstante, a/ poznata funkcija, linearnom (regular-

nom) zamjenom nezavisnih promjenljivin prelazi u jedan od
ovih oblika (gdje smo nove varijable ponovo oznacili sa X, y):

) oM / du- dul ako je ac—b2>0

a* + & =g\x>'u’ Bi> %y)

du  dZx A N« du Ad_u\ . A
?Oxé dy} ak® e ac—b2< 0 (8

OVM du- - Owh ako je ac—b2=0.

082 0X3 03;/

22. Slucaj n varijabli i konstantnih koeficijenata. U op-
¢em slucaju diferencijalnog izraza (2) sa konstantnim koeficijen-
tima atj promatra se polinom (kvadratna forma) od n varijabli:

s _ 2 A ©
. . i>j=1
Uvedemo li nove varijable
n
yk= S G&Xj, (10)
i-1
jednadzba (2) prelazi u
dJ
jl«) = 2 bu 3)1’
i>}=1
* o« - S (11)
m=1

Sto pokazuje da se koeficijenti at) diferencijalnog izraza (2) pri-
likom zamjene varijabli (10) transformiraju kao koeficijenti kvadrat-
ne forme (9) prilikom prelaza na nove varijable
Si = 2 cki Vk (12)
k=\
(sumira se po prvom indeksu, a nove varijable su rjKk).

U teoriji kvadratnih formi dokazuje se da je moguce uzeti
koeficijente ctj u (12) tako da oni obrazuju regularnu kvadratnu
matricu i da bude btj = 0zai4j i bkc= 1, —1ili 0. Uz takav
izbor koeficijenata u (10), (11) postaje:

0M  "#+2- 0M
<13>

) 2 ev -
k=\ k=n++1 yjc
lako postoji velika proizvoljnost za svodenje diferencijalnog iz-
raza (2) na »kanonski« oblik (13), taj oblik je jedinstven, jer brojevi
n+, n_ i n0=n—(n+-f n_) ne zavise od naCina na koji je to
svodenje izvrSeno (zakon inercije za kvadratne forme). Bududi
da je oblik (13) jedinstven, on sluzi za vrlo dalekoseznu i duboku
klasifikaciju diferencijalnih jednadzbi drugog reda oblika:

du , I/ > 3du du\ 14)
"+ ey u e
o3 Y S{ax d -0

sa konstantnim koeficijentima atj = ajt. Kaze se da je jedna-
dZba (14) elipticnog tipa, ako je n+= nili n_ = n3 paraboli¢nog
tipaako je nO> 0 i hiperboli¢nog tipa, ako jen0=0i0 < n+< n.
Ako je n+=n—1 i n_= 1 ili obratno, jednadzba (14) je hi-
perboli¢nog tipa u pravom smislu, a u ostalim slu€ajevima ona
je ultrahiperboli€nog tipa. Prema ovoj klasifikaciji Laplaceova
jednadzba je elipticnog tipa, valna jednadZzba hiperboli¢nog tipa
u pravom smislu, a jednadzba vodenja topline paraboli¢nog tipa.

23. Slucaj promjenljivih koeficijenata. Ako su koeficijenti

atj diferencijalnog izraza (2) funkcije promjenljivih x13.... xn,
°- ---, Xn° promatramo kvadratnu formu
2 i (xi°3 i Xn°) sisj- (15)

[
Forma (15) omoguéava da se jednadzba (14) Klasificira u tacki
PO ve¢ prema kanonskom obliku na koji se (15) svodi. Brojevi
n, n_in0 koji karakteriziraju kanonski oblik forme (15) zavise

283

od tatke P(®Btj. oni se mijenjaju od tacke do tacke kao Sto se, uo-
stalom, i linearne transformacije koje formu svode na dijagonalni
oblik mijenjaju od tacke do tacke. Primjeri pokazuju da u slucaju
n ~ 3 ne postoje ne samo linearne nego ni nelinearne transfor-
macije koordinata koje bi jednadZbu (14) svele na kanonski oblik
u nekoj maloj oblasti. Medutim, u sluaju n — 2 takve transfor-
macije uvijek postoje uz vrlo opéenite pretpostavke o koeficijen-
tima aiy KaZe se da jednadZba (14) pripada mjeSovitom tipu u
nekoj oblasti, ako ona u promatranoj oblasti nije istog tipa.
Primjer 1. Jednadzba

o2m
A0*2
supstitucijom (¢ =y y' = x2prelazi u jednadZbu:
da da 1 du 1 du
dx2 dyit ®x 8k By oy ~
Sto pokazuje da je (16) elipticnog tipa.
Primjer 2. JednadZba

02w
+x255=0 (x>0, y > 0) (16)

dai » da . du 17
_ — . — i
o2 sin x o~ o cos4x CoS g s.° (17)

dy”

supstitucijom x* x +y —cos yf=x —y + cosaq prelazi u
da
ddy* = © pa je (17) hiperboli¢nog tipa.
Primjer 3. Jednadzba
2dzu + 2 da
X“ o Y ax s dy*

da
supstitucijom x' =y/x3 y ~y prelaziu — =0, pa je (18)

paraboli¢nog tipa.

Na ovako Kklasificirane diferencijalne jednadzbe nastoje se
proSiriti problemi, metode i rezultati Laplaceove jednadzbe, valne
jednadZbe i jednadZbe vodenja topline (I. G. Petrovskij, v. popis
literature). Pokazuje se da hiperboli¢ne jednadzbe imaju izrazito
razlicita svojstva od elipti¢nih i paraboli¢nih jednadZbi. Elipticne
i paraboli¢ne jednadzbe imaju svojstvo da je rjeSenje jednadZbe
sa beskonatno derivabilnim koeficijentima i beskonatno deri-
vabilnim dodatnim uvjetima beskonacno derivabilno. To je po-
sluzilo u novije vrijeme za drugu klasifikaciju diferencijalnih jed-
nadzbi, prema kojoj elipticne i parabolicne jednadzbe pripadaju
istoj tzv. hipoeliptinoj klasi. Algebarsku karakterizaciju hipoelip-
ticnosti dao je L. Hormander (v. popis literature).

Uz jednadzbu (14) promatra se i jednadZba prvog reda, tzv.
karakteristiCna jednadzba

» d<pd<p_

ax( g, 3

Cija se rjeSenja zovu karakteristike jednadzbe (14). U slucaju
n = 2, tj. u slu¢aju jednadzbe (7) s koeficijentima a, b3 c eventu-
alno promjenljivim, jednadzba (19) prelazi u sistem od dvije obi¢ne
diferencijalne jednadZzbe:

> bx\b2
dx

Odavde se vidi da jednadZba elipti€nog tipa nema realne karakte-
ristike, jednadZzba paraboli¢nog tipa ima samo jedan sistem ka-
rakteristika, a jednadzba hiperboli€nog tipa ima dva sistema ka-

du  da
rakteristika. U sluCaju valne jednadzbe — —— =0 (a= 1,

(19)

(20)

d
b—0, c — —1) jednadzba (20) daje d;,t + 1, odakle je y

= x % k (k je konstanta). U slu€aju jednadzbe vodenja topline
02n  du dy
dx2~ dy = ° =la b=C= n poviagi dx = °3 pa U
pravci paralelni sa osi x karakteristike te jednadzbe.

Zadavanje funkcije u i njezine prve derivacije na rjeSenju
jednadzbe (19) ne daje moguénost da se ta funkcija jednoznacno
odredi, tj. Cauchyjev problem nema jedinstveno rjeSenje ako se
pocetni uvjeti zadaju na karakteristicnim mnogostranostima. Ka-
rakteristike jednadzbe (19) zovu se bikarakteristike jednadzbe (14).
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24. Tricomijeva diferencijalna jednadzba. Tip diferen-
cijalne jednadzbe (7) (a, b3c funkcije od y) zavisi od diskrimi-
nante

= [b(xy)Y - a(xy) c(xy). (21)
JednadZba (7) je mijeSanog tipa u nekoj oblasti D ako funkcija
(21) nije istog predznaka u toj oblasti. Krivulja na kojoj je A(x3y) =0
zove se parabolicna krivulja jednadzbe (7). U zavisnosti od vla-
danja funkcije A(x,j/) . okolini parabolicne krivulje jednadzba
(7) realnom zamjenom varijabli prelazi u jedan od oblika:

d2u du / du du\ da da
ynw + W =gr yiuwix W x2+ Oy* o
gdje smo nove varijable ponovo oznacili sl x3y. U (22) n je pri-

rodan broj. U sluaju n — 1 jednadzbe (22) prelaze u ove dvije
jednadZbe

(22)

du  da da  du

Yot HB= S Xgo* gy O
Prva od jednadzbi (23) zove se Tricomijeva parcijalna diferenci-
jalna jednadzba po talijanskom matemati¢aru Tricomiju koji ju
je promatrao 1923. Ona igra vaznu ulogu u aerodinamici u pro-
blemima u kojima je brzina bliza brzini zvuka u sredstvu. Jed-
nadzba (23) je elipti€nog tipa u gornjoj poluravnini (y > 0, brzina
ispod brzine zvuka), hiperboli¢nog tipa u donjoj poluravnini
(y < 03brzina veca od brzine zvuka) i paraboli¢nog tipa na osi %
Karakteristike Tricomijeve jed-
nadzbe dobivaju se iz (20)

(23)

(@=y3 b=03c=1, t.iz
jednadZbe

dv

-=+(-30-.

Odavde je (x —k)2+ fA3= 0
gdje je k konstanta. Prema tome

zay 0 Kkarakteristike su re-
alne i predstavljaju dva sis-
tema polukubi¢nih  parabola
(si. 10).

U elipticnoj poluravniniy > 0 supstitucija x' = x3y' = 8y 32
Tricomijevu jednadzbu prevodi u
da du 1 du
dx'2  dy'2 y' dy'
a u hiperboli¢noj ravnini y < 0 uzimanje karakteristika za koor-
dinatne linije, tj.

xf=X—f y' =X+ 1(-y)32
prevodi Tricomijevu jednadzbu u
da 1 [du du ™
dx'dy’  6(x"—y) \o dy'J

Interesantan je rubni problem
Tricomijeve jednadzbe. Poka-
zuje se da zadavanje funkcije
na luku a (si. 11) u elipti¢noj
poluravnini i na luku AC kara-
kteristike u hiperboli¢noj polu-
ravnini odreduje jednoznacno
rjeSenje Tricomijeve jednadzbe
u njenom podrucju. Primije-
timo da se u tacki C sastaju
dvije karakteristike iz razli€itih
sistema, jedna povucena iz ta-
Cke A i druga povucena iz tac-
ke B (za daljnje proucavanje
ove interesantne jednadzbe vidi
Tricomi u spisku literature).

W\

TITRANJE OGRANICENIH TIJELA
25. Ogranicena tijela i rubni uvjeti. Sa fizikalnog stanovista
diskusija valne jednadZbe i jednadZzbe vodenja topline koju smo
do sada u ovom ¢lanku prikazali odnosila se na neogranicena tijela:
titranje neogranicene Zice i membrane, Sirenje zvuka u neograni-
¢enom dijelu prostora, neograni¢en vodi¢ topline itd. U narednih
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nekoliko taCaka promatramo ogranicena tijela. Ogranicenost Zice,
membrane, vodica itd. matematicki se izraZava posebnim uvjetima
koje rjeSenje jednadzbe mora da zadovolji na rubu tijela. Te vrste
uvjeti zovu se rubni uvjeti. Titranje tijela potpuno se odreduje
diferencijalnom jednadzbom, pocetnim i rubnim uvjetima. Pored
toga ovdje na nekoliko primjera ilustriramo vrlo efektivnu i fi-
zikalno sadrzajnu metodu rjeSavanja jednadzbi separacijom vari-
jabli (tzv. Fourierovu metodu). RjeSenje jednadzbe trazi se u
obliku produkata dviju ili vise funkcija od kojih svaka zavisi samo
od jedne varijable. Time se dobivaju posebna (harmonijska) rje-
Senja, a linearnost jednadzbe povlaCi da i linearan spoj, pa dakle
i red (ili integral), sastavljen od tih posebnih rjeSenja mora biti
rjeSenje (bar formalno). Vazna okolnost koja se pojavljuje jest da
u zavisnosti od rubnih uvjeta izvjesne konstante koje se pojavljuju
prilikom separacije mogu poprimiti samo potpuno odredene vrijed-
nosti i u saglasnosti s tim tijelo moZe imati potpuno odredena
stanja »harmonijskih« titranja.

26. Titranje ograniCene Zice. Pretpostavimo da se Zica
duljine | u ravnoteZznom poloZaju podudara sa osi x i da je lijevi
kraj te Zice u ishodiStu. Funkcija u{x31) kojom je dan otklon na
mjestu x u vrijeme t pored diferencijalne jednadZbe

1 da dau

202 dx2 @
i pocetnih uvjeta

du .
ux30) = PR3 . = VK @)
mora zadovoljiti i rubne uvjete
u{0, t) = 0, u(i3t) = 0 za svako t. 3)

RjeSenje jednadzbe (1) trazimo u obliku u(x3t) =X{x)T(t).
Iz (1) dobivamo:
\ dX _  1d2T

X d¥*-= d?”’
Bududi da lijeva strana u (4) zavisi samo od x3 adesna od t3 to
je svaka od tih strana konstanta A Dakle je
d2r XT i ax
giz T g =X ©®)

Rubni uvjeti (3) sa funkcije u prelaze na funkciju X i za funkciju
X dobivamo slijedeci rubni problem
X" =XX3 X(0)=03 X(I)=0 X*0. (6)

Treba dakle odrediti brojeve X i funkcije X tako da vrijede svi
zahtjevi u (6). Pisemo li A= —kZonda X" = —k2X povlaci
X(x) —A eikx -f B eikx gdje su A i B neke konstante. No sada

rubni uvjeti X(fi) = X(I) = 0 i X 4=0 povlate k = - n gdje

je n cijeli broj. Prema tome (6) nema rjeSenja za bilo koji broj
X3 nego samo za X —Xn =

= —nj(rJ?jipgﬁ)ﬁ), rjeSenje
je proporcionalno s funkcijom:
XAa(x) = |/ ~ siny nx

(»= 12.). O
Na si. 12 prikazane su funkcije

i
V~ X n koje daju harmonijska

titranja zan = 1, 2, 3(v. Aku-
stika).

Brojevi n za koje problem
(6) ima rjeSenje zovu se svoj-
stvene (vlastite, karakteristicne)
vrijednosti problema (6), a
funkcije (7) svojstvene funkcije
problema (6) (v. t. 31 ovog
prikaza). Faktor u (7) iza-
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bran je tako da funkcija Xn bude da bude
|
JAV dx = 1 Iz (7) lako slijedi da je

0
I

jXnx) Xm(x) dx =8m (= lzan=miOzan#m), (8)
0

»normiranag, tj.

tj. funkcije X n su ortonormirane na intervalu (0, /).

Buduci da je jednadzbu T" + 15—n\’T —0 lako rijesiti
i da je (1) linearna jednadzba, to i funkcija
u(x, t) = X(awcos comi +  sin aont) -X»(X), =y« (9
n=1 1

zadovoljava bar formalno jednadzbu (1) i rubne uvjete (3). Oblik
izraza An sin in—c nt — (m\\ Xn(x) pod znakom sume u jedna-

dzbi (9) predstavlja stojni val sa pomakom faze (pn (istim za
sve x), frekvencije on i amplitude AnXn(x)- Frekvencija najni-
Zeg tona kojim Zica moze da titra dana je sa «dBa frekvencije
ostalih viSih tonova proporcionalne su sa osnovnom frekvencijom
iO (v. Akustika). Brojevi an i bn u jednadzbi (9) odreduju se iz
pocetnih uvjeta (2). Deriviramo li tu jednadzbu po i, u dobiven
rezultat i u (9) stavimo t = 0, dobivamo
21 anXn(x)3

(px) - > = s onbnXn(x).
«= n—1

Relacije (10) predstavljaju razvoj pocetnih uvjeta (2) u Fou-
rierov red po sinusima (v. Diferencijalni racun) odnosno po svoj-
stvenim funkcijama problema (6). PomnoZzimo li (10) sa X n(x)3
prointegriramo po x od 0 do / i uzmemo u obzir (8), nalazimo:

| |
an = JV(x) Xm(x) dx, Umbm =
0

(10)

Xm(x) dx.  (12)
Brojevi am i ojmbm zovu se Fourierovi koeficijenti funkcija g, tp
u odnosu na funkcije X m. Iz teorije Fourierovih redova poznato
je da se svaka npr. neprekidna funkcija moZe razviti u Fourierov
red. Odavde slijedi da je navedeni postupak opravdan za ne-
prekidne pocetne uvijete (2).

285
oM .
«=0, - 0 za svako t na tom kraju.
2. Kraj Stapa moZe biti poduprt. Tada mora biti:
oM
w= 0, 8;‘3= 0 za svako r;
AT . du

3. Kraj moze biti slobodan. Tada mora biti Q= o0 A= o
za svako t.

Pretpostavimo da su oba kraja poduprta, tj. da vrijedi 2. slucaj
za x=0ix=/ Tada u(x,t)=X(x) T(t) povlaci T" — —Xb2T
a za funkciju X dobivamo ovaj rubni problem:

X(IV) = AX, X(0) =0, X({) =0,
X'XI) = 0, X'X0) =0, X &o. ul;

Stavimo li A= onda iz diferencijalne jednadzbe dobivamo:
X(x) = Asinkx + Alcoskx + A2shkx + A3chkx.

Odavde i iz (17) nalazimo da k mora biti jednako kn = rnijl i
da su pripadne svojstvene funkcije dane sa (7), a rjeSenje problema
ima oblik:

N Wmb - n2mb
u(x3) = 2, (@ancos — —t + bnsin =i t) X n(x)
mb
- bn Xn(x)-
n=\ n=1 *

28. Titranje kruzne membrane. Titranje kruzne membrane

radijusa 1 opisuje se jednadzbom:
1Vu Vu 1du .10
QO0r2 0r2 r Or+ r2072 3

gdje su r i ~ polarne koordinate. PocCetni uvjeti za membranu
glase:

(18)

27. Titranje Stapa, a) Longitudinalno titranje Stapa duljine londa iz (18) dobivamo

ucévrséenog u lijevom kraju i slobodnog na desnom vodi na pro-
blem integracije jednadzbe (1) uz pocetne uvjete (2) i uz rubne
uvjete:

ow
u(0,t) =0, d =0 za sve t. (12)
Xx =1
Isti postupak kao u t. 26 vodi na rubni problem:
X" = 1X, X@©0) =0 Xf=0iX=*0. (13
. @n+De . .
Odavde je A= —k2 kn = 21 i pripadna svojstvena
funkcija problema (14) glasi:
. . @n+ DT
xn(x) = j/J g oy «=101,2...). (14
Funkcije (14) su normirane i vrijedi relacija (8) za n=0,1...
Red (15)
. T 2w+ [2n+ 1\
u(x3i) = % Nan cos I—W—Jl\ﬂ'ct + &osini- 2/ Ite X W

daje rjeSenje jednadzbe (1) i rubnog problema (12). Brojevi an,
bn odreduju se iz pocetnih uvjeta, tj. iz razvoja funkcija 4 \p po
svojstvenim funkcijama problema (13):

Noo2n+

A |
X) = > anXn(x X =2Z —2 — TlcbnXn(x)-
K 20 x> 2o 21 (x)

u(r, 0, 0) — (IR3&> gl: o ip(r, 1 (19
Pretpostavimo da je rub membrane ucvricen, tj. da je
u(L#, i) =0 zaswvet (20)
Trazimo li rjeSenje u obliku u(r}#, t) = R(r) G(&) T(t)>
T" + (pk)2T = 0, 0" + AR =0 i
1 (21)

R"+ LR+ fk2- 4 Rr=0
pri ¢emu su Ai k neke konstante. Buduéi da 0 po znacenjukuta #
mora biti periodi¢na funkcija perioda 2tt,to je A =
No tada jednadzba (21) za R predstavlja u biti Besselovu diferen-
cijalnu jednadZbu (v. Funkcije, specijalne). Odavde i iz Cinjenice
da R mora biti neprekidno u nuli slijedi da je R(r) proporcionalno
sa Jn(k r) gdje je
(_LHm
ux) = 2

S0m\ T(n + m + 1)
Besselova funkcija n-tog reda. Kako su Jn i J-n proporcionalne

funkcije, to se moZzemo ograniciti samo na n= 0, 1, ... Rubni
uvjet (20) povlaci z?(l) = 0, tj.
Jnk) = 0, («=0,1..). (22)

1jednadzba (22) pokazuje da konstanta k mora biti korijen trans-

cendentne jednadzbe. Jednadzba (22) ima beskonacno pozitivnih
korijena; oznaimo ih sa k”n\ k£n) ... Stavimo li

Rnm(x) =
ji * Un(kmwW *)]2d*J
i cOm(n) —c km(n)3dobivamo rjesenje problema (18) i (20) u obliku

(23)

b) Transverzalno titranje Stapa duljine | opisuje se diferenci-W(r #,0)=8 £ (An(mcos com(n)t + Bn  sin amnH).
jalnom jednadzbom: 20 met
o2 b o4 b ‘ .(Cncosnft+ Dnsinn Rnm(r)y (24)
o2 ga 0 (> Okonstanta). (16) gdje konstante An(m), ~Cn i Dn treba odrediti iz (19).
Pored pocetnih uvjeta (2) imamo 6 vrsta rubnih uvjeta koji nastaju Odredivanje tih konstanti iz (19) vodi na izraz oblika:
kombinacijama ovih rubnih uvjeta: 25)

1 Kraj Stapa moZe biti uklijeSten. Tada mora biti:

V(r) = ZV m Rnm(r)
m=1

n ciobroj.
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za dosta opéenitu funkciju V. (Sumira se samo po m jer se radi
samo o nulama funkcije Jn.) Koristeéi se dobro poznatim svoj-
stvima Besselovih funkcija imamo:

j$arm(r)Rnp(r)dr = 8mv, (26)

Sto zajedno sa (25) daje Vm= Jr V(f) Rnm(r) dr.
0

Na taj nacin rjeSenje problema (18), (19) i (20) zahtijeva razvoj
dosta proizvoljne funkcije V u red po svojstvenim funkcijama
problema:
R" + "R'+ (k> - R=0, i?() = 0. (27)
29. Vodenje topline. Stap duljine I:
peratura se odrzava na nuli, a na drugom kraju Stap predaje to-
plinu u sredstvo oko sebe. Problem se svodi na rjeSavanje jed-
nadzbe
ow 82w

oea (28)
uz tzv. mijeSane rubne uvjete
oM
u0,i)=0, —+ bu=0zax =1i zasver, (29)
gdje je b~ 0 konstanta. Pocetni uvjet glasi
«(*,0) =/(*). (30)

Trazimo li rjeSenje u obliku u(x31) = X(x) T(t)3obivamo
T(t) = r(0)expc'Ai i za funkciju X rubni problem:

X" = XX, X(0) =0, X\T)+ bX(l)=0, X 4=0. (31)
Stavimo li X= —k2 iz (31) dobivamo X(x) = A cos kx + B sin kx,
a konstanta k mora zadovoljavati transcendentnu jednadzbu:

tg1 k = - T . (32)

Nacrtamo i funkcije---—b—i tg I x nalazimo da ove dvije funkcije

imaju beskonacno zajednickih taCaka —wW2< —v1<0<

<wl<2a2..
Stavimo i
n + j(«n2+ i*jl-“ . _
[ 23+ bY sinwnx (n=1 2,..), (33)
nalazimo

8Xn(,X) Xm(x) dx — $nm:- (34)
0

RjeSenje problema (28) i (29) ima oblik:
@®
u(x3i) = 2 Anexp (-cW i) Xn(x).
n=1

Konstante An su Fourierovi koeficijenti pocetnog uvjeta (30) u
odnosu na funkcije Xn, tj.

/(*) = ZA n Xn(x).
n=1

Svaka neprekidna funkcija moZe se razviti u red (35); ako je
funkcija dovoljno glatka, red konvergira apsolutno i uniformno.

(35

DIFERENCIJALNI OPERATORI

30. Skalarni produkt funkcija. Neka je Q zatvorena i ogra-

ni€ena oblast na pravcu, ravnini ili u prostoru i sa C(Q) oznacimo
skup svih na Q definiranih kompleksnih neprekidnih funkcija.
Kazemo da je neki podskup 5 od C(Q) linearan [ili potprostor u
C(i2)] ako S zajedno sa dvije funkcije /, g sadrZi i njihovu line-
arnu kombinaciju, tj. funkciju af + bg (a, bkompleksni brojevi).
Ocito je C(Q) linearan skup (vektorski prostor). Neka je g na Q
zadana neprekidna funkcija takva da je q(P) » 0 za svaku
taCku P e Q. Pri tome q(P) = 0 moZe biti samo u kona¢no tacaka.

Skalarnim produktom (u odnosu na q) funkcija/ i g iz C(i2)
zovemo broj

DIFERENCIJALNE JEDNADZBE, PARCIJALNE

(f.g) = SH(P)g(P)Q(P) do> @

gdje g(P) oznaCava konjugirano kompleksan broj od g(JP). Nene-
gativan broj ||/|| = (/,/)12 zove se norma ili duljina funkcije /,
a broj ||/ —g | udaljenost funkcija / i g. Za skalarni produkt
(1) vrijedi tzv* Schwarzova nejednakost |(/,£)| ™ |[/]| - 1™,

Ijm £2P)dn | Z [f /(™M) Z(P) dfl]l« [fk(P)|2e(P)d|3] "
|%ejednakost trokuta ||/ fg YN+ N

KaZzemo da je funkcija / normirana ako je / =1; dasu
dvije funkcije fig ortogonalne (okomite) ako je (/,g) = 0. Za pod-
skup S od C(Q) kazemo da je ortogonalan ako su bilo koje dvije
funkcije iz S ortogonalne; S je ortonormiran ako je ortogonalan
i svaki njegov element normiran.

Primjer: a) Q = [—*, 4], ax) — 1za svako xeQ. Tada (1)
daje (f3g) = jf(x)g(x)dx. (n=01% 1,

+ 2, ...) imaju svojstvo da je (XniX m = $nm, tj. funkcije Xn
obrazuju ortonormiran skup u C([—t, %]).
b) Q=107 >0, qx) = 1 za svakoxeQ. Tada (1) glasi
/

(f>g) = if(x)g(x) d*.

na lijevom kraju tem-

Funkcije Xn= -=
/12 t

/2
Funkcije  Xn(x) = 1/y sin -}tnxs (n=1 2, ..) obrazuju

ortonormiran skup u C([0, /]) [v. t. 26, formule (7) i (8)].
c) Q=1[0,1, ox) = Tada (1) glasi:

(fig) = S;Sf(x) g(x)xdx.

Funkcije Rnm (m = 1, 2,...) iz t. 28 su ortonormirane funkcije u
odnosu na taj skalarni produkt.

Kazemo da niz funkcija fn iz C(i3) konvergira u srednjem
funkciji/iz C(Q) (v. Diferencijalni radun) ako niz brojeva fn —f [
teZi nuli za n — oo, tj. ako

S\fn(P)-m\*Q (P)dQ- o

Zaortonormiran skup E = [eBe2 ... | iz C(Q) kaZzemo da je
a) potpun ako (/, ek) = 0 za svako k = 1, 2, ... povlaci / = 0,
i b) da je totalan (ortogonalno) ako za svako/ iz C(Q) i svako
s > 0 postoje brojevi b© ..., bn takvi da je [ —(bl+ ... +
+ bnen| < e, tj. ako se svaka funkcija / po volji tatno moze
aproksimirati linearnim spojem od kona¢no mnogo funkcija iz
skupa E.

MozZe se dokazati da je svaki zatvoren skup E ujedno i totalan
i obratno. Iz

1/-(M1+ . +W R= Uf+ilbk-ak2-ila k3 (2)
k—i k=\
gdje je
&= (O = INe *Ne) Qp)* 3

tzv. Fourierov koeficijent funkcije / u odnosu na normiran vektor
ek, zakljuCujemo da za dano n medu svim linearnim spojevima
vektora e13 ..., en kombinacija

fn — S akek 4)
k=1

funkciji / daje najbolju aproksimaciju. Vazno svojstvo funkcije
fn jest da koeficijenti ak ne zavise od n3tj. ako su jednom izracu-

nati, mogu posluziti za daljnje aproksimacije. Iz (2) nadalje za-
kljuCujemo da je 2  tffcl2~ /112, §to povlaci tzv. Besselovu
k=1
©
nejednakost 2 ld [ 2 ®
k—\

Prijedemo li u (4) formalno na n = oo, dobivamo red

§ akek (6)
k=\

koji se zove Fourierov red funkcije / u odnosu na skup E. Ako
je E potpun skup, red (6) konvergira u srednjem funkciji/. StaviSe,
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u tom slucaju za bilo koje dvije funkcije /, g iz C(Q) vrijedi tzv.
Parsevalova jednakost (/, g) = 5 (/> ek) @;ﬁerk’j- Pitanje pot-

k=i
punosti skupa ortonormiranih funkcija vrlo je teZzak problem, a
osobito je vazno u opravdavanju rjeSavanja diferencijalnih jed-
nadzbi Fourierovom metodom. Fourierova metoda je primjen-
ljiva samo ako funkcije koje se pri tome dobivaju €ine potpun skup
funkcija.

31. Diferencijalni operator. Neka je Q = [a3bj a< b
ograni€en segment realnih brojeva i Cs k up svih realnih na Q
definiranih funkcija koje imaju neprekidnu «-tu derivaciju. Li-
nearnim diferencijalnim izrazom «-tog reda zovemo izraz oblika:

I(y) =py () + Pi~ -1*+ ..+ Py, («"2), (7)

pri ¢emu su funkcije Lip@p13 ... 3pn neprekidne na Q. Relacijom
(7) zadano je preslikavanje skupa C(n) u skup C = C(0> Neka su

mem>yain-1" yb’y A - BV -17 ®
vrijednosti funkcije y e Cn) i njezinih derivacija do ukljucivsi
(« —1)-og reda na rubovima segmenta Q. Sa U(y) oznacimo
linearnu formu velicina (8), tj. izraz oblika:

Uly) = a,ya + + ...+ a,-Yyan11l+ P,yb + ftyb +
+ ...+ 9

Budu¢i da U funkciji y e C(n>pridruzuje broj, preslikavanje U
zove se funkcional. Funkcional U je linearan, tj. vrijedi U(cy L+
+ ¢y = CiU&J + c2U(yd za svaki par funkcija y By 2 eNe>
i brojeva cBc2 Ako je zadano vise linearnih funkcionala UB...3
UnB onda relacije

Uk(y) = 0, (*=1,...,m) (10)

predstavljaju neka ograni¢enja na vladanje funkcije 3; na rubovima
a3b segmenta Q i zovu se rubni uvjeti. Skup svih funkcija® e Cn)
koje zadovoljavaju uvjete (10) oznaCimo sa 9> Ocigledno je 2
linearan podskup u C. Sada koriste¢i skup 2 i diferencijalni izraz
(7) definiramo preslikavanje L koje funkciji y g  pridruzuje
funkciju Ly = I(y) iz C. Ovako definirano preslikavanje L zove
se diferencijalni operator i kaze se da je on generiran diferen-
cijalnim izrazom (7) i rubnim uvjetima (10). Dok diferencijalni
izraz moZemo primijeniti na svaku funkciju iz C(n), dotle dife-
rencijalni operator L mozZemo primijeniti samo na funkcije koje
zadovoljavaju uvjete (10). Razliciti rubni uvjeti i isti diferencijalni
izraz (7) generiraju opcenito razli¢ite diferencijalne operatore.
Operator L je linearan, tj. vrijedi

L{cyl + c¥2 =clLyl+ 2L y2

za sve parove brojeva c13c2i sve parove funkcijay By2iz
Kompleksni broj A zove se svojstvena vrijednost diferenci-
jalnog operatora L ako postoji funkcijay e @3y 4=0 takva da je

Ly=yy. (11
Skup svih funkcija® za koje vrijedi (11) uz zadano Aobrazuje
linearan skup (potprostor od tzv. svojstven potprostor pridru-
Zen svojstvenoj vrijednosti A Skup svih svojstvenih vrijednosti
diferencijalnog operatora L oznaimo sa cr(L).

32. Greenova funkcija. Osnovni problem diferencijalnih
operatora sastoji se u pronalazenju svih svojstvenih vrijednosti
i svih svojstvenih funkcija toga operatora kao i problem razvijanja
proizvoljne funkcije u redove po svojstvenim funkcijama. Osnovnu
ulogu kod rjeSavanja navedenog problema igra veza izmedu di-
ferencijalnih i integralnih operatora. Pokazuje se da je integralni
operator inverzan diferencijalnom operatoru. Treba li rijeSiti
jednadzbu Ly = f onda se rjeSenje nalazi u obliku y =Lrl
odnosno b

y(x) = | G(x, z)f(z) dz. (12)
a

Funkcija G kojom je u (12) izraZen inverzni operator L-1 zove se
Greenova funkcija operatora L. Operator L_1 postoji onda i samo
onda ako medu formama (10) ima tacno n linearno nezavisnih
formi (v. Aritmetika i algebra). U tome slucaju (koji u nastavku
uzimamo) Greenova funkcija G je jedinstvena i ona je karakteri-
zirana ovim svojstvima:
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b) za dano z3a < z < b3 funkcija G(x3z) kao funkcija od *
ima neprekidne derivacije (« —1)-0g i «-tog reda u intervalima
[a32)3(z3b]. Pri tome u tacki x = z derivacija («—)-og reda ima
skok prve vrste, tj. vrijedi:

erGi 1
dxn LU= s o [0xn Ux = 2—0 Po(»°

c) u svakom od intervala [a3z)3 (z3 b] funkcija G(x3z) kao
funkcija od x zadovoljava jednadzbu /(G) = 0 i rubne uvjete
Uk(G) = 0, k=1 ..«).

Primjer: Titranje Zice duljine / u t. 26 [relacija (6)] dovelo
nas je na problem nalazenja svih funkcija X(x) takvih da je
X" = AX3X(0) =0, X(I) =01i X 4&0. U oznakama koje smo
ovdje uveli imamo

d2
Ky)=" y> Uly) = 1m,+ 0-yt, UQy) = 0-"0 + 1-yt,
@=0 b=

Buduci da su forme Uli U2 nezavisne, postoji operator L-1.
Provjerom se lako vidi da Greenova funkcija ima oblik:

za x <z
G(x,2) =
za XN oz

Stavimo li u (12) / = A3, zakljuCujemo da (12) prelazi u

y(x) = AJ G(x, 2) y(z) dz. (13)

a
Ovo je integralna jednadzba Fredholmova tipa prve vrste, pa
teorija integralnih jednadzbi (v. Integralne jednadzbe) povlaci:
skup a(L) svih svojstvenih vrijednosti operatora L prebrojiv je
bez gomilista u konacnosti i svaki svojstven potprostor operatora L
sadrzi samo konaCno mnogo nezavisnih funkcija. Odavde slijedi
ovaj rezultat: Ako diferencijalna jednadzba I{y) = 0 uz rubne
uvjete Uk(y) = 0 {k =1, ...,«) ima samo trivijalno rjeSenje
(tj. Ly = 0 =y = 0)y tada:

a) homogeni rubni problem I(y) — Xy3Uk(y) = 0 (k= 1, ... «)
ima prebrojivo mnogo svojstvenih vrijednosti Ax A2 ... koje se
ne mogu gomilati u konacnosti.

b) Za svako A0 koje nije svojstvena vrijednost navedenog
rubnog problema, tj. operatora L, nehomogeni rubni problem
Iy) = Ay +/, Uky)=0 (k=1 ...,«) ima jedno i samo
jedno rjeSenje za svaku neprekidnu funkciju /.

33.Sturm-Liouvilleov problem. Diferencijalni izraz

l(y)=-&(py/Y-qy], (14

gdje su p3q i g zadane funkcije takve da je q(x) » 0> 0 i

p(x) po> 0 na ogranicenom segmentu Q = [a3b] i rubni
uvjeti tipa
<oya + aiya = o P<b+ Piyb= 0 (15)

generiraju diferencijalni operator L. Problem svojstvenih vrijed-
nosti i svojstvenih funkcija toga operatora zove se Sturm-Liouvil-
leov problem. Svojstvene vrijednosti navedenog problema su
realne i Cine uzlazni niz A< A< ... < Xn< ... realnih bro-
jeva. Svakom broju Xn pripada svojstvena funkcija koja ima tacno
« nula u intervalu & b). Ako suyxiy2dvije svojstvene funkcije
koje pripadaju istoj svojstvenoj vrijednosti, one su proporcionalne,
tj. y2= cyx {c broj).
Stavimo i

(/59) —J3/00 g (*) a(x)

¢imo ngrmiranu [(In>In) = 1] svojstvenu funkciju koja pripada
svojstvenoj vrijednosti A», onda je (/w Im) = 8nm. Svaka funkcija
y iz @3tj. dva puta neprekidno derivabilna funkcija koja zadovo-
ljava rubne uvjete (15), moZe se razviti u Fourierov red y =

= 2 (3, IK Ik po svojstvenim funkcijama Sturm-Liouvilleovog
k=o0

za funkcije f ig iz C(Q) i sa In ozna-

a) Za svako z iz [a3 b] funkcija G(x3z) ima sve derivacij@roblema. Pri tome navedeni red konvengira apsolutno i uni-

do ukljucivsi derivaciju «-tog reda;

formno. Napisani red konvengira u srednjem funkciji y za svaku
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u
funkciju y za koju integral J |*(x)|2g(x) dx postoji i konaCan

a
je (kvadratno sumabilne funkcije).

Mnogo opcenitiji rezultati navedenog tipa odnose se na tzv.
hermitske diferencijalne operatore. Kod takvih operatora Greenova
funkcija G ima svojstvo simetrije: G(x3z) = G(z3x) za sve *, 0.
Vecina prakti¢nih problema vodi na takve operatore, pa navedeni
rezultati opravdavaju rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi Fourierovom metodom (tj. metodom separacije varijabli).

dijelove matematiCke analize kao Sto su diferencijabilna presli-
kavanja u vektorskim prostorima i na diferencijabilnim mnogo-
strukostima, analiticke funkcije, teorija mjere i integrala, funkci-
onalna analiza, diferencijalne jednadzbe, integralne jednadZbe,
funkcionalne jednadzbe i jednadzbe diferencija, integralne trans-
formacije, harmonijska analiza, racun varijacija, itd.

lako prve tragove nalazimo ve¢ u starogrtkoj matematici (tangente nekih
posebnih krivulja, najjednostavniji problemi ekstrema, zameci integralnog
racuna), diferencijalni raun se poCeo sustavno razvijati tek u X VI st., naro€ito
u vezi s problemom brzine gibanja, problemom tangente na krivulju i problemom
ekstrema funkcija.

Put diferencijalnom raCunu utrli su svojim radovima osobito R. Descartes

34. Greenova funkcija Dirichletova problema. Razma<{1596—1650), B. Cavalieri (1598—1647), P. de Fermat (1601—1665), G. P.

tranja t. 32 mogu se proSiriti i na parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe, naroCito jednadzbe elipticnog tipa. Pokazimo to na pri-
mjeru Dirichletova problema. Treba naci funkciju u{x3y3z) ta-
kvu da bude

Au =f

u nekoj oblasti Q prostora i da se funkcija u na rubu S = dQ
podudara sa zadanom funkcijom e Pretpostavimo da znamo
rijesiti specijalni slucaj navedenog problema, tj. da znamo nadi
funkciju g(P3P0Q od dvije tacke (tj. od 6 varijabli) takvu da je

.. 1
Ag=0u U, g(P,PO axr (PeS,r = PPO. (17)

RjeSenje ovog specijalnog problema daje funkciju g, a funkcija
G(P,P,) = Li('r +g(P,PO

zove se Greenova funkcija diferencijalnog operatora generiranog
Laplaceovim diferencijalnim izrazom A i rubnim problemom
u(P) = (p(P) za PeS. RjeSenje (ako postoji) jednadZbe (16) uz tra-
Zeni rubni uvjet dano je formulom:

<®_ %I Voo
Prema tome rjeSenje specijalnog problema (17) omogucava nala-
Zenje rjeSenja (ako postoji) problema (16) za dosta Siroku klasu
funkcija / i (p. Odredivanje Greenove funkcije tezak je problem
i u slucaju kada je poznata njezina egzistencija. Greenova funkcija
zavisi od oblasti Q3 njezina egzistencija ima veliku teoretsku vri-
jednost jer omogucava vezu diferencijalnih i integralnih operatora.
Podvucimo da integralna jednadzba koja je pridruzena rubnom
problemu kompenzira ne samo diferencijalnu jednadZbu nego i
rubne uvjete. Teorija integralnih jednadzbi dobro je razvijena
i omoguéava rjeSavanje rubnih problema raznim aproksimativ-
nim metodama (v. Metode aproksimacija). Teorijom distribu-
cija mnoga pitanja u vezi s Greenovom funkcijom i diferencijalnim
operatorima rasvijetljena su i pojednostavnjena. Za dublja razma-
tranja problema dotaknutih u ovom prikazu potrebna su sredstva
funkcionalne analize (teorija mjere, Hilbertov prostor, Banachov
prostor, linearni topoloSki prostori itd.).
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DIFERENCIJALNI RACUN, jedan od dvaju dijelova
(drugi je integralni racun) infinitezimalnog racuna, u kojem se
specificnim  »infinitezimalnim«  metodama izu€avaju  realne
funkcije jedne iviSe varijabli. To je uvod u centralnu disciplinu
matematike: matematiCku analizu. Sa stanoviSta savremene
matematike infinitezimalni raCun predstavlja poneSto hetero-
genu skupinu pojmova i rezultata koji su osnov za razlicne vise

Roberval (1602—1675), E. Torricelli (1608—1647), J. Wallis (1616—1703) i
I. Barrow (1630—1677). Medutim, osnivadima discipline treba smatrati
tek I. Newtona (1643—1727) i G. W. Leibniza (1646—1716). Na raz-
vijanju diferencijalnog rafuna i njegovih brojnih primjena u XVII i
XVIII st. mnogo su ucinili J. Gregory (1638—1675), a osobito braéa Jakob
Bernoulli (1654—1705) i Johann Bernoulli (1667—1748). Slijedili su vrlo

znacajni radovi L. Eulera (1707—1783), J. d'Alemberta (1717—1783), J. L.
Lagrangea (1736—1813) i P. S. Laplacea (1749—1827). Od matematicara
XIX i XX st. za razvoj i egzaktno fundiranje diferencijalnog racuna i srodnih

disciplina osobito su vazni J. Fourier (1768— 1830), C. F. Gauss (1777— 1855),
A. Cauchy (1789—1857), C. Jacobi (1804—1851), P. L. Dirichlet (1805— 1859),
K. Weierstrassn815—1897), B. Riemann (1826— 1866), R. Dedekind (1831 —
1916) i G. Cantor (1845—1918).

1 Skupovi i preslikavanja. U sustavnoj izgradnji savre-
mene matematike uzima se kao osnovni pojam pojam skupa.
Pri tome se najceSCe radi o skupovima brojeva, tacaka, pravaca
ili drugih matematickih objekata. Sloboda u odabiranju skupova
je gotovo neogranicena. Skup je poznat €im je poznato od kojih
se elemenata (Clanova) sastoji. Ako je X neki skup, a x elemenat
od X, simbolicki se taj odnos oznacava relacijom x eX 3 gdje
znak e oznacuje pripadanje. Ako je svaki element skupa Y ujedno
i element skupa X3 kaze se da je Y podskup skupa X i pise
Yc X.

Osnovne operacije medu skupovima jesu spoj (unija) X UY
skupova X i Y i presjek X MY skupova X i Y. Spoj X UY

XUy xny

SI. 1. Spoj i presjek skupova

je skup koji se sastoji od elemenata koji pripadaju bar jednom
od skupova X, Y; presjek X DY je skup koji se sastoji samo od
onih elemenata koji istovremeno pripadaju i skupu X i skupu Y
(si. D).

Preslikavanje f : X -* Y skupa X u skup Y je postupak ko-
jim se svakom elementu x e X pridruzuje jedan element y e VY.
Kaze se da je X — podrucje definicije preslikavanja /, a Y —
podru€je vrijednosti preslikavanja /. PiSe se y = f(x). X se naziva
nezavisnom varijablom ili argumentom, a y zavisnom varijablom
ili funkcijom. Najvazniji je slu€aj kada su X i Y skupovi brojeva;
tada se mjesto o preslikavanju najces¢e govori o funkciji. Ako je
Y skup brojeva a X skup sloZenijih objekata (npr. vektora, funk-
cijaisi.) za/ se ponekad upotrebljava naziv funkcional. Ako su i
X i Y sastavljeni od sloZenijih objekata, tada je u upotrebi Cesto
naziv operator.

Ako su dana dva preslikavanja / : X -» Y, g : Y —»Z, tada
je posve definirano slozeno preslikavanjeg“f: X ->2Z, (g °f)(x) =
— g(f(x)). Ako je dano jo3 i preslikavanje h :Z —»IV, tada
vrijedi zakon asocijacije h °(gof) = (h °g) °/.

Pojam skupa, preslikavanja i funkcije sporo se i dugo razvijao, te je da-
nasnje shvacanje nastalo tek u XIX st. a razjasnilo se osobito razvitkom teorije
skupova poCetkom XX stoljeca.

2. Realni kontinuum R. Funkcije jedne varijable. Osnov

na kojem je izgradena matematicka analiza jest skup realnih bro-
jeva, tzv. realni kontinuum R. U tom skupu definirane su
dvije osnovne operacije: zbrajanje (adicija) i mnozenje (multi-
plikacija), kojima se svakom paru realnih brojeva x3y e R pri-
druzuje broj x + y e R3 odnosno broj x-y e R. Nadalje, realni
kontinuum je potpuno ureden, tj. za svaka dva realna broja x3y e R
zna se da x nije veci od y3simbolicki x * y3ili day nije veci od
X,y  x- Ako je x N y3ipri tom je x razliCito od y, pise se x <y.



