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u
funkciju y za koju integral J |*(x)|2g(x) dx postoji i konaCan

a
je (kvadratno sumabilne funkcije).

Mnogo opcenitiji rezultati navedenog tipa odnose se na tzv.
hermitske diferencijalne operatore. Kod takvih operatora Greenova

funkcija G ima svojstvo simetrije: G(x3z) = G(z3x) za sve *, 0.
Vedina prakti¢nih problema vodi na takve operatore, pa navedeni
rezultati opravdavaju rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi Fourierovom metodom (tj. metodom separacije varijabli).

34. Greenova funkcija Dirichletova problema. Razma-
tranja t. 32 mogu se proSiriti i na parcijalne diferencijalne jed-
nadzbe, naroCito jednadzbe elipticnog tipa. Pokazimo to na pri-
mjeru Dirichletova problema. Treba naci funkciju u{x3y3z) ta-
kvu da bude

Au =f

u nekoj oblasti Q prostora i da se funkcija u na rubu S = dQ
podudara sa zadanom funkcijom e Pretpostavimo da znamo
rijesiti specijalni slucaj navedenog problema, tj. da znamo nadi
funkciju g(P3P0Q od dvije tatke (tj. od 6 varijabli) takvu da je

. 1
Ag=0u U, g(P,PO axr (PeS,r =PPO. (17)

RjeSenje ovog specijalnog problema daje funkciju g, a funkcija
G(P,P,) = Lim'r +g(P,PO

zove se Greenova funkcija diferencijalnog operatora generiranog
Laplaceovim diferencijalnim izrazom A i rubnim problemom
u(P) = (p(P) za PeS. RjeSenje (ako postoji) jednadzbe (16) uz tra-
Zeni rubni uvjet dano je formulom:

() = SS:IV an

Prema tome rjeSenje specijalnog problema (17) omogucava nala-
Zenje rjeSenja (ako postoji) problema (16) za dosta Siroku klasu
funkcija / i (p. Odredivanje Greenove funkcije tezak je problem
i u sluCaju kada je poznata njezina egzistencija. Greenova funkcija
zavisi od oblasti Q3 njezina egzistencija ima veliku teoretsku vri-
jednost jer omogucava vezu diferencijalnih i integralnih operatora.
Podvucimo da integralna jednadzba koja je pridruzena rubnom
problemu kompenzira ne samo diferencijalnu jednadZbu nego i
rubne uvjete. Teorija integralnih jednadzbi dobro je razvijena
i omogucéava rjeSavanje rubnih problema raznim aproksimativ-
nim metodama (v. Metode aproksimacija). Teorijom distribu-
cija mnoga pitanja u vezi s Greenovom funkcijom i diferencijalnim
operatorima rasvijetljena su i pojednostavnjena. Za dublja razma-
tranja problema dotaknutih u ovom prikazu potrebna su sredstva
funkcionalne analize (teorija mjere, Hilbertov prostor, Banachov
prostor, linearni topoloski prostori itd.).
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DIFERENCIJALNI RACUN, jedan od dvaju dijelova
(drugi je integralni racun) infinitezimalnog racuna, u kojem se
specificnim  »infinitezimalnim«  metodama izu€avaju  realne
funkcije jedne iviSe varijabli. To je uvod u centralnu disciplinu
matematike: matematicku analizu. Sa stanoviSta savremene
matematike infinitezimalni raCun predstavlja poneSto hetero-
genu skupinu pojmova i rezultata koji su osnov za razlicne vise

dijelove matematiCke analize kao Sto su diferencijabilna presli-
kavanja u vektorskim prostorima i na diferencijabilnim mnogo-
strukostima, analiticke funkcije, teorija mjere i integrala, funkci-
onalna analiza, diferencijalne jednadzbe, integralne jednadZbe,
funkcionalne jednadzbe i jednadzbe diferencija, integralne trans-
formacije, harmonijska analiza, racun varijacija, itd.

lako prve tragove nalazimo ve¢ u starogrtkoj matematici (tangente nekih
posebnih krivulja, najjednostavniji problemi ekstrema, zameci integralnog
racuna), diferencijalni raun se poCeo sustavno razvijati tek u X VI st., naro€ito
u vezi s problemom brzine gibanja, problemom tangente na krivulju i problemom
ekstrema funkcija.

Put diferencijalnom raCunu utrli su svojim radovima osobito R. Descartes
(1596—1650), B. Cavalieri (1598—1647), P. de Fermat (1601—1665), G. P.
Roberval (1602—1675), E. Torricelli (1608—1647), J. Wallis (1616—1703) i
I. Barrow (1630—1677). Medutim, osnivadima discipline treba smatrati
tek 1. Newtona (1643—1727) i G. W. Leibniza (1646—1716). Na raz-
vijanju diferencijalnog rafuna i njegovih brojnih primjena u XVII i
XVIII st. mnogo su ucinili J. Gregory (1638—1675), a osobito braéa Jakob
Bernoulli (1654—1705) i Johann Bernoulli (1667—1748). Slijedili su vrlo

znacajni radovi L. Eulera (1707—1783), J. d'Alemberta (1717—1783), J. L.
Lagrangea (1736—1813) i P. S. Laplacea (1749—1827). Od matematicara
XIX i XX st. za razvoj i egzaktno fundiranje diferencijalnog racuna i srodnih

disciplina osobito su vazni J. Fourier (1768— 1830), C. F. Gauss (1777— 1855),
A. Cauchy (1789—1857), C. Jacobi (1804—1851), P. L. Dirichlet (1805— 1859),
K. Weierstrassn815—1897), B. Riemann (1826— 1866), R. Dedekind (1831 —
1916) i G. Cantor (1845—1918).

1 Skupovi i preslikavanja. U sustavnoj izgradnji savre-
mene matematike uzima se kao osnovni pojam pojam skupa.
Pri tome se najceSCe radi o skupovima brojeva, tacaka, pravaca
ili drugih matematickih objekata. Sloboda u odabiranju skupova
je gotovo neogranicena. Skup je poznat ¢im je poznato od kojih
se elemenata (Clanova) sastoji. Ako je X neki skup, a x elemenat
od X, simbolicki se taj odnos oznacava relacijom x eX 3 gdje
znak e oznaCuje pripadanje. Ako je svaki element skupa Y ujedno
i element skupa X3 kaze se da je Y podskup skupa X i piSe
Y c X.

Osnovne operacije medu skupovima jesu spoj (unija) X UY
skupova X i Y i presjek X MY skupova X i Y. Spoj X UY

XUy xny

SI. 1. Spoj i presjek skupova

je skup koji se sastoji od elemenata koji pripadaju bar jednom
od skupova X, Y; presjek X DY je skup koji se sastoji samo od
onih elemenata koji istovremeno pripadaju i skupu X i skupu Y
(si. 1).

Preslikavanje f : X -* Y skupa X u skup Y je postupak ko-
jim se svakom elementu x e X pridruZuje jedan element y e Y.
Kaze se da je X — podrucje definicije preslikavanja /, a Y —
podrucje vrijednosti preslikavanja /. Pise se y = f(x). x se naziva
nezavisnom varijablom ili argumentom, a y zavisnom varijablom
ili funkcijom. Najvazniji je slu€aj kada su X i Y skupovi brojeva;
tada se mjesto o preslikavanju najces¢e govori o funkciji. Ako je
Y skup brojeva a X skup slozZenijih objekata (npr. vektora, funk-
cijaisi.) za/ se ponekad upotrebljava naziv funkcional. Ako su i
X i Y sastavljeni od sloZenijih objekata, tada je u upotrebi Cesto
naziv operator.

Ako su dana dva preslikavanja / : X -» Y3 g :Y —»Z, tada
je posve definirano sloZeno preslikavanjeg*f: X ->Z, (g °f)(x) =
—g(f(x)). Ako je dano joS i preslikavanje h :Z —»IV, tada
vrijedi zakon asocijacije h ° (g of) = (h °g) °/.

Pojam skupa, preslikavanja i funkcije sporo se i dugo razvijao, te je da-

nasnje shvacanje nastalo tek u XIX st. a razjasnilo se osobito razvitkom teorije
skupova poCetkom XX stoljeca.

2. Realni kontinuum R. Funkcije jedne varijable. Osnov

na kojem je izgradena matematiCka analiza jest skup realnih bro-
jeva, tzv. realni kontinuum R. U tom skupu definirane su
dvije osnovne operacije: zbrajanje (adicija) i mnozenje (multi-
plikacija), kojima se svakom paru realnih brojeva x, y e R pri-
druZzuje broj x + y e R} odnosno broj x y e R. Nadalje, realni
kontinuum je potpuno ureden, tj. za svaka dva realna broja x3y e R
zna se da x nije veci od y3simbolicki x * y3ili day nije veci od
X,y X Ako jex "y, ipritom je x razliCito od y, pise se x <y.
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Osnovna svojstva realnih brojeva jesu ova:

1. x + (y + z) —(x +y) -h z (zakon asocijacije za zbrajanje),

2.X y =y + X (zakon komutacije za zbrajanje),

3. postoji broj nula 0 koji ima svojstvo da je 0 + x = X,
za svako x s R,

4. za svako x e R postoji protivan broj —xeR
da je x + (—) =0,

5. x(y z) = (xy) z (zakon asocijacije za mnoZenje),

6. X y —yXx (zakon komutacije za mnoZenje),

7. postoji broj jedan 1 razlicit od 0, 1 e R, koji ima svojstvo
da je I-x =x3 za sve xeR 3

sa svojstvom

1
8. zasvaki x e R, x 0, postoji recipro€an broj x~x= ~ & R

sa svojstvom da je x~1x = 1,

9. x(y +2z) xy xz (zakon distribucije).
Nadalje,
10. iz x* yiy ™ zslijedi x~ z3 x3y3ze R3
1. xy iy "N x jeispunjeno onda i samo onda ako je
X =Y,
1)2/. iz x" yslijedi x+ z”™y + z3za svako z e R3
13 iz 0™ xi 0" yslijedi 0 xy.

Napokon, R ima ovo vazno svojstvo kontinuiteta:

14. svaki odozgo omedeni skup M <=R ima najmanju gornju
medu, tzv. supremum sup M. Kaze se da je skup M omeden odozgo
ako ima bar jednu gornju medu c3tj. ako postoji broj ceR sa
svojstvom da je m ~ c3za svaki me M. Npr. skup negativnih
brojeva je omeden odozgo; svaki pozitivan broj i broj 0 gornje
su mede ovog skupa. Pri tom je 0 najmanja gornja meda, tj. su-
premum.

Svojstvo 14. je osobito vazno. Iz njega slijedi da je svaki
rez u skupu realnih brojeva proizveden nekim realnim brojem,
a u tome se upravo i sastoji kontinuitet skupa realnih brojeva
$to daje moguénost da se uspostavi obostrano jednoznacna kores-
pondencija izmedu realnih brojeva i taaka na pravcu i tako dode
do pojma brojevnog pravca (v. AnalitiCka geometrija). Svojstvo 14.
daje ujedno i teoretsku osnovu za moguénost mjerenja duzina.
Rez u nekom potpuno uredenom skupu X je svaki rastav skupa
X na dva dijela A, B bez zajedni¢kih elemenata i takva da je
svaki ae A manji od svakog be B3tj. da je skup A posve lijevo
od skupa B. Kaze se da je rez proizveden nekim elementom ¢4 X
ako jea<c, zasve aeA, i istodobno je c” b3za sve bgB.

Navedenih Cetrnaest svojstava je karakteristicno za skup
realnih brojeva, Sto znaCi da ne postoji nikakav drugi skup koji
posjeduje sva svojstva 1,...,14.

Realni brojevi se mogu izgraditi postepeno polaze¢i od pri-
rodnih brojeva, proSiruju¢i podrucje brojeva najprije na cijele,
pa na racionalne i napokon na realne brojeve (v. Aritmetika).
NajteZi je prelaz od racionalnih na realne brojeve. Treba primije-
titi da ve¢ racionalni brojevi imaju sva navedena svojstva osim
posljednjeg svojstva 14. Ako se npr. promatraju u skupu racio-
nalnih brojeva svi oni racionalni brojevi r za koje je r2< 2, onda
je taj skup omeden odozgo npr. brojem 2, ali u skupu racionalnih
brojeva nema najmanje gornje mede, jer bi to morao biti raci-
onalan broj kojemu bi kvadrat bio 2, a takav racionalni broj ne

P . . .
—,gdje su p i q pri-

rodni relativno prosti brojevi, i da je r2= 2, onda slijedi za-
kljuCak da je p2= 2 g2 Sto bi znacilo da je pZBa time i p3paran
broj. Zato bi bilo p = 2s3pa bi se dobilo 22— g2 Sto bi poka-
zivalo da je i q paran broj. Prema tome, p i g bi imali broj 2 za
zajedniCku mjeru, protivno pretpostavci da su p i q relativno
prosti brojevi, tj. da nemaju zajedniCku mjeru. Ovu c€injenicu
uoCili su vec starogrcki matematicari.

Naprotiv, u skupu realnih brojeva postoji broj x za koji je
x2= 2; taj broj se oznaCuje sa /2. ]/l je realan broj, ali nije
racionalan ve¢ je iracionalan. Opéenito, u skupu realnih brojeva
za svako a > 0 postoji jednoznatno odredeni broj x > 0 sa

postoji. Zaista, ako se pretpostavi da jer —

svojstvom da je x2= a. Pise se x = J/a ili x = a Uz pomo¢
rezova u skupu racionalnih brojeva mogu se definirati i potencije
aa,a> 0, gdje je a bilo kakav racionalni ili ¢ak realni broj.
Opcenito se realni brojevi strogo uvode kao rezovi u skupu ra-
cionalnih brojeva.
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Razvitak polma realnog broja bio je veoma spor i dugotrajan s po€ecima u
Eudoksa («—408? 355?). Pri tome je osnovnu ulogu odigrao problem
mjerenja duzina i zel]a da se svakoj duzini pridruzi izvjestan broj kao njen mjerni
broj, tj. kao njena duljina.

Nakon Sto je uveden brojevni pravac, moZe se ravnopravno
govoriti o realnom kontinuumu ili o pravcu, te o brojevima ili
tatkama. Najvazniji skupovi na brojevnom pravcu R jesu otvo-
reni intervali (a3 b)3a < b. (a3b) se sastoji od svih x za koje je
a < x <b. Ponekad se dopusta i slucaj da su a i/ili b beskonacni,
pa se dobivaju beskonacni intervali (—80, b)3(a, +00)3(—00, + 00).
Kako se vidi, intervali zahvacaju »s obje strane« svake svoje tacke,
pa se govori da je interval okolina svake svoje tatke. Opcenito,
skup U~ R je okolina tacke x ako postoji interval (a3b) takav
da je xg¢ (@3b) £ U. Vazni su i zatvoreni intervali [a b] koji
se sastoje iz svih taCaka x za koje a < x < h.

Svako preslikavanje / realnog kontinuuma R ili nekog nje-
govog dijela u R zove se funkcija ili preciznije realna funkcija

jedne realne varijable. Takva je npr. funkcija f(x) = x~1= —,

koja je definirana za sve realne brojeve x 4=0.

xf(x)

*

SI. 2. Graf funkcije f(x);
D —[a bl u () u [d,e] je podrutje

definicije funkcije / SI. 3. Graf funkcije —

Funkcije jedne realne varijable pregledno prikazujemo pomocu
grafa. Graffunkcije f je skup svih taCaka (x3y) ravnine za koje je
y —f(x)> a x je iz podrucja definicije D funkcije / (si. 2 i 3).

Neki najjednostavniji zakoni u prirodnim i dru$tvenim naukama izraZavaju
se realnim funkcijama jedne realne varijable. Npr. kod prostog pada je put
s = s(i) prevaljen u vremenu t dan funkcijom s = i2 gdje je g ubrzanje sile

teze.

3. n-dimenzionalni euklidski prostor Rn. Funkcije vise

varijabli. Opisivanje sloZenijih zakona zahtijeva pojam realne
funkcije od viSe realnih varijabli. Npr. struja | = V/R3 gdje
je V napon, a R otpor. U ekonomici potraznja q nekog dobra
funkcija je cijene p tog dobra, dohotka k potro3aca i vremena t3
- 0= k3t)3 dakle, svakoj trojci (p3k,t) brojeva iz nekog
podru¢ja pripada odredena vrijednost g U sloZenijim situaci-
jama ovisit ¢e g jo§S npr. i o cijenama p13..,p m nekih drugih
dobara (npr. konkurentnih), te ¢e biti q = q (p3p13 .. 3pnB k3t).
Potrebno je, dakle, uvesti u razmatranje n-dimenzionalni realni
prostor Rn kojemu su tacke x nizovi od n realnih brojeva x =
= (x13.., xn). Geometrijski jezik i nazivi opravdani su u slu-
Cajevima n = 1, 2, 3 korespondencijom koju uspostavlja koordi-
natni sustav izmedu taCaka prostora i ovakvih konanih nizova
realnih brojeva (koordinata) (v. Analiticka geometrija).
Najvazniji skupovi u Rn su n-dimenzionalni intervali. Ako je
dano n intervala (@B b)3..., (a8 bn) na
pravcu R, onda je posve odreden n-di-
menzionalni interval (au by x ... x (a8
bn) koji se sastoji od svih tacaka %= (xly
.., xn)e Rn3 gdje je ai <xi< hid i=
1,...,« (si. 4). Skup U ez Rn je okoli-
na tatke x = (x13.., xn) e Rn3 ako po-
stoji tt-dimenzionalni interval koji sadrzi
x3a sadrzan je u Rn. Skup V £ Rn je ot-
voren ako je okolina svake svoje taCke.
U «-dimenzionalnom prostoru Rn moze se uvesti i pojam
udaljenosti dviju tataka x = (x13.., xn)3 y = (y13.., yn) for-
mulom

Sl. 4. 2-dimenzionalni
interval

dy) = [EC! wi)g (1)

(usporediti s Analitickom geometrijom za n = 1, 2 i 3). Udaljenost
d ima ova Cetiri bitna svojstva:
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1. d(x3y) = 0 onda i samo ondaako je x=y3
2..d(x3y) © 0, za sve x3y3

3.d(*y) = d(y3x), za sve x3y3

4. d(x>y) » d(x3z) + d(z3y)3 za sve x3y3z.
Ako je udaljenost d u Rn definirana formulom (1), onda se Rn
zove n-dimenzionalni euklidski prostor.

Ako je za parove taCaka nekog skupa X definirana udaljenost
d(x3y) kao realna funkcija koja ima Cetirinavedena svojstva,
onda se kaze da je X metricki prostora d da je metricka funkcija
ili metrika u X. rc-dimenzionalni euklidski prostor Rn je, dakle,
primjer metrickog prostora. Drugi primjeri se dobiju ako se u
Rn uvedu drukcije metrike nego Sto je euklidska metrika (1).
Npr. mozZe se udaljenost d1 definirati formulom

d s = lilx,-y,\- 2
x(x,y) i1,y @

Metri¢ki prostori igraju vaznu ulogu u savremenoj mate-
matickoj analizi. U svakom metriCkom prostoru dobro je defi-
nirana kugla K Otg e) sa srediStem u tacki xOe X i radijusom
e > 0 kao skup svih taCaka * e X2za koje je udaljenost d(x3xQ <
< s. Sl 5 pokazuje kuglu u R2uz uobi€ajenu euklidsku metriku
(1) (dobiva se krug) i uz met-
riku (2) (dobiva se kvadrat). U
metrickom prostoru X je oko-
lina oko tacke x0e X svaki skup
U iz X koji sadrzi neku kuglu
sa srediStem u x0. Skup V je
otvoren ako je okolina svake
njegove tacke xOe V. Ove defi-
nicije primijenjene na n-dimen-
zionalni metri€ki prostor Rn i
metrike (1) i (2) ekvivalentne
su definicijama preko «-dimenzionalnih intervala.

Ako je V otvoren skup u prostoru X 3tada sve tacke x e X
koje ne pripadaju skupu V tvore zatvoreni skup F. KaZe se
da je taCka x0Oe X tacka okupljanja skupa A » X 3ako svaka oko-
lina U oko *0 sadrzi bar jednu taCku skupa A. Sve tatke okup-
ljanja skupa A tvore zatvarac ili zatvorenje skupa A Kkoji se obi¢no
oznaCava sa A. Skup je zatvoren ondaisamo onda ako sadrZi sve
svoje taCke okupljanja, tj. ako se podudara sa svojim zatvaraCem.
Skup je omeden ako je sadrZzan u nekoj konanoj kugli. Od po-
sebne su vaZnosti skupovi iz Rn koji su istodobno zatvoreni i
omedeni. Za takav skup iz Rn se kaZze da je kompaktan. Npr.
zatvoreni segment [a3b] # R je kompaktan skup.

Realna funkcija od n realnih varijabli f (*13..., xn) se definira
kao preslikavanje nekog dijela D rc-dimenzionalnog realnog
prostora Rn u skup realnih brojeva R. f dodjeljuje svakoj tacki
* = (*ii. --5xn) ED neku realnu vrijednost /(*) = f(x13 .., xn).
Zbrajanje i mnoZenje vazni su primjeri funkcija od dvije vari-
jable: f(x3y) = x + y3 g(x3y) = x-y definiranih na Citavoj
ravnini R2 Graf funkcije od vise varijabli je takoder dobro defi-
niran, ali mu je prakticna vaznost za predoCavanje funkcija
znatno umanjena jer se radi o skupu iz i?n+l ako funkcija ima
n varijabli (za predoCavanje ovih funkcija v. Numericke3 graficke
i instrumentalne metode racunanja).

Opcenitija od funkcija viSe varijabli
su preslikavanja skupova iz Rn u Rm.

Operaciju zbrajanja moguce je uvesti
i u prostoru Rn. Ako je * = (x13.. ., xn)3
y = Qvi) ---,yn), tadajex+y = (xt +yu
..., *n+ yn). Ako se tacki x pridruzi vek-
tor mjesta (v. Analiticka geometrija) koji
spaja ishodiste O = (0,..., 0) s tackom
x3 vidi se da opisanom zbrajanju kore-
spondira uobiCajeno zbrajanje vektora.
Pored ove operacije uvodi se i mnoZenje sa realnim brojem Apo
formuli A*= A(x13.., xn) = (Ax13.., Axn). Opisanom mno-
Zenju odgovara mnoZenje vektora sa skalarom (si. 6. Vidi takoder
Vektorski i tenzorski racun).

Za navedene operacije vrijede ova pravila:

L (*+y)+z=X+(y+ 2z)3x3y3z6Rn3
2. x+y =y + x3x3y eRn3

SI. 5. Kugle u i?2 u raznim metri-
kama; 1 u metrici (1), 2 u metrici (2)

Sl. 6. Zbrajanje vektora
i mnoZenje sa skalarom
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3. za0=(0,.,0) jex+ 0= x3za svako x e Rn3

4. *+ (—*)=0,9djeje—* = - (*IV..,*J= (-x13.3-xn)3

5 A(x -ty) = Ax + Ay3Xe R3x3y e Rn3

6. A-fjuyx = Ax + fj,x, Aliile R3x e Rn3

7. AQux) = (A

8.1 -X—X

Svaki skup X u kojem je definirano zbrajanje x -\-y i mnoZenje
AXx s realnim brojevima tako da su zadovoljeni uvijeti 1..8 zove
se vektorski prostor ili linearni prostor. U matematickoj analizi
su od posebne vaznosti normirani vektorski prostori3tj. vektorski
prostori u kojima je definirana duljina ili norma [x | vektora
x e X. Norma zadovoljava ova Cetiri uvjeta:

1. |*|| = 0 onda i samo onda ako je x = 0,

2. ||~ o,

3y In IF+ i

4 il = |A [ xT.

U svakom normiranom vektorskom prostoru X formulom
d(x, y) = [*—y |, definira se udaljenost izmedu elemenata * i
y tako da je svaki normirani vektorski prostor ujedno i pri-
mjer metrickog prostora. Rn je primjer normiranog vektorskog

noi
prostora; norma [*| je dana formulom J* |=[2* . U

1=
slucaju realnih brojeva norma se svodi na apsolutnu vrijednost | *1

4. Konvergencija nizova tataka. Redovi. Niz tataka
*U...J*B... iz m-dimenzionalnog prostora Rm je funkcija
definirana na skupu prirodnih brojeva 1, 2, ..., n, . . a sa vri-
jednostima u prostoru Rm. Drugim rijeCima, za svaki prirodni
broj n posve je odredena tactka xne Rm koja je «-ti €lan niza.
Poseban slucaj se dobiva za m = 1; tada se radi 0 nizu taCaka
na pravcu R, odnosno o nizu realnih brojeva.

Kaze se da niz tacaka xne Rm konvergira ili teZi tacki *06
Rm3 ako u svaku okolinu U od *0 padaju sve tacke niza xn uz
najvise konacno izuzetaka. Drugim rijeCima, za svako e > 0
postoji broj nQe) takav da je udaljenost d(x83*Q < e ¢im je
n > nQe). Ako se radi o tatkama na pravcu, tj. o realnim broje-
vima, onda je dakako d(xm3*Q = |*n—=*(. Npr. niz brojevaxn =

= — tezi prema 0; naprotiv, niz *n= 1+ (—I)n ne konvergira,

jer prima naizmjeni¢no vrijednosti 0 i 2. Niz xn mozZe konver-
girati najviSe prema jednoj tacki *0 koja se oznaCuje sa lim xn i

n—d
zove limes ili granica niza. Konstantni niz xn=*0 n= 1, 2,- - -,
konvergira ocCito prema *0. Ako je lim *n = *0 onda i svaki
podniz *ni, *na, W< n2< podniz *3 *6 *9..
konvergira prema *0.

Kompaktni skupovi mogu se karakterizirati vaznim svoj-
stvom da svaki niz taCaka iz takvog skupa ima podniz koji kon-
vergira prema nekoj tacki tog skupa.

Da bi niz taaka x13*2 ..., xn .. iz Rm konvergirao, nuzno
je i dovoljno da za svako e > 0 postoji nO(e) takav da bude
d(xn,xmy = Ixn —*Jl < e ¢&im je n n, ) i m~" n,le); to
je Cauchyjev nuzdan i dovoljan uvjet konvergencije. Mnogi
vazni dijelovi klasi¢ne analize vrijede i u normiranim vektorskim
prostorima u kojima je ispravan Cauchyjev Kkriterij; to su tzv.
Banachovi prostori.

Za niz brojeva xn e R se kaze da monotono raste ako je *j

*2 A xn”™ ..., a da monotono pada ako je x1”/ x2
NeeoNn*wA*x.. |z Cauchyjeva Kriterija neposredno slijedi da
je svaki monotono rastué¢i odozgo omedeni niz brojeva konver-

A\n

, npr.

gentan. Npr. niz xn= ‘I+ je konvergentan jer monotono
raste a svi su mu €lanovi manji od broja 3. Zaista, na osnovu bi-
1\n

/
nomnog poucka (v. Aritmetika) vidi se da je 11+ —1 =

n 1.j_n(_r_1_:_£). ___1___1_n(.n—l)(n—2) 1 .
-1+ T - 1-2 n2 1-2-3 n3
n—1) -...-.1 1 1 o, 1

1-2....n n - 1+ 1+r22 + 1-2-3 " 1-2-3..... n

1 1

-2+ T + 2+
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Grani€na vrijednost promatranog niza oznacuje se sa e. Dakle,

lim
n—=0
racunu kao baza prirodnih logaritama. Taj je broj iracionalani
transcendentan, tj. ne poniStava niti jedan polinom aOxn +
+ axxn~1+ ---+ <n !'x + an kojemu su koeficijenti at ra-
cionalni brojevi. Priblizna vrijednost broja e je 2,718 281828...

00
Poseban oblik nizova su redovi 2 un. Radi se o beskonac¢nim

e = (\IH———%\)F Broj e igra vaznu ulogu u diferencijalnom

n=i
sumama brojeva une R ili tataka une Rm. Svakom redu pri-
druzuje se niz parcijalnih suma sx= ul3s2= ux+ wj ---,sn =
00

= ux+ M+ **+ ure itch Red S un konvergira prema s ako

niz sn konvergira prema s. s je suma reda, te se piSe s = 2 un.
=«
Obrnuto, konvergencija niza taaka xne Rm svodi se na konver-

00 00
genciju reda 2 un>gdje je un = xml—xn. Za red 2 un se kaze
n=1 n—1
da apsolutno konvergira ako konvergira red 2 Jun| normi ¢la-
e

nova. Ako se radi o brojevima, apsolutna konvergencija znaci

00
konvergenciju reda s apsolutnim ¢lanovima 2

n=1
konvergentan red i sam konvergira. Konvergentni redovi koji
ne konvergiraju apsolutno zovu se uvjetno konvergentni. Suma
ovih redova ovisi o redoslijedu sumanada, dok suma apsolutno
konvergentnih redova ne ovisi. Primjer uvjetno konvergentnog reda:

1 1
Il - T +y - +

|un]. Apsolutno

+ (—l)n+1F +
Zbog navedenog svojstva apsolutne konvergencije najvazniji su

00
redovi nenegativnih brojeva 2 ar8 an
n=1
kriterij uporedivanja, prema kojemu red 2 an, an
n—1
konvergira ako postoji konvergentan red 50 K i vrijedi an” bni
za sve n pocevsi od nekog nQ n=\
Najelementarniji primjer konvergentnog reda je geometrijski
red 1+ x + x2+ “** +~n+ ..., gdje je jx < 1. Suma ovog

0. Za ove redove vrijedi

0, sigurno

1
reda je s = -——- (v. Aritmetika). Uporedba s geometrijskim re-

dom daje specijalni Cauchyjev Kkriterij: ako postoji konstanta

n__
k <0% takva da je “an” k zasve n pocCevsi od nekog wQ onda
red2 an konvergira, an

n=i
®
w, onda taj red 2 n ne konvergira, ve¢ divergira. Napose, ako po-

0; ako je an ™ 1 za beskonatno mnogo

stoji fcnfiT- Ite je/ < 1, onda red konvergira; ako je /> 1,
onda divergira. Uslu€aju | = 1 mozZe nastupiti ikonvergencija
i divergencija. Za redove s nenegativnim ¢lanovima an 7>0 vrijedi

i d’Alembertov kriterij: ako postoji broj k < 1 takav da je

@
5 k pocevsi od nekog w), onda red 2
an »=1
tiv, akovrijedi-~ A 1pocCevsi od nekog n@ onda red divergira.
an

Napose, ako postoji lim

. . «->00 an
gira; ako je 1 > 1, red divergira. Za / = 1 moguca su oba slu-
Caja — konvergencija i divergencija. Npr. za harmonijski red

konvergira. Napro-
=/, auz to je / < 1, red konver-

+— +*.

1+4%“+ 4-+ . ..
2 3 n

je /=1lim — 1= 1, a red di-
n>00 an

00

vergira. Naprotiv, za red V ----------- takoder je /= 1, ali red
L in«n # 1)

konvergira prema broju 1 Iz mnoStva dovoljnih kriterija za

konvergenciju Cesto se upotrebljava Raabeov kriterij: ako postoji

broj K > 1 takav da je n Q—— 1) ~ K pocevsi od nekog

S IL TN
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Naprotiv, a/koaﬂz n I\1)<’\ 1
\AYAS /
divergira. Raabeovim kri-
0w 1
terijem moZe se npr. utvrditi da hiperharmonijski red 2 — kon-
«=1

w) onda red 50 an konvergira.
n=1
pocCevsi od nekog w) onda red 2

vergira za s > 1, a divergira za s 1.

5. Neprekidnost funkcija i preslikavanja. U matema-
tiCkoj analizi naroCitu vaznost imaju neprekidne funkcije i nepre-
kidna preslikavanja. To su funkcije, odnosno preslikavanja kod
kojih se vrijednost promijeni po volji malo ako se argumenti
promijene dovoljno malo. Preciznije, ako je funkcija /(*) =
=/(*i,..., xn) definirana na skupu D £ Rnykaze se da je funk-
cija / neprekidna u tacki xOe D ako za svaku okolinu V oko
30 —/00) postoji okolina U oko xO takva da je f (U) ¢ F, tj.
da je f{x) ¢ V, za svako x ¢ U. Ista definicija vrijedi i za pre-
slikavanje / :X -> Y jednog metrickog prostora u drugi.

Ako je funkcija / neprekidna u svakoj taCki podrucja defi-
nicije D, kaze se da je/ neprekidna na D. Funkcija/ je uniformno
ili jednoliko neprekidna na D ako za svako e > 0 postoji > 0
takvo da je udaljenost ¢/(/(*),/(*")) = |/(*) —f ix") \ < e Cim
je udaljenost taCaka x,x' gD manja od § tj. ¢im je d(x3x) < <&
Vazno je svojstvo kompaktnih skupova K da je svaka funkcija
koja je na K neprekidna i uniformno neprekidna na K.

Zbrajanje x + odbijanje x —y i mnoZenje x-y primjeri
su neprekidnih funkcija u Citavoj ravnini i?2 a dijeljenje x :y
neprekidno je u skupu R2\ (0, 0), tj. u ravnini iz koje je odstranjeno
ishodiste. Konstanta je takoder primjer neprekidne funkcije.

Ako su/ : X Y, g : Y -+Z dva neprekidna preslikavanja,
tada je i slozeno preslikavanje g* f:X  Z neprekidno. Zato

f(x
je npr. kvocijent (V-V? neprekidnih funkcija f(x) i g(x) i sam ne-

prekidan, osim u tackama gdje se g poniStava.

Vrlo je vazna Cinjenica da je neprekidna slika kompaktnog
skupa opet kompaktan skup. Posljedica je ovog teorema da je
svaka neprekidna funkcija na kompaktnom skupu omedena i
prima svoj maksimum i minimum u nekim tackama skupa (te-
orem K. Weierstrassa).

Neprekidnost funkcije / u taCki xO moZe se ispitati proma-
tranjem nizova xn Kkoji konvergiraju prema tacki x0. Pokazuje
se daje/ neprekidnau taCki *0 onda i samo onda ako je za svaki
takav niz xn limes lim f(xn) —f(x0. Neka je npr. dana funkcija

ft—»00

f(x,y) = i8r+J* 5 (x,y) + (0j0)’

1 o0 . (x,y) = (0,0).
Za niz x,, = ,0j koji tezi prema (0,0) = x0je f(x,,) = 0, pa
jeilim f(x,,) = 0. Naprotiv, zaniz xn' = joje f(xn) =i
pa’j7 “ limfM = Zato je funkdja f prekidnau tacki (0, 0).

Neprekidnost se moZe definirati i izuCavati u metrickim
prostorima, pa i u joS opcenitijim topoloskim prostorima. Dio
matematike u kojem se sustavno izuCavaju neprekidna presli-
kavanja i njihova svojstva zove se topologija. Topologija igra
vrlo vaznu ulogu u savremenoj matematici, te imamnogo primjena,
naroCito u matematickoj analizi i geometriji.

Ako za svaki niz xn koji konvergira prema x0niz f(xn) konver-
gira prema istoj vrijednosti y0) onda se kaze da je yO grani¢na
vrijednost funkcije f(x) kada x tezi prema x0i piSey0= lim f(x);

X-+X9
pri tome x0 ne mora pripadati podrucju definicije funkcije / vec
zatvaraCu tog podrucja. Uvjet neprekidnosti se moze sada izraziti
relacijom lim f(jx) = f(xQ. Npr. lim (1 + x)"Ix postoji i jednak

X *m X0 X — 0
je broju e, jer za svaki niz xn -+ 0,xnj= 03 postoji Iimw(1+xn)l,xn i
n->

jednak je broju e. Zaista, za svako n se moze odabrati prirodni

broj kn takav da je kn” N kn + 1. Kako kntezi prema oo,

to je Iim_(l + ]T\Im = e, jer se radi o podnizu niza % H----1II

n—o00\ ~n/ \
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Kako je 1+ S ANl+xnMl-b o a potenciranje je mo-
u n
notona operacija, dobiva se nejednakost
/ 1 \kn xxn / 1_\i+kn
(1+d AL+ R (1T

Prvi i treCi Clan teze prema e, pa mora i srednji Clan teziti
prema e. Vrijedi, dakle, formula lim (1 -f x)lIx = e.

*

—0

6. Diferencijal i derivacija funkcije jedne varijable.
Od funkcija jedne realne varijable osobito je vazna i jednostavna
linearna funkcija. Ona je definirana na Citavom pravcu R i dana
je formulom y = ax. Graf ove funkcije je pravac kroz ishodiste
s koeficijentom smjera a (v. Analiticka geometrija). Osnovna je
ideja diferencijalnog racuna da se opcenitije funkcije, odnosno
preslikavanja, u okolini pojedine tacke x0 aproksimiraju line-
arnom funkcijom, odnosno linearnim preslikavanjem. Ako je
y —Ax>»xEU £ R, realna funkcija definirana na otvorenom
skupu U, npr. na otvorenom intervalu U = (a, b), i u tacki xQ€
€ U prima vrijednost y0 = f(xQ, tada je linearna funkcija koja
u tacki x0 prima vrijednost y0 dana formulom

Y =y0+a(x- xp 1

Postavlja se pitanje izbora koeficijenta a na takav nacin da
se prirast zadane funkcije Ay =f(x) —/(x0 razlikuje od pri-
rasta linearne funkcije AY —Y —yO0= a(x —x0 za veli€inu
r(x—*0 koja tezi nuli brZze nego Sto Ax = x—x0 tezi nuli, tj.
tako da bude

lim ——-= 0. (2

Ako takav koeficijent a postoji, odreden je jednoznacno,
jer je tada A3—AY = r(Ax), pa je

1) - 10 r(Ax)
AX
odnosno,
lim /) - 10 i A )
AX ) X>

jer vrijedi (2). Koeficijent a zove se derivacija funkcije f u tacki
x i oznaCuje se saf'(x0Q ili y\xd), tan° da )e

fo) - 1(*9 _ liin /(*0 + h)—f(x,,) ©)
* 4R 0

Linearna funkcija AY = Y—y0 u varijabli Ax —x —x0 zove
se diferencijal f u tacki x0. Varijabla Ax = x —xQse obi¢no ozna-
Cuje sa dx i zove diferencijal nezavisne varijable, dok se sama
funkcija AY — Y —y0 oznacuje sa dy, tako da je

dy =y'dx, 6)
odnosno
dy
s odx’ <)

Sama operacija deriviranja Cesto se oznaCuje sa - Uz navedene

oznake mozZe se sada definicija diferencijala izraziti formulom:

Ay —dy + r(dx), (8)
lim Elgd_xl_r = 0. 9)
dx—m0 dx

DIFERENCIJALNI RACUN

Za male vrijednosti od dx je zbog (8) i (9) Ay priblizno je-
dnako dy, te se moZe u aproksimativnim rafunima Ay zamijeniti
sa dy. dy se, medutim, cCesto lakSe izraunava od Ay, te ovaj
postupak ima prakti¢nu vrijednost.

Ako se promatra graf funkcije f(x) (si. 7), vidi se da di-
ferencijal dy kao funkcija od dx, u koordinatnom sustavu dx,
dy, koji je nastao translacijom sustava x,y tako da ishodiSte
(0,0) prede u tacku (xOyo), ima za sv°i Sraf tangentu u (xQy0
na krivulju koja predstavlja graf od f. Sama derivacija geometrijski
predstavlja koeficijent smjera tangente na graf funkcije /. Kine-
maticko znacenje derivacije je brzina. Ako je 5(0 put prevaljen

. o L ds . ..
u vremenu t, brzina je u €asu t dana derivacijom #~ ; diferencijal

je danjednolikim gibanjem kojim bi se promatrana materijalna
taCkagibala kada bi u danom casu t od kretanjapromjenljivom
brzinom presla na jednoliko kretanje brzinom koju ima u tom
Casu.

Na osnovu definicije diferencijala lako se izvode ova pravila
za diferenciranje:

dcl/i + 1,) = dh + dl/, (10)
d(c/) = cdf, c je konstanta, (1)
d(/r/2 = (dli)-/12+/r(d /2, (12)

12(d/J - A (d/
( (412 13

(192
Analogna pravila vrijede i za derivaciju.

Prva dva pravila pokazuju da je diferenciranje linearna ope-
racija u skupu funkcija. Diferencijal konstante ¢ je oCito 0, a
diferencijal identi¢ne funkcije f(x) = x jednak je dx, dakle
identi€na funkcija, jer je derivacija jednaka 1. Derivacija poten-
cije xn dana je formulom

S—X(xn) = nXN~x 14)

koja se dokazuje potpunom indukcijom ovako:

d d fd -
X) = Lax®™ Y Xgx ) =
(n — 1) xn~2-Xx - xn~I —n xn~1

Kombinirajuéi (10), (11) i (14) dobiva se formula za derivaciju
polinoma:

d

dx (a0xn + axxn~x A------h
na0dxn—x+ (n - 1) axxn* H------ b an_x. (15)
Veoma je vazna formula za derivaciju slozene funkcije. Ako
y = f(u) ima derivaciju i u —g(x) ima derivaciju, onda i sloZzena
funkcijay =f(g (x)) ima derivaciju i vrijedi

dy  df dg

dx du dx'

Tojetzv. Leibnizovo lan¢ano pravilo. Ono prima osobito jedno-
stavan oblik ako mjesto f(u) i g{x) oznaCimo ove funkcije sa

(16)

y(u) i u(x). Tada je
dy dy du
dx du dx* (7
Uz pomo¢ diferencijala lan¢ano pravilo prima oblik
d(fog) = df odg, (18)
pri ¢emu df od” treba shvaati kao preslikavanje nastalo

slaganjem linearnog preslikavanja df =f'du i preslikavanja
du = g'dx.

Ako funkcija 'y =f(x) ima derivaciju f'(x) koja je razli€ita
od 0 u okolini tacke x0, tada je inverzna funkcija x = g(y) =
= f~ 1Qy) posve odredena u okolini tatke y0=f(x0Q i ima de-

rivaciju g'(y) . Kako je y=f(g(y)), to se dobiva po pravilu
. dy df dg . d [d\ 1
(16) daje tj.-(/-)= (_)".

Derivacija inverzne funkcije je, dakle, reciproéna vrijednost
derivacije polazne funkcije. Npr. ako jey = ]Jx, ondaje x = y2

d n 1
Pa b= =2V Za0 )k = 5
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7. Derivacije elementarnih funkcija. Medu elementarnim
funkcijama osobito vaznu ulogu ima prirodna eksponencijalna
funkcija y = ez i njoj inverzna funkcija x = Iny3y > 0, pri-
rodni logaritam (v. Elementarne funkcije). Da bi se doSlo do de-
rivacije eksponencijalne funkcije, promatra se kvocijent diferencija

1 . -
, kada h tezi prema 0. Stavi li se

h h
u —el—1, izlazi da je h = In(l -f u), pa se dobiva
. 1 . . 1
lim = lim . = lim .
h-*0 « »holnd + «) «-0 In(*+ “

Kako je \nx neprekidna funkcija (v. Elementarne funkcije), to

je lim In (1 + uyiu=In (lim @+ uwllu) =Ine=1, pa je
m-0 m=0
gX + h __ gX — 1
lim - = =ez. lim——-—- = cx.
h #® h-+0
Prema tome je
o €)= e (1)

Prirodna eksponencijalna funkcija ima, dakle, svojstvo da se
podudara sa svojom derivacijom, tj. da zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu y' = y. Osim toga ova funkcija zadovoljava i uvjet
jy(0) = 1 S ova dva uvjeta funkcija ex je odredena jednozna-
¢no (v. Diferencijalne jednadzbe), pa se moze i na taj nacin uvesti
u matematicku analizu. 1z formule za derivaciju sloZzene funkcije
je jasno da je

d
ix (ec* = cec* 2)

Derivacija opce eksponencijalne funkcije ax, a > 03 dobije
se najlakse ako se ax prikaze u obliku ax = eflna’x (v. Elementarne
funkcije). Tada iz (2) slijedi

I (ax) —ax-Ina. €))

Da se dode do derivacije prirodnog logaritma, promatra se
In(x + h) —Inx

kvocijent diferencija .
] ] - 1- ( N _ \Y
1 r/ h\x'h1 - -
— InNH - j . Kako je lim (1 + u)lu = e, to je limes

1
promatranog kvocijenta diferencija jednak — . Prema tome je
a

d 1
Eb(ns =7 @

Do istog serezultata dolaziako seuzmeu obzir da  jey = In x

. d [dx\
inverznafunkcijaza funkciju x=ty. Stoga je%{—l {a"aﬂlz
1
=1,;,& = — .
X

Derivacija logaritma logax s bazom a > 0 najlak3e se dobije

In x
iz formule (4), ako se uoCi da je \ogax =

d 1

d*(log»*) = x -Ina* ®)

Derivacija ope potencije y = xt*, Ju proizvoljan realan broj,

dobije se takoder primjenom formule za derivaciju slozene funk-
cije i formula (1) i (4), jer je X* = edn -t*.

dy _ 1l u

- = — = — = *
x "X e(In x) t* " Xt* = uxf

. Nalazi se da je

tako da je

%(rr*) =fixix~13 lieR. (6)

Da se odredi derivacija funkcije y = sin x promatra se izraz
sin (& F h —sinx_ 2 2x + h

= 1 C0s—-— sin - Kako je cos a nepre-

h
2x £ h 2 h
kidna funkcija, to je lim cos------——--- = cos x3 dok je lim — sin—
) h-* 0 2 h-+0 h 2
. sinu
= lim -—-= 1.
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Zaista, ako se na si. 8 usporedi
duljina luka B C sduljinom du-

Zina AC i B D3 dobiva se
nejednakost sinu * u” tgu=
sinu 1z .
= o ,Oiu<-,£z koje
se lako zaklju¢i da je cosu "
sinu -
------ < 1. Kako je lim cos 1,
u m-*0 i
. . sinu
dobiva se zakljucak da---l]--

tezi takoderprema 1 kada

u tezi prema 0. Prema tome je

d .

x (sinx) = cos X . @)
Derivacija za funkcijuy = cos x dobije se lako iz (7) i formule

cos X = sin . Nalazi se da je

d i
— (cos x) = —sinx. (8)

Formule za derivaciju funkcija tg x, cotg *, are sin x, are tg X,
dobiju se primjenom formule za derivaciju kvocijenta, jer je
in x 1 COS X

cotgx = ---—=

¢ _ Sin
9% = s tgxsin %

za derivaciju inverzne funkcije, jer su funkcije are sin x i are tg x
inverzne za funkcije sin x i tgx. Dobiju se formule:

odnosno primjenom formule

d 1

9™ = amx ©)
dirteotgx) = s-in27 ‘ (10)
— (aresin X) = y= oD
H 1

ax @etx) e (12)

8. Diferencijal funkcije od viSe varijabli. Parcijalne deri-
vacije. Derivacija u smjeru. Za realne funkcije viSe realnih vari-
jabli definira se diferencijal na isti nain kao i za funkcije jedne vari-
jable. Nekaje/ : U-—R3y =f(x) =/(*,,... ,xn) realna funkcija
zadananaotvorenom skupu U ¢ Rnineka jex® = (x°13..., x°n) e U.
Promatra se prirast A3/ = /(*) —/(jc°) funkcije / kada se
prede od tacke x° u tatku x = (x13.., xn) e U i nastoji se
ovaj prirast aproksimirati nekom linearnom funkcijom A :Rn->
—»R. Opéenito je svaka linearna funkcija od n varijabli A :Rn->

R) vy —AXX)3 x = (x13.. xn)3 oblika y = axx1+ a2x2+
+ ... +anxn. KaZze se da je f(x) diferencijabilna funkcija
ako postoji linearna funkcija A :Rn->R takva da je

Ay =f(x) - f(x°) = A(AXx) + r(Ax) =

~ + r(Ax13..., Axn)a (D

LI Y

gdje je :
- r(Ax) = (Ax13 ..5Axn). (2

Ako A postoji, odredeno je jednoznacno. Linearna funkcija
A(Ax) zove se diferencijal funkcijey = f(x) u tacki x° i oznacava
se sa d> ili df. | sada se nova varijabla = x—x° oznaluje
sa dxx = (d% ,..., dxw i zove diferencijal nezavisne varijable x.

Da se nade znacCenje koeficijenta af{ iz relacije (1), stavi se
Xj = xf3zaj 4=i, tj. promatra se mijenjanje funkcije / duZ pravca
koji je paralelan s koordinatnom osi X {. Dobiva se

Aty =f 0™®ls..., xt,...., x°n) [/ (*i,..., X°I,. -., x°n) —
= atAxt + r(Axt).
Stoga je
« At rof (X100} % 3Xi a3 X°n) f (X°1 55X °i X°n)

ai = lun AT = lun AX * 0)

Axi-+0AXi Axi-+0 ~xd
I . T (Axf) N
jer je zbog (2), lim —---->= 0.  Dobiveni izraz (3) zove se

*i-+0  AXi



294

parcijalna derivacija funkcije f po varijabli xt u tacki x° i oznaCava

0
se sa — (x°) ili fxi (x°). Ako funkcija ovisi 0 n varijabli x13. .., xn,
_ o o o
onda ima n parcijalnih derivacija — , — ,...,-— ; zan=1
OX~ ~ OX%

d/
dobivaSe obicna derivacija -—. Oznace i

dx
= xt —xiQsa dxi kao Sto je uobiCajeno, dobiva se formula za
diferencijal u obliku

) 9

d/= — dx1+ (4)

se varijable Ax, =

Osnovna veza izmedu prirasta funkcije Ay i diferencijala dy
prima sada oblik

A3/ = dy + r(dx), (5)
gdje je
fim (%) ©)
= 0.
ax o dx 1

Geometrijska interpretacija prikazana je na si. 9.

Graf za z

Tangencijalna
ravnina

SI. 9. Graf funkcije z(x,y) i diferencijala dz

tvore komponente jednog vektora

of
IR
iz Rn koji se oznaCuje sa grad / ili v/ i zove gradijent funkcije f
(v. Vektorska analiza),

Koeficijenti -—

Parcijalna derivacija i i diferencijal d/ ovise o tacki x° u

k?'oj su izracunati. MoZe se dogoditi da parcijalna derivacija

—_ postoji za svako x° iz nekog otvorenog skupa V * Rn. Tada
¢éxi

je sama derivacijaa_ funkcija od n varijabli x13.,3xm3 pa se

moZze govoriti npr. o neprekidnosti derivacije — . Slicno je i s
®X{

diferencijalom. VaZzan je teorem prema kojemu je svaka funkcija/

koja ima neprekidne sve parcijalne derivacije ~ ' 1...,«,
J

u okolini x° diferencijabilna u toj tacki. Opcenito, za diferenci-
jabilne funkcije / moze se prirast napisati u obliku A/ = df +

+ r(AXx), r(AX)

gdje — = ~—>0,
diferencijabilnost, dakle i neprekidnost svih parcijalnih deri-
vacija, ima za posljedicu neprekidnost same funkcije /, jer je
oCito da Ax ->0 povlali r(Ax) ->0 i d/-> 0, dakle, i A/-*0.
U slucaju funkcije f(x) od jedne realne varijable xe R dife-
rencijabilnost i postojanje derivacije su ekvivalentna svojstva,

za Ax 0. Odavde se razabire da
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pa veé postojanje derivacije povla-
Ci za sobom neprekidnost funkci-
je. Naprotiv, kod funkcija od vi-
Se varijabli postoje protuprimjeri
koji pokazuju da funkcija moze
biti prekidna i imati sve parcijal-
ne derivacije. Takoder treba imati
na umu da postoje funkcije koje
imaju derivaciju, ali derivacija nije
neprekidna funkcija. Takva je npr.
funkcija

©
= mi, *>o(s1)

Lako se vidi da f'(x) postoji i u
tacki 0, gdje je /'(0) = 0, ali ne
postoji lim f'(x).

x —»0
Iz formula (5) i (4) dobiva se
vazno lan€ano pravilo za derivira-
nje sloZene funkcije : ako je/(*15...,
xn) diferencijabilna funkcija od n varijabli X} «--, Xn, a xt(t) U
diferencijabilne funkcije od i, i —1,...,*, tada sloZena funk-

si. 10. Graf funkcije f(jx) =
0, /(*) = x2sin I/x, x >
i derivacije f\x)

0,
0,

cija g() = ima derivaciju i ona se dobiva
po formuli
dXj (7)
= oy —
dt ’_f| dt
Za diferencijal d* se dobiva formula
9/
_ (8)
t=1 oxi

koja je istog oblika kao da su x13... 3xn nezavisne varijable. To
vazno svojstvo diferencijala omogucava da se s diferencijalima
rauna i u slucaju zavisnih varijabli kao da se radi o nezavisnim

varijablama. Npr. ako je dan kvocijent dviju funkcija u(f)

V()
udv — v du

'1v{t£\édiferencijal je d]\%} T , gdje je du = u\tS .

dv = v\t) dt.

Poopéenje parcijalne derivacije je derivacija funkcije duz
vektora. Ako je dana funkcija f(x) = f(x13..., xn) u okolini tacke
X° i vektor seR n3 promatra se mijenjanje funkcije / samo duz
pravca X = x° + As3 Ae R3 koji prolazi tackom x° i odreden
je vektorom s (v. Analiticka geometrija). Derivacija duZ vektora
fAx0 - As) —f O®

s u tacki x° se definira kao lim = ------m--mommmmmmmeees , tj.kaoderi-

A—»0 A
vacija po A slozene funkcije f(x° -f As) u tatki A= 0. Ako je
s —(sl3..., sn)3 onda se primjenom formule (7) nalazi formula
za derivaciju duz vektora u obliku 4.> 2/s,. Uz pomoé gra-
|
dijenta i skalarnog produkta vektora dobiva izraz za derivaciju
duz vektora s pregledan oblik (grad f)-s. NajceSce je s jedinicni
vektor, pa se govori o derivaciji u smjeru vektora s.

9. Teorem o srednjoj vrijednosti. ProuCavanje deriva-
cije f\x) funkcije f(x), x e R3 moze dati dragocjene podatke
0 ponadanju funkcije, osobito za pronalazenje lokalnih maksi-
muma (minimuma) funkcije, tj. taaka x0 za koje je prirast A/ =
—/00 —/(*0) %50(0), za sve x iz neke okoline U tatke x0
(v. poblize u t. 13). Napose vrijedi ovaj teorem P. de Fermata:
ako je f(x) realna funkcija definiranana otvorenom intervalu
(d,b) £ R3 ako je x0e (d, b) lokalni maksimum ili minimum
funkcije i ako postoji derivacija f'(x0 u tacki x®tada je f'(x0Q =

= 0. Zaista, u sluGaju maksimuma je/(*)—{(*>) "~ 0, za sve
x iz neke okoline U ~(a3b) oko x0. Zato je kvocijent
f(x) —f(x)

N0, zax > x(®B dok je 0, za x < x0. Pusti li se,
X - *0

dakle, da x tezi prema x0 zdesna, dobiva se f'(xQ ~ 0, a ako pak
X teZi ka x0 slijeva, dobiva se f'(xQ ~ 0. Prema tome mora biti
ixx0 = 0 (si. 11). Sli€no se zakljuCuje i u slucaju minimuma.
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Iz navedenog teorema izvodi se teorem M. Rollea: ako je
funkcija f(x) neprekidna na zatvorenom intervalu [a3b]3 ako
ima derivaciju f (x) u svakoj taCki otvorenog intervala (a, b) i
ako je f(a) =f(b) = c3 tada postoji taCka £ e (a3b) takva da
je/'(E) = 0. Zaista, po teoremu K. Weierstrassa (v. t. 5), f(x)
ima maksimum u nekoj tacki f e [a, b\ i minimum u nekoj tacki

6 [a36]. Moguca su dva sluaja: a) Obje tacke | i  su krajnje
taCke intervala. Tada su vrijednosti maksimuma i minimuma

Tangenta

0l a
SI. 12. Teorem Rollea

jednake c, pa je promatrana funkcija f(x) = c konstanta, a njena
derivacija je u svakoj tacki intervala (a, b) jednaka 0. b) Jedna
od tacaka £, £', npr. f, lezi u intervalu (a3b). Tada je prema teo-
remu Fermata /'(£) = 0 (si. 12).

Sada se lako dokaZe osnovni Lagrangeov teorem o srednjoj
vrijednosti: ako je f(x) neprekidna funkcija na zatvorenom inter-
valu [a, b] i ako postoji derivacija f'(x) u svakoj taCki x e (a, b)3
tada postoji tacka | e (a, b) takva da je

0—a <0

Dokaz izlazi primjenom Rolleovog teorema na funkciju
m -m

**) =N -M - b - S x6" V- Q)

Teorem pokazuje da izmedu
brojeva a i b postoji neka »sre-
dnja vrijednost« f, a < f < b3
takva da je tangenta u tacki
(& /(£)) na graf funkcije/ pa-
ralelna sekanti koja prolazi tac-
kama (aj(a)) i (b,f(b)) (si. 13).
Formuli (1) se Cesto daje
oblik

I(*) = I(*0) + f'(peo +

+0(* - x0)(*-x0,
gdje je #nekibroj izmedu Oil, 0 < # < 1, tako da je xO+
+ #(* — xOnekasrednja

Iz formule (3) lako slijediovaj zakljuCak: ako je derivacija
f'(x) ~ 0, zasvako xe (a3b)3 funkcija f(x) monotono
tj. iz xx™ x2slijedi f(xt) ~f(x2j analogno, ako je f'(x) 5"0,
onda funkcija monotono pada3tj. iz xx”~ *2 slijedi /fo) ~/(x 2.

Glavni je znaCaj teorema o srednjoj vrijednosti u tome S§to
se moZze primjenom tog teorema progenjivati prirast funkcije
ako je poznata meda derivacije f\x) u intervalu (a3b). Zaista,
ako je \f'(x)\* M3za x e (d, b)3onda je

[/(*) - I(*0) | M \x-x0Wx0e [a3b]3 xe [a3&) 4
Napose, ako je/'(*) = 0 za sve x e (a, b)3 moze se
M = g pa se dobija [f(x) —(xQ\= 0, odnosno,f(x) = f(x0
je konstanta.

Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti lako se poopéi na
ovaj Cauchyjev teorem o srednjoj vrijed-
nosti: ako su f(x) ig(x) neprekidne funk-
cije u zatvorenom intervalu [a3b]3 ako
postoje derivacije f\x) i g\x), za svako
ae(a3b)3 i ako je g'(x) #=0, za svako
x e (a3b)3 onda je g (a) #Fg(b) i postoji
tacka | e (a3b) takva da je

Ab)-f(a) _/'(£)
gb) —g@@)  gXty w

Teorem o srednjoj vrijednosti se pre-
nosi i na funkcije od viSe varijabli i glasi
ovako: neka je U otvoren skup iz Rnkoji  si.

a—

®

14. Zvjezdasti skup

raste3
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je zvjezdast sa srediStem u tacki x° e U, tj. ima svojstvo da je svaku
tatku xe U moguée spojiti sa x° unutar U duzZinom (si. 14).
Nadalje, neka je / : U-»R diferencijabilna funkcija. Tada je

f(x) =/(x°) + (6)

/0
gdje je I—f} parcijalna derivacija u taCki x° + ft (x —x°),
\OXt/fi

0 < ft < 1. Da se teorem dokaze, promatra se funkcija g(t) =
=f(x° + t(x —x°))302iSI|. Prema(3)je £(1) - ¢g(0) =g'(&),

£, [(IM

M na U, onda se lako

Sto se podudara sa (6), jer o).

* N\

Ako je |grad/||=J 2
zakljuCi da je
V(*)—(*°)\*M \\x-x0\\, za svako xe U . @)

Zaista, prema poznatoj Schzvartozvoj nejednakosti za skalarni pro-
dukt vektora a i b jest |a -b\” Ja| -|b| (v. Vektorski i ten-

zorski racun), Sto primijenjeno na (6), tj. na vektore {O_Aill’\ A
JAY

(dx~/ AX~X>~ X~ XI” " 3Xn~ Xn""*e N tome je dobro
uociti da AN 3i= 1 n3 ima

dx.
za posljedicu | grad/|]] » M = *n N .

1z (7) se lako izvodi ovaj teorem:ako

je U otvoren povezan skup iz Rn3a/ :

U -> R diferencijabilno preslikavanje i

ako je d/ = 0 na Citavom U3tada je f(x)
konstanta na U. Pri tome se kaze da je
otvoren skup U povezan ako je moguée
svake dvije tacke x°3 Xle U spojiti ko- g
natnom slomljenom crtom unutar U (si.

15).

Jedna od neposrednih posljedica Cauchyjevog teorema o
srednjoj vrijednosti jest teorem L ’Hospitala: neka su funkcije
f(x) ig(x) neprekidne na zatvorenom intervalu [a3b]3 neka imaju
derivacije f'(x) i g'(x)3 za sve xe (a3b)3 i neka je xOe [a, b]

15. Povezan skup
slomljena crta

takva tatka da je f(xQ = g(x0 = 0. Tada, ako lim I'™) po-

05s'(.x)
stoji, onda postoji i lim i ta dva limesa se podudaraju. Ovaj
*0iw

vrijednost iz intervala (x®x)teorem omogucuje da se u izvjesnim slucajevima odredi vrijednost

. sinx
lim -j—=
X x->0 X

= Na ovaj oblik mogu se svesti i neodredeni izrazi oblika
00/003 0 -:003 ooz 100, 0° i 00 — 00.

10. Diferencijal preslikavanja. Jacobijeva
Neka je U otvoren skup iz Rn3af : U -+Rm neko preslikavanje.
/ je zadano u koordinatama funkcijama

Vi e >X,.),
I —— )
u (4)staviti ym
I za ovakvo preslikavanje moZe se definirati pojam diferenci-
jala d/ u tacki , ..., X°n)itonanatinizt. 6i8. U ovom
sluCaju aproksimacija se vrdi linearnim preslikavanjima A :

. .0 .1 _cosx
»neodredenog izraza« oblika —. Npr. lim — =— -—-=
0 —

Rn Rni' To su preslikavanja karakterizirana svojstvom da je
Ax+x)Y=AX -FAC() i AAXx) = AA(X), x3x'eRn3
Ae R. OznaCi li se tatka Ax say = (jMi,..., ym)3 dana su li-

nearna preslikavanja sistemom od m linearnih funkcija
yi ailXl+ *'+ au

()

Vidi se da je linearno preslikavanje A posve odredeno matricom

koeficijenta
ai\ * *ai
(@) =
ami ** J

matrica.
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U skladu s definicijom u t. 8 kaZe se da je preslikavanje/:
—» Rntiferencijobilno u tacki x°e U ako postoji linearno pre-
slikavanje A :Rn—»Rm takvo da je

= A (Ax) + r (Ax)3 )
gdje je
lim &)~
A*-ollA*Ili
Ako A postoji, odredeno je jednoznacno. Linearno preslikavanje
A zove se diferencijal df preslikavanja /. U koordinatama (3)
prima oblik

0, AX =x —X°. (4)

J:2 aAAX  rAIC, ..., AX,), (5)

pa se lako vidi da je aff = i u tacki x°. Matrica diferencijala
d/ je, dakle, oblika

ol dfl
dx1 dxn
(6)
M v ..a
dx1 oxt
Ova matrica je poznata pod nazivom Jacobijeva matrica, a ozna-
A, L. ifm) . .
cava se cesto sa TR AT 3ako ie ra= w, posve je odredena
njena determinanta kOja se zove Jacobijeva determinanta ili

jakobijan.

Ako funkcije ft{x)3 i = \ 3... 3 m3 imaju neprekidne parci-

0/4
jalne derivacije -—, j = 1,... 3n3 u okolini tacke x°3 onda je

preslikavanje / sig{lrno diferencijabilno.

Osnovno svojstvo da je diferencijal kompozicije dvaju pre-
slikavanja d(/o g) jednak kompoziciji diferencijala tih presli-
kavanja d/o d” vrijedi i u ovom slucaju, ba$ kao i u t. 6i 8. Na-
dalje, diferencijal identickog preslikavanja je identicko presli-
kavanje. To ima za posljedicu svojstvo Jacobijevih matrica da
je matrica sloZzenog preslikavanja produkt matrica zadanih pre-
slikavanja.

U specijalnom slucaju kad je m = 1 dobiva se slu€aj funkcije
od viSe varijabli obradenut. 8, a Jacobijeva matrica se svodi na
vektor grad /. Vazan je i slu€aj n—1, m A 1 Tada se radi o vek-
torskoj funkciji jedne realne varijable. Diferencijal d/ je u tom
slu¢aju vektor kojemu su komponente derivacije komponenata
vektora /.

11. Diferencijali i derivacije viSeg reda. Neka jey = f(x)
realna funkcija jedne realne varijable x zadane u intervalu (a, b).
Ako u svakoj tacki x e (a, b) postoji derivacija, onda je deri-
vacija f\x) nova realna funkcija definirana na (a, b)3 pa se moze
pitati za derivaciju te funkcije u nekoj tacki x06 (a, b). Ako ta

H H H X " oo d2. H
derivacija postoji, oznaCava se sa f"(xQ ili ¢jNi(*0) i zove se

druga derivacija zadane funkcije / u tacki x0. Induktivno se defi-
dpf
%CO u tacki xOe (a, b) kao
derivacija (p—I)-ve derivacije fp 1 (#) u tacki x0

Slicno se postupa i kod diferencijala, pa se p-ti diferencijal
dff definira kao diferencijal (p—I)-og diferencijala. Pri tome
se prvi diferencijal df =f'(x) d(x) shvata kao funkcija od x,
tako da se nalazi za drugi diferencijal izraz d2 = d(d/) =
= f"(x) dx 8x3 gdje se sa 8x oznatava novi diferencijal (pri-
rast) nezavisne varijable x koji se javio pri drugom diferenci-
ranju. NajceS¢e se uzima da je 8x = dx, pa se dobiva za drugi
diferencijal formula dZ = f"(x) dx2 i slitno za p-ti diferen-
cijal formula d@E/ = fAv){x) dxv3 gdje dxp znaCi (d*)**

Kod funkcija od vise varijabli definiraju se parcijalne deri-
vacije viSeg reda. Ako je/ : U-+R, U Rn3realna funkcija od n
realnih varijabli x] zadana na otvorenom skupu U, te

nira p-ta derivacija f {vkxo) ili

ako u svakoj taCki x e U postoji parcijalna derivacija :X/ onda

je ta derivacija i sama realna funkcija na U3 pa se moZe pitati
da li ima parcijalnu derivaciju po varijabli Xj u nekoj tacki x°e U.
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U— Tako dobivena derivacija zove se druga parcijalna derivacija i

oznatava se sa dxj 0 xt ili sa fxxj . Analogno se definiraju
.. . .. de
parcijalne derivacije p-tog reda X
ip
Prvi diferencijal df = > —dx; je linearna realna funkcija
=1
df :Rn->R3 te se moZe smatrati vektorom iz prostora Rn u

kojemu d” tvore bazu. Na taj nain moze se d/(*) shvatiti
kao preslikavanje skupa U <<Rnu Rn. Stoga se moze pitati za
diferencijal ovog preslikavanja u danoj tacki x°e U (v. t. 10).
Tako se dobiva drugi diferencijal d2 u tacki x°. Drugi diferen-
cijal d2 je, dakle, linearno preslikavanje od Rn u Rn. Ako nove
diferencijale  nezavisnih varijabli x} oznaCimo sa 8xj3 onda
se za drugi diferencijal dobiva bilinearna forma

@2=i S~ &KX ()
i, J— J

U primjenama je najceSCe 8" = dxi3 pa izraz za drugi diferen-

cijal prima oblik

dy 1219x1d dx{ @
Sli€no se za p-ti diferencijal dobiva izraz

dx{ jdxj .- dXip m (3)

5
i, ...,ip=l
Vrlo je vazan Schzvartzov teorem koji utvrduje da je forma

redo-

(3) simetricna, tj. da kod parcijalnih derivacija —
CX CXip

slijed indeksa i13... 3ip ne utjeCe na vrijednost derivacije. Napose
je za funkciju od dvije varijable f(x>y)

0d 02
Ox dy dydx3 “)
tako da je
02 02 . df
dy = + 2 exdy dxdj; dyzdJ>2 (5)

Pokazuje se da su funkcije koje imaju neprekidne parcijalne
derivacije do ukljucivo redap diferencijabilne p puta i daje dgf
neprekidno. Za ovakve funkcije se kaze da su klase Cp. Ako je
neka funkcija klase Cp za svako p3kaze se da je klase C°°.

12. Taylorova formula. AnalitiCke funkcije. Ako je

p(x) = a, + ax(x-x0 + a2(x-xQ +---«,, (X-x<,)n (1
polinom stupnja n u realnoj varijabli x—x0, tada se lako doka-
zuje uzastopnim deriviranjem da je

o P\x0) _ PM(xJ...
0 P\x0)3 aily 3" -1”7n Mi 3-)
tako da je
P(x P{(x0
p(x) = p(x«) + “fj ~ (X *0) + He (X - XOnm  (3)

Ako je mjesto polinoma dana realna neprekidna funkcija
f(x) definirana na intervalu (a, b) i akof(x) ima neprekidne deri-
vacije do ukljucivo reda n—1 u svakoj tacki od (a, b) i ima deri-
vaciju reda n u tacki xOe (a3b)3onda se takoder moze formirati
polinom

a.) =/(*0 + fi”1(*—*#) + .. --f-—(-nKXO) (x - x0On,  (4)
tzv. Taylorov polinom, a ostatak
mAx) = 1(*) - 6. (5)
teZi ka 0 brZze nego |x —x0Wn, kada Ax = x —x0-* 0, tj.
lim r(AX) 0. (6)
X — x0
Formule
1 mn
PO f(x0) £ |, /W &+ 200 x- X + -+
1
+fin<xg) (x - X)* + rn(x-x0) 7
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i (6) su, dakle, poopcenje definicijskih formula za diferencijal
(8)i(9) izt. 6. Formula (7) je poznata pod nazivom Taylorove for-
mule. Tvrdnja se lako dokaZze indukcijom po n uzimajuci u obzir
definiciju diferencijala, odnosno derivacije.

Znactajno je da se uz dodatni uvjet da je i n-ta derivacija ne-
prekidna u (a3b) i da postoji (n + I)-va derivacija u (a, b) moze
dokazati da je ostatak rwA*) oblika
[("+»(Fo+ #0 - ()

n\ p
gdje je # neki broj iz intervala (0, 1), a p > 0 pozitivan broj
koji moze biti odabran po volji; (8) je tzv. Schlomilch-Rocheov
oblik ostatka rn(Ax). Dva najvaznija sluCaja dobiju se za p =
=n+ 1, kada je

m(x - x0 =

[0»+D (*, + #(*-* , Swis
ro - *o) = ---?--—------(-(ZI'_F ﬂsl ----------- ? --)-(* - xo)n+ 1 9)
tzv. Lagrangeov oblik ostatka, i za p 1, kada je

[(»+0 X0+ &(X —X,,
(>+0 (0+ &(x—x)

(*- *0)= m)»(*- * )« (10)

tzv. Cauchyjev oblik ostatka.
Da bi se izvela formula za Schlomilch-Rocheov ostatak, pro-
matraju se funkcije

f' f'
o) = (%) - 1) - - (rr) - TP

SJpt - ) -

1<7>@) e __ oy
o =2 (11)
\B(z) — (< §)p (12)
u zatvorenom intervalu [xQ a], < X, odnosno [# #(, * <
< xQ a6(a, &). Primjenom Cauchyjevog teorema o srednjoj

vrijednosti (v. t. 9.) nalazi se da je
(*0) = <pwW /13n
y(x) - w0 V')

gdje je I = x0+ &(x—x0,0 <#< 1. Kako je 9{X) —03 (0
/() (£)

= rn(Ax), yXS) = - - - - - - (* V(*) =0, VW

= xX- *0* y'(]) = —/>(*" £)p_1> t0 uvrStavanje u (13) od-

mah daje izraz (8) za Schlomilch-Rocheov ostatak.

Ako funkcija /(*), zadana na intervalu (a, &), ima derivacije
/(n) (jt) svakog reda n, tj. ako je ona klase C°°, moze se formirati
red potencija

“ W),

2. —1

n—0
tzv. Taylorov red funkcije f(x)
u tacki xOe (a, b). Medutim,
ovaj red ne mora konvergirati
prema funkciji /(*). Takav je
npr. slucaj s funkcijom

o

[(*)=t i
)=t i

-i)n,

SW
» (14)

X< 0,
Sl. 16. Graf funkcije f(x) = 0, x * 0;
f(x) > e~xix, x > 0 *5 X>0
(si. 16).
Lako se dokaze da ova funkcija ima derivacije svih redova za
svako x i da je /(w(0) = 0. Stoga je i suma Taylorovog reda u

taCki x0= 0 jednaka 0 za svako x, dok je f(x) 4=05 za x >0.

Ako Taylorov red u taCki x0 funkcije f(x) konvergira prema
funkciji /(*) u nekoj okolini tacke x0, onda se kaze da je/ ana-
liticka funkcija u tacki xQili da je f funkcija klase Cw. Treba imati
na umu da je svaki red potencija Taylorov red svoje sume,
tako da su analiticke funkcije upravo one koje se mogu razviti
u nekired potencija. Ostatak u Taylorovojformuli Cesto omogu-
Cuje da se dokazeanalitiCnost nekefunkcije.

Primjena Taylorove formule s Lagrangeovim ostatkom na eks-
ponencijalnu funkciju tx u tacki x0 = 0 daje formulu

Xn
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Xn
S druge strane se lako pokaze dan—' tezi prema 0 kada n —»00.

Prema tome rn(x) —»0, za n -> 003 i to za svako x. Time je do-

00 y-n
kazano da ~ konvergira prema tx i da vrijedi razvoj
=0
Noxn X xi X3
e =2 n\= 1+ i+ :]+3 + - (16)
za svako

Slicno se moZe dokazati valjanost, za svako x, ovih razvoja:

) ( ) X7 Xs X5 ( )
sinx =2 (—1). _ " , 17
n=o @n+ 1! =X _3T+ 5! +o-m

«In
cosx =2 (—Dhw (18)
n—0
o ne T X g 3 (19)
%0 X*
X (20)

Ch* =,20(2i)!=1+21 +i! + .-
Na si. 17 i 18 prikazani su polinomi koji predstavljaju parcijalne
sume redova (16) i (17) iaproksimiraju funkciju e® odnosno sin x.

Za x = 1 dobiva se iz razvoja (16) za e* prikaz

701 1 1
e= 204 = 124% 3 Ti+ -

iz kojeg se moZe raCunati priblizna vrijednost broja e. Lagran-
geov ostatak omogucuje procjenu veliine pogreSke rn(1), ako

(21)

1
se za e uzme vrijednost 1 + + .. H—-ﬁ-|.Pogre§kaje

it 2!
1

(n+ < (h+ - (n+ DI (22)

"»(1) =
jerjeeg 3 (v. t 4).

exX=l+n +2 + - 4 * fEy T ML)

0 < # < 1. Kako je ex monotono rastuca funkcija jer ima po-
zitivnu derivaciju, to je e#* sadrZzano u intervalu (1, e*). Stoga
je, za ¢vrsto x3e#* omedeno bez obzira na«o kojem inace ovisi
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Prema tome, ako se Zeli odrediti e npr. s tacnosti do 10-5,
dovoljno je uzeti n = 8, jer je tada (n + 1)! = 9 ! = 362 880,

3
pa je rn(l) < — < 10-5. Tako se dobije

e~l+n +21+-"+ 8l =2¥182---’
gdje su navedene decimale zajamcene; ovaj racun takoder po-
kazuje da bi peta decimala mogla biti 7, 8 ili 9; u stvari je 8.
Navedeni redovimogu seupotrijebiti iza raCunanje vrijed-
nosti trigonometrijskihfunkcija sin x3 cos x i hiperboli¢kih funk-
cija sh x3 ch x.
I logaritmiCka funkcija In x moZe se razviti u red potencija
uz pomo¢ Taylorove formule, ali dakako ne u okolini tacke 0 u
kojoj nije definirana. NajteS¢e se upotrebljava razvoj u okolini
taCke x0= 1. Pogodno je raditi s ostatkom u Cauchyjevom obliku.
Nalazi se da je
f 1—# 1 n

1
u(*_ 1) [l-H'#(’k‘Il)j 1(23)

< 1, ako je |x—1|< 1,

r, (x-1) = (-1)B(*-1)"#
1-#

i+#o0-i)

pa je lim rn(x —1) = 0. Dobiveni razvoj glasi

x - \n

Lako se vidi da je 0 <

Inx —2 (—)n- y(x-D - i)2+
n=1

+ éo - 8- + ... (24)

a vrijedi za |[x —1|< 1.
Promatranjem Cauchyjevog ostatka dolazi se i do tzv. bi-
nomnog reda

xi* = 1 +

(25)
k=0
koji vrijedi za |[x — 1| < 1 za bilo kakav realni broj /u.
Taylorova formula vrijedi i za funkcije od viSe varijabli.
Ako je U~ Rm otvoren skup, x° e £7, i ako je U zvjezdast skup
sa srediStem u taCki x°, te ako je/ : U->R realna funkcija od
m varijabli koja ima neprekidne derivacije do uklju¢ivo reda n
i osim toga ima (n + 1)-vi diferencijal d(w+)/ u U, onda je

5 =iy ¢ DFDe @9
+ rm(x —*°), xe B (26)

gdje je, npr. u Lagrangeovom obliku, ostatak rn(x — x°) dan

formulom

mkx- x°) = (7n_+i_1)-!r d("+2>) (x> + 0(* - x°)) (pc-ofl)y**L (27)

Ako se diferencijali detaljno ispiSu, dobivaju se dugacki iz-
razi. Npr. ako je n= 2 i m= 2, tj. ako je U otvoren skup u
ravnini X Y, onda je

f(x>y) =/(W 0) + Ux(Xo>yo) dx +fy(.xo>y0) dy] +

+ 21 Ifxx(xo>yo)dx* + 2fxy(xOyG)dxdy + fyv@Evy~rdy? +

+ J7[fxxx V) dx* + 3fxxyG>r) dx2dy + 3fxyy (f, rj) dx dyi +
o + fyyy & V) dy> (28)
gdje je | =*0+ #(*—0] V + &(y—yo)> 0<#< 1,

dx = x —x0 dy —y —yO0

Dokazi se provode lako svodenjem na slu€aj formula za funk-

cije jedne varijable; dovoljno je promatrati pomocénu funkciju
PO = f(x0+ t(* —xj), telo, 1].

I zafunkcije od viSe varijabli promatra se Taylorov red.
To je sada red potencija u viSe varijabli.

13. Ekstremi funkcija. Neka je f(x) realna funkcija defi-
nirana na skupu D cr Rn. KazZe se da je x0e D tatka maksimuma
funkcije / ako je f(xQ /(*), za svako x e D, a x0da je tatka
minimuma ako je f(x0Q ™ f(x), za svako x e D. Kaze se da je
tatka x0e D tacka lokalnog ili relativnog maksimuma ako postoji
okolina U tacke x0 takva da je f(xQ f(x)3 za sve x e U d D.
Analogno, xQje tatka lokalnog minimuma ako je f(xQ ~ f(x),
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za sv: » e U |) D. Tacka ekstrema zajednicki je naziv za taCke
maksimuma i tacke minimuma. OCito je da je tacka ekstrema
uvijek i tacka lokalnog ekstrema. Ako je tatka x0 nutarnja tacka
za 2), tj. ako je D okolina tacke x0 onda se proucavanjem dife-
rencijala funkcije / u tacki x0 moze odrediti da li se radi o tacki
lokalnog ekstrema.

Ako funkcija/(x) jedne varijable xeR ima u tacki lokalnog
ekstrema x0 prvu derivaciju f\x 0, onda zbog teorema Fermata
(v. t. 9) mora biti/'(x0) = 0, dakle i (d/) (xQ = 0. Lako se pokaZe
da je za funkcije f(x) od viSe varijabli uvjet (d/) (*°) = 0 nuzdan
uvjet da nutarnja tacka x0eD ¢ Rn bude tacka lokalnog

ekstrema. Uvjet se moZe ekvivalentno
iskazati i sistemom jednakosti

9/ &

&, <7 > (D

TaCka x° za koju je (df)(x°) = 0 zove se
kriticna ili stacionarna tatka funkcije /.
TaCka moZze biti kriticna a da ne bude
lokalni ekstrem. Npr. ako je /(x) = x*}
onda je x0= 0 kriti€na taCka, jer je/'(0)
= 0,ali 0 oCito nije relativni ekstrem za

SI. 19. Graf funkcije x3. (Si- 19)-

Tacka infleksije Primjenom Taylorove formule na-
lazi se, za funkcije koje imaju drugi
diferencijal, da je u kriti€noj tacki x0
[(*)-1(*<>) = i (dZ) (*0) + rt(x ~ xo) > 2
. .r2(x- x0 . o
gdje je lim -—----m--— = 0. Odavde se moZe zakljuciti da se
X->X0 \x —x0

predznak izraza Af = f(x) —/ 0 °) podudara s predznakom kva-

dratne forme
» o/

= N N i-
dz i,j2—19i87i _ N0 (xi (03]

u tacki x°} ukoliko je ova nedegenerirana} tj. ako se ponistava
jedino za x = x°. Forma (3) je nedegenerirana ako je matrica

“ay e2 -
dx2 *’ o0aldxn
\Qxt BX)) 07 0z “)
_dxn dxx 9Ny

u tacki x° regularna, tj. ako je pripadna determinanta 4=0. Ova
matrica zove se Hesseova matrica.

Prema tome, u nedegeneriranom slu€aju, x° je tacka ekstrema
ako je kvadratna forma (3) stalnog znaka, tj. definitna; i to, x0 je
minimum ako je forma (3) pozitivno definitna, tj. > 0 za svako
x £=x°3 a maksimum ako je forma (3) negativno definitna, tj.
< 0, za sve x 4=x°- Ako je forma (3) indefinitna, tj. za neke vri-
jednosti x 4=x° je > 0, a za druge x 4=x° je < 0, onda Xx° nije
tacka ekstrema.

Da se raspozna da li je forma (d2) (x°) definitna, vrlo je po-
godan kriterij J. J. Sylvestera: ako su determinante

fx1 **X\Xn |

fx1Xt fxi+*2
fxaXi fx2Xx2

>0,..-, >0, ()

FXIXI >
fxnxi’ ' 'fxnxn

onda je forma (3) pozitivno definitna, tj. funkcija/ ima minimum

u tacki x°. Ako pak vrijede analogne nejednakosti u kojima alter-

nativno dolaze znakovi < 0 i >0, onda je forma (3) negativno

definitna, tj. funkcija / ima maksimum u tacki x°.

U degeneriranom slu€aju potrebna su sloZenija ispitivanja.
Ali ako je posrijedi funkcija od jedne varijable, moZe se diskusija
u tom slucaju lako provesti i dalje. U slucaju funkcije f(x) jedne
varijable x e R degeneracija naprosto znaCi da je /"(x0Q = O.
Tada se promatra najmanji n za koji je /(n)(*o) #= " dok je/'(x0Q =
=f"(x0 = ... =/n1(x0 = 0. Ako je n paran broj, tada je x0
ekstrem™ i to minimum ako je / (n)(*o) > 0, a maksimum ako je
f(nKxQ < 0- Ako je n neparan broj, funkcija nema ekstrem u
tacki x0, ve¢ je to prevojna tacka ili tacka infleksije za funkciju /.
Takva je npr. tatka x0= 0 za funkciju x3 (si. 19).

14. Inverzija preslikavanja. Implicitno zadane funkcije.
Neka je U otvoren skup iz Rn3a/ : U —»Rn preslikavanje zadano
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funkcij ama
Y= [I(* >--->%)
(1)
yn = /«(*1>->%p) -

Veoma je vazno pitanje dali u nekoj okolini V tacke jy* = f(x°)
postoji inverzno ili obratno preslikavanje g : V ->i?n, tj. takvo
jednoznano preslikavanje da su sloZzena preslikavanja /<>£ i
g of identicka preslikavanja. Teorem o inverziji preslikavanja
daje nuzdan i dovoljan uvjet za egzistenciju diferencijabilnog
inverznog preslikavanja g u slu€aju kada je / neprekidno dife-
rencijabilno preslikavanje, tj. preslikavanje klase C1 Uvjet se
sastoji u tome da je diferencijal df regularno linearno preslika-

}...yxn)
regularna, odnosno da je Jacobijeva determinanta razlicita od 0.
U slucaju funkcija od jedne varijable je n = 1, pa se ovaj uvjet
svodi na zahtjev da je derivacija f'(x) 4=0.

Kako je/ og identitet, a diferencijal identiteta je opet identitet,
to se nalazi da je i (df) ° (dg) = d(f°g) identitet, Sto pokazuje
da je d” inverzno preslikavanje od df. Prema tome, Jacobijeva
matrica za g dobije se kao inverzna matrica Jacobijeve matrice
za/. Ako je preslikavanje / klase Crs C@ ili Ne, moZe se dokazati
da je tada i inverzno preslikavanje g iste klase Cr, C00, odnosno C °.

Za funkcije (1) kaze se da su funkcijski zavisne ako postoji
funkcija h(jyl,... ,yn) koja nije identicki jednaka 0, a takva je
da je h°f =0, tj. da je h(fi (xx,..., xn),... ,/n(x13..., xn)) =
=0, za sve x e (XX, ..., xr). Na osnovu teorema o inverziji
nalazi se nuzdan i dovoljan uvjet za zavisnost funkcija fi(x),
i=1,...,«, koji se sastoji u iSCezavanju determinante matrice

SCA

Kxi>--- 9Xn)"'
Teorem o inverziji preslikavanja igra vaznu ulogu i pri pro-
u€avanju implicitno zadanih funkcija. Neka su

..................................................... (2)

zm ~ fm(xi’® -’ 3y m)
realne funkcije koje definiraju preslikavanje / : U—Rm z =
=f(x,y)s gdje je U otvoren skup iz Rn+m. Ako je/ klase C1,
ako prevodi neku tacku (x-3yQ — (X123 ... 3 X, yra---,ym)e U
u tacku0 = (0,... ,0)e Rms i ako je determinanta Jacobijeve

xn>yi 3.

matrice — N

o

razli¢ita od 0 u tacki (x°,y-)s onda postoje

13 - - 3ym
okoline U'y" Rn 0I¥o x° iV £ Rm oko j;0takve da postoji jedno-
znatno odredeno preslikavanje h : U'-> V sa svojstvom da je
h(x°) =y° i da je
f(xsh(x)) —0, za sve x e U". 3
Preslikavanje h je pri tome neprekidno diferencijabilno, tj.
klase C1 Ako je/ klase Cr, C*° ili Cws onda je i h odgovarajuce
klase.

Diferencijal preslikavanja h kao i parcijalne derivacije od h
lako se odrede iz (3). Zaista, formula (3) napisana u koordinatama
glasi

/«(*13---3xn3 hi(xiz---3xri)s---3 13 ... 37n)) = [0
i—1,...,m.
Deriviranjem npr. po x} dobiva se

fifi Vi OA -0

Bbx, 0¥ dX P S '
)

w OA‘ = 9m -

Sx,  pmyl Sx* oyT  px,

RjeSavanjem ovog linearnog sistema po nepoznanicama

= 1,...,w, dobiju se vrijednosti za parcijalne derivacije. Kako
je determinanta sustava upravo Jacobijeva determinanta, koja je
po pretpostavci 0, to se sistem (5) moze rijesiti npr. po Cra-
merovom .pravilu (v. Aritmetika i algebra). O preslikavanjima
dobivenim na opisani nacin govori se kao o implicitno zadanim
preslikavanjima, odnosno funkcijama.
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Neka su npr. zadane funkcije

X2+ x2+3,232 (6)
Xx2x2 + yx + 32 —4.
Lako se provjeri da se z1i z2 poniStavaju u tacki ([ Xzc3yr3y )
—(1,-1,1, —2). Determinanta Jacobija ima vrijednost 14u toj
tacki. Zato postoje diferencijabilne funkcije yx= yx(xix2 i
y2 —Yy2 (xis *2 u okolini tacke (1, —I) takve da je

+ *2+ YX Y. =0
xt x2+ Y1 +Y¥, - 4=0. (7)

#2 =

b
Da se dobije npr. _yxu tacki (1, —1) derivira sesistem (7) po

X1z shvacajuci y 4 y.kao funkcije od xx i x2 Dobivaselinearni

sistem
oVi ov2
2*. + 200N+ 1 A0
anl 62 .
X +31 8* +y-SXI~ ’
odnosno nakon uvrStavanjavrijednosti  za X1z X2 Yy Yo
oM 0wV
2 4/- + /- =0
1+ 7 27 = 0.
- 0% 04

o
Iz ovog sistema se lako izrauna da je 5
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DIFUZIJA, u Sirem smislu, migracija jedne vrste Cestica ma-
terije izmedu drugih Cestica. Takav nacin prelaza materije s
jednog mesta na drugo po pravilu je srazmerno spor; stoga je on
»usko grlo« mnogih vaznih operacija u tehnici, njegova brzina cesto
odreduje brzinu kojom se odvija ceo proces. Odatle je razumljiv
interes prouCavanja difuzije za razumevanje tih tehnic¢kih opera-
cija i za proracunavanje aparature u kojoj se izvode. U nuklearnoj
tehnici postale su u poslednje vreme vaZne neke operacije koje
koriste razlike u brzini difuzije za razdvajanje izotopa. | u ope-
racijama koje se sluze polupropusnim membranama zakoni difuzije
su od bitne vaZnosti.

Kretanje Cestica materije izmedu drugih Cestica sa jednog
mesta na drugo moze da bude prouzrokovano raznim pogonskim
silama. Na osnovu kineticke teorije idealnog gasa poznato je da
Cestice idealnog gasa koje se nalaze na nekoj temperaturi iznad
apsolutne nule poseduju odgovarajuéu kineticku energiju i slo-
bodno se kre¢u sa podjednakim stepenom verovatnoce u svim
pravcima u prostoru unutar sistema kojim su obuhvacene. Pri svom
kretanju Cestice se sudaraju; veliina puta Sto ga pojedina Ce-
stica u proSeku prevali izmedu dva sudara zove se srednji slobodni
put; on je manji ili veci u zavisnosti od pre€nika Cestica i od nji-
hove koncentracije u datom prostoru.

Do pojave difuzije Cestica pretezno u nekom odredenom pravcu
doci ¢e onda kada se na neki nacin izazove neravnoteza u posma-
tranom sistemu. Neravnoteza postoji na primer kada je na poje-
dinim mestima u sistemu koncentracija posmatrane vrste Cestica
razliCita. U tom slucaju dolazi do difuzije Cestica sa mesta vise



