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DINAMIKA PROCESA. Za projektiranje i vodenje sustava
unutar proizvodnih procesa neobi¢no je vazno znati kako se vla-
da proces pri Zeljenim promjenama karakteristicnih veli¢ina i ko-
liko uspjeSno on mozZe otkloniti posljedice neZeljenih promjena
tih veli€ina. Kao temelj za prikazivanje vladanja procesa sluZi
matematicki opis. Matematicki opis bilo kojeg sustava €ini skup iz-
raza, tablica i krivulja koji kvantitativno opisuju veze njegovih
karakteristicnih  veliCina; Cesto se takav opis naziva mate-
matickim modelom ili kratko modelom. Opis moZe biti staticki ili
dinamicki. U statickom opisu pretpostavlja se da je sustav u sta-
cionarnom stanju, tj. stanju u kojem se vrijednosti karakteristic-
nih veli¢ina s vremenom nikako ili samo neznatno mijenjaju. Zato
se u takvom opisu ne pojavljuju derivacije tih veliina po vremenu
(npr. brzina, ubrzanje), a skup odnosa koji iskazuje staticko vla-
danje vrijedi samo za pretpostavljeno stanje, a niSta ne kazuje o
vladanju sustava pri promjenama parametara. Za razliku od sta-
tiCkog opisa, dinamicki opis sve vrijednosti karakteristi¢nih velicina
uzima kao vremenski promjenljive. Takav matematiCki opis, dan
sustavom diferencijalnih jednadzbi s vremenom kao nezavisnom
varijablom, obuhvaca stvarnu sliku promatranog sustava u prostoru
i vremenu. Ako se pretpostave stanja u kojima su vremenske
promjene karakteristiCnih veliina zanemarljive, takav opis pri-
kazuje i staticke odnose u istrazivanom sustavu.

Istrazivanjem i prouCavanjem vremenskih promjena stanja
sustava i opisivanjem osnovnih zakona njegova vladanja bavi se
zasebna znanstveno-tehnicka disciplina — dinamika procesa.

Neka kao primjer usporedbe statickog i di-
namickog opisa posluZzi vladanje jednostavnog
U-manometra prema si. 1

Staticki promatrano, pri nekoj razlici tla-
kova p1l—p2 uspostavit ¢e se u sustavu rav-
noteza sila, pa ¢e sili pxA, prouzrocenoj
tlakom pBdrzati ravnotezu teZina stupca te-
kuéine visine h, hAgQ, i sila p2A prouzro-
Cena tlakom p2 tj.

* U

PxA° hAgqg p2A =0. ()
Odatle slijedi statiCki opis vladanja U-ma-
nometra:
h= P\ P2 (2)

koji pokazuje da visina stupca h zavisi od
razlike tlakova, gustoCe tekuéine i ubrzanja sile teZze (geografske
Sirine). Opis niSta ne kazuje o tome kako ¢e se sustav vladati
pri promjenljivim tlakovima i kako ¢e stupac slijediti te pro-
mjene; do tih se odnosa moze do¢i samo promatranjem dinamic-

kog vladanja sustava.

Stacionarno stanje nije samo stanje staticke ravnoteze (npr. U-manomet-
ra) u kojem su karakteristicne veliine i u prostoru i u vremenu nepromjen”
ljive, nego i stanje u kojem nastaju promjene u prostoru, ali u odredenoj
tacki prostora ne nastaju promjene s vremenom. U stacionarnom stanju )e
npr. Kkontinuirani kemijski proces, unutar kojeg se zbivaju mnogovrsne “pro-
mjene, ali je stanje na svakom mjestu unutar procesa uvijek jednako.

Pri dinamickom promatranju uzima se da u U-manometru
djeluju tlakovi pxt) i pAt) kao funkcije vremena; tada je i visina
stupca h vremenska funkcija h(t). Potrebno je uzeti u obzir i
tromost tekucine, a zatim i njeno trenje o stijenke cijevi, pa jed-
nadzba dinamicke ravnoteze sila u U-manometru glasi:

P()A - pAt)A - Fdt) - Fet) - Fft) =0, ©))
gdje je jpg = h A g g tezina stupca tekuc€ine visine h = 2x3Fi =
= ma = hA g(dx/dt0 tromost tekucine, Ft= 32 Lrjv/D2 unu-
traSnje trenje tekuéine; q gustoéa tekucine, m = LAg masa
tekucine, 1} viskozitet tekucine, v = A (dx/di) = A - i (d/i/dt)
brzina gibanja volumena tekuéine, a = (dx/dt) = J(d2*/dE2
akceleracija, L ukupna duZina tekucine u cijevi, A povrsina, a D
promjer unutarnjeg presjeka cijevi manometra.

Uredenjem jednadzbe (3) dobije se konaCan izraz:

PM-Plt) Kt) + 6rL ¢m , L dA(0

4
ProuCavanje dinamicke jednadZbe daje mnogo podrobniji

uvid u vladanje U-manometra, pa se na primjer moZe istraZiti

odziv sustava na iznenadne promjene tlaka, uvjeti koje moraju
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ispunjavati karakteristi¢ne veliCine sustava (@ L, D) da bi se pri-
guSilo titranje stupca li uslijed eventualnih varijacija mjerenog
tlaka. Nacini i postupci proucavanja dinamickog vladanja bit ¢e
obradeni u daljnjem izlaganju. Valja, medutim, pokazati da je
staticki opis (2) poseban slu¢aj dinamic¢kog opisa u bilo kojem tre-
nutku vremena t = r0 u kojem vlada stacionarno stanje. Pri
takvom stanju vrijedi: pXfQ = Pi = konst., p2tQ = p2 = konst.
dh [

i h(t) = h —Kkonst., pa su di = 0 i = 0, ajednadzba (4)

poprima oblik jednadzbe (2).

Valja istaknuti da se dinamickim opisom ne mogu obuhvatiti
sve pojave koje utjeCu na dinamicko vladanje sustava, npr. suho
trenje, histereza i druge pojave koje se iskazuju kao staticke ka-
rakteristike. Vladanje sustava koji ukljucuje takve pojave moze se
opisati — dodu$e samo priblizno, ali za praksu €esto prikladno —
slaganjem statickog i dinamickog opisa.

Temeljni pojmovi dinamike procesa

Kao temelj promatranja sluzit ¢e predodzba prema si. 2
Prema toj predodzbi istraZivanom sustavu S pridijeljeni su skup
ulaznih promjena ili ulaza X i skup iz-
laznih promjena ili izlaza Y. Njih vezZe

vy ~ 0dnos:

)
®

koji kazuje da sustav <Spridruzuje skupu
izlaznih promjena Y skup ulaznih pro-
mjena X. U opéem se slu€aju veli€ine skupova X i Y mijenjaju
vremenski, pa im valja dati i oznaku vremenskih funkcija X(t)
iY(t). ObiljeZja ulaza i izlazazavise od vrste iprirode istrazi-
vanog sustava; njima se daju razliiti nazivi kao, naprimjer,,
pojmu ulaz: pojenje, djelovanje, pobuda, poremecaj, poticaj
itd., a pojmu izlaz: proizvod, ucinak, posljedica, rezultat, odziv
itd. Opcenito skup X moze sadrzavati | ulazih promjena xt>
a skup Y3 m izlaznih promjena yj3 pa uz odnos (5) slijedi opis
ulaza i izlaza

X(t) = [xi{)Li= 1,2,..., 1/,

YQ)= )j —132,...,m

Svaki stvarni istrazivani sustav ima beskonacno mnogo svoj-
stava i moguce ga je promatrati kao kutiju s bezbroj ulaza i izlaza.
No niti bi bilo koji eksperimentator mogao odrediti tu sveukup-
nost svojstava, niti je ona praksi potrebna; zato je prvi korak pri
istrazivanju da se odredi koji ¢e se ulazi i izlazi promatrati, koliko
¢e se uzeti u obzir raznoli¢nost sustava. Odluka o izboru istraZi-
vanih svojstava donosi se zavisno od cilja i namjene istraZivanja,,
a dopunjuje se cesto tokom samog istraZivanja.

Tako se npr. u sustavu za pripremu pojne tekucine nekog
procesa mogu nesumnjivo istraZivati brojna svojstva, ali ako je
kao cilj postavljena neutralizacija kiselih sastojaka, bit ¢e predmet
promatranja sustav sa Cetiri ulaza i jednim izlazom: naime, ulazi
¢e biti promjene dotoka pojne tekucine, pH pojne tekucine, pro-
mjene dotoka luZznatog reagenta i pH luZnatog reagenta, a izlaz
¢e biti promjena pH neutralizirane pojne tekucine. Primijeti li
se u toku istraZivanja da valjan rad sustava znatno zavisi od tem-
perature pojne tekucine, bit ¢e potrebno kao peti ulaz promatrati
jo§ i temperaturu tekucine.

U sustavima koji imaju odredeni smi-
sao ili cilj djelovanja, dakle suvislim su-
stavima, pridruzivanje ulaznih promjena
izlaznim promjenama podlijeze odredenim
zakonitostima (one i €ine sustav suvislim).

Zato je potrebno proSiriti predodzbu danu
slikom 2 i sustav S promatrati kao zajed-
nicu dvaju sustava (prema si. 3): jedan, si. 3
opisan skupom funkcija P, iskazuje djelo-
vanje sustava S, a drugi, opisan skupom funkcija Q, upravljackim
odlukama U usmjeruje ta djelovanja:
S=(P,Q). )

Skup P je opis promjena stanja sustava. U suvislim su susta-
vima te promjene u skladu sa smislom djelovanja; vodene skupom
Q one osiguravaju da se usprkos suprotnog djelovanja poremecaja
(na primjer izmjene svojstava ulaznih promjena) odrzi neko svoj-
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stvo ili ostvari odredena izlazna promjena. Takva suvisla izmjena
stanja skupa P odgovara pojmovima operacija i proces, a sustav
opisan skupom funkcija Q je sustav za vodenje operacije ili procesa.
Uobicajeno je da se za razliku od operacije* kao uzeg pojma, pod
pojmom proces misli na skup viSevrsnih djelovanja i operacija koje
nastupaju istodobno ili u slijedu. IstraZivanje i prouCavanje ope-
racija i procesa sa stajaliSta iznijete predodzbe osnovni je smisao
dinamike procesa, a to znaci da dinamiku procesa u osnovi karak-
terizira skup funkcija P ili, opéenito, matematiCki opis djelovanja
(operacija, procesa) koja se zbivaju u promatranom sustavu.

Oblik matematickog opisa prilagoduje se svrsi istraZivanja i
svojstvima istrazivanog sustava. Primjenjuju se dva temeljna na-
Cina sastavljanja matematickog opisa procesa: analiticki i eksperi-
mentalni. Analiticko sastavljanje matematickog opisa polazi od
fizi€kih, kemijskih ili bioloskih djelovanja Sto se zbivaju u sustavu.
Ne sluZi se eksperimentom i zahtijeva uz dobro poznavanje mate-
matike i vrlo visoku razinu znanja u odgovaraju¢em podrucju istra-
Zivanja. Jedino se pomocéu analitickih postupaka moze sastaviti
matematiCki opis sustava svojstven svim djelovanjima koja Cine
proces. Eksperimentalno sastavljanje opisa izvodi se promatranjem
odziva izlaznih promjena sustava na poznate ulazne promjene.
Razlikuju se aktivni i pasivni postupci. Pri aktivnom eksperimen-
talnom istraZivanju uvode se u istraZivani sustav posebna djelo-
vanja koja izazivaju izmjene izlaznih veliina. Pri pasivnom ekspe-
rimentalnom istraZivanju dolazi se do podataka promatranjem i
pracenjem vladanja karakteristicnih veli¢ina sustava, u toku nje-
govog normalnog djelovanja, usporedbom zbivanja na ulazu i
izlazu, a da pri tome nisu potrebna nikakva posebna djelovanja.
Postoje i Siroke moguénosti povezivanja eksperimentalnih i anali-
tickih nacina opisivanja procesa, ali takvim istraZivanjima, iako
u opéim crtama izraZzavaju zavisnosti i zbivanja unutar sustava
dosta podudarno sa stvarnima, nije svojstvena egzaktnost mate-
matickog opisa.

Osnovni postupci analitiCkog proucavanja dinamike procesa

Analiticko opisivanje dinamike procesa temelji se na teorijskoj
analizi istrazivanog sustava i djelovanja koja se u njemu zbivaju.
Iskazuje se to u obliku zadatka ovako:

Dano je stanje sustava u trenutku vremena t03 odredeno vri-
jednostima karakteristi¢nih veli¢ina (tlakom, protokom, tempe-
raturom, sastavom i dr.). Treba matematiCki opisati vremensko
vladanje sustava tako da je u bilo kojem trenutku vremena t > t0
opis vjerna slika stanja odabranih veli€ina i njihova odziva na sve
prisutne smetnje ili poremecaje.

U nacelu je to tezak i slozen zadatak koji zahtijeva podrobnu
analizu raznovrsnih djelovanja i umjeSnost da se matematicki
prikazu. Dinamicka analiza i jednostavnijeg procesa postaje ne-
mogu¢ zadatak kad se Zeli dati njegov potpuni opis. Zato je prvo
i najvaznije pravilo izabrati pretpostavke kojima Ce se pojednostav-
niti opis procesa. Obi¢no se u tu svrhu istrazivani sustav rascla-
njuje na jednostavnije dijelove — podsustave— prikladne za ana-
lizu, pa sveukupni opis slijedi sastavljanjem opisa svih podsustava.
No najznacajnija svrha pojednostavnjenja opisa jest da se uklone
poteSkoce izazvane nelinearnim zavisnostima karakteristicnih veli-
Cina procesa. Za slozene sustave kojima su svojstvene visestruke
zavisnosti karakteristicnih veli¢ina, €ak i uz pojednostavnjenja
konaéni je opis vrlo zamrSen i njegova prakti¢na primjena moguca
jedino upotrebom racunala.

Iz prakti€nih razloga gotovo uvijek se u matematickom opisu
polazi od zakona odrZanja i ravnoteze (zakona o odrzanju energije,
mase i impulsa, dinamicke ravnoteze sila, Kirchhoffovih za-
kona i dr.) i zakona prenosa impulsa, mase i energije (Fouri-
erove jednadzbe za tok topline, Ohmovog zakona elektricke vod-
ljivosti, Fickovog zakona difuzije i dr.). To su zakoni pomocu
kojih se mogu obuhvatiti skoro sva djelovanja, a opis izveden nji-
hovom primjenom dan je sustavom obic¢nih ili parcijalnih diferen-
cijalnih jednadzbi.

Operacije, odnosno procesi, prikazani takvim matematiCkim
opisom promatraju se onda kao dvije skupine: jednostavni procesi
opisani obi€nim linearnim diferencijalnim jednadzbama s kon-
stantnim koeficijentima i sloZeni procesi opisani obi¢nim linearnim
jednadzbama viSeg reda, nelinearnim diferencijalnim jednadZbama,
diferencijalnim jednadZzbama s vremenski promjenljivim koefi-
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cijentima, parcijalnim diferencijalnim jednadzbama i sustavima
diferencijalnih jednadzbi. Postupci i nacini istrazivanja jednostav-
nih procesa podrobno su razradeni, dok su postupci i na€ini is-
trazivanja slozenih procesa jo§ predmet proucavanja, uglavnom u
sklopu zasebnih podru¢ja automatske regulacije, npr. teorije neli-
nearnih regulacijskih sustava, teorije regulacijskih sustava s raspo-
dijeljenim parametrima (procesi opisani parcijalnim diferencijal-
nim jednadZbama), teorije viSestruko zavisnih regulacijskih su-
stava i dr.

Dinamicki se sustav najceS¢e nastoji svesti na jednostavni i
opisati obicnom diferencijalnom jednadzbom s konstantnim koe-
ficijentima. Medutim, valja naglasiti da takve jednadZbe redo-
vito predstavljaju pribliZzenja, jer u stvarnosti postoji malo su-
stava kojima bi se vladanje moglo cjelovito prikazati u tom
obliku.

U skladu s time uzima se da je odnos odredenog para izlaz-
-ulaz sustava prema slici 2 prikazan jednadzbom

dl’y \n-ly dy
4pT + <VI + -+ ai pf + aly
dnx dm~Ix dx
= m +  dtA T+ - +hdt+@r @

gdje x iy predoCuju ulaznu i izlaznu promjenu, a i b kombinacije
fizickih parametara sustava (pretpostavljene konstantnim) i t
vrijeme.

Najjednostavniji proces — proces prvog reda (nazivan jo$
i sustav prvog reda, slog prvog reda, operacija prvog reda) opisuje
npr. linearna diferencijalna jednadzba prvog reda:

d
Y ©)

Tom se jednadzbom moZe dovoljno valjano opisati vladanje
mnogih sustava, kao npr. spremnika tekucine, jednostavnog termo-
metra, kontinuiranog reaktora s mijeSanjem i dr.

Uobicajeno je da se jednadzba (9) podijeli sa a0 i prikazuje
u obliku

dv

dt +y = KX,

(10)

gdje se r = 2—}') naziva vremenska konstanta sustava a K= EKO
staticka osjetljivost sustava.

Promotrimo kao primjer takvog vladanja jed-

nostavan stakleni termometar punjen tekuc¢inom

(si. 4). Promjenu temperature # u prostoru oko

lukovice termometra slijedi toplinska promjena

volumena tekucine i promjena visine stupca u

kapilari. Tako je ulazna (mjerena) veliCina ter-

mometra temperatura prostora oko lukovice,

hft) #(0, a izlazna veli€ina visina stupca tekucine u

kapilari, h(t). Valja pri tome naglasiti pretpo-

stavku da je temperatura ft(t) proizvoljno pro-

v A mjenljiva, ali jednaka u svim tackama prostora u
A svakom trenutku vremena.

Povezivanje ulazne i izlazne promjene najpo-

M) voljnije je izvesti polazeéi od zakona o odrzanju

energije u neizmjerno kratkom intervalu vremena:

Sl 4 dovedena toplina minus odvedena toplina jed-

nako sacuvana toplina.

Ako se pretpostavi u naSem slu€aju da gubitaka (odvoda)
topline nema, to znaci da se toplina dovedena tekuéini u lukovici
iz prostora oko nje u diferencijalnom intervalu vremena (koja je
toplina proporcionalna razlici temperature, povrSini prijenosa i
vremenu) na kraju nalazi u tekucini kao osjetljiva toplina (propor-
cionalna volumenu, masi i diferencijalnom porastu temperature),
tj. matematicki izrazeno:

UA [#0 - 0tO] dt = ¢V qd#t

d#
Vgc-"-+ UA = UA& (12)
U ovim i slijedeé¢im jednadzbama znaci A oploSje lukovice (povrSina

kojom se prenosi toplina), a povrSinu presjeka kapilare, a tempe-
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raturni koeficijent rastezanja tekucine, c specifinu toplinu teku-
¢ine, h visinu stupca tekuéine u kapilari, g gustoéu tekucine, ft tem-
peraturu prostora oko lukovice, ftt temperaturu tekucine u lukovici
(ftt = Okad je h = 0), t vrijeme, U ukupni koeficijent prolaza to-
pline, V volumen lukovice.

Masa stupca tekucine u kapilari suprotstavlja se gibanju svo-
jom tromoS¢u. Medutim, ta je tromost zanemarijiva u odnosu
na tromost prijenosa topline s okolnog prostora kroz stijenke
lukovice na tekuéinu. Ta se pretpostavka temelji na iskustvu i
procjeni, amogu se usporediti i redovi veliine tih tromosti. Za-
nemarenjem mehanicke tromosti stupca tekuéine jedino je i mo-
guce opisati termometar kao sustav prvog reda, jer tada je zavi-
snost visine stupca tekuéine u kapilari od temperature tekucine
u lukovici prikazana jednostavnim odnosom:

V
h(t) = —aftt). (13)

Uvrstenjem #t, dobivenog iz ovog odnosa, u jednadzbu (12)
slijedi
UA a,.

gca dh _
av h = UA<

a dt (14)

dh
i konacno u obliku jednadzbe (10), ako se koeficijenti uz ift

oznacCe sa r i K:
—ecV a2V
T _~UAS5 a

Ovdje je prikladno ukazati na nekoliko zanemarenih okolnosti
koje bi, da su bile obuhvacéene, znatno zamrsile opis i otezale pro-
matranje vladanja sustava. Primjer je to nesuglasnosti matematic-
kog opisa i stvarnog sustava. Pretpostavljeno je: a) da su stijenke
lukovice i film tekuéine uz lukovicu Cisti otpori prijenosu topline,
pa ne zadrzavaju nikakvu toplinu. (To se moZe pretpostaviti ako
su toplinski kapaciteti stijenki lukovice i filma mali u usporedbi
s toplinskim kapacitetom tekucine u lukovici, q¢ V.); b) da je
povrsina A kroz koju se prenosi toplina konstantna. (Sirenje i
stezanje u zavisnosti od topline uzrok je da se ta povrSina u stvar-
nosti mijenja, ali utjecaj tih promjena je neznatan.); c) da je vod-
ljivost konstantna. (Vodljivost seu stvari mijenja u zavisnosti od
temperature, ali te su promjene zanemarljive ako se temperatura
ne mijenja u Sirokom podru¢ju.); d) da ne postoji odvodenje
topline iz lukovice kroz stupac tekucine u kapilari. (Stvarno je
gubitak topline vrlo malen ako je kapilara malog promjera,
ako je kapilara slab vodi€ topline i ako je izvrgnuta temperaturi
neznatno razlicitoj od ft i #t.); €) da je masa tekucine u lukovici
stalna. (Masa se stvarno mijenja zavisno od visine stupca tekuéine
u kapilari, ali je promjena zanemarijiva za male promjere kapilare
i veliki volumen lukovice.); f) da je specifitna toplina tekucine
konstantna. (Svojstva tekuéine se mijenjaju zavisno od temperature,
ali su promjene neznatne za male promjene temperature.)

MatematiCki opis iskazan u obliku obi¢ne diferencijalne jed-
nadzbe moze se rijesiti na klasi¢an na€in ili pomocéu Laplaceove
transformacije. U tehnickoj literaturi, posebice u radovima o
vodenju procesa, dinamici procesa i si. opéenito je prihvacena
i uobicajena primjena Laplaceove transformacije jer se tako po-
stupci rjeSavanja svode na algebarske, mogu se prikladno svrstati,
upotreba transformacijskih tablica skraCuje rad, grani¢ni i poCetni
uvjeti se uklju€uju sami po sebi, dobivaju se istodobno rjeSenja za
prijelazna i stacionarna stanja, a lako se rjeSavaju i sluCajevi s
diskontinuiranim ulazima.

Prema Laplaceu pridruZuje se originalnoj funkcijif(t) odredena
funkcija F(s) kao njena slika, dobivena integralnom transformaci-
jom ili preslikavanjem oblika

(15

Fo) = L[fM = J#t) e-tiat. (16)
0

Argument funkcije F(s) je kompleksna veli¢ina, s = a +j o3
j = I/—1 (v. Laplaceova transformacija).

Transformacijski parovi F(s) = L[/(i)] svrstavaju se u tablicu
pa u skladu s pravilima Laplaceove transformacije sluZe pri rje-
Savanju zadataka. Ista tablica sluzi za inverznu transformaciju, tj.
preslikavanje slike u originalnu funkciju (tabl. 1).
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Tablica 1
NEKE LAPLACEOVE TRANSFORMACIE
R. br. ax)
1 Mi(i), jedini¢ni impuls u t =0
2 1 ili u(t)t jediniéni skok u t = 0
3 at, uzlazna funkcija
4 n j tn~1i rt je pozitivni cijeli broj
5 n (t —a), jedini¢ni skok koji pocCinje u t=a
R O oaa . S .

6 s+ an (1)1 tn~l e-ai, n je pozitivni cijeli broj

1 . .
7 s(s + a) —ri - e_ai)
8 1 1 A-d t_p bt

0+ a)(s+ b b-a

9 sin Ot
10 4+ w2 as Ot

1__ . .
ik 92+ @ CEQ(l cos mi)

1 .
12 s + a) & (at—1+ e-ai)

1

o(s + )9 (1 —t~at —at Q-at)

Nakon transformacije jednadzbe (8) postoji vise mogucnosti
rjeSavanja, a zatim takoder obrade i prikaza rezultata. Omjer
izlazne i ulazne promjene daje naroCito dobru predodZzbu o vla-
danju sustava. Obi¢no se upotrebljava omjer Laplaceovih trans-
formata, koji se naziva prijenosna funkcija.

Prijenosna funkcija bilo kojeg sustava definirana je kao
omjer Laplaceove transformacije izlazne promjene i Laplaceove
transformacije ulazne promjene (koja je izazvala izlaznu promjenu)
uz pocetne uvjete nula. Pri tome priroda ulazne promjene nije
odredena. Za promatrani par izlaz-ulaz, u skladu s jednadzbom
(8), prijenosna funkcija glasi:

Y{s) 1+ ..
X(s) ansn + a,_ts™~l + ..

Sustav se pomocu prijenosne funkcije promatra tako da se
kao ulazi primjenjuju promjene koje ¢e omoguciti da se lako
dode do zakljuCaka o vladanju sustava. Primjenjuju se tri vrste
ulaznih promjena: prijelazne ili kratkotrajne (impulsna funkcija,
skok i uzlazna funkcija), periodske (npr. sinusni, pravokutni, pi-
lasti valovi) i statisticke (sluCajne i pseudosluajne promjene).

Izlazna promjena je umnoZak ulazne promjene i prijenosne
funkcije

+ bxs 4- b0

+ axs + a,, an

IF(¥) =

Y(s) = W(A . X(s), (18)

pa je uvrStenje transformata pojedinih ulaznih promjena u ovu
jednadzbu prvi korak pri istraZzivanju. Odzivi sustava na pojedine
od ulaznih promjena imaju posebne karakteristike i daljnje se
istrazivanje izvodi zasebno za svaku promjenu. Nacini analize
i sinteze sustava prilagodeni su tim karakteristikama.

Pri istrazivanju dinamike tehnickih i bioloskih sustava najces¢e
se primjenjuju prijelazne ulazne promjene, jer one daju odzive
koji karakteriziraju sveukupnu dinamiku istrazivanog sustava.
Cesto se kao ulazna promjena primjenjuje i sinusni val, a ostali
periodski ulazi znatno rjede. U posebnim sluCajevima i pri ekspe-
rimentalnim istraZzivanjima upotrebljavaju se ponekad statisticke
ulazne promjene, ali to zahtijeva solidno razradene teorijske osnove,
primjenu racunala i vezano je
uz sloZene i opsezne matema-
tiCke operacije.

Skokovita funkcija ili skok je
vladanje ulazne veli€ine prema
si. 5; do vremena t0 ulazna je
veli€ina stacionarna i stalne vri-
jednosti, a tada skokom mijenja
vrijednost i dalje ostaje stacio- si. 5
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narna na novoj vrijednosti:

za t<1t0
za t > tn

fan (19)

Uzme li se kao iznos veliCine skoka jedinica, naziva se takva
skokovita promjena jedini¢ni skok. Odziv sustava na skokovitu pro-
mjenu naziva se vremenska karakteristika.

Uzlazna funkcija je vladanje prema si. 6; do vremena tO
ulazna je veliCina stacionarna i stalne vrijednosti, a pocevsi od t0
mijenja svoju vrijednost jednolikom brzinom:

x = fa0 zat t0

naQ+ axt zat > t0 (20)

U odredenim okolnostima povezuju se uzlazna i skokovita
funkcija u ogranicenu uzlaznu promjenu (si. 7):

fa0 za t<tf
a an .
X — S t-j-a$ zatd<t<tx t0
ia zatl—tQ@.t oo

Impulsnufunkciju iliimpuls karakterizira promjena ulazne
veli¢ine s njene pocetne vri-
jednosti u trenutku tO na neku
novu vrijednost i povratak na
pocetnu vrijednost nakon vre-
mena T. Postoji vise oblika i
vrsta impulsa, ali je sa staja-
lista eksperimentalnog istrazi-
vanja i matematicke obrade
najprikladniji  pravokutni im-
puls (si. 8).

Jedini¢ni impuls u(t) je pravokutni impuls oblika

za KO

si. B

za 0<t<A (22)

0 za t ™A

koji omeduje povrsinu veli¢ine jedinice.
Trenutacan beskonacno visok i beskonacno kratak jedinicni
impuls zove se d-funkcija ili Diracova funkcija

fo zat< 0
<50 zat=20 (23)
1° zat>0
definirana i na ovaj nacin:
+ 0
J*c5(ndi = 1, H0=0zt &0 (24)

Impulsne ulazne promjene, za razliku od funkcije skoka i
uzlazne funkcije, koje se superponiraju ispitivanim veli€inama,
posebice su prikladne pri eksperimentalnom istrazivanju sustava
u toku rada jer ne uzrokuju poremecaje procesnih varijabli.

Analiza sustava prvog reda. Primijenit ¢emo prijelazne
ulazne promjene da istrazimo vladanje sustava prvog reda. Pri-
mjenom Laplaceove transformacije na jednadzbu (10) i postavlja-
njem omjera izlazne i ulazne promjene odreduje se najprije pri-
jenosna funkcija sustava:

y(j) K
X(S) T xS 1

Zatim se redom mogu primjenjivati prijelazne ulazne promjene
i zakljuCivati o vladanju sustava.

25)
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Odziv sustava prvog reda na jedinini skok slijedi uvrStenjem

Laplaceove transformacije jedini€nog skoka, X(s) = —, i jedn. (25)
u izraz (18): K |

Y(s) = (26)

Tyl
Razlozi li se tako dobiveni odziv u zbroj dvaju razlomaka i
preslika natrag u realno podrucje, iskazuje jednadzba

y(t) = K@ - e-"r) 27)

vladanje sustava prvog reda pri y (0) = 0. Odziv je ekspo-
nencijalna krivulja (si. 9) koja u beskonaCnosti tezi odredenoj
konstantnoj vrijednosti K. Tangenta povucena u bilo kojoj taCki
krivulje, recimo u vrijeme tlI3 sijece pravac y = K za jednu vre-
mensku konstantu r kasnije, tj. u tacki s apscisom tx + r. Kada
je r/r = 1, odziv je postigao 63,2% svoje konacne vrijednosti.
To omoguéuje da se iz odziva na jednostavan nacin zakljuci o
vrijednosti vremenske konstante: t = « kad jey = 0,632 K. Za
sustave s malom vremenskom konstantom kaze se da imaju brz
odziv. Kada je t/r = 4, odziv je postigao 98,2% svoje konacne
vrijednosti. Tako je nakon »Cetiri vremenske konstante« pojava
prakticki zavrSena i uspostavljeno je stacionarno stanje.

X,

(21) sl. 9

Odziv bilo kojeg sustava
prvog reda na skok zavisi,
dakle, samo od visine skoka
(kona€ne vrijednosti uma-
njene za pocetnu vrijednost) i vremenske konstante.

U naprijed navedenom primjeru termometra moze se istraZi-
vati vladanje visine stupca tekucine u kapilari (odziv) na skoko-
vitu promjenu temperature (skok ulazne veliCine). Prema (15)
vremenska konstanta termometra je r = gc V/UA, pa zaklju-
Cujemo da Ce se vremenska konstanta moc¢i smanijiti, tj. da Ce se
dobiti brz odziv, ako se poveéaju U i A ili smanje o, ci V. Gustoca
g i specificna toplina c svojstva su tekucine u termometru, pa se
trazi tekucina koja ima mali umnoZak q c. Konstrukcijom je po-
trebno postié¢i povoljan odnos VIA.

Odziv sustava prvog reda na uzlaznu funkciju dobije se ako
se u jedn. (18) uvrsti Laplaceova transformacija uzlazne funk-
cije x = at i jedn. (25):

a
Y5 =
O vy s (28)
U realnom podrucju za y (0) = 0 to je krivulja:
y(t) = aK [t~ t(1 - e-"T]. (29)

Oblik krivulje pokazuje si. 10, a njegove znaCajke se mogu
),
X0>.\ysm1
Si.
uociti promatranjem razlike uzlazne ulazne promjene i odziva, tj.

mar. (30)
Prvi €lan izraza se tokom vremena postupno smanjuje i naziva
se prijelazna pogreska; drugi Clan je stalan i naziva se stacionarna
pogredka sustava. Prijelazna pogreSka nestaje brze ako je vremenska
konstanta manja, a stacionarna pogreSka je proporcionalna vre-
menskoj konstanti. Vremenski pomak ulazne i izlazne promjene
je jednak vremenskoj konstanti, pa to znaCi da u sustavu prvog
reda izlazna promjena slijedi ulaznu s vremenskom razlikom jed-
nakom vremenskoj konstanti sustava.
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Impulsni odziv sustava prvog reda dobije se primjenom impulsne
ulazne funkcije. Oblik odziva zarazliCita trajanja impulsa pokazuje
si. 11; si. 11a pokazuje tipi¢ni odziv, si. 11lb utjecaj smanjenja
trajanja impulsa, a si. 11c odziv kad trajanje impulsa T tezi k nuli

Pretbostavi li se poCetni uvjety (0) = 0, odziv opisuje funkcija

zal0>t>T (31 a)

KA
yi) = ~y (1- e")
KA(1l: e-TT)e-t'r

T tit za t>T

y(t) =
Ako se T uzima krace, tj. ako T —»0, dobije se impulsni odziv kao

y(t5\1= IimKA (i -’_e-_r/'l)e-llr: -E-Ae-i,r. (32)
r—o Te T TT T

Impulsni odziv je prema (32) eksponencijalno smirivanje ili
eksponencijalni pad i, za razliku od vremenske karakteristike, daje
podatke o dinamici sustava s potpuno novog stajaliSta. Naime,

(31b)

0

T t
Sl 1

buduéi da se ulazna pro-

mjena zbiva trenutacno u

t — 0, sveukupni odziv na-

kon zbivanja promjene tece

sam po sebi. MoZe se zato

uzeti da takva ulazna pro-

mjena dovodi sustav u odre-

deno stanje iz kojeg se

sustav vraéa u predaSnje

stanje. Sa stajaliSta energet-

skog stanja to znaci da impulsni poticaj unosi trenutano u sustav
odredenu koliCinu energije, a odziv koji slijedi karakterizira nacin
na koji se energija trosi.

Za fizicke sustave takvo je vladanje stvarno nemoguce jer
zahtijeva prijenos energije u beskonatnom iznosu. Tako bi u
primjeru naSeg termometra trebalo prenijeti beskonacan iznos
topline da bi se dobio iznenadan skok stupca tekucine. Zato se u
praksi uzima da su kratkotrajni pravokutni impulsi podudarni
s jedini€nim impulsom ako se za vrijeme trajanja impulsa ne pojavi
nikakav znaCajan odziv.

Analiza sustava drugog reda. Vladanje sustava drugog reda
opisuje obi€na linearna diferencijalna jednadzba drugog reda

292, dy b0
ﬂit% di +a°y X
Obi¢no se za sustav drugog reda uvode pojmovi staticka osjet-
ljivost K, nepriguSena frekvencija prirodnog titranja &n i koeficijent

(33)
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prigusenja J, jer se na taj nacin prikladnije iskazuju obiljezja takvog
sustava. Te veliine definirane su kao:
k=K _ 36)
-m - fi <34. 35.
Sto daje jednadZzbu vladanja sustava drugog reda u preuredenom
obliku
1 dy | 2Cdy T
8> ¥ @, at *Y = KX

Jednadzba vladanja U-manometra (4) obic¢na je linearna di-
ferencijalna jednadzba drugog reda, pa i 0 manometru govorimo
kao o sustavu drugog reda. On ¢e posluziti kao primjer primjene
opisanih postupaka na sustav drugog reda; valja samo uzeti u

(37)

obzir day hixA p=Px—P2
Laplaceovom transformacijom, uz poCetni uvjetdaje za t = 0,
h =0 |ZT = 0, dobije se prijenosna funkcija sustava dru-
gog reda, odnosno U-manometra:
CTR

gdje su H(s) i P(s) slike funkcija h(t) i p(t).
Uz ovaj oblik prijenosne funkcije primjenjuje se i ekvivalentni

oblik:
K

W(s) = . (39)
- + i Ts+ 1
}\as )aTs+ 1)
a vezu odreduju odnosi:
1+ a2
WhoJ £ 9g (40)

Polazeci od izvedenih prijenosnih funkcija moze se sada po-
drobno ispitati vladanje sustava; postoje Cetiri razliCita slucaja
odredena vrijednostima koeficijenata priguSenja. Naime, karak-
teristicna jednadzba sustava drugog reda ima oblik:

f(s) =iH2C (ons + o2

a njena dva rjeSenja su odredena rjeSenjem kvadratne jednadzbe:
h>=i0®nt “nl/C2- 1-

Odatle slijedi da f odreduje da li je diskriminanta pozitivna ili

negativna, a prema tome i da li su rjeSenja jednadzbe realna ili
kompleksna. Cetiri su slu€aja moguca:

J> 1, dva negativna i realna rjeSenja,
J=1, jedno dvostruko realno rjesenje,
0< £< 1, dva konjugiranokompleksna rjeSenja,
£=0, jedno imaginarno rjeSenje.

Prvi slu¢aj je priguSen ili aperiodski odziv, drugi slucaj je
grani¢no priguSen ili granicno aperiodski odziv, tre¢i slu€aj su

Tablica 2

o ODZIVI SUSTAVA 2. REDA _ ) )
na jedini¢ni skok i na impuis, uz razli¢ite koeficijente prigusenja
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titrajni odzivi sa smirivanjem, a Cetvrti sluCaj je Cisti titrajni ili
oscilatorni odziv. Za svaki od tih sluCajeva prilagoduje se opis
prijelazne funkcije, a zatim se zasebno izvode analize s pojedinim
ulaznim funkcijama, kao sto je to pokazano u primjeru sustava
prvog reda. Ovdje se navode samo konaCni rezultati analize po-
mocu prijelaznih ulaznih promjena svrstani u tablicu 2. Proma-
tranjem tih karakteristika zakljucuje se o vladanju sustava 2. reda.

Za U-manometar je nepriguSena frekvencija prirodnog titranja

oon= j/” i obi€no ne prelazi vrijednost 10 rad/s. Koeficijent

167
prigusenja je J = ——---; zavisi dakle od svojstava tekucine

(gustoce i viskoznosti) i dimenzija cijevi. Prakti¢ne izvedbe imaju
koeficijent prigusenja f reda veliCine od 10 1 do 10. Tako svi
sluCajevi vladanja sustava drugog reda navedeni u tablici 2 mogu
nacelno biti i sluCajevi vladanja U-manometra.

Odziv sustava drugog reda na jedini¢ni skok, vremensku karak-
teristiku sustava drugog reda, pokazuje si. 12; osnovna obiljezja
vremenske karakteristike, vazna za ocjenu vladanja sustava, po-
kazana su na si. 12 a, a si. 12 b prikazuje zavisnost oblika odziva
od koeficijenta prigudenja. Postotak nadviSenja yn mjerilo je sta-
bilnosti sustava pri djelovanju poremecaja. Male vrijednosti nadvi-

LN

B | x(B)t yft)

Sl 12

Senja pokazuju da sustav ima
dobru stabilnost, a dopu-
Stena vrijednost nadvisenja
zavisi od svakog sustava po-
sebno; Cest iznos postotka
nadvisenja je 20% do 30%.
Ako je odziv sustava bez
nadviSenja, znaCi da takav
sustav ima malu brzinu od-
ziva. Brzina odziva se od-
reduje iz vremena uspona ili uzlaznog vremena Tn. U literaturi
je to vrijeme razliCito definirano. Na si. 12 je saTrn o0znaceno
vrijeme uspona potrebno da izlazna veli¢ina pri promjeni do-
stigne Zeljenu vrijednost y; to je jedna od uobiCajenih definicija.
Druga definicija daje vrijeme uspona oznafeno sa TuV odredeno
uz pomo¢ tangente u tacki \{y0—j/g), kako to pokazuje slika.
Vazno je jo§ definirati mrtvo vrijeme, vrijeme zadrzavanja i vri-
jeme smirivanja. Mrtvo vrijeme Tm je vrijeme koje je proSlo od
pocetka djelovanja ulazne promjene do trenutka reagiranja su-
stava. Vrijeme zadrZavanja Tz je vrijeme koje je pro$lo od trenutka
djelovanja ulazne promjene do njene pojave na izlazu. Vrijeme
smirivanja Ts je vrijeme potrebno da se promjena ustali na nekoj
vrijednosti unutar dopustenih granica Zeljene vrijednosti. Ono je
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mjera i brzine odziva i stabilnosti sustava, pa sluzi za ocjenu sve-
ukupnog vladanja. Uzme li se koeficijent prigusenja kao parametar,
dobiju se slike razli¢itog vladanja sustava drugog reda; utjecaj
koeficijenta prigudenja £, koji nije jasno uo€ljiv iz jednadZbe,
lijepo je vidljiv na krivuljama. Smanjenje koeficijenta f smanjuje
titraje i prigusuje ih, ali i usporuje odziv sustava. lzbor koeficije-
nata zavisi od zahtjeva postavljenih sustavu, a kao opcenito po-
voljne vrijednosti uzimaju se £= 0,6 -+ 0,7.

Odziv sustava drugog reda na uzlaznu funkciju pokazuje si.
13. Stacionarna pogreSka je 2Ca/con; za dani con smanjenje £
daje povecanje titraja. Vremenski pomak ulazne i izlazne promjene
je 2 Cloon.

Krivulje odziva sustava drugog reda na impuls prikazuje si. 14.

Istrazivanje pomocu sinusne prijenosne funkcije

Idealni linearni dinamicki sustav propusta s ulaza na izlaz
neprigusene promjene u podrucju frekvencija od nula do beskona¢-
no. Medutim, u realni msustavima suZuje se opseg propustanja
i priguSuje prenoSena promjena. Zato je primjena periodskih
ulaznih promjena razlicitih frekvencija i oblika prikladna za
proucavanje vladanja realnih sustava.

Najprikladniji je nacin prouCavanja sustava da se kao ulazna
promjena uzme sinusni val i odvojeno istrazuju odzivi za svaku
frekvenciju. Uz sinusni val upotrebljava se u eksperimentalnom
istrazivanju dinamike procesa i pravokutni val (slijed pravokutnih
impulsa) i val pilastih, trokutnih ili trapeznih impulsa. Analiticko
istrazivanje ne upotrebljava te ulazne veli€ine, nego se sluzi isklju-
Civo pretpostavkom sinusnog ulaznog vala. Kao temelj za razradu
postupka sluzi i ovdje prijenosna funkcija.

Sinusna prijenosna funkcija dobije se ako ulazna promjena
ima oblik sinusoide, tj. x(t) = Axsincot. Izlazna promjena je
tada takoder sinusni val Cija se frekvencija cpotpuno podudara
s frekvencijom ulaznog sinusnog vala, ali ¢ija je amplituda razli-
Cita i koji je vremenski pomaknut u odnosu na ulazni val tako da
jey(t) = Aysin (ot + (p) (si. 15).

Ako je ulazna promjena pocela djelovati u trenutku mirovanja
sustava, proCi Ce odredeno vrijeme, karakterizirano prijelaznim
stanjem, dok se u sustavu uspostavi stacionarno stanje. Prijelazno
stanje se odreduje uz pomo¢ ve¢ opisanih postupaka i nije predmet
istrazivanja. Istrazivanje slijedi nakon uspostavljanja stacionarnog
stanja, tj. stanja u kojem se vremenski ne mijenjaju omjer amplituda
izlaznog i ulaznog vala i njihov vremenski (fazni) pomak. To su
ujedno i veliCine koje sluze kao osnova promatranja.

Obje te vrijednosti, omjer amplituda M = AJAvy ifazni pomak
(Bkako se obi¢no naziva vremenski pomak, tj. zaostajanje izlaznog
za ulaznim sinusnim valom, mijenjaju se u zavisnosti od frekven-
cije ulaznog vala i, ako se ispituje linearni sustav, daju Ciste frekven-
cijske zavisnosti. Te su zavisnosti — frekvencijski odzivi sustava
— razliCite za razliCite sustave, pa sluze kao prikladna mjera za
ocjenu vladanja sustava. Posebna je prednost postupka da se moze
lako izraCunati odziv iz prijelazne funkcije i, obrnuto, da se mogu
odredivati prijelazne funkcije iz eksperimentalno odredenih fre-
kvencijskih odziva.

Frekvencijskim odzivom dobivaju se brojni novi podaci o
vladanju sustava, naroCito u podruc¢ju visih frekvencija. Za cje-
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lovitu sliku o vladanju sustava valja primijeniti i postupke s pri-
jelaznim i postupke s frekvencijskim ulaznim djelovanjima.

Amplitudno-frekvencijski odziv

Fazno-frekvencijski odziv

Sl. 15

Smisao sinusne prijenosne funkcije dobije se uvrstenjem jeo
namjesto s u izraz za prijenosnu funkciju (17):

irr m_ + i(i")ymil+ - + *i(ia>)+ *0 ....
0W) XQw) an(j»)- +an |l (j«)*-i + - + ~(jco)+ad W

Prema toj jednadzbi omjer Y(j co)/X(j co) za danu je frekven-
ciju kompleksni broj koji se moze prikazati u polarnom obliku
M ej®, pri ¢emu je veliCina M omjer amplituda, a (p kut za koji
ulaz x prethodi izlazuy.

U opcem se slucaju moze sinusna prijenosna funkcija prika-
zati kao umnoZak kompleksnih brojeva:

Y(jco)
XQ(0)

gdje funkcije W (j co) prikazuju razlicite ¢lanove na koje se moze
razloZiti izraz (41). Oblik dobivene prijenosne funkcije prikladan
je za logaritmiranje, tako da se umnozZak zamjenjuje zbrojem.
To je razlog toga da se frekvencijski odziv prikazuje kao zavisnost
logaritama odgovaraju¢ih vrijednosti, tj. kao logaritamski ampli-
tudno-frekvencijski ili Bodeov prikaz dan u obliku:

= W& 0§ W2jco) - Wr(jco)3 @2)

logM = fM(log co) (43)

i kao logaritamski fazno-frekvencijski prikaz dan u obliku:
®=fp(log . (44)
Budu¢i da se Bodeov prikaz mnogoprimjenjuje  pri analizi
sustava za automatsko vodenje, posveéujemu seposebna paZnja

i pri istrazivanju dinamike sustava. Neka ponovo kao primjer
posluZi sustav prvog reda.

Primjenom Bodeovog prikaza na prijelaznu funkciju prvog
reda dobije se:

logM = log \WQ co)| = log K -i (log [1 - (cor)q). (45)

Prvi je koristan rezultat da se konstanta K pribraja ostalim
¢lanovima. Nadalje, mogu¢a su i znaajna pojednostavnjenja.
Tako, ako oo tezi nuli, tezi nuli i ¢lan log [1 + (cor)d, pa je nisko-
frekvencijska asimptota definirana kao:

logM = log K3 ox 1, (46)

§to u Bodeovom prikazu daje pravac kao $to to pokazuje si. 16.
Slicno se pojednostavnjenje moZe izvesti kada cor postaje vrlo
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veliko; visokofrekvencijska asimptota je tada definirana kao:
(47)

To je u log-log-koordinathom sustavu pravac s nagibom —1>
nezavisan od K. Vazno je prakti¢no znacenje nagiba —1 da vrijed-
nost omjera amplituda pada za jednu jedinicu logaritamske skale,
tj. za deset po svakoj dekadi ili za dva po svakoj oktavi frekvencije.

Posebno je vazno odrediti sjeciSte niskofrekvencijske i visoko-
frekvencijske asimptote. JednadzZbe (46) i (47) su jednake samo kada
je log (cor) = 0, tj. za cor — 1. Odatle se odreduje prijelomna
frekvencija cop, koja oznacuje prijelaz s konstantne niskofrekven-
cijske asimptote na visokofrekvencijsku asimptotu s nagibom—I1.
Tako je u prikazu sustava prvog reda jedina posljedica promjene
veli¢ina K i r pomicanje asimptota; jedne gore ili dolje, a druge
lijevo ili desno.

Znatna netacnost pribliZzenja pri prikazivanju Bodeova prikaza
s pomocéu asimptota pokazuje se samo u okoliSu prijelomne frek-
vencije. Medutim, stvarna se krivulja moze prili¢no tacno graficki
konstruirati tako da se za jednu oktavu na lijevo i desno od prije-
lomne frekvencije unesu tacke kojima je vrijednost ordinata uma-
njena za 0,15 logaritma vrijednosti ordinate asimptota u tim
frekvencijama (v. si. 16).

Bodeov prikaz fazno-frekvencijske Kkarakteristike izveden je
prikazivanjem odnosa @= —are tg cor u koordinatnom sustavu
s fazom kao ordinatom u linearnom mjerilu i frekvencijom kao
apscisom u logaritamskom mijerilu. Za osnovni sustav prvog reda
faza mijenja vrijednost od 0° pri frekvenciji nula do —90° (fazno
zaostajanje) kako frekvencija teZi prema beskonatnom. Konstanta
K ne utjeCe na tu krivulju.

Cesto se namjesto Bodeova prikaza primjenjuje polarni prikaz
frekvencijskog odziva. To je neposredan prikaz omjera amplituda
i faze u kompleksnoj ravnini, a kako se frekvencija mijenja od
nule u beskonacnost, prikaz je geometrijsko mjesto taCaka vektora
W( c0) kojem je oblik odreden prijenosnom funkcijom sustava.

logM = log K —log (cor)y oor > 1.

Na si. 17 dan je polarni prikaz frekvencijskog odziva sustava
prvog reda, izveden iz odnosa:
K

W 0 oj) = 7
» jeor + I*

(48)

Frekvencijski odziv sustava drugog reda, npr. U-manometra,
dobije se ako se u prijenosnoj funkciji (38) s zamijeni sa jeo:

K

W(jco) = (49)

Odatle su apsolutna vrijednost omjera amplituda i faze
K
(50)

P'[*-N« 3 T-
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pa Bodeov prikaz uz f kao parametar ima oblik prema si. 18.

03 04 05 06

08 ]&‘/

SI. 18

Za J < 1 vazi slijedece:

Za sve vrijednosti f manje od 0,707 pri K = 1 u odredenom
podrucju frekvencija omjer amplituda nadmasuje jedinicu. Maksi-
mum omjera amplituda ili rezonancija postize se u takozvanoj
rezonantnoj frekvenciji ool. Za f > 0,707 ne postoji rezonancija.

Rezonantna frekvencija ool manja je od nepriguSene frekvencije
prirodnog titraja oon:

coT = wn . (52)
Maksimum omjera amplituda pri rezonantnoj frekvenciji jest:

Mmex = -ypj==. 3)

Vrijednost omjera amplituda pri nepriguSenoj frekvenciji pri-
rodnog titranja jest:

o : y ¢4)
i pri tome je & uvijek —90°.

Za f 1 prikladno je Bodeove prikaze sustava drugog reda
promatrati polaze¢i od prijenosne funkcije (39):
WQ CO) = K (55)
@Tjo+ 1)

odatle se prikaz dobije superponiranjem dvaju prikaza prvog reda.
Jedna prijelomna frekvencija je I/a a druga a.

DINAMIKA PROCESA

Superponiranje i povezivanje u kaskadu

Ako je sustav linearan i takvih svojstava da ima vise ulaza koji
odjednom djeluju, mogu se djelovanja tih sustava promatrati
zasebno, pa kombiniranjem zasebnih odziva sastaviti cjelokupni
odziv sustava. Slicno vrijedi i za uzastopni slijed — kaskadu —
linearnih sustava.

Neka na ulazu linearnog sustava prvog reda djeluju npr. tri
veli¢ine xX(t)3 xI(t) i x3Jt):

dy
dt

Tada je rjeSenje jednadZbe:

+y = Kx1+ x2+ x3. (56)

Y(S):T rs + 1X65)+t5'j~1

5+ 1

Sto pokazuje da je moguce za svaki od ulaza postaviti prijenosnu
LX) Y(s) Y(9) o -
funkciju N oW ~29-3 promatrati ih zasebno i zatim su-

perpozicijom sastaviti odziv cjelokupnog sustava.

Dva linearna sustava povezana u kaskadu pokazuje si. 19:
ulaz u prvi stupanj je x(t); izlaz iz prvog stupnja, y(t), ulaz je u
drugi stupanj, a izlaz iz drugog stupnja je z(t). Vrijedi, dakle,

iy YO | 2(s)

w9 = (57)
2 Y(sY
To daje
Z(s) = W2s) Y(s) = W¢s) WAs) IVIs)
i cjelokupni odziv sustava
(58)

Poopéeno za kaskadu od r stupnjeva s prijenosnim funkcijama
Wlis)3 Wt®, ...,W7r(,) vrijedi:

Wx® W2s) .. 1400 Wr(s). (59)

Ova Cinjenica je posebice vazna pri prouavanju sustava visih
redova, jer omogucava relativno lako procjenu odziva. Za sustav
na slici 19 vrijedi:

Kl K,
Ts+ 1 r2s+ 1

pa zakljuujemo da on kao cjelina djeluje poput sustava drugog
reda. To pokazuje i odziv kaskade na jedini¢ni impuls razraden
podrobno na slici.

W(s) (60)

<) AY
2A)

Na primjeru kaskade od tri stupnja prvog reda pokazat ¢e se
istrazivanje frekvencijskog odziva takve cjeline. Neka su rx = 15,
r2=02sir3=015 a Kx= 10, K2= 2i K3= 1, onda je

20
WxW2W3= = i—
123 o0® +1) 0® m$+i)0«-A+i)

Najprije se konstruiraju Bodeovi prikazi za svaku od prije-
nosnih funkcija zasebno, a zatim se superponiranjem dobije odziv

W(s) -

(61)
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cjelokupnog sustava. Postupak je pokazan na si. 20, a za kon-
strukciju prikaza posluzilo je priblizenje s pomodéu asimptota.

Sl. 20

Fazno-frekvencijski odziv sustava dobije se takoder superpozicijom
zasebnih odziva.

Sustavi viSeg reda, nelinearni sustavi i sustavi s raspodi-
jeljenim parametrima

Gore izloZeni postupci istraZivanja procesa prvog i drugog
reda predstavljaju temelje za postupke istraZzivanja gotovo svih
procesa, ali se na sloZzene procese, zbog zamrSenosti njihovog
matematickog opisa, ne mogu uvijek neposredno primijeniti.
U nastavku su za neke vrste sloZenih procesa kratko navedeni
nacini kojima se pristupa njihovom proucavanju.

Analiza sustava viSih redova. Stvarno su najceS¢e predmet
istrazivanja dinamike procesa sustavi viSih redova, ali op¢u sliku
njihova vladanja nije moguce dobiti na nacin prikazan za sustave
prvog i drugog reda. Pogodni nacin istraZivanja takvih sustava
treba u svakom konkretnom slu€aju zasebno odrediti. Najpriklad-
nije je ako se opis sustava moZe razloZiti tako da se sustav promatra
ras€lanjen u stupnjeve prvog i drugog reda, a moze se primijeniti
i simuliranje s pomocu racunala.

Uzmimo, npr., osnovni oblik sustava treceg reda koji ima pri-
jenosnu funkciju oblika

W) = i

Nazivnik funkcije moze imati tri realna rjeSenja ili jedno
realno i dva kompleksna, pa se moZe ras¢laniti ovako:

a% X a's - a0 (62)

W(s) tee (63)
(T].S + j_) (aTs + 1)
ili ovako:
1ja0 (64)
Ji5+1) Ne ™ Kk + ']

Tada se npr. Bodeovi prikazi mogu brzo odrediti na nagin
opisan pri stupnjevanju jednostavnih sustava, a prijelazni se od-
zivi analiziraju neposredno s pomoc¢u Laplaceovih transformacija,
ali, jasno, uz znatnije teSkofe nego pri analizi sustava prvog i
drugog reda.

Opcenita predodzba o vladanju sustava Cetvrtog i visih redova
ne postoji. Mogucée je kvalitativno procijeniti odzive sustava sa
Cetiri realna korijena ili Cetiri kompleksna korijena, ali za ostale

TE, 111, 24
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mogucée kombinacije primjenjuje se iskljuivo numericko rjeSava-
nje ili eksperimentalno istraZivanje i simuliranje.

Primjer za to kako utjeCe poviSenje reda na oblik odziva su-
stava dan je na si. 21. Pokazan je usporedni prikaz odziva na skok
za sustave razliCitog reda bez oscilatornih stanja. Vidi se da su-
stavi viSih redova imaju sve znatnije izrazeno vremensko zaosta-
janje i da postoji konaCan vremenski razmak od trenutka djelova-
nja poticaja do trenutka kad se pojavljuje odziv.

Nelinearni sustavi. Posebnu teSkocu pri istraZivanju cine
nelinearni sustavi. Razlikuju se dvije vrste nelinearnosti: konti-
nuirane i nekontinuirane. Kad ulaz i izlaz sustava veZze konti-
nuirana nelinearnost, odziv sustava je monotona nelinearna funk-
cija poticaja. Takav odziv ima npr. sustav kojem je ulazna velicina
koncentracija a izlazna veli¢ina pH tekucine, jer pH i koncentra-
ciju veZe logaritamska zavisnot. VeZe li ulaz i izlaz sustava diskon-
tinuirana nelinearnost, odziv je diskontinuirana funkcija poticaja.
Uzrok takvih nelinearnosti su zasicenje, histereza i trenje.

Neke od kontinuiranih nelinearnosti mogu se analizirati linea-
riziranjem uz pomoc¢ razliCitih priblizenja, ili se istraZivanje izvodi
s malim amplitudama pobude oko neke radne tacke, pa se mogu
upotrijebiti postupci za linearne sustave. Ako su pribliZzenja ne-
moguca, zadatak obi¢no postaje vrlo zamrSen. Kad se istrazuje
sama nelinearna pojava, najprikladnije je primijeniti analogno
raCunalo, ali su razradene i brojne numeriCke i graficke metode
za istrazivanje pojedinih vrsta nelinearnosti. Medutim, istraZiva-
nje postaje narocito zamr3eno ako se pojava ne moze izlu€iti i
promatrati zasebno. Tako pri eksperimentalnom istrazivanju pro-
cesa, ¢ak i u najjednostavnijim slucajevima, ako se nista ne zna o
prirodi pojedinih parametara, zadatak je izvanredno tezak pa moze
biti i nerjeSiv. Nacini i postupci analize nelinearnih sustava pred-
met su intenzivnog istrazivanja, posebice u okviru teorije auto-
matskog vodenja procesa (v. Regulacija).

Sustavi s raspodijeljenim parametrima. Za veéinu se
sustava pri istrazivanju njihova dinami¢kog vladanja uzima da im
karakteristi¢ne veliCine (parametri) nisu prostorno raspodijeljene,
tj. uzima se da su usredotoCene, pa da se i sva djelovanja zbivaju
istodobno i podudarno za Citav prostor. Medutim, postoje brojni
sustavi za koje ne odgovara takva predodZzba; njihovi parametri
moraju se promatrati kao raspodijeljeni, a djelovanja Sto se zbivaju
u takvim sustavima ne mogu se uzeti kao podudarna za Citav
prostor. Ta se djelovanja opisuju parcijalnim diferencijalnim jed-
nadzbama, a sustavi se oznacuju kao sustavi s raspodijeljenim ili
distribuiranim parametrima, za razliku od sustava s usredotoCenim
ili koncentriranim parametrima.

Jednostavan primjer sustava s raspodijeljenim parametrima je
cjevovod. Opisuje li se tok tekuéine kroz takav cjevovod npr.
tako da se njegov otpor protoku, njegov kapacitet i masa tekucine
u cjevovodu uzmu kao usredotoCeni, zanemaruje se cCinjenica
da su tlak duZ cjevovoda i protok funkcije mjesta i vremena, a
time i to da se duZ cjevovoda prenose tlacni valovi. Uzme li se,
naprotiv, da cjevovod karakteriziraju otpor R, inertnost L i kapa-
citet C jednoliko raspodijeljeni duZ cjevovoda, tada za malu duzinu
cjevovoda vrijede jednadZzbe ravnoteze:

_dp(x, 1)

, 0 _
L ez R qxa1) = o

»dp(x3i) da(x, t)
dt 0x

koje obuhvacaju i raspodjelu tlaka i protoka duz cjevovoda.
MatematiCki opis cjevovoda dan je, dakle, parcijalnim dife-
rencijalnim jednadzbama, jer su karakteristicne veli€ine, tlak i
protok, funkcije i vremena i
mjesta. Dobivene jednadzbe
mogu se rijeSiti pomocu Lapla-
ceove transformacije tako da
se Clanovi koji su funkcije
mjesta transformiraju bez pro-
mjene, a c¢lanovi koji su funk-
cije vremena transformiraju se
u odgovarajuce funkcije od s.
Istrazivanje sustava s ras-
podijeljenim parametrima, na
Sl 2i isti naCin kao i istrazivanja
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nelinearnih sustava, usko je povezano sa rjeSavanjem zadataka
automatskog vodenja procesa.

Prvo eksperimentalno istraZivanje sustava s raspodijeljenim parametrima
izveo je Angstrom sredinom proslog stolje¢a. Metalni Stap nepoznate toplinske
vodljivosti izmjenicno je na jednom kraju grijao i hladio, a na nekoj udal %enosti
od to krega na Stapu mjerio je temperaturne titraje. 1z omjera amplituda i faznog
pomaka, dakle amplitudno- 1 fazno-frekvencijskom analizom izraCunao je tada
toplinsku vodljivost Stapa.

Sustav s viSestruko zavisnim veli¢Ginama je svaki sustav
unutar kojeg postoji vise ulaznih i izlaznih veli€ina u takvoj me-
dusobnoj zavisnosti da promjena bilo koje od tih veliCina izaziva
i promjenu ostalih. Opis takva sustava dan je sustavom diferen-
cijalnih jednadZzbi, ali op¢i analitiCki pristup takvim sustavima
najceSce se izvodi pomocu matricne algebre, a istraZivanje se izvodi
takoder pomocu analognih i digitalnih raCunala. Znatne poteskoce
nastaju pri rjeSavanju kad je broj varijabli vrlo velik. Najbolje
je takve sustave promatrati u zajednici sa sustavom za automatsko
vodenje (v. Regulacija).

Istrazivanje dinamickog vladanja proizvodnih procesa

Radi lakoce i sustavnosti pristupa svrstava se opsezno podrucje
proizvodnih procesa u cjeline sa zajedni¢kim obiljezjima i jednakim
svojstvima. Najprikladnije je analiticki pristup istraZzivanju di-
namike procesa temeljiti na fizickim obiljezjima pojedinih procesnih
djelovanja. Ta su obiljezja: gibanje i oblikovanje materijala, to-
plinska djelovanja i promjena stanja, djelovanja vezana uz struk-
turu atoma ili molekula i bioloSka djelovanja. Medutim, postoje
brojni zadaci joS nerazradeni sa stajaliSta dinamickog istraZivanja,
a mnoge (npr. metalurSke procese) zbog zamrSenosti i meduza-
visnosti razlicitih djelovanja vrlo je teSko obuhvatiti matemati¢kim
opisom. NajceSce je to zbog toga $to su u proizvodnim sustavima
gotovo uvijek istodobno zastupljena viSevrsna djelovanja: kemijski
procesi ukljuCuju kemijske reakcije, prijenos topline i gibanje ma-
terijala; procesi toplog valjanja (valjaonicka staza) toplinska dje-
lovanja i oblikovanje, itd.

Nedovoljna proucenost promatranog sustava, zahtjev da istra-
Zivanje vodi Siroko obrazovan stru¢njak i nuznost upotrebe ra-
Cunala razlozi su za to da analiticki postupci matemati¢kog opi-
sivanja dinamickog vladanja Cesto nisu prikladni za prakti¢nu
primjenu. Zato se u takvim prilikama primjenjuju eksperimentalni
postupci istraZivanja. Osnovni je smisao eksperimentalnog istra-
Zivanja da se na temelju promatranja promjena izlaznih i ulaznih
veli€ina zakljuci o vladanju sustava kojem su djelomicno ili potpuno
nepoznati odnosi izlaznih i ulaznih veliCina.

Valja razlikovati dva temeljna pristupa eksperimentalnom istra-
Zivanju: zadatak analiziranja i zadatak identificiranja. Zadatak
analiziranja polazi od pretpostavke da su odnosi u sustavu dovoljno
poznati (npr. na temelju analitiCkog istrazivanja), pa mu je cilj
istrazivanje vladanja izlaznih veli€ina ili pojedinih parametara
sustava. Naprotiv, zadatak identificiranja pretpostavlja da su od-
nosi u sustavu nepoznati ili slabo poznati, pa mu je svrha praéenje
ulaznih i izlaznih promjena, istrazivanje njihovih odnosa i izvode-
nje matematickog opisa sustava na temelju ostvarenih podataka.

U skladu s predodZzbom sustava prema si. 2, u zadatku ana-
liziranja poznate su, dakle, veliCine X(t) i S(t), pa se trazi Y(t),
a u zadatku identificiranja trazi se S(t) iz poznatih X(t) i Y(t).
Velicine X(t), S(t) i Y(t) povezuje kompozicija funkcija X(t) i
S(t) (v. Laplaceova transformacija):

t
Y(t) = J X(t) S(t - ©dr- (66)

RjeSenje te jednadZzbe u sluaju zadatka analiziranja ne pred-
stavlja posebne teSkoce, ali je zato ekstremno teSko u slu€aju
zadatka identificiranja. Doduse,
ispravnim izborom ispitnog sig-

nala uvedenoga u proces na ‘O sf) yo
nacin pokazan na si. 22, mogu-
¢e je relativno lako djelomi¢no
rijesiti zadatak, ali cjelovit opis () ¢
procesa gotovo je nemoguce SL22
ostvariti.

Prema slici 22 ulazna veli¢ina u proces ima oblik

xi(t) = xs(t) + x(t), (67)

gdje je xs(t) ispitni signal, a x(t) normalni ulaz u proces.
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Ako se kao ispitni signal primjenjuju prijelazne ili periodske
ulazne promjene, istraZivanje se vodi u skladu s izloZzenim anali-
tickim postupcima. Znatno su zamr3eniji postupci s primjenom
slu¢ajnih ulaznih promjena ili u slucaju da se iz bilo kojeg razloga
ne smije uvoditi u proces strani signal, pa valja ispitivanje izvoditi
pra¢enjem normalnog ulaznog zbivanja.

Identificiranje procesa razvilo se je posljednjih godina u za-
sebnu disciplinu (v. Identificiranje procesa). Tome je pridonio
razvoj novih pogleda na istraZivanje bioloSkih sustava i daljnji
napredak tehnike automatskog vodenja procesa. U prilagodlji-
vim i samoukim sustavima za vodenje, identificiranje je temeljno
vazno za prikupljanje podataka o vladanju procesa.

Dinamicki pristup istraZivanju pokazat ¢emo na dva primjera:
najprije na jednostavnom primjeru skladistenja, a zatim na pri-
mjeru kemijskog reaktora.

1 primjer: skladiStenje. Izmedu dva stupnja procesnih ope-

racija materijal se skladisti (si. 23). Potrebno je izvesti matematicki

opis procesa skladiStenja i prouciti utjecaj mogucdih poremecaja
na stanje skladista, pa odlu€iti o nainu poniStavanja njihovog
nezeljenog djelovanja reguliranjem procesa.

Skladisti se koliCina zv(t) materijala. Ako se u skladiSte doprema
nakon operacije prethodnog stupnja, jednoliko i kontinuirano,
koli¢ina qd)(t) u jedinici vremena, a otprema k slijede¢em stupnju
koliina q@X(t) u jedinici vremena, brzina je promjene stanja
skladiSta u svakom trenutku vremena dana jednadzbom:

dzv(t)

— = ?do(0 - ?0dNe > (68)
koja vezuje stanje skladista s koli¢Ginom dopremanog i otpremanog
materijala. Uzme li se kao promjenljiva veli€ina razlika u dopre-
manoj i otpremanoj koli€ini, tj. q(t) = qdO(t) —<bd(0> i zatim na
jednadzbu (67) primijeni Laplaceova transformacija [w(t) se pre-
slikava u W(s)3a q(t) u Q(s)], slijedi prijenosna funkcija sustava

W) _ 1
Qw = T .

Pretpostavljeno je da u vrijeme t — 0 stanje skladista w(0) = 0.
Promatrani sustav djeluje, dakle, kao posebni slu€aj sustava
prvog reda. Za razliku od opéeg sustava prvog reda kod kojeg
je odziv na prijelazne promjene eksponencijalno smirivanje na
odredenoj vrijednosti, ovom je sustavu odziv izlazne veliCine
integral ulazne promjene, tj.
t
w(t) = J q(t) dt.
U

Posljedica poremeéaja u obliku skoka u razlici dopremanog
i otpremanog materijala iskazuje se ovdje kao linearni porast
materijala na skladistu, a poremecaj u obliku linearnog porasta
daje porast materijala u skladistu po kvadratnom zakonu.

Zeli li se koli¢ina materijala na skladidtu odrzati stalnom, takvo
je vladanje nepoZeljno. Proces valja voditi, odnosno regulirati,
i nametnuti mu takvo vladanje da odziv poprimi oblik karakteri-
stiCan za vladanje opceg sustava prvog reda. Potrebno je, dakle,
kao cilj vodenja postaviti uvjet da se vodenjem integral razlike
dopremanog i otpremanog materijala odrZava na vrijednosti nula.
To se moze posti¢i ako se dopremana ili otpremana koli¢ina mate-

(69)
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rijala uzme promjenljivom, pa se zavisno od stanja materijala na
skladi$tu djeluje na odabranu veli¢inu u smislu postavljenog cilja
vodenja.

Neka je kao jedinica za vodenje promatranom sustavu pridru-
Zen regulator (si. 24). Sa osjetila teZzine prenose se na regulator

podaci o odstupanju teZzine uskladiStenog materijala (teZina je
uzeta kao mjera koli€ine) od zadane vrijednosti. Na temelju tih
podataka regulator usmjeruje dopremu materijala, pa povecava
ili smanjuje otvor dovodnog kanala zavisno od odstupanja koliCine
od zadane vrijednosti. Promatra li se sada vladanje sustava, jed-
nadzbi procesa treba pridruZiti opis vladanja regulatora. Prema
(67) jednadZba procesa glasi:

dav(t)

= 9,0(0 - ioa(0 > (W)
a djelovanje regulatora odabrano je takvo da osigurava dopremu

materijala qd0 proporcionalnu odstupanju teZine:
Qo= Ke. (72)

Odstupanje tezine uskladiStenog materijala je e = w0—w(t)3 gdje
je 20 zadana vrijednost koliCine uskladiStenog materijala, a w(t)
koli¢ina materijala u bilo kojem trenutku. To daje jednadzbu (70)
u preuredenom obliku:
dw(t)
- 1+ Kw() = K 20— *od(0. (72)
Razlika vladanja vodenog procesa opisanog jednadzbom (72)
i nevodenog procesa opisanog jednadzbom (67) moze se najbolje
uoCiti usporedbom odziva na skok danom na si. 25. Pretpostavljen

je skokovit poremec€aj u otpremi materijala u nekom trenutku t0
(npr. izostao je trajno jedan od vagoneta za otpremu), pa kao
posljedica slijedi porast materijala na skladiStu. U nevodenom
procesu to je, u skladu s izloZzenim, linearni porast, dakle nepre-
kidno povecavanje koli¢ine materijala na skladiStu. Naprotiv, u
vodenom procesu stanje se uskladuje s nastalom promjenom i
stabilizira nakon prijelazne pojave.

1z jednadZbe (72) slijedi da je vremenska konstanta vodenog

sustava r = —, pa u skladu sa zaklju¢cima izvedenim za vladanje

"
sustava prvog reda zaklju€ujemo da ¢e se za velike vrijednosti
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konstante proporcionalnosti K (koja je dana izvedbom regulatora)
prijelazna pojava zbivati brze i da ¢e mali poremecaji u otpremi
materijala izazvati tek neznatne promjene stanja skladista.

Analiza vladanja sustava za razliCite vrste regulatora predmet
je teorije automatskog reguliranja. Medutim, ovim je pokazano
da karakteristike sustava za vodenje, odnosno regulatora, bitno
utjeCu na vladanje procesa i da se njihovim djelovanjem mogu
ostvariti Zeljeni odzivi procesa.

Ako je skladiStenje dio neke operacije ili procesa, ono se na-
ziva zadrka. To je nakupljanje materijala koje se ne moze isklju-
Citi ili izluCiti iz operacije. ZadrSka materijala postoji u posudi
kemijskog reaktora; zadrska plina u cijevima plinovoda; plina,
para i tekuéine u destilacijskoj koloni; materijala na prijenosnim
trakama itd. Utjecaj zadrSke je neobiCno vazan pri istraZivanju
dinamike procesa, a posebice kada u procesu uz gibanje materi-
jala postoje i razli€ita druga djelovanja (npr. toplinsko djelovanje).

Uz zadrSku je vezano zaostajanje koje je posljedica vremenskog
razmaka izmedu zbivanja promjene na jednom mjestu u procesu
i njene pojave ili zapaZanja na drugom mjestu. Npr. neka se pre-
sjekom a—a prijenosne trake dane na si. 23 prenosi u trenutku
t materijal obiljezja sfi(r), istodobno se presjekom b—b} udaljenim
za razmak d, prenosi materijal obiljezja sh(t). Da bi materijal sa(t)
iz presjeka a—a stigao pri stalnoj brzini gibanja v u presjek
b—b3 potrebno je vrijeme At = d\v, pa je u trenutku t—At obi-
ljezje sh(t) jednako obiljezju sa(t) koje je materijal u presjeku
a—a imao u vrijeme za Ai ranije od trenutka promatranja t, tj.

VO = sa?- Ai). (73)
KaZze se da promjena svojstva sh(t) u presjeku b—b zaostaje
za promjenom svojstva sat) u presjeku a—a za vrijeme zaosta-
janja At.

U skladu s ovim promatranjem potrebno je dopuniti opis
procesa danog slikom 23. Naime, promjena koliine materijala
nastala na poCetku trake u trenutku tO zapaZa se na kraju trake,
odnosno na skladistu, tek nakon vremena At. Ako se sa qdO a(t)
i tfdo, &0 oznae KkoliCine dopremljenog materijala u presjecima
a—a i b—Db} vrijedi:

tfdo.b® = ~do,0" “ (74)
a jednadzbe (70) i (71) poprimaju oblik
dw(t)
~jj~ = #do,&WN ~ tfodw 5 (75)
9do.«(0 = Ke = [20- w(t)] K. (76)
Prema (74) i (76)
#do,&(0 —wo (77)
n(--i) -

Sto uvrsteno u jednadZzbu (75) daje proSirenu jednadZbu vladanja
sustava

2@y oyegh Y zicwt 0. (9)

Zaostajanje hitno utjece na oblik odziva. Radi jednostavnosti
prvotno je ono u primjeru na slici 23 bilo zanemareno, no u praksi
se u nacelu ne zanemaruje. U navedenom primjeru je zaostaja-
nje zanemarijivo za male vrijednosti d i velike brzine gibanja v
materijala.

Prijenosna funkcija za sustav s Cistim zaostajanjem, tj. za
sustav kojemu vladanje opisuje jednadzba

y(t) = > (t- To,
Y(s)

(79)
ima oblik

= exp (- rds). (80)
U sustavima sa zaostajanjem izraz exp (—d s) naziva se Laplaceov
pomami operator.
Najcedce se analiza prijelaznih odziva sustava sa zaostajanjem
izvodi razvojem prijenosne funkcije (80) u Taylorov red
exp (- rAs)=1- (81)

(Tdi + + .,



372

ali to nije naroCito prikladno jer eksponencijalni redovi brzo kon-
vergiraju u okolidu nule. Primjenjuju se zato razliCita priblizenja.
Navodimo Padéovo pribliZzenje, Bodeovo pribliZenje i priblizenje
Stubbsa i Singlea (v. Metode aproksimacija).

U vodenim sustavima zaostajanje djeluje na stabilnost tako
da je smanjuje, pa mu se u teoriji automatske regulacije poklanja
posebna paznja.

2. primjer: dinamicki opis kemijskog reaktora. U reak-(polimerizacija je reakcija drugog reda s brzinom reakcije dx

toru se kontinuirano obavlja kataliticka polimerizacija nekog mo-
nomera. To je vrlo egzotermna reakcija, te za odvodenje topline,
radi odrzanja konstantne temperature, u stacionarnom stanju nije
dovoljno hladenje povrSine reaktora vodom koja protjeCe kroz
vodeni plast, ve¢ je predvidena i cijevna uzvojnica kroz koju pro-
tjece rashladna voda. Medutim, u pojedinim periodima kad sustav
nije u stacionarnom stanju (npr. pri stavljanju u pogon ili kad
reakcija zapne), radi postignuca ili odrzanja potrebne tempera-
ture treba reaktor dogrijavati parom. Za odrZanje temperature
na konstantnoj razini mozZe se zamisliti viSe naina regulacije:
mijenjanjem koliCine i/ili temperature rashladne vode, mijenja-
njem temperature otopine monomera, brzine kojom se ona poji
u reaktor, koncentracije monomera u njoj, itd. | letimi¢no raz-
matranje procesa pokazuje da ¢e najpovoljnije biti temperaturu

odrzavati konstantnom reguliranjem topline odvedene rashladnom
vodom, te je, na osnovi razmatranja o kojima ¢ée biti joS govo-
ra, izabran nacin regulacije prikazan na si. 26.

Na temelju te slike moZe se proces i naCin regulacije opisati ovako: Otopina
monomera konstantne koncentracije kontinuirano se dovodi u reaktor u nominal-
no konstantnoj kolic¢ini, koja se ne regulira. Katalizator se dovodi kontinuirano
u nominalno konstantnoj koli€ini; pretpostavlja se da mala kolebanja u njegovoj
koli€ini i koncentraciji nemaju utjecaja na brzinu reakcije. Protok vode kroz
uzvojnicu odrZava se konstantnim s pomocu regulatora koji reagira na promjene
dinamickog tlaka u mjernom zaslonu. Da bi u plastu voda strujala brzinom do-
voljnom za postizanje potrebnog koeficijenta prolaza topline, a da se pri tome
ne bi trosilo nepotrebno mnogo rashladne vode, kroz plast i vanjski cirkulacijski
vod odrzZava se cirkulacija vode i u taj cirkulacijski krug ubacuje se manja struja
vode po potrebi zagrijane mijeSanjem s ‘parom. Protok i temperatura te vode
dovode se na vrijednost potrebnu za stabilizaciju Zeljene temperature u reaktoru
s pomocu regulatora koji, na temelju mjerenja temperature u reaktoru, djeluje
na protok hladne vode i pare kojom se ona grije. Buduci da je koliCina vode koja
cirkulira znatno (pet i vise puta§ veca od one koja se dovodi, kolebanja u brzini
dovedene vode praktiCki nemaju utjecaja na brzinu strujanja u plastu, te se ko-
eficijent prolaza topline moZe odrZati konstantan na optimalnoj vrijednosti.
Iz reaktora izlazi volumen produkta jednak volumenu otopine monomera koji
ulazi; u prijelaznim periodima koncentracija polimera u produktu (i monomera
koji nije reagirao) varira s temperaturom. ‘Iz uzvojnice i plasta izlazi rashladna
voda u koliCinama jednakim onima koje ulaze, a s temperaturama niZim od
temperature reakcije koliko je potrebno radi prenosa topline.

Radi utvrdivanja reZzima rada i akcije regulatora potrebno je
bilo najprije odrediti dinamiku procesa, tj. odrediti zavisnost
medu brzinama promjene parametara procesa. Drugim rije€ima,
trebalo je postaviti dinami¢ki model procesa.

Dinamicki model procesa sastoji se od materijalne i toplinske
bilance reaktora.

Materijalna bilanca (bilanca monomera). Koncentracija mono-
mera X u reaktoru, za bilo koji trenutak vremena i, izraCunala
bi se iz rjeSenja diferencijalne jednadzbe:

dX

- - 0,
Vg -0X0-X)-VkX%

(82
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gdje je V volumen reakcijskog prostora, g volumenska brzina po-
jenja monomerske otopine, X koncentracija monomera u toj
otopini (funkcija temperature), k konstanta brzine reakcije, zavi-
sna od temperature prema si. 27.

Lijeva strana reakcije predstavlja brzinu promjene koli¢ine monomera u
reakcijskom prostoru, na desnoj strani prvi €lan predstavlja brzinu kojom se po-
vecava_koli¢ina monomera u reaktoru uslijed dovodenja monomerske otopine,
drugi ¢lan brzinu kojom se smanjuje koliina monomera uslijed I%ollmerlzka)((:lé)e

t= — .
Ta koli€ina monomera odgovara koli¢ini polimera koja izlazi iz reaktora kao pro-
dukt. U stacionarnom stanju koli¢ine monomera prikazane dvjema €lanovima
na desnoj strani jednadzbe (82) jednake su, ali u prijelaznim stanjima nisu, jer
im je zavisnost od temperature razlicita.

Bilanca topline reaktora glasi:

d#
VoctQr d f = 9 Qrcr(#ri & +
+ a--Cv(wva- » azi) + QqTVX*AH, (83)

gdje je g gustoca, c¢ specifiCna toplina, # temperatura, U koe-
ficijent prolaza topline, A povrSina prenosa topline, w brzina
protjecanja mase, AH toplina reakcije. Indeks r odnosi se na
reaktante, indeks u na ulaz, indeks i na izlaz iz reaktora, indeks
pl na plast, indeks uz na uzvojnicu, indeks v na vodu. # bez in-
deksa je temperatura u reakcijskom prostoru.

~_Lijevo je brzina promjene sadrZaja topline (entalpije) u reaktoru, desno prvi
ie Clan brzina promjene_koliCine topline predane monomerskoj otopini, drugi
Clan brzina promjene koliCine topline odvedene u plat, treci Clan brzina promjene
koIL(:i_ne topline odvedene u uzvojnicu, Cetvrti Clan brzina oslobadanja topline
reakcije.

Materijalna i toplinska bilanca kombinirane opisuju dinamiku
reaktora. Da bi se izrazi u njima mogli podvrgnuti raCunu, potreb-
no je postaviti jo$ toplinske bilance plasta, uzvojnice i grijaa vode
kako je navedeno u nastavku.

Bilanca topline plaSta (ukljucivsi cirkulaciju rashladne vode)
glasi:

V vl Qv < (M)
gdje je znacenje oznaka isto kao u jedn. (83).

Lijevo je brzina promjene sadrZaja topline u plastu, desno je prvi ¢lan br-
zina odno3enja topline iz plaSta vodom koja izlazi iz sustava cirkulacije, drugi
¢lan brzina kojom toplina prelazi iz unutrasnjosti reaktora na vodu u plastu ili
obrnuto. Te dvije posljednje brzine u stacionarnom su stanju jednake, ali nisu
u prelaznim stanjima.

Bilanca topline uzvojnice prikazana je ovom parcijalnom di-
ferencijalnom jednadzbom (parcijalnom jer se temperatura mije-
nja ne samo s vremenom nego i S mjestom uzduZ uzvojnice):

0#, O#,
ruz uev- 077+ Anzfiv rv~ge- + WD Uwizv - U = 0

U njoj v znaci brzinu strujanja vode u uzvojnici, | duljinu,
a D promjer uzvojnice.

Prvi €lan prikazuje promjenu temperature s vremenom (prijelaznu pojavu),
drugi ¢lan promjenu femperature uzduz uzvojnice, a treci ¢lan promjenu tempe-
rature uzvojnice s promjenom temperature u unutrasnjosti reaktora.

Ako se zbog malog volumena uzvojnice zanemari prijelazna
pojava, dobiva se obi¢na diferencijalna jednadZba

quev(Qartd)vd&uz = - (# - &z)n D Unzdl,

koja integrirana izmedu granica 1 = 0, #wz = #w i | = b
Kz =Kzi dae:
fluzl — (0 —0Mexp~ et (85)

Bilanca mijeSanja vode i pare, ako se zanemari koli¢ina kon-
denzata zbog toga S$to je mala u usporedbi s koli€inom vode,
glasi:

Hpwf = cv(#plu- &), (86)
gdje je Hp sadrzaj topline (en-
talpia) pare, wp masena brzina
strujanja pare.

Ako se jednadzbe (87) i (88)
uvrste u jednadzbe (82), (83) i
(84), dobiju se konacno tri jed-
nadzbe koje u daljim matema-
tickim operacijama sluze kao

SL 27 °pis dinamike procesa.
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1z jedn. (83) vidi se da se toplina razvijena reakcijom mijenja
s kvadratom koncentracije monomera i eksponencijalno s tempe-
raturom (si. 27), Sto ukazuje na vrlo nelinearan proces, koji, prema
tome, nije lako regulirati. Buduc¢i da brzina prolaza topline s br-
zinom strujanja rashladne vode ne raste ni priblizno linearno,
nego se kod visokih brzina strujanja vode priblizava konstantnoj
vrijednosti (zbog ograniavajuceg djelovanja koeficijenta prelaza
topline na strani reakcijskog prostora), regulacija temperature
mijenjanjem samo brzine strujanja rashladne vode ne bi mogla
biti djelotvorna, narocito kad se oCekuje da ce razvijena toplina
rasti eksponencijalno s temperaturom. Stoga je izabran nalin
regulacije temperature prikazan u si. 26, u kojemu je, u stvari,
primarna varijabla regulacije temperatura rashladne vode, a se-
kundarne su varijable koeficijent prolaza topline i protok rashladne
vode kroz plast reaktora. Zbog velike nelinearnosti sustava izabran
je regulator koji ima proporcionalno, diferencijalno i integralno
regulacijsko djelovanje (v. Regulacija. Da se ni takvim regulato-
rom nije mogla postici stabilnost sustava, morala bi se primijeniti
kaskada od vise regulatora i osjetila). Da bi se medu sobom uskla-
dili rezim rada i namjeStene vrijednosti regulatora, potrebno je
onim trima jednadZzbama koje opisuju dinamiku procesa dodati
jo§ tri jednadzbe koje predstavljaju prijelazne funkcije mjernog
osjetila temperature, regulatora i izvrSne sprave (regulacijskih
ventila), pa na osnovi tih 6 jednadZzbi promatrati dinamic¢ko vla-
danje cijelog sustava. To je gotovo nemoguce bez primjene ra-
Cunala; simuliranjem opisanog sustava analognim racunalom,
pak, mogu se razmjerno jednostavno istraziti djelovanje promjena
parametara i utjecaji poremecéaja na rad procesa i odrediti namje-
Stene vrijednosti regulatora. Postupak simuliranja ovdje se ne moze
dati, nego se daju samo neki njegovi rezultati. SI. 28 prikazuje

e
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utjecaj promjene koncentracije monomera na konstantnoj tempe-
raturi reaktora. Vidi se da pri poviSenju razlike koncentracije (pre-
ma nekoj referentnoj) od 2,8 na 2,9 kg/kg, proces postaje nesta-
bilan. Koncentracija pri kojoj se to dogada mijenja se s tempera-
turom; krivulja koja prikazuje tu zavisnost dijeli ravninu koncen-
tracija i temperatura na stabilno i nestabilno podrucje (si. 29).
Na temelju rezultata dobivenih analognim raunalom utvrden je
rezim reaktora i postavljene su namjeStene vrijednosti regulatora.

Radnatatka-"I
(ut«0)

Stabilno podrucje

0 5 T 15 20 25 30 3B
Razlika temperature °C

SI. 29
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SI. 30

Vladanje se reaktora u potpunosti slagalo s izraCunanim, regulator
je automatski doveo temperaturu na Zeljenu vrijednost i u tako
ekstremno prelaznom stanju kao Sto je stavljanje u pogon (si. 30)
i odrZzao ju je za cijelo vrijeme rada reaktora, a da se namjeStene
vrijednosti nisu morale nijedanput mijenjati.

LIT.: D.P. Camé)bell, Process dynamics, New York 1958. — G. D. Shilling,
Process dynamics and control, New York 1963. — P. S. Buckley, Techniques
of process control, New York 1964. — B. M. O AbHues, Maremareueckoe
onvcaHne 06bEKTOB aBToMatu3auuu, Mockea 1965.J\ BoziCevic

DOBIVANJE (RUDARSKO) BEZ UPOTREBE EKS-
PLOZIVA. Dobivanjem naziva se u rudarstvu skup radova kojima
se odvajaju delovi stena iz prirodne zajednice pri otkopavanju
mineralne sirovine, a i pri izradi pripremnih i pomoénih rudnickih
objekata radi tog otkopavanja. Razlikuje se dobivanje bez upotrebe
eksploziva (kopanje, zasecanje i podsecanje, glodanje i struganje,
a u novije vreme i budenje) i dobivanje uz upotrebu eksploziva
(buSenje minskih buSotina i miniranje). Dobivanje uz upotrebu
eksploziva obradeno je u ¢lancima Miniranje i Otkopne metode,
u nastavku opisano je dobivanje bez upotrebe eksploziva.

Podesnost radne sredine za dobivanje bez primene
eksploziva. lzbor opreme i izvodenje radova pri dobivanju za-
visi od fizitko-mehanickih i tehni¢kih osobina stena u kojima se
radi. Dok fizicko-mehani¢ke osobine zavise samo od vrste stene,
tehnicke osobine (otpor prema buSenju, otpor prema rezanju itd.)
zavise i od vrste maSinske opreme i rezima rada. Pored toga, stene
mogu biti jedre (kompaktne), slojevite, raspucane itd., i te struk-
turne osobine radne sredine takode imaju znatan uticaj na njezine
tehniCke osobine. Buduci da se mnogostruki uticaji na tehnicke
osobine radne sredine ne mogu obuhvatiti kvantitativnim karakte-
ristikama, kao osnova za klasifikaciju stena s gledista dobivanja
sluze neke njihove mehanicke osobine, narocito Cvrstoca i tvrdoca.

Tabela |

KLASIFIKACIJA RADNE SREDINE U RUDARSTVU
po Protodjakonovu st.

Kate- . Koefi- Kate- . Koefi-
gorija Naziv cijent f  gorija Naziv cijent f
| Vanredno &vrste \| Meke stene 2-1,5
stene 20
11 Vrlo Cvrste stene 15 Vil Vrlo meke stene 1,0
11 Cvrste stene 10 VI Zemljaste stene 0,6
v Umereno &vrste 6-5 IX Rastresite stene 0,5
stene
\% 4—3 X Teku¢i materijal 0,3

U tehnickoj klasifikaciji radne sredine po M. M. Protodjako-
novu st. stene se dele u deset kategorija prema vrednosti njihova
koeficijenta Cvrstoce (tabela 1). Koeficijent Cvrstoée / je prosecno
stoti deo jednoaksijalne pritisne €vrstoce odredene na uzorku ste-
ne u laboratoriji: / = 0,01 ap.



