50 ELEKTRICNE MREZE — ELEKTRICNI KRUGOVI

tih veza dispeCer mozZe uspostaviti kontakt s ekipama na terenu
i povezati se sa susjednim distributivnim podru¢jima, pojnim
tackama iz prenosne mreze itd. DispeCerski centar poduzeca
»Elektra-Zagreb« pokazuje si. 69. M. Balling
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ELEKTRICNI KRUGOVI (mreZe, sklopovi). Skup elek-
tricnih naprava koje su preko svojih prikljuénica s pomocu elek-
tricnih vodica medu sobom spojene naziva se u elektrotehnici
elektricnom mrezom ili sklopom. Elektricna mreza u kojoj su
elektricne naprave tako spojene da tvore samo jedan zatvoren
put struje zove se elektri¢ni krug (kolo).

Uzimajuéi konkretnu “realnu) mrezu stvarnih elektri¢nih na-
prava kao uzor, Cesto se u elektrotehnickoj literaturi upotrebljava
pojam idealne mreze, mreZze koja se sastoji od zamisljenih elektro-
tehnickih elemenata s idealnim, jednoznacno definiranim elektric-
nim svojstvima. ldealne mreze ne mogu se ostvariti. Moderna
teorija elektricnih mrezZa sluZi se jo$§ apstraktnijim pojmom elek-
tricne mreze. U njoj je elektricna mreza orijentirani linearni graf
(v. str. 51) Cijim su granama pridruZzene po dvije realne funk-
cije realne promjenljive t (vremena) — funkcija struje i(t) i funk-
cija napona u(t) — tako da su zadovoljeni prvi i drugi Kirchhoffov
zakon (zakon struje ili €voriSta i zakon napona ili petlje), a odnosi
izmedu funkcija u(t) i i(t) pridruzenih istoj grani posebno su
definirani. U shemama elektricnih mreza navedeni se odnosi
oznaCuju posebnim simbolima, koji predstavljaju elemente mreZe.

Prvi i drugi Kirchhoffov zakon i relacije izmedu funkcija
u(t) i i(t) jesu postulati teorije elektricnih mreza.

Teorija elektricnih mreza aksiomatski je fundirana teorija
kojoj su objekti naprijed definirane apstrakine mreze. Analiza
mreZe proucava svojstva elektricne mreze, a sinteza mreze odre-
duje elemente i konfiguraciju mreZe na osnovi zadanog analitickog
izraza Kkoji karakterizira trazenu mreZu.

Primjenom teorije mreza mogu se proucavati elektricna svoj-
stva konkretnih, stvarnih (fizickih) elektricnih mreza ili naprava
(analiza konkretnih mreza) ili projektirati elektricne naprave s
unaprijed propisanim svojstvima (sinteza konkretnih mreza).

Da bi se odnosi medu elektricnim veli€inama neke elektricne
naprave ili konkretne mreZe mogli proucavati na temelju apstraktne
mreZe, potrebno je najprije zadanom elektricnom objektu pridru-
Ziti pogodnu apstraktnu mrezu tako da su odnosi promatranih
elektri¢nih veli€ina jednaki odnosima tih veli¢ina u promatranom
objektu. Tako pridruzena apstraktna mreza zove se nadomjesna
(ekvivalentna) mreZa ili shema zadane konkretne mreZze. Nadomjesna
mreza predstavlja za odredeno podruc¢je rada matematicki model
promatrane konkretne mreze. Teorijom mreze definirano je toliko

apstraktnih elemenata koliko je potrebno da se modelom prikazu
sva bitna elektricna svojstva konkretnih naprava.

Idealnim mreZzama ne mogu se obuhvatiti sva elektri¢na svojstva nekog
elektri¢nog uredaja. Tako su npr. odnosi izmedu napona i struje u realnim
mrezama samo priblizno linearni, $to se mrezama s elementima koji su defini-
rani kao linearni ne moze prikazati. Da elektricni model nekog uredaja ne bi
postao nepregledan, Cesto se izostavljaju elementi koji za prikaz elektri¢nih
prilika pod specificnim uvjetima rada ne utjeu bitno na trazene vrijednosti.
Tako pojednostavnjena nadomjesna mreza vrijedi samo ograni(:eno i odgovara
promatranom uredaju samo u odredenim uvjetima rada. Struktura mreze koja
treba da sluzi kao matematicki model nekog uredaja ovisi prema tome o uvje-
tima rada doti€nog uredaja i 0 mjeri do koje se Zele obuhvatiti promatrani elek-
tricni efekti.

Na sl. 1 prikazane su, kao primjeri, nadomjesne sheme induk-
tivnog svitka, kondenzatora, triode i piezoelektricnog kristala.
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SI. 1. Nadomjesne sheme induktivnog svitka
(a) i kondenzatora (¢;>); simboli i nadomﬂesne
sheme triode (c) i piezoelektri¢nog kristala (d)

Za induktivni svitak i za kondenzator dane su po tri nadomjesne
sheme; koja ¢e od ovih triju nadomjesnih shema zadovoljavati,
ovisi 0 pogonskim uvjetima i kvalitetu doticne naprave. Trioda
je prikazana dvjema ekvivalentnim nadomjesnim shemama, a
izbor sheme ¢e ovdje ovisiti o metodi analize.

Teorija mreza ne obuhvaéa metode kojima se danom elektri¢-
nom uredaju pridruzuje prikladan model, nego analizira, kao
§to je ve¢ rec¢eno, odabrani model mreze ili odreduje konfiguraciju
mreZe iz odredenih zadanih relacija medu elektricnim veliCinama
pridruzenima mreZzi.

Linearni graf mreZe. Prikaz elektri¢ne mreZe u kojemu nisu
unijeti elementi mreze, nego su unijeta samo njezina €vorista i gra-
ne, predstavlja linearni graf mreZe. Linearni graf mreze pri-
kazuje samo njezin geometrijski aspekt, tj. medusobnu pove-
zanost grana i ¢voriSta mreZe. Podaci elektricne mreze koji su
sadrzani u njezinom grafu imaju vaznu ulogu u analizi i sintezi
mreza. Tako se na osnovi linearnog grafa mreze moze odrediti
broj nezavisnih struja ili napona potrebnih za odredivanje svih
ostalih struja i napona u mrezZi.

TopoloSka svojstva tvorevine kakvu predstavlja elektri¢cna
mreza proucava teorija linearnih grafova. U nastavku su nave-
dene neke osnovne definicije iz te teorije.

Linearni graf (konacni) geometrijska je tvorevina (sl. 2) S§to
je tvori konaCan skup taCaka i segmenata linija koje spajaju razli-
Cite ili identicne parove taCaka tog skupa. Tacke su cvorista, a
segmenti linija, grane grafa. Broj grana koji veze par €vorista moze
biti bilo koji, ukljucivS§i ovamo i nulu. Graf je planaran ako se
moze prikazati u ravnini tako da se mimo c¢vorista nijedna grana
ne ukrstava s drugom; ako to nije moguée, graf je neplanaran
(sl. 3). Najjednostavniji graf tvori jedno &voriste. Cvoriste koje
nije povezano nijednom granom zove se izolirano ¢voriSte. Grana
kojoj oba kraja leZze u istom CvoriStu naziva se singularna grana,
a grana koja povezuje par razli¢itih €vorista, nesingularna grana.
Cvoriste i grana koja spaja to ¢voriste incidentni su jedan s drugim.
Broj koji kaze koliko je grana incidentno s nekim ¢voristem zove
se red tog cvorista. Singularna grana poveéava red Cvorista s
kojim je incidentna za dva.

Dvije su grane u seriji ako imaju tacno jedno zajedni¢ko ¢vo-
riste koje nije incidentno ni s jednom daljom granom. Cvoriste
s kojim su obje grane incidentne prema tome je drugog reda.
Dvije grane su paralelne ako su incidentne s istim parom ¢vorista.
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Dio grafa koji sadrzi samo jedan dio njegovih grana zove
se subgraf. Dva subgrafa jednog te istog grafa od kojih jedan
sadrzi sve grane koje nisu sadrzane u drugom zovu se komple-
mentarni, a jedan subgraf je komplement drugog.

SI. 2. Linearni graf. PX Pa, ..., P# Cvorista* aX
a2 ..., a9 grane, PX Pt, P4 ¢vorista 3. reda, P8
¢voriste 4. reda, P6¢voriste 5. reda, P« singularno
Cvoridte, at singularna grana, PxaxP9a9P4 a4
P6a6P6a4P4a Psd'edan otvoren put, PxaxPt a«
P« «8 P« jedan jednostavan otvoren put, Px ax
P8a* P4a4P6a6P6ad4P4a8P8a8Pj jedan zatvoren
put, PxaxPt a* P4a3 P8a8Px jedan jednostavan
zatvoren put (petlja), Pxax P2 at P8at P4 a4 P6
(puna linija) jedno stablo, a8, a6 a7, a8 a#(crtkane
linije) sustav nezavisnih grana (spojnica), P xaxP 2at
P* «s Pi jedna temeljna petlja; druge petlje temelj-
nog sustava petlja uz odabrano stablo jesu: Pxax
P, a* P8a8P4a4, P6a7Px; Pt a8P8a8P4a, Pt;
P« &® P4 «4 P5 Pj- Grane aa a7 a8 a,
koje sijece linija r tvore jedan temeljni rez; ukla-
njanjem tih grana graf se raspada na subgrafe
Pu P,, axi P&P4, P§, aé) a4, a8 a«.

Otvoren put je subgraf Sto ga tvori uredeni skup grana ovih
svojstava:
Grane u tome skupu tvore niz (slijed, lanac); druga i svaka
dalja grana osim posljednje u nizu ima jedno Cvoriste zajednicko
s prethodnom, a drugo sa sli-
jede¢om granom niza. Svaka
se grana u nizu moZze pojaviti
po volji mnogo puta a moze i
slijediti samu sebe. Cvoriste
prve grane koje nije incidentno
s drugom granom puta naziva
se pocetno, a CvoriSte posljednje
grane Kkoje nije incidentno s
prethodnom granom puta na-
ziva se zavrSno c&voriste. Ako
su pocetno i zavrSno Cvoriste
identini, put je zatvoren. U
zatvorenom patu sve grane ima-
ju jedno cvoriSte zajednicko
s prethodnom i jedno sa slije-
de¢om granom.

Graf (ili subgraf) je suvisao
ili povezan ako se svakom paru
¢vorista grafa (subgrafa) koja ni-
su identicna moZe pridruZiti
otvoren put tako da je jedno Cvoriste tog para pocetno, a drugo
zavr$no c¢voriste puta. Graf (ili subgraf) koji nije suvisao zove se
nesuvisao ili nepovezan.

Jednostavan otvoren put je suvisao subgraf u kojem je svako
cvoriste incidentno s dvjema granama osim dvaju (pocetnog i
zavrsnog Cvorista puta) koja su incidentna samo s jednom granom.
Jednostavan zatvoren put, petlja ili zamka, suvisao je subgraf u
kojem je svako ¢voriste incidentno s dvjema granama. U suvislom
grafu izmedu svakog para Cvorista postoji bar jedan jednostavan
otvoren put. Singularna grana tvori sama zatvoren jednostavan put.

Suvisao subgraf odabran u suvislom grafu tako da sadrzi
sva Cvorista grafa, ali ne sadrZi petlje, naziva se stablo grafa. Svakom
suvislom kona€nom grafu moZe se odrediti bar jedno stablo.
Komplement stablu grafa zove se sustav nezavisnih grana ili
spojnica. Broj grana u sustavu nezavisnih grana naziva se brojem
suvislosti grafa.

SI. 3. Planarna_mreZa (a) i nepla-
narna mreZa (6); planarni_graf (c),
i neplanarni graf (d)

Petlja koju u suvislom grafu tvori jedna nezavisna grana
(spojnica) s granama stabla zove se temeljna petlja. Svakoj grani
sustava nezavisnih grana pripada samo jedna temeljna petlja.
Sve temeljne petlje u suvislom grafu stvorene na bazi jednog
stabla ¢ine temeljni sustav petlja.

Temeljni rez u suvislom grafu, u odnosu na jedno stablo,
tvori skup grana od kojih jedna pripada stablu a druge sustavu
nezavisnih grana, a odabrane su tako da se odstranjenjem ovog
skupa grana graf raspada u dva medusobno nesuvisla subgrafa
(koji mogu biti i singularne tacke). Svaka grana stabla pripada
samo jednom temeljnom rezu. Temeljni rez moZe tvoriti i samo
jedna grana stabla. Temeljni sustav rezova tvore svi temeljni re-
zovi koji se odnose na jedno stablo grafa.

Grana je orijentirana ako ¢voriSta s kojima je incidentna tvore
ureden par. Orijentacija grane oznaCuje se strelicom na grani.
Graf s orijentiranim granama je orijentiran graf. Petlja u kojoj
je (strelicom) oznacen ciklicki redoslijed grana zove se orijentirana
petlja. Orijentacija petlje u grafu oznaCuje se zavijenom strelicom
unutar petlje, a bira se obi¢no tako da se podudara s orijen-
tacijom spojnice. Rez je orijentiran ako se rezom dobiveni subgra-
fovi G1i G2 srede redoslijedom (Gv G2) ili (G2 GX. Orijentacija
temeljnog reza obi¢no se odabire tako da se podudara s orijen-
tacijom grane stabla obuhvacene rezom.

Broj grana stabla i broj cvorista u suvislom grafu vezani su
jednadzbom gs = v — 1. Broj grana u sustavu nezavisnih grana
jednak je broju petlja u temeljnom sustavu petlja suvislog grafa
i dan je izrazom gn=9g — (v —1). U tim je izrazima v broj
¢voriSta u grafu, g broj grana u grafu, gs broj grana u stablu,
gn broj grana u sustavu nezavisnih grana (spojnica).

Dva su grafa jednaka u topoloSkom smislu (izomorfna ili
kongruentna) ako postoji jednoznacna reciproéna korespondencija
medu ¢voristima i jednozna€na reciprocna korespondencija medu
granama jednog i drugog grafa, uz ocuvani odnos incidencije.

Postulati teorije elektricnih mreza jesu Kirchhoffovi
zakoni i relacije izmedu funkcija u(t) i i(t).

Kirchhoffovi zakoni. Prvi Kirchhoffov zakon glasi: Suma
(funkcija) struja koje su pridruzene granama orijentiranog grafa,
ako su ove incidentne s jednim te istim Cvoristem, jednaka je
nuli: S i(i) = 0. U zbroju se struje pridruzene granama s
orijentacijom prema c¢voriStu uzimaju s predznakom protivnim
predznaku struja pridruzenih granama sa suprotnom orijentacijom.

Drugi Kirchhoffov zakon glasi: Suma (funkcija) napona
pridruZzenih granama orijentiranog grafa koje tvore petlju (za-
tvoreni put) jednaka je nuli: 2 u(t) = 0. U zbroju se naponi
pridruZzeni granama kojima se orijentacija poklapa s orijentacijom
petlje uzimaju sa predznakom protivnim predznaku napona
pridruzenih granama kojima se orijentacije ne poklapaju s orijen-
tacijom petlje.

Odnos izmedu napona i struje grana. Funkcije napona i struje
pridruZzene granama vezane su odredenim relacijama. Ako su
funkcije napona grana izrazene pomoc¢u funkcije struje grana i
jednom odredenom funkcijom napona ug(t)3te su relacije, npr. :

u(t) = Ri(0 + ug),
di(t)

di
u() =L —45- + M )

L dt + ««(0,

u(t) = S j i(t) dt -f «(0) + t/g(i).
0

Ako su funkcije struje grana izrazene pomoc¢u funkcije napona

grana i jednom odredenom funkcijom struje i (t), relacije su
oblika
t(0 = Gu(t) + ig(0,
du(t)
=cMr +
t t

i(t) = r Ju®) dt + wJv(@)dt+ ¢0) + i (i).
0 0

Jedna grupa navedenih relacija proizlazi iz druge.

Simboli koji u mrezi oznaCuju prvi €lan s desne strane tih
relacija zovu se pasivni elementi mreze, a simboli koji oznaCuju
funkcije Myr) i ig(r) nazivaju se aktivnim elementima mreze
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ili izvorima. j(t) je funkcija struje, a v(t) funkcija napona pridru-
Zene nekoj drugoj grani koja je s promatranom granom vezana
meduinduktivitetom. Koeficijenti R, L, M3 S} odnosno G, C, J7
W nazivaju se parametrima pasivnih elemenata mreze. U opéeni-
tom sluaju svaka grana mreZze sadrZi jedan pasivan i jedan akti-
van element (izvor). Ako je funkcija u (t) odn. ig(t) jednaka nuli
za sve vrijednosti od i, grana sadrzi samo pasivni element (pa-
sivna grana), a ako je parametar pasivnog elementa jednak nuli,
ona sadrzi samo izvor (aktivna grana).

Klasifikacija elemenata mreZe. Pasivni elementi mreZe jesu
otpor, induktivitet, meduinduktivitet, kapacitet, a aktivni elementi
naponski i strujni izvori. Pa-
rametri pasivnih  elemenata
mreze mogu biti ili ovisni od
u{t) odnosno t(r), ili ovisni
direktno od neovisne pro-
mjenljive t (vremena), ili
konstantni. Te ovisnosti ka-
rakteriziraju elemente mreze
i daju osnovu za ovu Kklasifi-
kaciju pasivnih elemenata:
Pasivni element je linearan
ako mu je parametar neovisan
od u(t) i *(r), u protivhom
slu€aju je nelinearan; pasivni
element je vremenski ovisan
ako mu je parametar direktna
funkcija promjenljive i, u
protivnom je slu€aju vre-
menski  neovisan (invarijan-
tan);pasivni  element jelinearan i vremenski ovisan ako
mu parametar ovisi samo od t aline i od u(t) i i(t); pasivni element
je linearan i vremenski neovisan ako je parametar konstanta.

Nazivi pasivnih linearnih, vremenski invarijantnih elemenata
i njihovihparametaradani su u tabl. 1, a definicijske jednadZbe
dane su utabl.2. Pozitivni predznak u definicijskim jednadzbama

Tablica 1

PASIVNI ELEMENTI
ELEKTRICNE MREZE

Element Parametar

Otpor

Induktivitet

Kapacitet

Tablica 2

ODNOS 1IZMEBU NAPONA | STRUJE NA PASIVNIM
ELEMENTIMA MREZE

QOdnos izmedu Snaga,

Element napona i struje odnosno energija Primjedoa
us u= Ri Utrosena snaga:
i—Gu p:Ri*:GLQ « -1
u= Il'g{:
u< Akumulirana erergija: = |
i —Tj udt + i(0) =i
i
u=s 5 id+ «0)  Akumulirana energija:
e s
I=cC at

vezan je uz odabrani pozitivni polaritet napona, u shemi oznacen
znakom +, i uz pozitivni smjer struje, u shemi oznacen strelicom.

Dvije induktivne grane mogu biti jedna s drugom vezane me-
duinduktivitetom. Meduinduktiviteti se u shemama oznacuju
kako je prikazano u tabl. 3. Tacka uz simbol induktiviteta ozna-
Cuje kojem kraju treba pripisati pozitivni polaritet napona uslijed
meduinduktiviteta, ako je na drugom induktivitetu zadan pozitivni
polaritet napona i pozitivni smjer struje (u skladu s tabl. 2). Ako
se pretpostavljeni polaritet napona na jednom i na drugom in-
duktivitetu podudaraju s obzirom na tackom oznalene krajeve,
predznak je u definicijskim jednadZbama meduinduktiviteta plus,
u suprotnom slu¢aju minus.

Prema odredenim funkcijama ug(t) i ig(f) pridruzenim gra-
nama mreze aktivni elementi mreze (izvori) dijele se na naponske
i strujne izvore (u elektrotehnickoj literaturi oni se Cesto nazivaju
idealni naponski i idealni strujni izvori), a mogu biti neovisni
ili ovisni (upravljeni). Naponski izvor je aktivni element mreZe
koji je zadan odredenom funkcijom napona (funkcijom realne
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promjenljive t): u(t). Parametar naponskog izvora je napon.
Naponski izvor s naponom nula (ugaseni naponski izvor) pred-
stavlja u mrezi kratki spoj. Nije definiran naponski izvor u kratkom
spoju. Strujni izvor je aktivni element mreze koji je zadan odrede-
nom funkcijom struje (funkcijom realne promjenljive t): i(t).

Tablica 3

INDUKTIVNE GRANE VEZANE
MEBUINDUKTIVITETOM

Oznaka Qdnos izmedu
meduinduktiviteta napona i struje
u1—M %'I wzi, = 0
u=M% wzi=o0
n = M§
_ dt, * =
U= —M—di uz* =6
-1 u= —Ma zi=o0
= o .=
M = k|/L!L2

0Nk~ 1 (k je faktor vezanja)

Parametar strujnog izvora je struja. Strujni izvor sa strujom jedna-
kom nuli (ugaSeni strujni izvor) predstavlja prekid strujnog kruga.
Nije definiran strujni izvor u praznom hodu. Neovisni izvor je
naponski ili strujni izvor Ciji je parametar neovisan o nekim dru-
gim naponima ili strujama u mreZi. Ovisni (upravljeni) izvor je
naponski ili strujni izvor ¢iji
je parametar ovisan 0 nekom
drugom naponu ili struji u
mrezi.

Pri primjeni idealnih iz-
vora u mreZi postoje izvjesna
ogranienja. Besmisleni su
paralelni spoj naponskih iz-
vora razli€itih napona i se-
rijski spoj strujnih izvora ra-
zli¢itih  struja.

Nazivi aktivnih elemenata
i njihovih parametara dani su
u tabl. 4.

Za konkretne, stvarne (fi-
zicke) elemente kojima odnos izmedu napona i struje odgovara
relacijama iz tabl. 2 kaze se da imaju otporni, induktivni, od-
nosno kapacitivni karakter. Takvi su elementi npr. otpornik, in-
duktivni svitak, kondenzator.

Klasifikacija mreza. Mreza je pasivna (ne sadrzi izvore)
ako su sve funkcije ugt) i igt) jednake nuli za sve vrijednosti
od i; u protivnom slu€aju je aktivna. Mreza je linearna (aktivna
ili pasivna) ako su svi pasivni elementi mreZe linearni, u protiv-
nom slu€aju je nelinearna; linearna i vremenski ovisna (aktivna ili
pasivna) je mreZa ako su parametri pasivnih elemenata ovisni
samo od t; linearna i vremenski neovisna (aktivna ili pasivna)
je mreza ako su parametri svih pasivnih elemenata mreze konstante.

U ovom ¢lanku osnove proracuna elektricnih mreza bit ce
prikazane u dva razmjerno nezavisna poglavlja: u prvom su ob-
radene aktivne i pasivne, linearne, vremenski nepromjenljive
(invarijantne) mreze (linearne mreZe s konstantnim parametrima),
a u drugom su pored nelinearnih mreza (sklopova) obradene i
linearne mreze (sklopovi) s vremenski promjenljivim elementima,
jer se te mreZe rjeSavaju metodama koje su slicne metodama pri-
mijenjenim za rjeSavanje nelinearnih mreza.

LINEARNE MREZE S KONSTANTNIM PARAMETRIMA

Linearne mreze s konstantnim parametrima jesu aktivne ili
pasivne, vremenski neovisne mreZze u kojima su odnosi izmedu
napona i struje koji definiraju pasivne elemente dani linearnim
algebarskim, diferencijalnim ili integralnim jednadzbama (v.
tabl. 2), a koeficijenti su u tim izrazima (parametri pasivnih ele-
menata) konstante. Pasivni elementi ovakvih mreza jesu linearni,
vremenski neovisni (invarijantni).

Tablica 4

AKTIVNI ELEMENTI
ELEKTRICNE MREZE
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Teorija linearnih elektri¢nih mreza postoji ve¢ preko sto godina. Rad G.
Kirchhoffa (1824— 1887) iz godine 1845, u kojemu je iznesen zakon Cvorista
i zakon petlje, a koji su zakoni u_elektrotehni¢ku literaturu usli kao prvi i drugi
Kirchhoffov zakon, oznaCuje pocetak te teorge. Dvije godine kasnije iznio je
Kirchhoff teorem _recipro¢nosti, a_godine 1853 H, Helmholtz (1821— 1894)
teorem superpozicije te naponsku i strujnu nadomjesnu shemu linearnog ge-
neratora.

J. C. Maxwell (1831—1879) je 1873 u djelu »A treatise on electricity and
magnetismc E]’Ik@zao analizu mreZe koja je, osim $to je imala naponske izvore
u granama, bila i strujno napajana u ¢voristima. 1z strujnih jednadzbi odredio
je potencijale Cvorista, a s pomocu ovih struje u granama mreze. .

_ Krajem XIX st. pojavila se u elektrotehnici i izmjenicna struja a s njom
pojam kompleksnog 0t§<0ra (impedancije) i prlmlj_ena simbolitkog racuna. Kra-
iem X1X i pofetkom XX st. iznesene su prve analize pasivnog linearnog cetvero-
pola, ali je naziv »Cetveropol« upotrijebljen u literaturi tek pocetkom dvadesetih
godina ovog stoljeca (F. Breisig).

~ Posebno se kroz prva tri desetlje¢a XX st. razvila valna teorija ¢etveropola
kOjaH]e bazirana na teoriji homogenih linija. Teo_rliu homogenih Tlinija iznio je
O. Heaviside (1850—1925) tokom godina 1886 i 1887.

M. Pupin_(1858—1935) postavio je 1900 pribliznu_teoriju tzv. p%l_pini_z.i—
ranog voda, sluzeci se rastavljanjem voda u lanac simetricnih ¢etveropola. Ta¢niju
IEOI’\I}U dao je tri_godine kasnije G. A. Campbell (1870—1954). .

alna teorija Cetveropola nasla je svoju najvecu primjenu u teoriji elektrinih
filtara. Prvi>opis niskopropusnog filtra dao je ve¢ 1903 G. A. Campbell, ali‘je
tek 1915 dao jedan filtar patentirati. U to doba je neovisno o tim radovima i

K. W. Wagner %_1883—1 53), razyija#'uc’i teoriju_lancastin provodnika, dosao
do valne teorl{e iltra. Valnu teoriju filtra prodirio je i upotpunio 1923 O. J.
Zobel, pa se filtri proracunati na osnovi te teorije zovu Zobelovi filtri. Proratun
filtara na osnovi_valnih parametara bio je dugo (1915—1929) {'1edini upotreb-
ljivi na€in proracunavanja filtara, a primjenjuje se pored drugih metoda jos i

anas.

Teorija se cetveropola do pocetka tridesetih godina toliko razvila da je ve¢
obuhvacala zaokruzenu cjelinu. God. 1924 R. M. Forster prikazlao je analiticka
svojstva_funkcije reaktancije i iznio metodu realizacije reaktantnin dvopola iz
zadane funkcije reaktancije. To se moZe smatrati podetkom razvoja nove grane
u teoriji linearnih mreza, sinteze linearnih mreza.

Iza R. M. Forstera nosioci su razvoja modeme teorije linearnih mreza
W. Cauer, O. Brune, H. Bode, S. Darlington, E. Guillemin i drugi.

. O. Brune je u_svojoj doktorskoj disertaciji l(l1931) pokazao da funkcija
impedancije i admitancije (imitancije) spada u odredenu klasu funkcija koju
aevnazvao pozitivno realne funkcije, I iznio jedan nacin sinteze mreza koje sa-

rze elemente R, L, M i C (otpor, induktivitet, meduinduktivitet i kapacitet).

Sa sve ve¢im razvojem elektrotehnike postavljaju se i ve¢i zahtjevi prije-
nosnim sistemima. Pocetkom tridesetih godina pronalazi W. Cauer (1900—1945)
nov nacin rafunanja filtara s povoljnijim pogonskim karakteristikama. Narednih
?odma,_ a naroCito nakon drugog svjetskog rata, produbljuje se sve vise teori &a
inearnih mreza i pronalaze se nove metode sinteze mreza s propisanom karak-
teristikom. God. 1948 definirao je B. D. H. Tellegen nov (linearni, nereciprocni)
element elektricne mreZe, koji je nazvao girator, 1 time proSirio mogucnost pri-
kazivanLa elektromehanickih “sistema elektricnim nadomjesnim shemama. God.
1949 objavio je K. Kupfmiller nov nacin sistematskotwg tretiranja prijenosnih
sistema. Tako nastalu »teoriju linearnih sistema« prosirili su i produbili L. A.
Zadeh, N. Wiener i drugi.

U posljednje vrijeme uvedene su »varijable stanja« kao veliine koje odreduju
dinamicko ‘vladanje mreze (T. R. Bashkov). Prednosti opisivanja mreze ovom
metodom jesu da se stanje u mreZi umjesto linearnom diferencijalnom jednadzbom
n-tog reda opisuje sa n linearnih diferencijalnih jednadZbi prvog reda. Ove
potonje su prikladnije za analizu mreza pomocu elektronskih ratunala. Analiza
pomocu varijabli stanja prlm{(enJUJe se i kod linearnih mreza sa vremenski pro-
mjenljivim parametrima. Elektronska racunala danas se sve viSe primjenjuju
u analizi i sintezi mreza.

Analiza mreze. Analizi mreze pristupa se tako da se prvo
odabere orijentacija grana i petlja i zatim odredi potreban broj
medusobno neovisnih struja ili napona u mreZi. Sve ostale struje
grana i naponi parova ¢voriSta mogu se izraziti kao funkcije oda-
branog sustava medusobno nezavisnih veli€ina.

Sustav neovisnih varijabli mreze ovisan je o topoloSkim svoj-
stvima mreze. Informacije o topoloSkim svojstvima mreZze daje
mrezi pridruZeni orijentirani linearni graf. U si. 4 a prikazana
je mreza, a u si. 4 b pripadni linearni orijentirani graf.

SI. 4. Shema mreZe (a) i orijentirani graf mreZe (6)
8 oznaCenom orijentacijom petlja

Kao sustav medusobno nezavisnih varijabli mreZe odabiru
se redovito ili struje petlja ili naponi odredenih parova c¢vorista.
Struja petlje ili kontuma struja je funkcija i(t) pridruzena petlji
(konturi petlje). Konturne struje pridruzene temeljnom sustavu
petlja tvore sustav potrebnog broja medusobno neovisnih varijabli.
Ove struje se podudaraju sa strujama spojnica (nezavisnih grana).
Potreban broj medusobno neovisnih kontumih struja daje u
planarnom grafu i sustav petlja koje odgovaraju “oCicama« mreze.
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Sustav potrebnog broja medusobno neovisnih napona tvore
naponi izmedu jednog, po volji odabranog, €voriSta mreze (re-
ferentnog cvorista) i ostalih CvoriSta, odnosno naponi pridruzeni
temeljnom sustavu rezova, a ti se podudaraju s naponima Kkoji
su pridruZeni granama stabla mreZe.

Posto je odabran sustav medusobno nezavisnih promjenljivih,
orijentiranoj se mrezi pridruzuje sustav jednadzbi prema prvom,
odnosno drugom KirchhofTovom zakonu, u kojima su struje u
granama izraZzene pomocu sustava medusobno neovisnih napona
grana ili parova €voriSta, odnosno naponi grana pomocu sustava
medusobno neovisnih konturnih struja. Predznaci u ovim jednadz-
bama ovise o orijentaciji grana kojima su struje ili naponi pridruzeni
i 0 odabranom pozitivnom smjeru struje ili odabranom pozitiv-
nom polaritetu napona (o referencijama struje i napona).

Referencijom struje odnosno napona naziva se simbol kojim
se u grafu mreze oznaCuje onaj smjer koji se uzima kao pozi-
tivni smjer struje, odnosno pozitivni polaritet napona. Zarefe-
renciju struje se obi¢no upotrebljava znak strelice (-»), a za refe-
renciju napona znak plus (+). Za vrijednosti od t za koje se smjer
struje podudara s referencijom struje, odnosno polaritet napona
s referencijom napona, vrijednosti su i(t) i u(t) pozitivne. Refe-
rencije se odabiru proizvoljno, i to redovito tako da se poduda-
raju s orijentacijom grana (si. 4); one ne izjavljuju nista o >pravom«
smjeru struje ili opravom« polaritetu napona.

Pri odredivanju zbroja struja u ¢voriStu prema prvom Kirchhof-
fovom zakonu, struje koje su orijentirane prema Cvoristu (koje
ulaze u €voriSte) uzimaju se u zbroju sjednim predznakom (npr.
plus), a struje s orijentacijom od ¢voriSta (koje izlaze iz ¢vorista)
sa suprotnim predznakom (npr. minus).

Pri odredivanju zbroja napona na zatvorenom putu prema
drugom Kirchhoffovom zakonu uzimaju se naponi koji su orijen-
tirani u petlji u jednom smjeru, s obzirom na orijentaciju petlje,
u zbroju s jednim predznakom (npr. plus), a naponi sa suprotnom
orijentacijom u petlji, sa suprotnim predznakom (npr. minus).

RjeSavanje mreze. RjeSavati mrezu znaci uz zadane para-
metre pasivnih elemenata i naponskih i strujnih izvora odrediti
napone i struje u granama mreZe. Primijeni li se pri tome sustav
jednadzbi prema prvom Kirchhoffovom zakonu, govori se o
rieSavanju metodom cvorista, a primijene li se jednadZzbe prema
drugom Kirchhoffovom zakonu, o rjeSavanju metodom petlja
(konturnih struja). Postavljanje sustava jednadzbi i prema prvom
i prema drugom Kirchhoffovom zakonu daje tzv. mjeSovitu me-
todu. U mjeSovite metode ide i sustav jednadzbi varijabli stanja.
Varijable stanja su naponi kapaciteta i struje induktiviteta. Najce3ce
se mreze rjeSavaju metodom ¢vorista i metodom petlja pa ¢e te
metode biti ovdje prikazane.

RjeSavanje mreZze metodom CvoriSta. Ako je v broj &vorista u
suvisloj mrezi, (v — 1) Kirchhoffovih strujnih jednadZbi linearno
je neovisno.

Ako se struje koje su pridruzene granama u jednadZzbama
¢vorista izraze, prema propisu u tabl. 2, s pomoc¢u napona koji
su pridruzeni parovima c¢vorista Sto ih tvori (v — 1) ¢vorista S
referentnim (nultim) c¢voriStem, dobije se sustav od (v —1)
simultanih jednadzbi s naponima c¢voriSta prema nultom, refe-
rentnom ¢voristu i strujama neovisnih izvora (neovisnih aktivnih
elemenata) kao varijablama. Referencija napona postavlja se u
¢voriste s kojim nulto ¢voriste €ini par (ne u samo nulto €voriste).

Uz zadanu mreZu i zadane struje
izvora moZe se ovaj sustav jed-
nadzbi rijesiti po naponima iz-
medu cvorista i nultog ¢vorista
kao ovisnim varijablama. Ovako
postavljene jednadZbe Ccvorista
jesu jednadzbe cvoriSta u stan-
dardnom obliku.

Napon grane moze se izraziti
kao razlika napona izmedu ¢Evo-
riSta koja su incidentna s tom
granom i referentnog cvorista.
Kao primjer dan je u nastavku sustav jednadZbi €vorista za mrezu
prema si. 5, koja ima 4 Cvorista. To daje sustav od 4 —1= 3

SI. 5. Mreza uz primjer za rjeSavanje
metodom ¢&vorista
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nezavisne jednadZzbe:

. . d«! d«2
h — (Gi + GAW+ Cx— _C’AE’ n G2
i
difi ane
0= _Cl_ + (Ci1+ C2 - +r 2 di*
du,, d«3
0= —G2«! —C2—- + (G2+ G3 3+ C2

gdje je G recipro€na vrijednost od R (vodljivost), F recipro¢na
vrijednost od L, a *10) je struja kroz induktivitet u trenutku
t = 0.

RjeSavanje mreze metodom konturnih struja. Najprikladniji je
izbor petlja u planarnoj mrezi onaj pri kome petlja odgovara
»oCici« mreze. U mreZi sa g grana i v Cvorista ima g — (v — 1)
neovisnih petlja. Uklanjanjem g —v -f 1 prikladno odabranih
grana nestaju sve petlje u mrezi. Referencija konturnih struja
odabire se obi¢no tako da se podudara s orijentacijom petlje.
Konturne struje zadovoljavaju u c¢&voriStima prvi Kirchhoffov
zakon.

Struja u grani mreze jednaka je struji petlje ako grana pri-
pada konturi samo jedne petlje i ako se pozitivni smjer struje
te grane podudara s pozitivnim smjerom struje petlje (inace je
suprotnog predznaka). Struja u grani koja pripada viSe nego
jednoj petlji dobiva se superpozicijom pripadnih konturnih struja.
Pri tome se s pozitivnim predznakom uzimaju struje petlja kojima
se pozitivni smjer podudara s pozitivnim smjerom struje grane,
a s negativnim predznakom struje petlja suprotnog pozitivnog
smjera. Ako se na petlje primijeni drugi Kirchhoffov zakon,
ali tako da se napon grana izrazi strujama petlji, dobiva se su-
stav od g — (v — 1) simultanih jednadZbi u kojima su varijable
struje petlja i naponi neovisnih
izvora (neovisnih aktivnih ele-
menata). Uz zadanu mrezu i
zadane napone izvora moze
se taj sustav jednadzbi rije-
Siti po strujama petlja kao ovi-
snim varijablama. Ovako po-
stavljene jednadZzbe petlja jesu
jednadzbe petlja u standardnom
obliku. Kao primjer rjeSavanja
mreze metodom petlje dana
je mreza prema sl. 6 kojaima 6
grana i 4 Ccvorista, pa prema

Sl. 6. Mreza uz primjer za rjeSavanje
metodom konturnih struja

tome 6 —4 + 1= 3 petlje, Pripadni sustav jednadzbi tih
petlja glasi:
t
— Ui —R1il+ Li— + 613*Zdr —uCl (0) — Rii2 — Si [*h dr,
0 0
t t
Ui— RxXix+ R12-\-L2 5" + s t2dt - uC(0) — S2J tadt,

0= —SI dr—52ftadt + Rzh + Ne + S") i isdr + uCl (0) +

0 0 0 + u C2(0).
S1i S2su recipro¢ne vrijednosti od Cx i Ca, a wCl(0) i wCX0)
su pocetni naponi na kapacitetima u trenutku t = 0.

Jednadzbe petlja i jednadzbe Cvorista u standardnom obliku
tvore sustav simultanih obi¢nih, linearnih, integro-diferencijalnih
jednadzbi s konstantnim koeficijentima. Ovisne varijable u tim
jednadzbama (naponi ili struje) realne su funkcije vremena

»E(¥).

Funkcije vremena koje se pridruzuju izvorima (aktivnim ele-
mentima) u mreZi zovu se i funkcije poticaja (uzbude) i obi¢no
su zadane, a funkcije koje se traZze zovu se i funkcije odziva. Po-
Cetni naponi i struje, tj. naponi u trenutku t = 0 na kapaci-
tetima [wc(0)] i struje u trenutku t —0 u induktivitetima
[iL(0)] uzimaju se kao poticaj. Integro-diferencijalna jednadZzba
mreze veze funkciju odziva s funkcijom poticaja.

Jednadzbe c¢voriSta linearne mreze sa vremenski invari-
jantnim parametrima za mrezu sa (n + 1) cvoristem dane su u
matricnom obliku opéenito ovako:

*‘6* rGnG1 -.. Gm  uM- -Cu Cn -+ Cin - =«i -
|| G2'mGmn W o Cn Ctt *= cin w
+
in-1 ni~n* unn  un- LCniCnt Can - -\Vh-
rAl A, ~-mAni in (0
Al A*.. ')@ *« EO;
+3 o
-AilAia Ain- -fnn(0)-
du(t)

1 C
gdje su: pu(t) = i Fu(t) = w(r)dr, ili saZeto:

Tdt

[ —uk] -f p [CkI] Wid + — [PkI] [wid + [ikk].

Matri¢na jednadzba

& o  *gm -Xi” Vhi 1
) e atn o bi
-fim « finn- xn- -bn-
ekvivalentna je sustavu od n linearnih jednadzbi sa n nepoznanica
au *i + c,*, + . +ain *! = bi
a2 +a,*, +-- +atn x2 = bt
aniXi 4- %% +annxn ~ bn

jer je prema pravilima ratunanja s matricama (v. Aritmetika i algebra, TE I,
str.”381) umnoZak matrica na lijevoj strani matricne jednadzbe jednak jedno-
stup€anoj matrici polinoma, te Je

[-g".ll Xi+au *+ + *in xn-\
9 xi + a,, x, + + atn xn
anl*l + <* + *.. + ann xnl

Sto je ekvivalentno navedenom sustavu linearnih jednadzbi (dvije su matrice
jednake kad su im odgovarajuci_elementi jednaki).

Za prikazivanje vecih sustava linearnih jednadzbi njihova zamjena ekvivalent-
nom mqtrlénomdjednadibom vrlo je prikladna jer je tako prikazan sustav jednadzbi
kratak i pregledan.

Deriviranjem ¢voris$nih jednadzbi dobije se sustav simultanih,
linearnih, obi€nih diferencijalnih jednadzbi u kojima jednadzba
za k-to Cvoriste ima oblik

Ckid? + 2 Gti dr + Uk.

~t =/*w = |
ix(t) do in(t) jesu struje neovisnih izvora a w(i) do un(t) na-
poni ¢voriSta prema referentnom ¢&voristu mreze.

Gkk je zbroj svih vodljivosti, Ckk zbroj svih kapaciteta, a

zbroj svih recipro¢nih vrijednosti induktiviteta grana spo-
jenih s ¢-tim cvoriStem; Gkl je zbroj svih vodljivosti, Ckl zbroj
svih kapaciteta a Fkl zbroj svih recipro¢nih vrijednosti induktivi-
teta grana koje vezu ;-to i /-to Cvoriste. Gkk) Ckk i r kk realne su
pozitivne konstante, a GkV Ckl i Ari realne konstante koje u jed-
nadzbe ulaze s pozitivnim ili negativnim predznakom ve¢ prema
tomu da li se referencije napona cvorista prema referentnom
Cvoristu podudaraju u ¢voristima ili ne. iu(0) do inn(0) su zbrojevi
pocetnih vrijednosti struja u induktivitetima, spojenim u ¢vo-
ristu, koje u trenutku t = 0 mogu biti i jednake nuli.

Totalno rjeSenje sustava diferencijalnih jednadzbi (1) daje
sustav slobodnih i sustav prisilnih napona c¢voristd prema refe-
rentnom ¢voriStu mreZze (slobodni i prisilni odziv mreZe).

Jednadzbe konturnih struja u petljama linearne mreze sa
vremenski invarijantnim parametrima, za mreZzu sa n temeljnih
petlji, dane su u matricnom obliku ovako:

Ui’ rRE Rit ® cin = rji v Al L e LinnLirti

ut Ra Rtt "Rtn | 1% i , Aii Ai\i AN | %

- 11 I I 1 . .

-Un-  Rai R¥"“R nn* =i MYt
-Su Sit r«nfo)

Stl Stz
+ @

Sni Snt*” Snn-* Man(0)

. . dii) . 1 C o
gdje su: pi(t) = i —*0 = 1*0dt, ili sazeto:

0
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[witi — [*jtJ RJ PILm] [ + ~ [E0[]+-
Deriviranjem jednadZbi petlja dobije se sustav simultanih, linear-
nih, obi¢nih diferencijalnih jednadzbi u kojem jednadZba za ¢-tu
petlju ima oblik

A dHk ” dik .

= Vk() = 2 + 2 di+ 2 s**~
/=1 /=1 /=1
«t(i) do wn(i) jesu naponi neovisnih izvora, a i(i) do zn(i) kon-
turne struje pridruzene petljama mreze. Rkk je zbroj svih otpora,
Lkk zbroj svih induktiviteta, Skk zbroj svih recipro¢nih vrijed-
nosti kapaciteta u konturi ¢-te petlje, a Rkl je zbroj svih otpora,
Lkl zbroj svih induktiviteta i meduinduktiviteta, a Skl zbroj svih
recipro¢nih vrijednosti kapaciteta u zajednickim granama ¢-te i
/-te petlje. Rkk, Lkk i Skk realne su pozitivne konstante, a RKI,
Lkl i Skl realne konstante koje ulaze u jednadZbe s predznakom
plus ili minus ve¢ prema tome da li se orijentacije susjednih kon-
turnih struja podudaraju ili ne. i/n(0) do unn(0) jesu zbrojevi
pocetnih vrijednosti napona na kapacitetima petlje, koje u trenutku
t — 0 mogu biti i jednake nuli.

Totalno rjedenje sustava diferencijalnih jednadzbi
sustav slobodnih i sustav prisilnih struja petlja mreze.

Reciprocne mreZze. Ako su matrice parametara elemenata
Cvorista [GKI]} [rw], [Cw], odnosno petlja [RkI], [LkI], [Sw] u
matricnim jednadzbama (1) i (2) simetrine s obzirom na glavnu
dijagonalu, mreze kojima su pridruzene takve matrice nazivaju se
recipronim mrezama, te za njih vrijedi teorem recjprocnosti
(v. str. 57). U linearnim, pasivnim, reciproénim, mrezama na-
vedene su matrice definitne ili semidefinitne (v. str. 62). Re-
ciprone mreZe ne sadrZe zavisne (upravljene) izvore.

Slobodan i prisilan odziv. Sustav jednadzbi mreZe rijeSen
po jednom odzivu kao nepoznanici daje diferencijalnu jednadZzbu
oblika

duk

(2) daje

dmw(t) dm~1w(t) dzu(t)
dtm tamdi dimi + .o+ @ *dT"+ a° =
_ dnv(t) dn_1v(t) T dv(t)
=D gty bn-imd(,-i +eo o HLGT -+ DUV

gdje je v(t) funkcija poticaja a zv(t), funkcija odziva. Koefici-
jenti ak i bk u linearnim su mrezama sa vremenski invarijantnim
parametrima konstante karakteristicne za odredenu mrezu.

Posebno rjeSenje (partikulami integral) ove diferencijalne
jednadzbe daje prisilni odziv>a opce rjeSenje pripadne homogene
diferencijalne jednadzbe (komplementarna funkcija) slobodni odziv.
Kompletni odziv mreze na dani poticaj dan je totalnim rjeSenjem
nehomogene linearne diferencijalne jednadzbe i jednak je zbroju
prisilnog i slobodnog odziva.

Ako je npr. struja traZeni odziv, onda je i(t) = Z(r) -~ zs(r),
gdje je ) kompletna struja (kompletni odziv), zf(r) prisilna (for-
sirana) struja (prisilni odziv), a z(r) slobodna struja (slobodni
odziv).

Ako je poticaj periodska funkcija, prisilni je odziv stacionarno
stanje, a slobodni odziv prelazna pojava ili tranzijent.

Vrijeme od kojeg se promatra odziv u mreZi oznaCuje se obi¢no
sat=0.

Clanovi opéeg rjeSenja homogene diferencijalne jednadzbe
jesu tipa A e8t Vrijednosti od s koje odgovaraju korijenima ka-
rakteristicne jednadzbe nazivaju se vlastite ili prirodne frekvencije
mreze. Prirodne frekvencije mreze odreduju valni oblik slobodnog
odziva. (Valni oblik napona ili struje je krivulja u pravokutnom
koordinatnom sistemu koja prikazuje ovisnost doti¢ne veli¢ine o
vremenu.) Korijeni karakteristicne jednadzbe homogene diferen-
cijalne jednadzbe (prirodne frekvencije) linearne, pasivne, reci-
prone mreZe sa vremenski invarijantnim parametrima realni
su ili kompleksni. Oni ovise samo o strukturi mreze, a neo-
visni su od pobude i imaju ova svojstva: realni korijeni i realni
dio kompleksnih korijena uvijek su negativni; ako je korijen kom-
pleksan, on dolazi samo u konjugirano kompleksnim parovima;
kompleksni korijeni kojima je realni dio jednak nuli (imaginarni
korijeni) mogu biti samo jednostruki.

Mreze za koje to vrijedi nazivaju se stabilne mreze. Slobodni
odziv se u stabilnim mrezama s vremenom priguSuje i teZi k
nuli (istitravanje mreZe) ili, u granicnom slu€aju (korijeni ima-
ginarni), ostaje konstantan. Divergencija (raspirivanje) slobodnog
odziva u stabilnim mrezama nije moguéa. U stabilnim mrezama
(sistemima) efekt je svake perturbacije prolazan i mreZa nakon
dovoljno dugog vremena postaje prazna (mrtva).

Slobodne konstante (ABAZ2 ..., AN) u totalnom rjeSenju di-
ferencijalne jednadzbe mogu se odrediti iz vrijednosti napona i
struje u trenutku t = 0. Za mrezu u kojoj su u trenutku t — 0
sve struje u induktivitetima i svi naponi na kapacitetima jednaki
nuli (pocCetni uvjeti jednaki nuli) kaZze se da je u trenutku t = 0
prazna ili mrtva.

Prisilni odziv mreZe dobiva se rjeSavanjem nehomogene dife-
rencijalne jednadzbe jednom od za to prikladnih metoda, npr.
metodom neodredenih koeficijenata.

Analiza mreze u frekvencijskoj domeni. Za analizu mreze
na osnovi sustava integro-diferencijalnih jednadZzbi (1) i (2)
u kojima je slobodna varijabla vrijeme (i) kaze se da je provedena
u vremenskoj domeni (analiza u vremenskoj domeni). Poticaj i
odziv su u vremenskoj domeni funkcije vremena (r): u(t), i (t).
Primijeni li se Laplaceova transformacija na sustav jednadzbi
mreze dan u vremenskoj domeni, dobije se sustav jednadzbi u
kojem je slobodna varijabla kompleksna veli¢ina s (s = a + jco),
koja se u teoriji mreza naziva kompleksna frekvencija. Za analizu
na osnovi ovakvih jednadzbi mreZza kaze se da je provedena u
frekvencijskoj domeni (analiza ufrekvencijskoj domeni). U frekven-
cijskoj domeni su poticaj i odziv .funkcije kompleksne frekvencije:
U(@s)3 /«.

Analiza na bazi Fourierove transformacije ili pomocu simbolicke metode
za sinusnu pobudu (za stacionarno stanje) takoder je u frekvencijskoj domeni.
. Pojamimpedancije i prijenosnih (transfernih) funkcija definiran je u frekven-
cijskoj ‘domeni.

Primjenom Laplaceove transformacije (v. Laplaceova transfor-
macija) na sustav integro-diferencijalnih jednadzbi mreze kojoj su
pasivni elementi linearni i vremenski invarijantni dobiva se
sustav simultanih algebarskih jednadzbi u kojima su varijable
Laplaceova transformacija funkcije napona i struje. Laplaceova
transformacija prebacuje funkcije napona i struje iz vremenske u
frekvencijsku domenu. Sustav algebarskih jednadzbi (jednadzbi
mreze u frekvencijskoj domeni), rijeSen po nepoznanicama i vraéen
primjenom inverzne Laplaceove transformacije u vremensku do-
menu, daje totalno rjeSenje zadanih integro-diferencijalnih jed-
nadzbi mreze. Pri rjeSavanju sustava jednadzbi mreze Laplaceovom
transformacijom uzeti su automatski u racun pocetni naponi na
kapacitetima i pocCetne struje u induktivitetima mreze.

JednadZbe petlja mreZze u frekvencijskoj domeni dane su u
matricnom obliku za neku mreZu sa n petlja kojoj su elementi
R, S, L, M opcenito ovako:

i Qi § im "R rLu Lit **Lm'
UG T R 1 g1 O
p far}+5 +
un@®d Ui Rn. tnco-  LniLnt"Lnn-  (3)
'SuSu “Sin 1 I'ACY 1 rLxLit™"Lm A ri(0)l red(Q) 4
Sti %t > Stn 1 1/j(j) 1 1L% L9 L%n 1 ':'(.;c .
+ » Lo
-Sm SeeSfin  L/n(s)d  *LniLnt=ind wiN@)J Um0y

U”s) = ¢?[ut(t)]; ut(t) funkcija je napona neovisnih izvora
z-te petlje, 1{(s) =i{(t) funkcija je konturne struje
pridruzene z-toj petlji, a wc<(0) zbroj je pocetnih napona na
kapacitetima i-te petlje u trenutku t = 0.

Ako se sa ZH(s) oznaci obilazna impedancija z-te petlje a sa
zajedniCka impedancija z-te i /-te petlje, bit ¢e sustav jednadzbi
(3) dan ovako:

UM Zu(s) Z#(s)-zin (i)-, rdi(i) -
UCs) Z«(5) zn (0Min (5 11 I

Un(s)Jzn: GZHGENIS)EME) b/n()
L)

rLu Lit --Lin4 riVO)
leu >t "Lin |1 *«(0)

LLniLni-Lnn) Un(Q

o «n(0)
ili sazeto pisano:

wm = vm - + 1 t«c,(0)].
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Ako je mreza u trenutku t = O prazna, reducira se taj izraz na

= [M«l ft«!- w

[*<W] je vektor kojemu su komponente Laplaceova transforma-
cija funkcija napona pridruzenih naponskim izvorima u petljama,
Ui(s)] je vektor kojemu su komponente Laplaceova transforma-
cija funkcija struje pridruzene petljama, a [Z(j(s)] je matrica
impedandj& petlja. Matrica [Z{j(s)] pridruZena reciprocnim mre-
Zama simetri¢na je s obzirom na glavnu dijagonalu.

Sustav jednadZzbi ¢vorista mreze u frekvencijskoj domeni dan
je u matricnom obliku za neku mrezu sa n -f 1 ¢voristem, kojoj
su elementi G, C, 71 ovako:

AQ>i Gn Gn ""Gin '
70 letiGt

CnCn-Cini rt/

uts) 1 [Cn ct*—in | lu

-7,(s)h 1 GniGnt"<Gnnd L&h=H Un(s)
rAlI' A- An1 rUx(s) 1 rCxl Clt - c;in - rmi(o) *Li(0
1 P Tin 1175 1 ICLClt - Ctn 11(0) m&
)

wWni/nd Rt EER($))  Le@iiCoas. -Comdd Lnh(0;J
1k(s) = ik(t) funkcija je struje neovisnih izvora u ¢-tom
¢voristu, Uk(s) = M [« f(t)]; uk(t) funkcija je napona pridruzena
paru Cvorista Sto ga Cine -to Cvoriste s referentnim CvoriStem
mreze, a iLk(0) pocetna je struja pridruZzena induktivitetima
¢-tog Cvorista mreze u trenutku t = 0.

Ako se sa Ykk(s) oznaCi admitancija ;-tog ¢voriSta a sa
zajedniCka admitancija ;-tog i /-tog Cvorista, dan je sustav jed-
nadzbi (5) ovako:

-li(* ryn (" k co-v1v@ Uli ren
| /I,Esg 11 y.i g?y,,((s)—Y,,,( H I(«) C,, «.(0)
r

-Gni Cnt™'CnnJ 1-mn (0).

*ogif)
I Lyni(0 yn«W-ynn(i)J L’L‘p((*)
Q)

irJo),
ili saZeto pisano:

[/*«] = iuk@E)] - [Ct] [«(0)] + 1 [/«(0)].
Ako je mreZa u trenutku t = O prazna, reducira se taj izraz na
(91 = [Y*IE>] [Uk(s)T. (6)

[Ik(s)] je vektor kojemu su komponente Laplaceova transforma-
cija funkcija struje pridruzenih strujnim izvorima uklju¢enim u
mrezu. [E/*($)] je vektor kojemu su komponente Laplaceova trans-
formacija funkcija napona pridruZenih parovima c¢vorista Sto ih
¢ine €voriSta mreze s nultim CEvoriStem. [Yfd(s)] je matrica admi-
tancija CvoriSta petlje. Matrica [y fd(s)] pridruZena recipro¢nim
mreZama simetri¢na je s obzirom na glavnu dijagonalu.

Zamijeni li se u matricama [ZkI(s)] i [Y (V)] velicina s veli€i-
nom joo(s= 0+ jco) dobije se matrica impedancija petlja
[Z (jeo)] i admitancija €vorista [Y(jco)] za sinusni poticaj u mreZi.

Matri¢ne jednadzbe (4) i (6) za sinusni poticaj i utitrano
stanje jesu

[U<] = [ZtjQeo)] [7J,
[kl = [Yki(<o)][UKI,

gdje su [t/J i [£/) vektori kojima su komponente fazori napona,
a [7J i [7J vektori kojima su komponente fazori struje.

Fazor (kazaljka, verzor, vektor) odnosi se na sinusno promjenljive veliine.
On je kompleksan bro& A pridruzen Kkosinus-funkciji A cos@t + )
tako da je modul jednak amplitudi, a argument jednak pocetnom faznom kutu
te funkcije. Realni dio fazora pomnozen funkcijom e*03* (koja se Cesto naziva

jedini¢ni rotirajuci vektor ili ort) daje kosinus-funkciju:

ReAelVei'« = ReA e(® + f) =
= Acos(or+ 9.

U elektrotehnickoj literaturi Ces-

to se i izraz A naziva fa-
zor, kazaljka, verzor ili vektor.

Pri po&tav_l&le\ilgju jednadzbi

ea .. ; SI. 7. MreZa s neovisnim i ovisnim
petlja  ili cvorista” u standard-

naponskim 1zvorima

ELEKTRICNI KRUGOVI

nom obliku za mreZe koje sadrze i ovisne izvore postupa se tako da
se parametri ovisnih izvora (napon ili struja ovisnog izvora) izraze
kao funkcije odgovarajuéih varijabli mreze. Clanovi tako dobive-
nih izraza pridruZuju se u odnosnim jednadZbama C¢lanovima
s istom varijablom. Matrice impedancija petlja i admitancija
CvoriSta mreze sa ovisnim izvorima nesimetri€ne su, a mreze ko-
jima su takve matrice pridruZene nazivaju se nereciprocne mreze.

Jednadzbe petlja nereciprone mreze prema si. 7 jesu, uz

Uuru” + hR* i U* =1, Rk:

MO + ) + Ri -Ri H AW1 f- M Ua&,
L tiuagl

Dvopoli

U elektrotehnici je dvopol elektri¢na naprava s dvije prikljuc-
nice koja se, ve¢ prema namjeni, prikljuuje na druge elektri¢ne
naprave ili uredaje. Elektricna svojstva takvog dvopola dana su
s obzirom na njegove prikljucnice.

U teoriji elektricnih mreza dvopol je pojam pridruzen mrezi
kojoj su elektricna svojstva dana s obzirom na samo jedan par
CvoriSta. Taj se par Cvorista naziva i prilazom mreZe, a doti¢na
¢vorista prikljuénicama. Elektricna svojstva dvopola dana su od-
nosom funkcija napona i struje pridruzenih
prilazu mreZe. Ako je jedna od tih funk-
cija zadana (npr. poticaj), bit ¢ée druga
odredena svojstvima dvopola (mreze).
Ako je analitiCki izraz koji karakterizira
dvopol zadan, nije potrebno poznavati sa-
stav dvopola, pa se on simboli¢ki prika-
zuje prema si. 8. U toj su shemi uz prikljucnice oznacene takoder
referencije napona i struje.

U nadomjesnim shemama elektricnih naprava, €vorista ozna-
Cena kao prikljucnice odgovaraju priklju€nicama tih naprava.

Dvopoli su aktivni ili pasivni, linearni ili nelinearni, vremenski
promjenljivi ili nepromjenljivi (invarijantni). Ve¢ prema tomu
da li je neka mreza aktivna ili pasivna, linearna ili nelinearna, vre-
menski promjenljiva ili nepromjenljiva, bit ¢e i dvopol pridruzen
toj mreZi tih svojstava. U daljem tekstu obradeni su aktivni i
pasivni linearni, vremenski invarijantni dvopoli.

Dva dvopola mogu se spojiti serijski ili paralelno, a viSe njih.
na bilo koji nacin tako da opet tvore mreZzu. Elementi mreZe
navedeni u tabl. 2 linearni su, pasivni, vremenski invarijantni
dvopoli. MreZza koja je sastavljena od elemenata R} L, C, My
promatrana s obzirom na jedan prilaz, linearan je, pasivan vremen-
ski invarijantan dvopol. Veli¢ine koje karakteriziraju elektricne
osobine linearnog, pasivnog, vremenski invarijantnog dvopola ili
linearnu, pasivnu, vremenski invarijantnu mrezu s jednim pri-
lazom jesu impedancija Z i njezina reciprofna vrijednost, admi-
tancija Y (= 1/Z).

Impedancija pasivnog dvopola (koji osim linearnih, pasivnih»
vremenski invarijantnih komponenata moZe sadrzati i ovisne iz-
vore, a koji je u trenutku t = 0 prazan, mrtav) dana je omjerom
Laplaceove transformacije funkcije napona i Laplaceove transfor-
macije funkcije struje pridruzene priklju¢nicama, uz referencije
napona i struje kako je to prikazano u si. 8. Za specijalni slucaj-
sinusnih napona i struja i utitrano stanje ulazna je impedancija
dana omjerom fazora napona i fazora struje.

Impedancija i admitancija linearnog pasivnog dvopola nisu
ovisne o elementima koji su izvan dvopola prikljuceni na pri-
klju€nice dvopola ni o priklju¢enom naponu ili struji. Dva su
linearna pasivna dvopola A i B ekvivalentna s obzirom na elek-
tricne osobine na prilazu ako su im impedancije (admitancije)
jednake.

Impedancija mreze s obzirom na jedan par priklju€nica (ulazna
impedancija linearne, pasivne, vremenski invarijantne mreze)
moze se odrediti s pomocu jednadzbi petlja. Ako mreza ne sadrzi
ovisne izvore i ako priklju¢nice pripadaju samo jednoj petlji koja
se oznaCuje kao prva, ulazna je impedancija dana jednadZbom

Si. 8. Pasivni dvopol

z-8- (S, -
D(s) je determinanta, a Dn(s) prvi kofaktor sustava jednadzbi
petlja, to je u izrazu (7) oznaceno indeksom z.



ELEKTRICNI KRUGOVI

Ulazna impedancija linearne pasivne mreZe (impedancija
mreze promatrane kao dvopol) moZe se odrediti i s pomocu jed-
nadzbi Cvorista.

Ako mreZa ne sadrzi ovisne aktivne izvore i ako prilaz mrezi
tvore referentno Cvoriste i ¢voriSte oznaceno brojkom 1, ulazna je
admitancija dana jednadZbom

(®)

D(s) je determinanta, a Z)u(s) prvi kofaktor sustava jednadzbi
¢vorista, Sto je u izrazu (8) oznaceno indeksom y.

Omjer Laplaceove transformacije funkcije napona pridruzene
otvorenim priklju¢nicama i Laplaceove transformacije funkcije
struje pridruZene kratko spojenim prikljunicama aktivne linearne
mreZe s jednim prilazom (aktivnog dvopola) jednaka je ulaznoj
impedanciji mreze na tim prikljunicama s utrnutim neovisnim

izvorima u mrezi:
zm = )(V
« -

J7p(s) je napon praznog hoda a /k(s) struja kratkog spoja na pri-
kljuénicama aktivnog dvopola. Napon na kapacitetima i struja
u induktivitetima u trenutku t = 0 uzimaju se kao naponski
odnosno strujni izvori u mrezi.
U analizi elektricnih mreZa Cesto se
primjenjuje aktivni dvopol S$to ga tvori
idealni naponski izvor spojen u seriju
s linearnim pasivnim dvopolom (impe-
dancije ZOu si. 9 a) i dvopol §to ga tvori
paralelni spoj idealnog strujnog izvora
s linearnim pasivnim dvopolom (admi-
tancije YO u si. 10). Takvi dvopoli ¢esto  naponskim izvorom s ot-
M . . S e ey s vorenim prikljuccima (a)
sluze kao nadomjesni spoj fizickih iz- i~ zakljugen = dvopolom
vora ili generatora elektriCne energi- impendancije Zx (6)
je. Za aktivni dvopol na Cije je pri-
klju€nice prikljucen pasivni li-
nearni dvopol odredene im-
pedancije (admitancije) kaZze se J
da je optereéen ili zakljucen
tom impedancijom (admitan-
cijom) (si. 9 b, 10 b). Napon i
struja pridruzeni priklju¢nica-
ma opterecenog aktivnog dvo-

SI. 9. Aktivni dvopol s

SI. 10. Aktivni dvopol sa_strujnim

izvorom s otvorenim prikljuénicama

(@) i zakljucen dvopolom admitancije
Vi (9

pola vezani su izrazom:
t/i« m _
uo(s) + /,.(i)

Ovdje znai U”s) Laplaceovu transformaciju funkcije napona, a
li(s) Laplaceovu transformaciju funkcije struje pridruZzene prikljuc-
nicama optere¢enog aktivnog dvopola, UQ(s) Laplaceovu transfor-
maciju funkcije napona pridruzenog otvorenim priklju€nicama,
a 10(s) Laplaceovu transformaciju struje pridruZzene kratkospoje-
nim priklju¢nicama tog dvopola. Dalje vrijedi:

uQs) = /00) Z0k , JoO) = UQs) YO©s).

Za aktivni dvopol prema si. 10 vrijedi:

U(S) = UaQ) - 1(5) Za9, 1.(*) = Zo()ly " i(} >
- u#>u ffz ,«)-
a za aktivni dvopol prema si. 11:
A0) = /,,« - Ui(s) VY,0), UM fo(s)
YI(s)

Neo = Us) yvos) + y,Gi) -

Aktivni linearni dvopoli prema si. 9 i si. 10 ekvivalentni su
s obzirom na napon i struju na priklju¢nicama ako su ispunjene
relacije:

uo(s) 305 1

Inverzni dvopoli. Dva su dvopola A i B inverzna" ako je,
za sve vrijednosti od s} funkcija admitancije jednog jednaka funk-

S7

ciji impedancije drugog pomnozena nekom realnom pozitivnom
konstantom R2 U specijalnom slu€aju R moze biti jednako 1.
Za inverzne dvopole vrijedi relacija:

1

Yow " ZA{s) . ZB(s) = R\ )
Ulazne impedancije dvaju dvo-
pola A i B bit ¢e vezane
relacijom (9) ako su mreze
koje tvore ove dvopole me-
dusobno dualne i ako je pro-
dukt impedancija korespon-
dentnih grana jednak R2 (v.
stranu 59). Primjer inverznih
dvopola dan je u si. 11. Pri-
kazani dvopoli inverzni su ako
vrijedi relacija:.

_Li _Li

G?” G?- CT- CT

Komplementarnidvopoli. Dvije impedancije Z*s) i ZZj)
komplementarne suako im jezbroj za bilo koju vrijednost od s
jednak konstanti.

SI. 11. Inverzni dvopoli

z7s) + Z2) = k.

Analogno su dvije admitancije Y1(s) i YZX5 komplementarne ako
za sve s vrijedi relacija
i) + = k.
Dva dvopola kojima su ili impedancije ili admitancije komplemen-
tarne nazivaju se komplementarni dvopoli.
Ulazna impedancija serijskog spoja dvaju dvopola kojima su
impedancije komplementarne konstantna je. Ulazna admitancija

paralelnog spoja dvaju dvopola kojima su admitancije komplemen-
tarne konstantna je.

Teoremi mreza

Cesto je potrebno, radi rjeSavanja odredenih problema mreZe,
nekoj aktivnoj mrezi s jednim prilazom pridruZiti ekvivalentni
dvopol i odrediti neka elektriéna svojstva mreze na osnovi tog
dvopola, ili se, pak, trazi odziv ako u mrezi djeluje nekoliko po-
ticaja razli¢itih valnih oblika, ili slicno. RjeSavanje ovakvih spe-
cificnih problema olak$ava primjena teorema mreza, od kojih su
osnovni ovdje navedeni. Ti teoremi proizlaze iz svojstva linear-
nosti i iz osnovnih zakona teorije mreza.

Teorem superpozicije glasi: Odziv linearne mreze na neko-
liko simultanih pobuda (iz neovisnih naponskih ili strujnih izvora)
jednak je zbroju pojedina¢nih odziva koji se dobiju kad svaka
pojedina pobuda sama (bez prisustva drugih) djeluje u mrezi.
Pocetni naponi na kapacitetima i pocetne struje u induktivitetima
uzimaju se kao posebne pobude, a zavisni se izvori ne uzimaju
kao posebne pobude.

Neovisni naponski izvor uklanja se iz mreze (utrne) tako da
se premosti, a strujni izvor tako da se iskljuci. Superpozicija je
direktna posljedica svojstva linearnosti mreze.

Teorem reciproc¢nosti. Mreza sastavljena od elemenata r,
L, Ai, C, idealnih transformatora i samo jednog neovisnog na-
ponskog izvora (pobude) neka je u trenutku t = 0 prazna i neka je
struja u nekoj grani, koja nije identi¢na s granom u kojoj je napon-
ski izvor, traZeni odziv. Zamijene li naponski izvor i traZzeni od-

Sl. 12. Teorem recipro¢nosti. Zamjena mjesta
naponskog izvora i struje kao odziv

ziv svoja mjesta u takvoj mrezi (uz nepromijenjen raspored pa-
sivnih elemenata), bit ée traZzeni odzivi prije i poslije zamjene
jednaki (si. 12). Ovaj teorem proizlazi iz svojstva da je matrica
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impedancija petlja mreze sastavljene od elemenata R3L3M, C
simetricna s obzirom na glavnu dijagonalu.

Nfeka je mreZa, sastavljena od elemenata R, L, M, C3 ideal-
nih transformatora i samo jednog neovisnog strujnog izvora (po-
bude), u trenutku t — 0 prazna i neka je napon izmedu nekog
para €vorista, koji nije identi¢an s parom ¢vorista u koji je ukljucen
strujni izvor, traZzeni odziv. Zamijene li strujni izvor i odziv svoja
mjesta u mrezi (ali tako da razmjeStaj pasivnih elemenata ostane
nepromijenjen), bit ¢e traZzeni odzivi prije i poslije zamjene jednaki

SI. 13. Teorem _reciprocnosti, Zamjena mje-
sta strujnog izvora i napona kao odziv

(sl. 13). To proizlazi iz svojstva da je matrica admitancija €vo-
ristd mreZe sastavljena od elemenata R3 L3 M3 C simetri¢na s
obzirom na glavnu dijagonalu.

MreZe kojima su matrice impedancija petlja, odnosno matrice
admitancija cvoristd simetricne s obzirom na glavnu dijagonalu
matrice zovu se recipro€ne mreZe. Teorem recipro¢nosti ne vri-
jedi za mreze s uvjetno aktivnim elementima niti za giratore
(nerecipro€ne mreze).

Teorem Thévenina primjenjuje se za odredivanje nado-
mjesne sheme aktivnih, linearnih, vremenski invarijantnih mreza
s obzirom na jedan par c¢vorista (jedan prilaz) iz veli¢ina koje
se mogu utvrditi izvana na njezinom prilazu.

Theorem Thévenina glasi: Svaka linearna aktivna mreza s
jednim prilazom moze se u odnosu prema
tom prilazu zamijeniti mrezom koja se
sastoji od jednog neovisnog naponskog
izvora i pasivnog linearnog dvopola spo-
jenih u seriju. Napon tog neovisnog
naponskog izvora jednak je naponu na
otvorenim priklju¢nicama doti¢ne mreze, Sl
a impedancija dvopola jednaka je ulaznoj
impedanciji mreze uz utrnute neovisne
izvore i uz poCetne uvjete jednake nuli (sl. 14).

Ekvivalencija se odnosi na napon i struju na priklju€nicama
mreZe. Pocetni uvjeti u mrezi obuhvaceni su naponskim izvorom
nadomjesnog dvopola.

Teorem Nortona primjenjuje se jednako kao Théveninov.

Nortonov teorem glasi: Svaka se linearna aktivna mreza s
jednim prilazom moZe u odnosu prema tom prilazu zamijeniti mre-
Zom koja se sastoji od jednog neovisnog
strujnog izvora i pasivnog linearnog dvo- —
pola spojenih paralelno. Struja neovisnog
strujnog izvora jednaka je struji kratko
spojenih prikljuénica doti€ne mreze, a
admitancija dvopola jednaka ulaznoj ad- Sl
mitanciji te mreze uz utrnute neovisne
izvore i pocetne uvjete jednake nuli (sl. 15).

Ekvivalencija se odnosi na napon i struju na priklju¢nicama
mreze. Pocetni uvjeti u mrezi obuhvaceni su strujnim izvorom
nadomjesnog dvopola.

Teorem Millmana glasi: Napon na otvorenim priklju¢nicama
linearne mreZze koja se sastoji od paralelno priklju€enih pasivnih

Aktivna
nveza

14. Nadomjesni spoj
po Théveninu

Aktivna
mreza

\

15. Nadomjesni spoj
po Nortonu

Sl. 16. Paralelna  kom-
binacija naponskih izvora
(uz Millmanov teorem)

17. SerAu;(a komblnacua struj-
n|h izvora Millmanov = teorem)

linearnih dvopola i naponskih izvora koji su s ovima u seriji (sl. 16)
dan je (s oznakama prema slici) izrazom:

KRUGOVI
_ UxYx+ u2yY2+ ... + Un Yn
Yi~d Yz 45 + Ve
Pri tome je Yk= l/Zz* (k= 1, 2, ..., ri).

Struja kratko spojenih priklju¢nica linearne mreZe koja se sa-
stoji od serijski prikljucenih paralelnih spojeva pasivnih linearnih
dvopola i strujnih izvora dana je (s oznakama prema slici 17)
izrazom:

lizZ1+ /222+ -.-+ InZn

a z1t z2% ...+ ZN

Teorem prijenosa maksimuma snage. Ako je linearni pa-
sivni vremenski invarijantni dvopol prikljuen na linearnu aktivnu
vremenski invarijantnu mrezu s jednim prilazom (aktivni dvopol)
kojoj je napon na otvorenim priklju¢nicama (ili struja kroz kratko
spojene priklju€nice) sinusna funkcija vremena, primat ¢e on
u stacionarnom stanju iz aktivne mreze maksimum djelatne
snage samo onda ako je apsolutna vrijednost njegove impedancije
jednaka apsolutnoj vrijednosti ulazne impedancije mreZe uz utrnute
neovisne naponske i strujne izvore (impedancija nadomjesnog
dvopola po Théveninu, odnosno Nortonu), a fazni su kutovi
suprotnog predznaka.

Impedancija prikljuéenog pasivnog dvopola i nadomjesnog
dvopola po Théveninu (Nortonu) dotiCne mreZe pri prijenosu
maksimuma snage konjugirano su kompleksne.

S oznakama prema slici 9 i uz Z0= \Z0\e,* Zx= \ZXe"]

U0 = |Cr0le)> izraz za djelatnu snagu na
je jednadzbama

impedanciji Zx dan

|C7012\Zi\ cos
p - Relrl |A*l - |Z™ + |Z,|- + 2|ZX|Z.| cos (#, - #,)*
gdje su (P3#0 i #1 pripadni kutovi faznog pomaka, \ZO\i |ZA

apsolutne vrijednosti impedancije, a
vrijednost napona.
Uvjeti da bi prenesena djelatna snaga bila maksimalna jesu

[t/0] apsolutna efektivna

6P oP
55-0 i ~ =0. (10)
Prvi od tih uvjeta ispunjen je za |Zx| = |Z01la drugi za =

= — &Bsto znali da je prijenos maksimuma djelatne snage po-
stignut ako je Zx= Z0O~

U prijenosnim sistemima obi¢no se prilagoduje tako da se
uzima Zi — Z0. Pri ovom nacinu prilagodenja udovoljeno je samo
prvom uvjetu (10), pa se dobiva samo jedan relativni maksimum
prenesene snage.

Mobilnost naponskih izvora (Blakesleyjeva transforma-
cija). Naponski izvor koji je uklju¢en u neku granu linearne
mreZe moze se s obzirom na struje petlja nadomjestiti jednim na-

Sl. 18. PremjeStanje izvora, a Prem I%esta\nje
naponskih izvora, b prem]estanje strujnih izvora

ponskim izvorom ili veé¢im brojem jednakih naponskih izvora
uklju€enih u druge grane mreZe, ali tako da se petljama pridruzeni
vektor napona naponskih izvora u matricnoj jednadzbi petlja ne
mijenja (sl. 18 a i b). Tom transformacijom ostaju struje petlja,
a time i struje grana nepromijenjene.

Ako grana sadrzi samo naponski izvor kojemu nije u seriju
priklju€en pasivni element, primjenom ¢ée gornje transformacije
oba c¢vorista izmedu kojih je taj naponski izvor bio prikljuc¢en
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biti kratko spojena,
Cvoriste.

Mobilnost strujnih izvora. Strujni izvor koji je prikljucen
na neki par ¢voridta linearne mreZze moZe se s obzirom na napone
¢vorista nadomjestiti jednim strujnim izvorom ili ve¢im brojem
jednakih strujnih izvora prikljuenih na druge parove Cvorista,
ali tako da se parovima Cvorista pridruZzeni vektor struja strujnih
izvora u matri¢noj jednadzbi CvoriSta ne mijenja (si. 18 c, d).
Ovom transformacijom ostaju naponi medu cvoriStima mreZe
nepromijenjeni. Ako strujnom izvoru u mreZi nije paralelno
prikljuena grana s pasivnim elementom, primjenom ¢e gornje
transformacije oba Cvorista izmedu kojih je taj strujni izvor bio
priklju¢en biti otvorena (oba ¢vorista neée biti izravno povezana
granom).

tj. ta dva cvoriSta reduciraju se na jedno

Dualne mreze

Za dva se fizicka sistema kaZe da su dualni ako su opisani
jednadZzbama istog oblika. Dualnost linearnih mreZza odnosi se
na strukturu mreZe i na jednakost matematickih oblika jednadZbi
mreZze. Elementi i veli€ine mreZe koji se jedni prema drugima
odnose dualno dani su u tabl. 5.

Tablica 5

ELEMENTI | VELICINE
KOJE SE ODNOSE DUALNO

Napon Struja
Petlja Par ¢vorista
Serija Paralelno
Prazni hod Kratki spoj
Otpor Vodljivost
Induktivitet Kapacitet
1 an'g%goffov 1 Kizl;;:m?ffov

Funkcija od t pridruZzena izvoru i funkcija pridruZzena njego-
vom dualu moraju biti iste. Prvi i drugi Kirchhoffov zakon, na-
dalje jednadZbe petlja i jednadZbe CvoriSta, odnose se medu so-
bom dualno. Samo planamoj mrezi bez meduinduktiviteta moze
se odrediti dualna mreZa. Pri transfiguraciji zadane mreZe u dualnu
ostaje broj grana nepromijenjen. Broj neovisnih strujnih jed-
nadzbi mreze i broj neovisnih naponskih jednadzbi dualne mreze
jednaki su.

Zadanoj mreZi moze se dualna mreZa odrediti tako da se unu-
tar svake petlje koja odgovara »oCitik mreZze postavi CvoriSte.
To je Cvoriste korespondentno doticnoj petlji i pripada dualnoj
mrezi. Unutar petlja postavljena ¢vorista spoje se granama (du-
alne mreZe) tako da grani koja u zadanoj mreZi razdvaja dvije
susjedne petlje odgovara grana koja spaja C¢voriSta smjeStena
unutar tih petlja. Takav je par grana korespondentan. Zadana
mreZa i dualna joj mreZza u crtezu se preklapaju. Sve grane u
dualnom grafu koje su korespondentne granama vanjske konture
mreZze spoje se u jedan Cvor (referentno CvoriSte) izvan mreZe.

SlI. 20. Dualna mreza dobivena po-

SI. 19. Odredivanje_dualne mreze
d stupkom u si. 19

zadanoj

U grane dualne mreZe dolaze elementi koji su dualni elementima
u korespondentnim granama zadane mreZze. Orijentacija grane
dualnog grafa usmjerena je prema cvoriStu ako je orijentacija
korespondentne grane zadane mreZze u smjeru orijentacije petlje.
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U suprotnom slu€aju orijentacija je grane dualnog grafa usmjerena
od doticnog ¢vorista. U zadanoj mrezi moraju sve orijentacije
petlja biti istog smjera (npr. u smjeru kazaljke na satu).

Primjer odredivanja dualne mreZe zadanoj mreZi prikazano
je u si. 19.

Sustav jednadzbi petlji u matricnom obliku mreze u si. 19
dan je ovako:

) ) ) : 1
Ui(s) Ri+ sLi + SGi - sLi 0 A@
- U2) -sLi s(LI+L)++ (i +1) o Tt O
1
0 122 01 SL3+ 0 he
ut(s) 0 *C, R*+7gT, h(s)

Zamijene li se simboli u ovim matricama odgovarajuc¢im simbolima
prema tabl. 5, dobije se sustav jednadZbi Cvorista dualne mreze
(si. 20):

/i0)  Cx-msCia | - sC* 0 Vi)
_*cl» *<cHew + 1 (¢ + 1) 0 :S_ﬂ-% ut(s)
oL o e 0w
/5) 0 *E: Gt+ UM

Referentno C&voriSte jest CvoriSte koje odgovara vanjskoj konturi
zadane mreze.

Svojstvo dualnosti mreza primjenjuje se u analizi mreZza jer
npr. postavljene jednadzbe neke mreZe automatski vrijede uz
odgovarajué¢u zamjenu simbola i za njenu dualnu mrezZu, a to Cesto
znaCi pojednostavnjenje postupka u analizi.

AnalitiCka svojstva funkcija mreze

Funkcije mrezZe (funkcije sistema) F(s) analiticke su funkcije
kompleksne frekvencije (s = o + jco) pridruzene linearnim, pa-
sivnim, vremenski invarijantnim mreZama koje su u trenutku
t = 0 prazne. Funkcije mreze opisuju elektricne osobine takve
mreze na njenim prikljuénicama (tj. njezino vanjsko ponaSanje).
One su dane omjerom Laplaceove transformacije funkcije odziva
/a(0 prema Laplaceovoj transformaciji funkcije poticaja fX{t).

Odziv mreze F2s) u frekvencijskoj domeni odreden je funkci-
jom mreZze F(s) i Laplaceovom transformacijom funkcije poticaja
/i(0- Uz <?[Ne)} = Fx(s\ vrijedi:

Ft(s) = F(s) . F"s).
Pri sinusnoj pobudi i utitranom stanju, fazor odziva jednak je
produktu funkcije mreze F(s) za s —j o [tj. F(j co)] i fazora po-
bude. Funkcije mreze su funkcije impedancije, admitancije i
prijenosne (transferne) funkcije. Definicije koje se ovdje navode
vrijede i za mreZe koje osim elemenata R}L, C, M sadrze i ovisne
izvore (nereciprone mreze).

Funkcija impedancije omjer je Laplaceove transformacije
funkcije napona i Laplaceove transformacije funkcije struje pri-
druzene jednom paru prikljuénica (jednom prilazu) mreze. Funk-
cija admitancije reciprona je vrijednost funkcije impedancije.
Funkcije admitancije i impedancije zovu se zajedni€kim imenom
i funkcije imitancije (prema H. W. Bodeu).

Prijenosne ili transferne funkcije definirane su omjerom
Laplaceove transformacije funkcije odziva /2i) i Laplaceove
transformacije funkcije poticaja fx(t)3 pridruzene razli€itim prila-
zima mreze:

nut)] _ Ft(s)
W *[L.()] flo)

Prijenosne se funkcije prema tome da li je prilazima mreZe
pridruzen naponski ili strujni poticaj i da li se trazi strujni ili
naponski odziv dijele kako slijedi:

funkeiie b uZs) (11a)

nkcije prijenosa napona = a

unkcije prij p u&)

funkcije prijenosa struje = (Hb)

h(s) 3
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- - . .o Ut(s)
prijenosna ili transferna impedancija = (1109
m
prijenosna ili transferna admitancija = m (11 d)
ui(®)

Prijenosna admitancija nije recipro¢na vrijednost prijenosne im-
pedancije.

Sl. 21. Poticaj i odziv u
mrezi s dva prilaza (E7*

ili i poticaj, Ut ili /t
NQ P odjziv)

U izrazima (11a) do (11d) indeks 2 oznaCava odziv a indeks
1 poticaj (si. 21).

Odredivanje funkcija mreze. Funkcija mreze moze se
odrediti iz sustava jednadZbi petlja ili ¢vorista. One su dane kvo-
cijentom determinante sustava i odgovarajueg kofaktora ili
linearnom kombinacijom ovakvih kvocijenata. Ako mreza sadrZi
samo elemente R, L, M, C, tj. ako je pasivna, linearna, recipro€na
i vremenski invarijantna, elementi su u determinantama sustava
realne racionalne funkcije oblika

= akls+ bki + ckl - —.

Koeficijenti akV bki3 ckl realne su konstante koje mogu biti i jed-
nake nuli.

Funkcije imitancije i prijenosne funkcije linearnih, pasiv-
nih, recipro€nih, vremenski invarijantnih mreza prema tome su
realne racionalne funkcije opéenito dane kvocijentom dvaju po-
linoma:

+ am + -+ QS+ Co

w Q(s) Ks"
ili ako se polinom u brojniku i nazivniku rastavi na faktore:
Fe =€ O @ m (12)
s 5 C gt )

do oOm korijeni su polinoma u brojniku i zovu se nule funkcije
mreZe, a spl do spn korijeni su polinoma u nazivniku i zovu se
polovi funkcije mreze. Funkcija F(s) ima i nulu u beskonagnosti
ako je n > m, a red nule je (n — ni). Pol u beskona€nosti postoji
ako je m > n, a red je tog pola (m —n). Polovi i nule funkcije
mreze zovu se zajednickim imenom karakteristicne frekvencije
mreze. Konacni polovi funkcije F(s) jesu prirodne ili vlastite frek-
vencije. U funkcijama imitancije i polovi i nule prirodne su frek-
vencije mreze jer funkcija kao i njena recipro¢na vrijednost pred-
stavljaju funkciju mreze. H = am\bn realna je konstanta. Karak-
teristicne frekvencije i konstantni faktor potpuno odreduju funk-
ciju F(i).

Graficko prikazivanje mreznih funkcija. Polovi i nule funkcije
mreze prikazuju se u kompleksnoj (Gaussovoj) ravnini tako da se
nule funkcija u dijagramu oznauju kruzi¢em, a polovi kosim kri-
zicem (si. 22).

o =nula funkcija
x = pol funkcije

Sl. 22. Ravnina komplek-
sne frekvencije s
(s= o+ joj)

Sl. 23. Odredivanje argumenta i mo-
dula funkcije mreze u s —s& ako
su zadani polovi i nule funkcije

Iz rasporeda polova i nula u s-ravnini i zadane konstante H
moze se s pomocu jednadzbe (12) za neki s = sA odrediti apsolutna
vrijednost i argument funkcije F(s) u toj tacki kompleksne ravnine.

Tako je, npr., soznakama prema si. 23, za S=sa = da+ jcoa ;

" o(a)l 7V,NiNs *
argF(sd = d>@{a) = >+ ¢+ 2?,)- (©- 0, - ©,).

Ovim se postupkom mogu tacku po tacku odrediti krivulje npr. za
|F(jco)| i O(co) u ovisnosti o kruznoj frekvenciji co ako se za
dovoljan broj vrijednosti slobodne varijable s na osi jeo.iz dijagrama
odrede pripadne apsolutne vrijednosti i argumenti te funkcije.

Svojstvo jerealne racionalne funkcije F(s) da za realne vrijednosti
varijable s poprima realne vrijednosti, a za konjugirano kompleksne
vrijednosti od s (oznaCene zvjezdicom) konjugirano kompleksne
vrijednosti, tj.:

F(s*) = F*(i),

zatim da su korijeni polinoma u brojniku i nazivniku funkcije
F(s) ili realni ili dolaze u konjugirano kompleksnim parovima.

Rastavljan]e funkcije na parne i neparne dijelove omoguéuje
prikazivanje mnogih karakteristicnih svojstava funkcije mreZe.
U tom je slu€aju:

m = F¢s) + Fa(i),
gdje je
FJs) = Par F(s) = i [F(s) + F(-s)] parni dio,
Fn(s) = Nep F(s) = i [F(i) —F(—)] neparni dio.

Kako je F(s) kvocijent dvaju polinoma, rastavijanje polinoma u
brojniku i nazivniku na parni i neparni dio daje izraz:

P(s) +PDQy)
FGS) Q9 + Qafs) 5

koji se mnozenjem brojnika i nazivnika sa Qp(i) — Qn(s) moze
preurediti u oblik

F(s) = Pp(s) Qp(s) - pn(s) Qn(s) » Pn(s) Qp(s) - Pp(s) Qn(s)
Qi -Q n X Qpx-Q n 2N
u kojemu je prvi Clan s desne strane jednak Fp(s) a drugi jed-
nak Fn(s).
Ovi izrazi Cesto se primjenjuju u sintezi mreza. Na osi jco,
tj. za S = jad, vrijedi:
Fp(j @ = Re F(j c0) = R(co)3
Fn(ft) = jImF 0 co = jX(co).

Analiticka svojstva mreznih funkcija. Da bi se iz zadane
funkcije imitancije ili iz prijenosne funkcije moglo zakljuciti da
li ta funkcija odgovara mreZi koja sadrZzi elemente R, L, M, C,
potrebno je znati koja su analiticka svojstva tih funkcija.

Iz Cinjenice da su linearne, pasivne, reciprotne, vremenski
invarijantne mreze stabilne, tj. da amplituda slobodnog odziva
s porastom vremena t tezi k nuli ili da je, u granicnom slucaju,
konstanta, nadalje iz Cinjenice da su funkcije mreZe realne ra-
cionalne funkcije, proizlazi da te funkcije imaju ova analiticka
svojstva:

a) Polovi i nule funkcije F(s) ili su realni ili dolaze u konju-

girano kompleksnim parovima; b) funkcija F(s) nema polova
u desnoj polovini 5-ravnine, a polovi na osi joo jednostruki su;
c) za s = joorealni je dio funkcije F(jco) parna funkcija od wy
a imaginarni dio te funkcije neparna funkcija od co; d) zas = jco,
|[F(jo>)| parna je funkcija od co; e) za s = jeo, argF(j co) neparna
je funkcija od o ako je argF(jco) jednak nuli za 0 = 0.

I recipro€na vrijednost funkcije imitancije funkcija je mreze,
ali to po definiciji ne vrijedi za prijenosne funkcije. Funkcije
imitancije imaju jo$ i ova svojstva: f) funkcija imitancije nema
nula u desnoj polovini 5ravnine; g) realni dio funkcije imitancije
za s = jooili je veéi od nule ili je jednak nuli; h) polovi i nule
na osi j o jednostruki su ukljucivsi i s = 0 i oo. NajviSe potencije
polinoma u nazivniku i brojniku mogu se prema tome razlikovati
najvise za 1, a tako i najniZze potencije.

Funkcije imitancija linearnih, pasivnih, vremenski inva-
rijantnih reciprocnih mreZza tvore specijalnu klasu racionalnih
funkcija: pozitivno realne funkcije. Takva je funkcija F(s) analiticka
funkcija kompleksne promjenljive 5= a + jo ovih svojstava:
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regularna je u podruc¢ju a > 0; realna je ako je s realno; za njezin
realni dio vrijedi Re F(s) ~0 za a ” 0. Iz definicije pozitivno
realne funkcije slijedi da je i njezina recipro¢na vrijednost po-
zitivno realna funkcija. Ako je impedancija nekog dvopola po-
zitivno realna funkcija, i admitancija je tog dvopola pozitivno
realna funkcija, i obratno. S tog razloga pozitivno realna funkcija
ne moZe imati nule u desnoj polovini s-ravnine. Zbroj dviju ili
viSe pozitivno realnih funkcija opet je pozitivno realna funkcija.

Da bi se provjerilo da li je neka realna racionalna funkcija
i pozitivno realna, tj. da li je ona funkcija imitancije, potrebno je
provjeriti da li zadovoljava nuzne i dovoljne uvjete. Tako su npr.
nuzni i dovoljni uvjeti dani ovim teoremom:

Racionalna funkcija F(s) s realnim koeficijentima pozitivno
je realnaonda i samo onda ako je regularna u podru¢ju a > 0;
ako su joj polovi na osi jco, ukljuCivsi s = 0 i oo, jednostruki s
realnim pozitivnim reziduumima i ako joj je Re F(j co)™ 0 za sve co,
osim u polovima.

Realni dio funkcije imitancije ispunjava na osi joo takoder
odredene uvjete karakteristicne za te funkcije. Re FQco) = R(co)
parna je funkcija od co, pozitivna je ili jednaka nuli za sve vrijed-
nosti od co i ne moze imati pol na osi jeo.

Realna funkcija R(co) realne promjenljive o realni je dio po-
zitivno realne funkcije na osi joo onda i samo onda ako je ona parna
racionalna funkcija s realnim koeficijentima; ako je R(eo) ograni-
Cena za sve i ako je R(co) » 0 za sve co.

Funkcije imitancije mreZa koje sadrze samo po dva od ele-
menata R, L i C,tj. Li CiliR i CiliR iL, ¢ine posebne klase
pozitivno realnih funkcija koje osim navedenih imaju i neke spe-
cifiCne osobine.

Funkcija reaktancije (funkcija susceptancije) funkcija je
impedandje (susceptancije) mreze koja sadrzi samo elemente L
i C. Funkcija reaktancije je na osi jeo neparna funkcija od co.
Realni dio ove funkcije za svaku je vrijednost od ® na osi jeo
jednak nuli, polovi i nule leze samo na osi j co, a svi su reziduumi
realni i pozitivni. Gradijent funkcije reaktancije na osi jo za
sve je vrijednosti od oo pozitivan osim u polovima, pa polovi i
nule alterniraju. Za co = 0 i oo ima funkcija reaktancije pol ili
nulu.

Realna racionalna funkcija od s funkcija je reaktancije onda
i samo onda ako su joj svi polovi i nule jednostruki; ako svi po-
lovi i nule leZze samo na osi jeo i ako joj polovi i nule alterniraju.

Funkcija imitancije dvopola RC i RL. Funkcija impedan-
cije mreze sastavljene od elemenata RC (RC-dvopol) i funkcija
admitancije mreZze sastavljene od elemenata RL (RL-dvopol)
¢ine jednu klasu, a funkcije admitancije i?C-dvopola i funkcija
impedandje .RL-dvopola €ine drugu klasu pozitivno realnih funk-
cija.

Svojstva funkcije impedandje .RC-dvopola i funkcije admitan-
cije RL-dvopola jesu: Zrc(s) i Yri(s) racionalne su funkdje s
jednostrukim polovima na negativnoj osi <, reziduumi svih po-
lova su pozitivni, nema pola u a = oo, nule su jednostruke i
leze na negativnoj osi <, polovi i nule alterniraju, prva karakteri-
sticna frekvencija na osi a jest pol, gradijent funkcije Zrc(s) i
Y ri(s) uvijek je negativan, imaginarni dio funkcije Zrc(s) i Yrl(s)
na osi j o negativan je a realni dio je monotono padajuc¢a funkcija
s minimumom u beskonacnosti (co = 00).

Od navedenih svojstava nuzna i dovoljna su ova svojstva da
bi neka funkcija bila funkcija impedancije RC-dvopola ili admi-
tancije RL-dvopola: da je ona racionalna funkcija s jednostru-
kim polovima samo na negativnoj osi tf, da su joj reziduumi za
sve polove pozitivni i da nema pola u beskonacnosti.

Svojstva funkcije impedancije RL-dvopola i funkcije admi-
tancije RC-dvopola jesu ova: funkcija Zri(s) i Yrc(s) racionalne
su funkdje s jednostrukim polovima na negativnoj osi <, re-
ziduumi od Zrl(s) i Yrc(s) pozitivni su, nema pola u s =0,
nule su jednostruke i leZze na negativnoj osi a, polovi i nule al-
terniraju, prva karakteristiCna frekvencija na osi o je nula, gra-
dijent funkcije Zri(s) i Yrc(s) na osi a uvijek je pozitivan,
imaginarni dio funkcije Zri(s) i Yrc(s) na osi jeo pozitivan je a
realni dio je monotono rastu¢a funkcija s minimumom u s = 0.

Da bi neka funkcija bila funkcija admitancije RC-dvopola,
odnosno impedancije RL-dvopola, nuZni su i dovoljni ovi uvjeti:
da je ona racionalna funkcija s jednostrukim polovima samo na

negativnoj osi a, da su reziduumi od Rri(s) i Yrc(s) pozitivni
i da nema pol u s = 0.

Funkcije minimuma. S obzirom na razmjestaj polova i nula
u s-ravnini razlikuju se ovi tipovi funkcija mreze: funkcija mi-
nimuma reaktandje funkcija je impedandje koja nema polova na
osi jeo; funkcija minimuma susceptancije funkcija je admitancije
koja nema polova na osi jeo.

Stupanj je polinoma u brojniku navedenih funkdja minimuma
jednak stupnju polinoma u njihovom nazivniku. Recipro¢na vri-
jednost funkcije minimuma reaktancije funkdja je susceptandje
koja nema nula na osi jeo. Isto tako recipro¢na vrijednost funkcije
minimuma susceptancije funkcija je reaktancije koja nema nula
na osi jeo. Funkcijom minimuma reaktancije i minimuma suscep-
tandje naziva se funkcija reaktancije, odnosno susceptancije, koja
nema ni polova ni nula na osi jeo. Opcenito funkcija koja je mi-
nimum reaktancije ne mora ujedno biti i minimum susceptancije
i obratno.

Funkcija minimuma rezistancije funkcija je impedancije kojoj
je realni dio bar za jednu vrijednost co = coa na osi jo jednak
nuli: Re Z (jooa) = 0. Funkcija minimuma konduktancije funk-
cija je admitancije kojoj je realni dio bar za jednu vrijednost
00 = coa na osi jo jednak nuli: Re Y (jooa) = 0.

Ako je recipro¢na vrijednost funkdje minimuma rezistancije
funkdja minimuma konduktancije (ili obratno), naziva se takva
funkcija funkcijom minimuma rezistancije i minimuma konduktan-
cije. Opcenito funkcija koja je minimum rezistancije ne mora
ujedno biti i funkcija minimuma konduktancije (i obratno).

Funkcija minimuma rezistancije koja je ujedno i funkcija
minimuma reaktancije i minimuma susceptancije takoder je funk-
dja minimuma konduktancije.

Funkcija minimuma pozitivno je realna funkcija koja je mini-
mum reaktancije, minimum susceptancije i minimum konduktan-
cije (a time i minimum susceptancije).

Spt x °Soi
sp?

®p2x °s02 X

a b

SI. 24. Primjer razmjeStaja polova i nula_u
ravnini s. a Svepropusne funkcije, b funkcije
minimuma faze

Funkcija minimuma faze prijenosna je funkcija koja nema nule
u desnoj polovini s-ravnine (si. 24 b).

Svepropusna funkcija (engl. all-pass funetion) prijenosna je
funkcija koja ima jednak broj polova i nula (potencija polinoma
u nazivniku jednaka je potenciji polinoma u brojniku) koji su u
s-ravnini razmjeSteni tako da su sve nule u desnoj, a svi polovi
u lijevoj polovini s-ravnine kao zrcalne slike nula s obzirom na
0s jeo (si. 24 a). Modul (apsolutna vrijednost) svepropusne funk-
cije konstantan je za sve vrijednosti od s = jco (otuda ime) a
argument (fazni kut) funkcija je od co.

Svaka se prijenosna funkcija 7\(s) koja nije ni minimum faze
ni  svepropusna funkcija moZe prikazati kao produkt funkcije
minimuma faze Tm(s) i svepropusne funkcije Tas):

Tr(s) = Tm(s) . r,(*)

Funkcije energije u frekvencijskoj domeni kvadratne su
forme:

FOs) = [/**«]«> [Rici] [N(s)] ;IE fki 1*(s) 7,%(s), (13)
To@) = [FEIW [Liel (9] = £ Lkih(s) 3(), (14)
VQs) = PFES)F> [SKT ()] = (15)

£ S*, 7,(S) Ji*(s).
=1

One su pridruzene (linearnoj, pasivnoj, recipro¢noj, vremen-
ski invarijantnoj) mreZi koja je u trenutku t — O prazna. Ovako
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dane funkcije energije dobivaju se iz sustava jednadzbi petlja
tako da se matricna jednadzba sustava pomnoZzi konjugirano
transponiranim vektorom struje [/j*(5)]() :

vi=(yF> [Ui(s)]=[h*(s)IM [RKi] [h(s)] + 5 (7.*(yp> [Lici] Ui(s)] +
+ j [/*W] Nei] [/i©],
§to s oznakama u izrazima (13) do (15) daje:

(1<« I7iG)] = 151/**(*) = FOs) + 5T0s) + }VQs). (16)
Kvadratne forme FQ(s), TQs) i KO5 pridruzene mrezama R3L,
M, C pozitivno su semidefinitne i realne za sve vrijednosti od s.
Pozitivno semidefinitni karakter ovisi o matricama kvadratnih
forma, tj. o matricama [Rrci], [Lki] i [S*i]. Ako je kvadratna forma
semidefinitna i njezina je matrica seipidefinitna, Sto znaci da su
determinanta te matrice i svi glavni kofaktori pozitivni ili jednaki
nuli. Matrice parametara petlja mreZze prema tome su pozitivno
semidefinitne.

Na analogan nain mogu se funkcije energije odrediti i na
bazi jednadZbi CvoriSta mreze. Matrice parametara ¢voriSta mreze
[GjbJ, i [Cki] takoder su pozitivno semidefinitne. Funkcije
energije dane izrazima (13), (14), (15)
ne mogu se fizikalno interpretirati kao
izrazi za snagu privedenu pasivnim ele-
mentima mreze ili kao izrazi za akumuli-
ranu energiju. Analogno uvedene funkcije
u vremenskoj domeni, medutim, pred-
stavljaju izraze za snagu odnosno ener-
giju; odatle ime funkcijama energije.
Ovakva interpretacija moze se dati kva-
dratnim formama ako su varijable fazori napona i struje. S po-
mocu funkcija energije mogu se odrediti neka analiticka svojstva
funkcije imitancije mreze R, L, M3C.

Ako u mreZi djeluje samo jedan naponski izvor tako da je npr.
samo: U”s) §=0, glasit ¢e izraz (16):
h*(s) U&) = FQs) + 5T0s) + 4 VO©). 7)
Ako je petlja u kojoj lezi jedini naponski izvor ulazna petlja pa-
sivne mreze, a CvoriSta oznafena brojkama 1—V ulazne su
priklju€nice (si. 25), bit ¢e impedancija mreze na tim prikljuc-
nicama:

Sl. 25. Pasivna mreza s
nezavisnim  naponskim
izvorom u prvoj petlji

vui® - - 1 o= - 1
: os) + S7q(s) + ~ Va(A (18)
am (1) m\-(™
Taj je izraz dobiven dijeljenjem izraza (17) produktom Ix(s) .
lzraz za impedanciju rastavljen na realni i imaginarni dio,

uz 5= a + joo, glasi:

Rez'(>*w (w +*™ ¢ V-
” o)
Im Zx(s) = (T w A
™A= Adr @2+ @]
Ovi izrazi vrijede za sve vrijednosti od s osim u nulama funk-

cije 17s).

Izraz (18) realan je za realnu vrijednost od s, a izraz (19) po-
zitivan je ili jednak nuli za a » 0. Funkcije s ovim svojstvima
pozitivno su realne funkcije.

Korijeni izraza (18) nule su impedancije a dani su izrazom

J FOs) _ VO

2r05) —\ 477(s) TO«m

To nije eksplicitni izraz za korijene jer su funkcije energije ta-

koder funkcije od s. Funkcije energije realne su i nisu nikad nega-

tivne, pa nule funkcije impedancije prema (20) ne mogu imati
pozitivnog realnog dijela.

U specijalne klase mreZa idu sklopovi sa samo dvije vrste
elemenata; to su LC-3RC-3i RL-mreze. Za LC-mreze je FQ(s) = 0,
za i?C-mreze je TOS) = 0, a za RL-mreZe je KOO = 0. Korijeni
imitancije LC-mreZe dani su izrazom: s= % jAVs)ITds) i
leze na osi jo kompleksne ravnine. Korijeni imitancije RC-
-mreze jesu s = —VOF® a RL-mreze: S = —FOTO i leze na
negativnoj realnoj osi.

(20
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Cetveropoli

U elektrotehnici Cetveropol je elektricna naprava s dva para
priklju€nica, kojoj je namjena prijenos elektricne energije (ili
signala) od generatora (ili izvora signala) do potro3aca (ili prijem-
nika signala). Ovakvi Cetveropoli jesu npr. transformatori, ate-
nuatori, filtri, pojacala, elektricni vodovi i si. Elektri€na svojstva
Cetveropola dana su s obzirom na njegova dva para prikljucnica.

U teoriji elektricnih mreza Cetveropol je pojam pridruzen
mreZi kojoj su elektricna svojstva dana s obzirom na samo dva
para CvoriSta. Ti se parovi ¢voriSta nazivaju i prilazima mreZe,
odnosno Cetveropola. Svaki Cetveropol ima dva prilaza. Elektricna
svojstva Cetveropola dana su odnosima funkcija napona i struja

pridruZenih prilazima Ccetveropola. Ako
7i h2 su analiticki izrazi koji karakteriziraju
Cetveropol zadani, nije potrebno pozna-
vati njegov sastav, pa se Cetveropol pri-
kazuje simboli¢ki prema si. 26, gdje su
ujedno oznaCene i odabrane referencije
napona i struje na prilazima. Par priklju-
¢nica (npr. 1—1') na koji je priklju¢ena pobuda, zove se ulaz
(ulazne priklju¢nice) Cetveropola, a suprotni par (2—2') zove se
izlaz (izlazne priklju€nice) cetveropola.

Cetveropoli su aktivni ili pasivni, linearni ili nelinearni, vre-
menski promjenljivi ili nepromjenljivi (invarijantni), recipro¢ni
ili nereciprocni. Ve¢ prema tome da li je neka mreza aktivna
ili pasivna, linearna ili nelinearna, vremenski promjenljiva ili
nepromjenljiva, bit ¢e i Cetveropol pridruZen toj mrezi tih svojstava.
Linearan, pasivan, reciproCan, vremenski invarijantan Cetveropol
je npr. Cetveropol sastavljen od elemenata R, L, Ai, C. (Ovi Ce-
tveropoli nazivat ¢e se u daljem tekstu RLM C-Eetveropolima.)
Cetveropol koji sadrzi osim navedenih elemenata i ovisne izvore
(naponske ili strujne) jest linearan, aktivan, nereciprocan, vre-
menski invarijantan.

Jednadzbe pasivnih Cetveropola. Funkcije napona i struje
pridruzene priklju€nicama cetveropola vezane su jednadzbama
Cetveropola. Za linearne Cetveropole to je par linearnih jednadzbi.
Predznaci uz napone i struje u tim jednadZbama ovise o odabranim
referencijama. Od cetiri veli€ine UI3 U2 1i i h naprilazu Cetve-
ropola, dvije su neovisne. Prema tome koje su od tih veli€ina
neovisne, moze se postaviti Sest pari jednadzbi Cetveropola, koje
se zovu naponske, strujne, prijenosne i hibridne jednadZbe Cetve-
ropola.

Ako se naponi izraze kao funkcije struja dobivaju se naponske
jednadzbe cetveropola koje glase:

UL —#ii Ix+ zi219  U2= 727X+ 7213 (21)

gdje su koeficijenti zn—z2 parametri Cetveropola koji pred-
stavljaju impedancije (ulazne i prijenosne) i nazivaju se impe-
dancijski parametri Cetveropola.

Ako se struje prikaZzu kao funkcije napona, dobiju se strujne
jednadZbe Cetveropola:

li = 3L Ui + 32t/2 12=y2 Ux+ 32 U2

gdje su koeficijenti ylv~y2 parametri Cetveropola koji pred-
stavljaju admitancije (ulazne i prijenosne) i nazivaju se admi-
tancijski parametri Cetveropola.

Ako se ulazne veli€ine izraze kao funkcije izlaznih veli€ina,
dobivaju se prijenosne jednadzbe:

Ux —aX U2 - ax1?) I — #2172 12272
U tom sluaju an i a2 bezdimenzioni su koeficijenti, al2 je reci-
pro¢na vrijednost prijenosne admitancije, a a2l reciprona vri-
jednost prijenosne impedancije.

Ako su, medutim, ulazne veli¢ine neovisne, mogu se izlazne
veliine prikazati kao funkcije tih veli€ina, pa se dobiva drugi
oblik prijenosnih jednadzbi:

U2—bn Ui + bR75
Ovdje su bn i b2 koeficijenti bez dimenzija, a b2 je reciprofna
vrijednost prijenosne admitancije, bn reciproéna vrijednost
prijenosne impedancije.

Parametri a i b nazivaju se prijenosni parametri Cetveropola.

A

Si. 26. Cetveropol

12 —b2 Ux + 2A-
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Prijenosne jednadzbe elektri¢nih vodova (v. Elektriéni vodovi)
jesu jednadZbe Cetveropola jer su postavljene promatrajué¢i vo-
dove kao Cetveropole.

Ako je neovisna jedna ulazna i jedna izlazna veliCina, dolazi
se do hibridnih jednadzbi cetveropola:

Ux —hu Ix+ h2U2 h —Su Ui ~r £12 hi
12=h2li +7R2~2y U2= "1 Ui + g2125

gdje su h12 A1, gX if2l bezdimenzioni koeficijenti, hxl i £2suim~
pedancije, a h2i gxiadmitancije. Parametri g i h zovu se hibridni
parametri Cetveropola.

U i/ su fazori napona i struje kad je posrijedi sinusni poticaj,
a opcéenito su Laplaceovatransformacija funkcije napona i struje.

Matrice Cetveropola. Za analizu Cetveropola prikladno je pisati
jednadzbe Cetveropola u matricnom obliku. Npr. naponska jed-
nadzba Cetveropola (21) glasi u matricnom obliku:

S f .11«
Pos Tizdtait £ 22
[&i Znl L S
zove matrica impedancija Cetveropola.
2112
Tablica 6
JEDNADZBE CETVEROPOLA
Naponska i_strujna rn «*
Jednadizba Lcy Uz *3 B-Ea G ]
Prijenosne . .
Jedecbe ei-c a ci-t a
Hibridne rl/1 1A, »1 rAl
jednadizoe k1 a.J Lin

Svih 8est pari jednadZbi Cetveropola prikazane su u tabl. 6
u matricnom obliku. Predznaci su prema referencijama na si. 26.

Parametri Cetveropola su koeficijenti jednadzbi Cetveropola,
odnosno elementi kvadratnih matrica u matriénim jednadzbama
Cetveropola. Parametri linearnih, pasivnih, recipro¢nih cetvero-
pola racionalne su funkcije kompleksne frekvencije s (s = a + j co)
s realnim koeficijentima. Njihova osnovna analiticka svojstva od-
govaraju svojstvima prijenosnih funkcija i funkcije imitancije
linearne, pasivne, recipro€ne, vremenski nepromjenljive mreZe.

Grupa od Ccetiri parametra koji pripadaju jednom paru jed-
nadzbi potpuno odreduju elektricna svojstva Cetveropola s obzi-
rom na njegove prilaze. Dovoljno je znati jednu grupu parametara
da bi se mogli odrediti parametri i svih ostalih grupa. U opéem
slu€aju linearnog, pasivnog, vremenski invarijantnog cetveropola,
parametri jedne grupe medu sobom su neovisni, te je, prema tome,
takav Getveropol opisan &etirima parametrima. Cetveropoli koji
su i recipro€ni zadani su trima, a ako su i simetri¢ni, dvjema
parametrima.

Parametri (koeficijenti) imaju i svoje fizikalno zna-
Cenje, a njihove veliCine mogu se utvrditi mjerenjem
na Cetveropolu. Parametri prikazani u tablici predstavljaju
ili ulaznu imitanciju, ili prenosnu funkciju, ili recipro¢nu
vrijednost prenosne funkcije ¢etveropola u praznom hodu
(naprazno) ili u kratkom spoju (nakratko). Cetveropol je
u praznom hodu kad su priklju€nice koje leze nasuprot
onima na koje je priklju€ena pobuda otvorene, a u krat-
kom je spoju Cetveropol kad su priklju¢nice nasuprot
onima na koje je prikljuena pobuda kratko spojene.
ZnaCenje parametara proizlazi neposredno iz doti€nog
para jednadzbi Cetveropola ako se one primjenjuju na
Cetveropol u praznom hodu ili kratkom spoju. Znacenje
parametara prikazano je u tabl. 7.

Ako je mreZa koja tvori Cetveropol zadana, parametri
se mogu odrediti s pomoc¢u jednadzbi konturnih struja
ili s pomoc¢u jednadzbi ¢vorista mreze. Npr. Y-parametri
Cetveropola mogu se odrediti s pomoc¢u jednadzbi petlja
time Sto se petlje u mrezZi odabiraju tako da par ulaz-
nih priklju¢nica pripada samo jednoj petlji, i to petlji
1, a izlazne priklju¢nice samo drugoj petlji (2). Napon

7 tv
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Ux lezi tako samo u konturi prve, a napon U2 samo u konturi
druge petlje. Ako se sustav jednadzbi petlja rijeSi po Ixi po 12
gdje su Ixi 12 konturne struje prve i druge petlje, dobije se par
jednadzbi

+

"®

+ ut
-u- (£).
gdje je D determinanta matrice impedancija petlja, a Dn, DI2,
D2l i D2 kofaktori. Indeks Z oznaCuje da su elementi u deter-
minantama impedancije. Dobivene jednadZbe strujne su jednadZbe
zadane linearne pasivne mreze promatrane kao Cetveropol, a
koeficijenti uz napone jesu ~-parametri (admitancijski parametri)

tog Cetveropola:
/M1 /D*2\

y“=\51/z"

1721\ /M2\

\w )z’_

= y|| =
Na analogan nacin bi se primjenom jednadZbi C¢voriSta (uz pri-
klju€nicu Y kao referentno ¢voriste) odredili ~-parametri Cetve-
ropola.

Reciproéni Getveropoli. Cetveropoli za koje medu parame-

trima vrijede relacije

*12 = Z23 2 = 321>
<1lai2 WI A2

Da= =1, = = 1N (23)
a2i a2 b2i b2

h2— h3 sp— sd

nazivaju se recipro¢ni Cetveropoli. Oni su zadani samo trima
medu sobom neovisnim parametrima. Dovoljno je da samo jedna
od navedenih relacija vrijedi jer su tada i ostale relacije automatski
ispunjene. Za reciprocne Cetveropole vrijedi teorem reciprocnosti.

Simetri¢ni Cetveropoli jesu Cetveropoli za koje medu para-
metrima vrijede relacije:

N =5 yll=y2
all = 725 M1 = ~2)
(24)
K\ K. gl ez
ha oien

Dovoljno je da je jedna od navedenih relacija ispunjena jer su
tada automatski i sve ostale ispunjene. Linearni, pasivni, reci-
pro¢ni, vremenski invarijantni Cetveropoli koji su i simetricni
zadani su dvjema parametrima. Ako se na simetri€nom Cetveropolu
ulazne i izlazne priklju€nice zamijene, bit ¢e, uz nepromijenjene

Tablica 7
DEFINICIJE PARAMETARA CETVEROPOLA

Shema Definicijske jednadzbe parametara
! T=0 ui . Us Su—jt
7 4] "ot at--ut uz 12=0
L “m a A 2
L 2! 77 Ca—ai s X
1 2 - * h”- 7*
rr < - 5 1~u meul =0
F. 7 .
v > b 7 h u>
1 It2 O P P T
f17,-0 Y wz W2=0
H J h i
r > YU viz—" =-i-
Ih 2 bo_ ¥ ,
. v, — - - b
all 7 T 02 SR
! 1 u, /
r > IV=vi SA— 5
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vanjske priklju¢ke, napon i struja na ulazu odnosno izlazu prije
i poslije zamjene jednaki (si. 27).

SI. 27. Simetricni Cetveropol: uz Sl 28. Ekvivalentni Cetveropoli: uz
z2\ =27, Z/j =Z|, Qo =0Co su Z\ =2ZX Z* =12, Co —Cb su
il = Ch Cl'=Clali'* =13/, =1, CV«Cl, Ca' = CIx// = Ii, =/,

Ekvivalentni Cetveropoli. Dva su cetveropola ekvivalentna
ako su im parametri za sve frekvencije jednaki. Cetveropoli A
i B prema si. 28 ekvivalentni su ako vrijedi:

[zn 2i2§

K| "21A U 21722211
Ako je ova jednakost ispunjena, i parametri su svih ostalih grupa
parametara A i B jednaki. Ovako definirana ekvivalencija od-
nosi se na napone i struje na priklju€nicama Cetveropola. Ako
se, uz zadane vanjske prikljucke, Cetveropol zamijeni ekvivalentnim
Cetveropolom, ostat ¢e naponi i struje nepromijenjeni (si. 28).
Redovno se linearnom pasivnom reciprocnom vremenski in-
varijantnom Cetveropolu moZe odrediti ekvivalentan Cetveropol
u T-spoju (u spoju zvijezde) ili Il-spoju (u spoju trokuta) (si. 29).

r*u N2

SI. 29. Osnovni spojevi Cetveropola: a T-spoj,
11-spoj

Impedancije elemenata ekvivalentnog T-spoja kao i admitancije
elemenata ekvivalentnog Il-spoja ne moraju biti pozitivno realne
funkcije i ako je Cetveropol linearan, pasivan, reciprocan, s vre-
menski invarijantnim parametrima. To znaCi da se npr. dvopol
impedancije ZA koji je element u horizontalnoj grani T-spoja
(si. 29) ne mora moci ostvariti elementima R, C, L3M.

Sl. 30. Odredivanje ekvivalentnog Cetveropola u
X-spoju zadanom simetricnom cetveropolu (Bart-
lettov™ teorem). A simetri¢no gradeni Cetveropol,

A v %
— poluélan tog Cetveropola

Bartlettov teorem. Svakom se simetricnom cetveropolu koji
je i simetriéno graden moZe odrediti ekvivalentan simetriéni Ce-
tveropol u X-spoju, i taj se uvijek moze i realizirati. X-Cetveropol
ekvivalentan simetricno gradenom cCetveropolu moZe se jedno-
stavno konstruirati. U svaku horizontalnu granu X-Cetveropola
dolazi dvopol koji odgovara polu¢lanu zadanog simetri¢nog Cetvero-
pola u kratkom spoju, a u svaku popre¢nu granu tog Cetveropola
dvopol koji odgovara polu€lanu zadanog simetri€nog Cetveropola
naprazno (si. 30).

Ulazna impedancija Cetveropola dana je omjerom La-
placeove transformacije funkcije napona i Laplaceove transfor-
macije funkcije struje, a kad su posrijedi sinusne pobude, omjerom
fazora napona i fazora struje pridruzenih jednom paru prikljuc-
nica Cetveropola (uz referencije napona i struje prema si. 26);
suprotni je par prikljunica pri tom ili otvoren (Cetveropol u
praznom hodu), ili kratko spo-
jen, ili zaklju€en linearnim pa-
sivnim dvopolom odredene im-
pedancije. Cetveropol proma-
tran na jednom paru prikljué-
nica prikazuje se kao dvopol.
Ulazna impedancija Cetvero-
pola moZe se izraziti s pomocu
parametara Cetveropola i im-
pedancije opteretnog dvopola
(tabl. 8).

Cetveropol koji je na jed-
nom paru prikljuénica zaklju-
¢en linearnim aktivnim dvopo-
lom moZe se na suprotnom
paru  nadomjestiti  aktivnim
dvopolom po Theveninu ili
Nortonu (slika 31, vidi takoder
str. 58).

Svojstva parametara 2 i y RCLM-Cetveropola. Mreza
sastavljena od elemenata R3C, L, M neka tvori Cetveropol. Matri€na
jednadzba petlja te mreze (koja je u trenutku t — O prazna) glasi:

[UK] = [Ex*] [h] + s[Lu] [/*] + \ [Sw] [/*], (29)

gdje su sve komponente vektora napona osim Ux i U2 (napona
pridruZenih prilazima Ccetveropola) jednake nuli. PomnoZi li se
jednadzba (25) s konjugirano transponiranim vektorom struje
(zvjezdicom je oznafena konjugirano kompleksna vrijednost) do-
biva se izraz:

A* Ux+ /2 U2 = [*]*«> [Rici] [IK] + s [**]<*> [Lki] [h] +
+ 7 [/**]3) Nexi] [/*] -
Kvadratne forme na desnoj su strani te jednadzbe funkcije ener-
gije linearne, pasivne, reciproCne, vremenski invarijantne mreZe,
tako da je:
li* Ut + h* U, = F,(i) + sTOGs) + | VQs) = IV/s),
gdje je izraz u sredini pozitivno realna funkcija.

Jednadzba (26) izrazena s pomocéu “-parametara Cetveropola
glasi (ako je [z] matrica s-parametara):

SI. 31. Nadomjesna shema po Th¢-
veninu za_Cetveropol s obzirom na
prikljucnice 2—2'

(26)

[3*p (U] = [*le> [Z] [1] = Wz(s)>

Tablica 8
FORMULE ZA ULAZNU IMPEDANCIJU U CETVEROPOL

Sema Prikljucena Ulazna impedancija,
impedancija odnosno admitancija
1 A2+ _ £ ” N2 +«12
r U U 1 2+ dlz+<
3 \u v 1 \r 33
2d i=Z Y" - ya~-n.+r.
I . ——— 2 R 7T * bn4 +h,
A I A 272 mm+ X bz, +02
aME B Yt 3039
! AP y- 1 2 >y2 32+ VYl



ELEKTRICNI KRUGOVI 65

odnosno:
Vo oUx+ I* U2=V Ixzd+ (A*/2+ h [X)*12 + [2¢/2*2, (27)

gdje su /x* -li i /2* .12 realne veliCine, a (A* 12+ /x/2¥) =

= 2Re/, |2~
Ako je matrica "-parametara Cetveropola zadana, bit ce:

[I/*IW [7] = [CT¥O [yl[U] = Wy(s)3
odnosno:

US h + U2 /a= Ux*Uxyxl+ U2+ Ui U2x)yR2+ Ux U2*y,2
(28)
gdje su £X* - Ux i Ux- £/2¢ realne velicine a (L™ U2

+ CX17%) = 2Re N l/a*.
u,* A+ E7*Js= F*(s) + »FO0*(s) + i 70*(s) =

Izraz u sredini pozitivno je realna funkcija. Funkcije Wz(s)
i Wy(s), a time i kvadratne forme u izrazima (27) i (28), pozitivno
su realne.

Za matricu pozitivno realne kvadratne forme
kaZe se da je pozitivno realna. Matrica ~-parame-

ZRCALNI PARAMETRL |

pa je faktor simetrije jednak 1. Zrcalna impedancija tih Cetve-
ropola oznaCuje se sa Zc.

Ako se prijenosni parametri Cetveropola u prijenosnim jedna-
dzbama izraze s pomocu zrcalnih parametara, poprimaju ove
jednadzbe (uz referencije prema si. 32) oblik:

X n cosh g nZcisinhg‘ ‘'ut-
11 sink - cosh
.h . LN ¢c* 9 n g 12,
odnosno
“v ;cosh g - Z Cl sinh g X
—n — sinh n cosh

Za simetri¢ni Cetveropol treba u te jednadzbe za n uvrstiti 1,
aza ZQi Z2 uvrstiti Zc.

Ulazne impedancije Cetveropola izrazene s pomocu zrcalnih
parametara dane su u posljednjim recima tabl. 9

Tablica 9
ULAZNE . IMPEDANCIJE RECIPROCNOG

- A . - CETVEROPOLA IZRAZENI POMOCU ZRCALNIH PARAMETARA

tara i matrica ~-parametara linearnog, pasivnog
recipronog Cetveropola koji je sastavljen od ele-
menata sa vremenski invarijantnim parametrima . .
(RCLAi-getveropol) pozitivno su realne. M&mﬂg’”“a

Buduéi da su Wz(s) i Wy(s) pozitivho realne
funkcije, reziduumi su u polovima tih funkcija
na osi jed realni i pozitivni, to zahtllj\eva da matrica Faktor simetrije n simetricni
reziduuma s-parametra odnosno “-parametra u Getveropola .t Cetveropol je n= 1
tim polovima bude pozitivno semidefinitna.

Da matrica reziduuma i-tog pola na osi jeo g=a+ Jo=In{aui, + Kai~ad)

'AR*®' 1+ 4jg_ 1+ VY3
A Z..fcal“a'ggfetaﬁtﬁ - il, Pig—twr 1+ Yzp
rjenosa ropola .
A® A® o % SF ot e ft

bude pozitivno definitna ili semidefinitna, nuzno tanh g —1A 2. _/Z.. U~
. R L . . . ana2 ' '
jei dovoljno da determinanta te matrice i svi
njezini glavni kofaktori ispunjavaju uvjete: Csinh + %"Lcosh’\ M

N a . M A Ulazna impedancija ne. prikljunicama 7 jj.cceemeceees — 7d - ZAtanh(g+ r) = zd e, £
k])(l? Lzz(<_)- uz_(u) 0, koo 0,. k2™ ~ o 1 Cetveropola zakljudenog sa 22 T, @+r) _
To je uvjet reziduuma parametara z iy. @

.. . .. P L. . sinhg+ 7—coshg e>4-p
Dalji uvjet koji moraju ispuniti parametri z Ulazna impedancija na prikljunicama zp— "~ ___f Dok = = 70 fZTi
] ] ] J p p ey Zetveropola zakluenog sal.% f ¢* = ZQtanh (g + n) = Z&; fZTjl

iy [?LCAi-Cetveropola, a koji takoder proizlazi
iz analitiCkih svojstava pozitivno realnih funkcija,

jest da je

Rezx >0, Rez2”™ 0, RezxRez2—RezX2 " 0,
odnosno:

Reyx " 0, Rey2 "~ 0, Re”n Rey2— (Rej22» 0
za Res ™ 0.

Zrcalni ili valni parametri Cetveropola linearnog, pasiv-

nog, reciproénog, vremenski invarijantnog Cetveropola jesu ulazna
i izlazna zrcalna impedancija ZQ i Z& i zrcalna konstanta prije-
nosa g. Zrcalna impedancija i zrcalna konstanta prijenosa odrede-
ne su izrazima (29).

Ako se sa Zkl ozna¢i impedancija nakratko a sa Zpl impe-
dancija naprazno na prikljuénicama 1—1', te sa ZK2 impedancija
nakratko a sa Zp2 impedancija naprazno na priklju¢nicama 2—2',
zrcalni su parametri pasivnog, linearnog, reciprocnog cetveropola
dani izrazima

A2 1/Zk2zp2, tanh g (29)
Pri odredivanju zrcalnih parametara uzima se u obzir samo po-
zitivni predznak drugog korijena.

Zrcalna konstanta prijenosa g = a + )b kompleksna je veli-
¢ina” realni dio a te veliine zove se zrcalna konstanta gusenja,
a imaginarni dio b zrcalna konstanta faze.

Faktor simetrije (omjer transformacije) Cetveropola zove se
omjer n = ~Zcl/Zc2. Kod simetricnih Cetveropola je ZA = Zc2,

TE, IV. 5

cosh™ + 2 8

Za slucaj kratkog spoja na suprotnom paru prikljucnica ulazne
su impedancije dane izrazima Zkl ZQ tanhf i zks= z@tanh?,
a u slucaju praznog hoda dane su izrazima Zpl = ZQ coth” i
Bpp = %

Prilagodenje po zrcalnim impedancijama. Specijalan je slucaj
optere¢enja Cetveropola kad impedancije na prilaze prikljuce-
nih dvopola iznose: Z22= Z@2
i Zj = Zcl. U tom slucaju je
zm = zc>0dnosno Zw = Zce2
(si. 32). To znaCi: ako je
cetveropol na prilazu 2—2'
zakljuéen dvopolom komu je
impedancija jednaka zc2, bit
¢e ulazna impedancija zU =

odnosno ako su pri-
kljuénice 1—1' zakljucene sa
Zcl, bit ¢e z,,2= Zc2. Za Ce-
tveropol koji je tako zakljucen
kaZze se da je prilagoden po
zrcalnim impedancijama. Cesto
se polazi od tog specijalnog
definiranju zrcalne impedancije.

SI. 32. Cetveropol zakljuten zrcalnim
impedancijama
slu¢aja pri
Za cCetveropol koji je prilagoden po zrcalnim impedancijama
vrijedi:

u,
= —e?.
n
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U tehnici se prilagoden)e po zrcalnim impedancijama cesto pri-
mjenjuje. Prijenosne jednadzbe i formule postaju onda vrlo jed-
nostavne i pregledne. Medutim, zrcalna impedancija redovito nije
pozitivno realna funkcija, pa je prilagodenje s pomocu priklju-
¢enih dvopola RLC moguée posti¢i samo priblizno za odredeni
pojas frekvencija (tatno samo za diskretan broj frekvencija). Kao
mjera za postignuto prilagodenje sluzi koeficijent refleksije (ili
pogreska prilagodenja) i koeficijent odstupanja zrcalne impedan-
cije od ulazne.

Pogreska prilagodenja (koeficijent refleksije) dana je izrazima

272 ilaz 1—1'
X = — QA za prilaz 1—1',
P Zx+ Zc P
7« i
Py = — za prilaz 2—2',
72+ 72C

gdje Zx znali impedanciju prikljuenu na prikljuénice 1—1',
a Z2 impedanciju priklju€enu na prikljuénice 2—2' Cetveropola.
pi i p2 kompleksne su veli€ine. Za slu€aj pravilnog prilagodenja
Pi i P2 jednaki su nuli, za slu¢aj kratkog spoja jednaki su —1,
a za slucaj praznog hoda, + 1.

Koeficijent odstupanja ulazne impedancije Zu od zrcalne Zc
dan je izrazima

| r~£~ za Prilaz i—
c

. - Z, .
= za prilaz 2—2".
2+ ZQ
Koeficijent refleksije i koeficijent odstupanja ulazne impedancije
od zrcalne vezani su medu sobom relacijama:

dl = e~iSPi i d2= e~2%PI -
Pogreska prilagodenja na jednom prilazu Cetveropola izaziva od-
stupanje ulazne impedancije od zrcalne na suprotnom prilazu.
To je odstupanje proporcionalno pogreski prilagodenja, a faktor
proporcionalnosti je e-2?. Uz neku kona€nu vrijednost pogreSke
prilagodenja odstupanje je ulazne impedancije od zrcalne to
manje Sto je vece a}realni dio zrcalne konstante prijenosa (zrcalna
konstanta guSenja). Ako je zrcalna konstanta guSenja dovoljno
velika (a » 2,5 Np) moze se uzeti da je ulazna impedancija pri-
blizno jednaka zrcalnoj, bez obzira na pogreSku prilagodenja na
suprotnom prilazu.
Uvede li se za mjeru prilagodenja izraz

(2

r1:121nZ3.*A-?-t-k )

odnosno izraz
1 ze+z2 _ 1 ] 1\

n 2 X 2~ 272 2H\ Pj3
(rxir2su od Kennellyja uvedene hiperboli¢ne mjere prilagodenja),
moZe se ulazna impedancija izraziti izrazima

zui = zcitanh (s +rt) i ZW=zcitanh (g + rj.
Ako su Ux I3 U2 /2 naponi i struje na priklju€nicama Cetvero-
pola kad je ovaj prilagoden po zrcalnim impedancijama, bit ce
-a UXIXU2/2 odnosno:

1 UXIX  Ux 1 a2 1.1 Za

g~~i nuTT2-InTR2+ T InZz » -InT2+ T InZz ™"
Zrcalna konstanta guSenja, kao realni dio od g3 dana je izrazom
— Hi
a In uo + T In

Spajanje Cetveropola

Cetveropoli mogu se jedni s drugima spojiti na vise nacina:
u lanac (kaskadu), u seriju, paralelno, serijski-paralelno i paralelno-
-serijski. Svaka takva kombinacija Cetveropola predstavlja novi
Cetveropol s parametrima koji ovise o parametrima medusobno
spojenih Cetveropola i o nacinu spajanja.

Spajanje u lanac ili kaskadu (si. 33). Pri ovom se nacinu
spajanja na izlazne priklju€nice prvog cetveropola priklju€uju
ulazne prikljuénice narednog, itd. Prikljucnice lanca koje su
u slici oznaCene brojkama 1—Y i 2—2' zovu se vanjske prikljuc-
nice ili prilaz lanca, a priklju€nice oznaCene sa 2/1 i 2'/1' (na koje
se nadovezuje naredni Cetveropol) unutarnje prikljucnice lanca.

i rdii
irt+t za 22 z* zc2
u g 1 No 9o U

Sl. 33. Spajanje Cetveropola u lanac

U lancu cetveropola napon i struja na ulazu narednog cCetve-
ropola jednaki su naponu, odnosno struji, na izlazu prethodnog
Cetveropola: U2 = UxX'312 = //', itd.

Prijenosni parametri lanca Cetveropola odreduju se tako da
se matrice prijenosnih parametara pojedinih Cetveropola mnoze

Tablica 10
PARAMETRI DVAJU MEDUSOBNO SPOJENIH CETVEROPOLA
P Qies izmedu Jednadzbe kambinecije Parangtri konbirecije
Nedin spefarsa i sy o rkijUSicaa oo Gheropoia
u,y
lanac ['> H \] ra-ra- rU]]. el faif «lil rtv|" [«u 0 rail + de&  did', +«1M1
63 (9]: [nl" 1/ U, «d U, & UJ a2 a) 1A« + Qi @ «A + «U«fl)
H_I i/,]»
Serijsko 1K I | o w1 U R+ <P
(. J5&1) u tilj = az)' +izf) [1] ]21
K H | 1. 21 1A 2T
aralelno CI-E F 1 m i puVIIL pii+dVn MR+~ §
. %b) | n ~I» m = (m1Tm®) i aﬂyﬁ yll+391 y2+
EI[:"M w
serijsko-paralelno o i tin+h" ht+ /T
6 59 [3 =(W+W")[J] 1 o )
ta [| *) Uli+tfi AL+ A
paralelno-serijsko 1 " 1A + R+ )
. 59 [¢3-0rf¥« >[£] Lo viirsa e

H-ET-Er
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(redoslijedom kao Sto stoje Cetveropoli u lancu): [a] = [a]] - [al]
(tabl. 10).

Ako su Cetveropoli koji su spojem u lanac na unutarnjim pri-
klju¢cima prilagodeni po zrcalnim impedancijama, 3to znaCi
za dva u lanac spojena Cetveropola da je Z¢2 = Zcl' (si. 33),
zrcalne su impedancije dane izrazima Zcl = Zcl', Z@2= Zc2, a
zrcalna konstanta prijenosa izrazom g = g' -

Dva jednaka nesimetri¢na
Cetveropola vezana u lanac tako
da su na unutarnjim prikljuc-
nicama prilagodeni po zrcal-
nim impedancijama tvore sime-
tri€ni Cetveropol (si. 34).

Specijalan je slu€aj lanac
od n simetri€nih Cetveropola
jednake zrcalne impedancije Zc
i jednake zrcalne konstante prijenosa gx. U tom je sluCaju zrcalna
impedancija lanca Cetveropola jednaka zrcalnoj impedanciji Cetve-
ropola a zrcalna konstanta prijenosa lanca g —ngx

Serijsko spajanje Cetveropola. Pri tom su nadinu spajanja
prilazi Cetveropola spojeni u seriju (si. 35 a). Parametri kombina-
cije Cetveropola $to je tvore dva Cetveropola spojena u seriju mogu
se odrediti s pomocu ~-parametra pojedinih Cetveropola tako da se
njihove z-matrice zbroje: [z] = [zl] + [21]] (tabl. 10). Ovaj

sff4d”

Sl. 34. Cetveropoli spojeni u_lanac
uz jednake zrcalne impedancije na
prikljunicama a—a"

Sl. 35. Spajanje Cetveropola: a u seriju, b paralelno, cserijski-paralelno, d para-
lelno-serijski

nacin odredivanja ~-parametara serijskog spoja dozvoljen je samo
ako je i nakon spajanja Cetveropola u seriju za svaki Cetveropol
ispunjen uvjet da je struja koja ulazi u jednu priklju€nicu prilaza
jednaka struji koja izlazi iz druge prikljucnice tog prilaza. To znacCi
prema si. 36 da je = /X, 12 =J2A Da bi taj uvjet bio sigurno
ispunjen, ukljuci se u jedan par prikljucnica idealni transformator
omjera prijenosa 1:1. Taj transformator nije potreban jedino ako
je unutarnji spoj Cetveropola takav da je i bez njega ispunjen trazeni

uvjet.

Paralelno spajanje cetveropola. ro1 )t
Pri tom su nacinu spajanja Cetveropola ' -
prilazi spojeni paralelno (si. 35 b). Ako
je za svaki &etveropol i nakon spajanja ' T —yzil!zx

ispunjen uvjet da je Ix—//, i /2= /2
(si. 36), matrica je ~-parametara kombi-
nacije Cetveropola Sto je tvore paralelno
spojeni Cetveropoli jednaka zbroju “»pa-
rametara pojedinih Cetveropola [3;] = [j?1] + [yn] (tabl. 10).
Serijsko-paralelno spajanje ¢etveropola. U tom su slucaju
ulazne priklju¢nice spojene serijski, a izlazne paralelno (si. 35 c).
Uz ispunjen uvjet Ix= [/ iJ2= /2" (si. 36) za svaki Cetveropol,
bit ¢e matrica "-parametara kombinacije Cetveropola $to je tvore
serijsko-paralelno spojeni Cetveropoli jednaka zbroju matrica h-
-parametara pojedinih Cetveropola: [h] — [hI\ + [hIY[ (tabl. 10).
Paralelno-serijsko spajanje Cetveropoli. Ulazne prikljuc-
nice spojene su paralelno a izlazne u seriju (si. 35 d). Uz ispunjen

SI. 36. Odnos struja na
parovima prikljucnica
Cetveropola

uvjet Ix=1i i/2=/," (si. 36) matrica ~-parametara kombinacije
Cetveropola Sto je tvore paralelno-serijski spojeni cCetveropoli
jednaka je zbroju matrica "-parametara pojedinih Cetveropola
L] = [ol] + (tabl. 10).

Mjere prijenosa

Svojstva prijenosnog sistema (sistema koji se sastoji od iz-
vora ili generatora signala, Cetveropola kao prijenosnika signala
i prijemnika signala) ocjenjuju se pomocu tzv. mjere prijenosa
g. Mjera prijenosa definirana je opcenito prirodnim logaritmom
kvadratnog korijena omjera dviju kompleksnih snaga. Kompleksna
snaga P dana je polovicom produkta fazora napona i fazora struje
pridruZzenih jednom paru priklju¢nica:

In 77 = a+ )b, (30)
1k2
gdje su: pg = Pm =i Utlt, U=\U\e'” fazor
napona, a | = \l\ew fazor struje, PK2 je kompleksna snaga

pridruzena prijemniku (pasivhom dvopolu) impedancije Z2 a
PkO je kompleksna snaga koja sluzi za usporedivanje sa snagom
Pk2. Ve¢ prema tomu kako je snaga PkO odabrana, razlikuju se
pogonska i unesena mjera prijenosa.

Veli¢ina a, realni dio mjere prijenosa, zove se mjera gusenja
i osnovna je veli€ina pri ocjenjivanju vrijednosti prijenosnog
sistema. Mjera guSenja (izrazena u neperima) dana je prirodnim
logaritmom kvadratnog korijena prividnih snaga

Pmn

Veli¢ina b3 imaginarni dio mjere prijenosa, zove se mjera faze.

Pogonska mjera prijenosa definirana je jednadzbom (30) s
time da je snaga s kojom se vrSi usporedivanje, Pki = iu 0i0,
kompleksna snaga koja se pridruzuje priklju€nicama izvora (ge-
neratora signala) kada je na izvor priklju€en dvopol impedan-
cije Zi koja je prilagodena izvoru, tj. jednaka impedanciji izvora
(si. 37 i 38).

Pogonsko gusenje, uz oznake prema si. 38, iznosi prema tomu
(u neperima):

1 bAPN Rl 1 za
aP= 2In u.i.l 2\Ui, + 21nm
Unesena mjera prijenosa definirana je jednadZzbom (30) s time
da je snaga s kojom se vrsi usporedivanje, PkO= i £/a/a, kom-

pleksna snaga pridruzena priklju¢nicama generatora, uz priklju-
€eni pasivni dvopol impedancije jednake impedanciji prijemnika
(Z2 si. 37 i 39).

I h

SlI. 37. Prijenosni sistem SI. 38. Znacenje

snage _Pko uz

definiciju pogon-
skog gusenja

Sl. 39. Znacenje

snage Pko uz de-

finiCiju unesenog
gusenja

Uneseno gudenje iznosi prema tomu (u neperima, uz oznake
prema si. 39):
1t/J \Zt\
U= 1~ \Zi + 22 -
Mjere prijenosa i guSenja definirane su i pomocu dekadskog

logaritma, pa su tada pogonsko gu$enje, odnosno uneseno gu-
Senje dani (u decibelima) pomodu izraza:

= In

\Z2\

I*«l

ap= 101lo = 20 log _~ + 10 lo
P g S gZ\U,\ g

010*%-A0 00 + 20, ., "

Omjeri u logaritmickom mjerilu, kakve predstavljaju mijera prijenosa i
udenja, izraZavaju se obi¢no u bezdimenzionim jedinicama: anerlma ili be-
_|né|3e‘1é odn. decibelima. O tome v. u ¢lanku Elektricna mjerenja, TE 3, str. 633
i .
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Analiza filtara pomocu zrcalnih parametara

Filtri su cetveropoli koji se primjenjuju prvenstveno u te-
lekomunikacijskim napravama, npr. u visokofrekventnim telefon-
skim kanalnim uredajima, za razdvajanje sinusnih signala razlicitih
frekvencija. Zadatak je filtra da propusti, uz $to manje gusenje
(slabljenje), samo struje i napone onih frekvencija koje leZe u
propusnom podrucju, a da struje i napone svih ostalih frekvencija
iz podrucja guSenja (zapornog podrucja) Sto viSe prigude. Filtri
se grade najéeS¢e od kondenzatora i svitaka malih gubitaka (ve-
likog faktora dobrote), koji se sastavljaju u sklopove oblika II,
T ili X. Da bi se poboljSala svojstva filtara, takvi se sklopovi ili
njihove polovine sklapaju u lanac.

Na osnovi zrcalnih parametara elektrini se filtar definira kao
Cetveropol u kojem je zrcalna konstanta gusenja a (koja je funkcija
frekvencije co) u podrucju propustanja jednaka nuli, a u podrucju
guSenja razli€ita od nule. Zrcalni parametri ¢etveropola odreduju se
iz impedancija kratkog spoja i praznog hoda pripadnog para pri-
klju€nica, a te su impedancije u cetveropolima sastavljenim od
elemenata L i C funkcije reaktancije. Funkcije su reaktancije na
osi joo pozitivne ili negativne, pa se na osnovi toga razlikuju dva
sluCaja: a) reaktancija pri kratkom spoju i praznom hodu pro-
matrana na istom paru priklju€nica istog je predznaka, tj. pozitivna
ili negativna:

Zk = jXKk(co) = £ j |Xk(co)|, Zp = jX"co) = = j |Xp(«) ;

b) reaktancija pri kratkom spoju i praznom hodu promatrana na
istom paru priklju€nica suprotnog je predznaka, tj. jedna je po-
zitivna, a druga negativna:

Zk = jX k(o) = j|X k@), Zp =yX 9D = T j\X v(cD)\.

U podrucju frekvencija u kojemu su reaktancije X k(col) i X p(co)
istog predznaka zrcalna je impedancija imaginarna veliCina, a
u podruéju u kojemu su Xk(co) i X v(a) suprotnog predznaka,
realna veli¢ina. Ako je pri nekoj frekvenciji jedna od vrijednosti
pod korijenom nula ili beskonacno, i vrijednost je zrcalne impe-
dancije nula ili beskonacno. Za pojas frekvencija u kome su
Xk(D) i Xp(co) istog predznaka, tanh” je u izrazu (29) realan,
a za frekvencije na kojima su X k(cS) i X p(cd suprotnog predznaka,
on je imaginaran. lzraz tanh g = tanh (a + jb) moZe se rastaviti
na realni i imaginarni dio:

hia-fib) = sinh (a+ jb) sinh acosha sin b cos b
anh @-F50) = cog {a+ jb) sinh2a+ cosh2a™ 'sinh2a+ cos2b
(31)

Za slucaj a) mora imaginarni dio izraza (31) biti jednak nuli,
a za slucaj b) mora realni dio biti jednak nuli. Za slu¢aj a): ako
su Xk@D i Xp(cd u nekom podru€ju frekvencije istog predznaka,
tj. kad je tanh (a + jb) realan, u tom je podru¢ju vrijednost
zrcalne konstante guSenja veta od nule, a fazna konstanta ima
za sve d iz tog podrucja konstantnu vrijednost. To je podrucje
gudenja filtra. Za slu€aj b):
ako su X k(co) i X p(co) u nekom
& podrucju frekvencije suprotnog
predznaka, to jest kad je tanh
(a -f j b) imaginaran, u tom je
podru€ju vrijednost , zrcalne
konstante gu3enja jednaka nuli,
a fazna konstanta je funkcija od
co. To je podru€je propustanja
filtra. U podrucju gudenja zr-
calna impedancija Zc je ima-
w ginarna, a u podru¢ju propu-
Stanja realna.

) pp pg

w pg pp "
" 3

ppi- P9 P9

Pg p
pp.« podrucje propustanja
pg= podrucje gusenja
Frekvencija na granici dvaju

BizlienihPti v r ° PlAianiN.i Punili  P°jasa (pojasa propustanja i po-

propust, V. P. visoki propust, P. P.

rrnoPrpult?nir'Tabp* &
gudenja, o i <t granitne frekvencije

jasa gusenja) zove se granicna
frekvencija. Ona se nalazi na
mjestu gdje jedna od reaktanci-
ja (Xk ili X v) mijenja predznak,

bilo da prolazi kroz nulu ili kroz pol. Ako su u pojasu gusenja pri
nekoj frekvenciji reaktancije jednake: Xk = Xp, pri toj je frek-
venciji konstanta guSenja a beskonacno velika.

Prema rasporedu podru¢ja propustanja i podrucja guSenja
filtri se dijele na cetiri temeljne grupe (si. 40) s podrujima
propustanja i guSenja prema ovoj tablici:

Podrugje propustanja

Podrugja guSenja
nalazi se izmedu:

Vrst filtra nalazi se izmedu:

niski propust 0< Q< (O 0 < ®< 00

visoki propust Ox< O< @ o< <@
I i 0<a<wl

pojasni propust x< Q< at 1w2<d< ®
| 0<(©O< O .

pojasna brana <d<q

\ Ot < O< ®

ak i o su granicne frekvencije.

Simetri¢ni reaktantni Cetveropol u spoju T ili Il prema sli-
ci 41 sastavljen je od elemenata s reaktancijama Xt(0)) i X 2(a.

ZnXj

222=2j*2

Sl. 41. Simetri¢ni filtar: a u T-spoju, bu Il-spoju

Izraz za zrcalnu impedanciju simetri€nog T-spoja je:
zcT=1/z1z ;|li+4] ;

a simetri¢énog ll-spoja:
Jziz2

[1+A.

U oba je slu€aja Zc realan samo ako su X x(ad i X Zaj suprotnog

Zori =

N R A oA . .
predznaka i 4 rArs'I < inae  imaginaran.
Za podrucje propuStanja mora prema tome biti ispunjen uvjet:
ZX zd 178
- 1< 472<0- /
Frekvencija pri kojoj je . .
e = —1 ili 0 grani¢na je I S 5
frekvencija.
Ako se polazi od izraza:
I XcT @
sinh-2 = sinh
2
h.
4z;

bit ¢e za podrucje frekvencije
za koje su X Ua) i X2co) is-
tog predznaka:

sinh(y +iy) =/iSr =
= p(d > 0.
Za vrijednosti p(d > 0 je po-
drucje gusenja.
U podrucju frekvencija u
kojem su Xx(ad i X 2co) sup-
rotnog predznaka, bit ce:

sinh(y +4 ) = SI. 42. Karakteristicne krivulje K-

-filtra: a zrcalna impedanci{'a T-spoja,

b zrcalna impedancija Il-spoja; " C

A . krivulja  zrcalne konstante = gudenja
=%i/™zZr =xim - fa)ifaze @ T-i ll-spoja
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To je ispunjeno za vrijednosti od 0 < p(@) < 1, §to odgovara
podru€ju propustanja, i za p(co) > 1, Sto odgovara podrucju
gusenja.

Tablica 11
FORMULE ZRCALNIH PARAMETARA FILTRA TIPA K

Podrucje Parametri f’;‘eolzv[glr{cai?:
Zqt —Rct —K]/'1—i)2
- K
pro ja Zrn =Rcn — -
2KE£  +2K n- w2
a= 6
b = 2 arcsin £2 .
- Xl
K
gusenja Zen —jXen =
Xx< - 2K - i -
x,X>+2K "|)/N9 1
a = 2arcosh |U\
b n

Filtri tipa K. Ako su elementi s impedancijama Zx i Z2 si-
metricnog reaktantnog Cetveropola u spoju T ili Il odabrani tako
da je:

Z1Zt =}X1.jX 2= K*

(impedancije Zx i Z2 su inverzne, K je neovisan o frekvenciji),
bit ¢e X x@) uvijek suprotnog predznaka. U podrucju gusenja
filtara tipa K vrijedi: —2K < X1co) < +2 K. Ostale veli¢ine
karakteristicne za ovaj tip filtara dane su u tabl. 11 i 12.

Ovi se filtri obi¢no zaklju€uju otporom Rt. U filtrima u T-
spoju uzima se obicno R1= 0,8 K, au filtrima u ri-spoju obi¢no
Rt = 1,25 K.

Krivulja zrcalne impedancije kao funkcije frekvencije za
filtre tipa K pokazuje da vrijednost impedancije jako varira u
ovisnosti od co, pa nije moguce posti¢i prilagodenje ako je Cetve-
ropol zakljugen otporom R. Sto se tice krivulje gusenja u ovisnosti
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jednosti beskona€no (si. 42). Za dobre filtre, medutim, trazi se
da je Rc $to konstantniji i da krivulja a(co) u blizini grani¢ne frek-
vencije $to strmije raste. Stoga se filtri tipa K upotrebljavaju kao
baza za proracun tzv. filtara tipa Ai, koji imaju povoljnije karakte-
ristike i s kojima se ti filtri spajaju u lanac radi postizanja povolj-
nijih krivulja gusenja.

Filtri tipa M (Zobelovi filtri) izvedeni su iz filtara tipa K.
Strmina je njihove krivulje a{co) u blizini grani¢ne frekvencije
velika. Elementi od kojih je sastavljen Ai-filtar odreduju se iz ele-
menata filtra tipa K.

Izraz za konstantu g/2 Af-filtra izrazenu pomocu impedancije
pri kratkom spoju Zk i impedancije pri praznom hodu Zp polu-
Clana filtra tipa K (si. 43) glasi:

tanhy =mj/ " = jl(mZu) ,
gdje je parametar m realan broj (0 < m < 1) odabran tako da je
tanh g/2 = 1 pri nekoj konacnoj frekvenciji u podrucju gusenja
u blizini grani¢ne frekvencije.
Zrcalna je impedancija tog Cetveropola

mzC m

iAZ,

Ona je jednaka impedanciji iC-filtra iz kojeg se Af-filtar izvodi.

i735$?

Sl SI. 45. Aifiltar u

11-spoju

Sl. 43. Polu¢lanovi si-

F I 44. Affiltar u
metri¢nog filtra

T-spoju

Za izvedeni filtar u T-spoju (si. 44) impedancije su u horizon-
talnoj grani:

a u vertikalnoj grani:

o frekvenciji, ona razmjerno sporo raste u podru&ju gusenja, i _z2 S 1—m2
to pocevsi od vrijednosti nula na grani¢noj frekvenciji pa do vri- zb=~ +Zi 4
Tablica 12
POLUCLANOVI FILTRA TIPA K
Vrsta filtra Filtarski poluclan Elementi filtra , Normirana frekvencija Granicna frekvencija
1,= 31 o 2
Niski propust a=—
Ch
c - 2
n 2 mxK
2 Cx
t ] » 0
) c _ i
| 1
Visoki propust m 212 =
12=3 @ 2fCTil
2C T
- 2« o P IO X
Pojasni propust @—O0)x * 2 ol a2
n - 01f(2 . .
¢ _ a@- 00 2 - T 22y i, T L
2 Ke * (@—UK
A («<#)2K ., K
Pojasna brana h h 1 1 o)l co2 2 (032- (oj\ - R
2¢, |2 L, n_ roj © V11171
f c r- 1 - 2(02- coj w2 — o " C/ivCTL,
7K (wa—0jj) Wk

TT-
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gdje su Za i Zb impedancije elemenata novog filtra, a Zx i Z2
Za i Zb filtra u

elemenata osnovnog filtra (iC-filtra). Elementi
Spoju n jesu (si. 45)

Z2

m

1
1- m2
4m *
Sirina pojasa propustanja i grani€na frekvencija Ai-filtra iste
su kao za pripadni IC-filtar iz kojeg je Ai-filtar izveden. Karak-
teristicne veli€ine filtara tipa M dane su u tabl. 13.

mli 7

H
nl_ Z0VT

Sl. 47. Polu¢lanovi MT- i Aill-filtra

danciju koja odgovara zrcalnoj impedanciji K -prototipa u spoju T.
Zrcalna impedancija s desne strane po frekvencijskoj ovisnosti
razlikuje se od zrcalne impedancije prototipa u spoju II.

Tablica 13
KARAKTERISTICNE VELICINE | FORMULE FILTARA TIPA M (ZOBELOVIH FILTARA)

M-filtar u T-spoju

M-filtar u 1l-spoju

1
Z,=mzZY 1-m
Elementi filtra - 1- m2 mZl - azh Zé’
'
K
Zer = K\fl -0 * si. 41a - si. 44b
ngcalne K11 . -1Q(1 —) P2
impedancije - . e L .
1—{1- mQ2 si 44 Zcvn —K N P2 si. 45
ps)odp rucgtajneja —1<P <1 mP
1<P <
a = 2arcosh QL b=
- <P <— Vi - (- P- ¢ —u
PO < o - mJ
1
Podrucje i a = 2arsinh
guenja yi-me (@ - mp*- 1
lima = 2arsinh
T
a= oUP=Par
ZBZ, i /¢ se odnose na osnovni filtar (~-filtar) 0- je normirana frekvendcija (Zx= j X3

Ako su poznati elementi s reaktancijom Xi(ad i K, odnosno
X2co) i K, osnovnog iC-filtra, i ako je zadana kruzna frekvencija
a)M unutar podrucja guSenja pri kojoj treba da je a@> = oo,
pripadna se vrijednost m koja odreduje elemente izvedenog filtra
(Af-filtra) dobiva iz izraza

4K2

Xi(cO v 1 x,4«0
Tim je izrazom dana ovisnost m o izboru frekvencije co®. X1 je
element filtra tipa K.
Sl. 46 prikazuje ovisnost veli¢ina a i b filtara tipa Af o veli€ini
Q = Xi/2 K osnovnog filtra. Q je realna veli€ina ovisna o frekven-
ciji a zove se normirana frekvencija.

'vNe

Prikazani filtri tipa Af izvedeni su iz osnovnog filtra tipa
K u spoju T ili n tako daje zrcalna impedancija izvedenog filtra
ostala jednaka zrcalnoj impedanciji osnovnog filtra. Ako se Af-filtar
u konfiguraciji T raspolovi, kao Sto je to prikazano na si. 47 a,
tako dobiveni filtarski polu¢lan ima s lijeve strane zrcalnu impe-

Ako se dvije takve polovice sastave u novi spoj Il (si. 48 a),
imat ¢e novi filtar jednaku krivulju guSenja i krivulju fazne kon-
stante kao filtar tipa Ai u spoju T, od kojeg su i dobivene te polo-
vice, a tok krivulje Zc bit ¢e prema si. 49 a.

%78

"3

SI. 48. M-filtar u ll-spoju_izveden iz T-spoja (a) i M-
-filtar u T-spoju izveden iz ll-spoja (b)

Ako se opisani postupak primijeni na filtar tipa Af u spoju Il
(si. 47 b), dobiva se zaokrenuti filtar tipa Af u spoju T (si. 48 b).
Ovako sastavljeni filtar ima istu karakteristiku guSenja i iste fazne
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konstante kao M -filtar u spoju I, a razlikuje se od tog filtra po toku
krivulje zrcalne impedancije u ovisnosti o frekvenciji (si. 49 b).

Krivulje u si. 49 a i b pokazuju da je za m = 0,6 zrcalna im-
pedancija filtara dobivenih na opisani na¢in u velikom dijelu
podruc¢ja propustanja gotovo konstantna.

Sinteza mreza

Pod sintezom mreze razumijeva se odredivanje strukture mreze
ili iz zadane funkcije imitancije, ili iz zadane prijenosne funk-
cije, ili iz zadanog sloga ovakvih funkcija. Da bi se na osnovi
funkcije imitancije ili prijenosne funkcije mogla provesti sinteza
mreZe, zadana funkcija mora da zadovoljava sve nuzne i dovoljne
uvjete koje doti€nu funkciju ¢ine funkcijom mreze. Ako zadana
funkcija nije takva, treba je aproksimirati funkcijom koja zado-
voljava spomenute uvjete. To se Cesto dogada ako je funkcija
mreZe zadana krivuljom koja odgovara pretpostavljenim idealnim
pogonskim zahtjevima. Cesto je karakteristina funkcija linearne,
pasivne, reciproCne, vremenski invarijantne mreze zadana par-
cijalno, to jest, zadan je samo realni ili samo imaginarni nje-
zin dio, ili pak samo modul (apsolutna vrijednost) ili argument
(fazni kut). Tako zadanim podacima mogu se odrediti ostali dije-
lovi funkcije koji zajedno sa zadanima daju kompletnu funkciju
mreZe koja zadovoljava nuzne i dovoljne uvjete. Ako postoji rje-
Senje postavljenog zadatka, ono nije jedino. Postoji opcenito
beskonacan broj rjeSenja, a prema tome i mreza koje su s obzirom
na zadanu karakteristicnu funkciju ekvivalentne. Koja ¢e se od
rjeSenja primijeniti ovisi o nekim drugim postavljenim zahtjevima.
Sinteza mreza obuhvaca tri osnovna problema: a) problem
aproksimacije zadane funkcije funkcijom koja zadovoljava nuzne
i dovoljne uvjete da bi mogla biti realizirana mrezom odredene
vrste; b) problem realizacije, tj. odabiranje i provodenje jed-
nog postupka realizacije koji dovodi do sheme mreze; c) pro-
blem ekvivalencije, tj. odredivanje mreza ekvivalentnih mrezi
koja je dobivena odabranim postupkom. Ako zadana funkcija
predstavlja funkciju imitancije, dobiva se kao rjeSenje zadatka
(ako ono uopce postoji) mreza kojoj je imitancija na odredenom
paru ¢vorista jednaka zadanoj. Ve¢ prema klasi kojoj pripada za-
dana funkcija bit ¢e traZena mreza sastavljena od elemenata C i L,
RilL,RicCiliR, L, M3C. Odredivanje elemenata mreZze koja
sadrzi samo dvije vrste elemenata mozZe se provesti tako da se
zadana funkcija (koja mora za-
dovoljavati sve nuzne i dovoljne
uvjete funkcije imitancije do-
titne klase mreze) rastavi na
parcijalne razlomke ili u ve-
rizni razlomak. Tim su postup-
kom dobivene mreze (dvopoli),
tzv. kanonske mreze (dvopoli),
koje realiziraju zadanu funkciju
s najmanjim brojem potrebnih
elemenata. Sintezu CL-dvopola
rastavljanjem na parcijalne raz-
lomke proveo je prvi R. M.
Foster (1924), a RC- i RL-
-dvopola W. Cauer (1926).
Za sintezu RLMC-mreZa
ima viSe postupaka. Prvu sin-
tezu mreze sastavljene od ele-
menata R, L, M3 C iz zadane
funkcije impedancije proveo
je O. Brune (1931), pa se od
njega primijenjena metoda po
njemu i naziva. Bruneovom me-
todom dobiveni dvopol sadrzi
opcéenito elemente R, C, L i M.
Prema S. Darlingtonu reali-
zacija funkcije imitancije moze
se provesti uvijek tako da do-
bivena mreza sadrZi samo jedan
otpor, a ostalo su reaktantni
elementi. Prema Bott-Duffinu
se svaka pozitivno realna funk-

Tipovi krivulja funkcije reak-
tancije (susceptancije) LC-dvopola.

Krivulie *"(12pd8°38 iu izrazima

cija moze realizirati kao funkcija imitancije mreze koja ne sadrZi
transformatore. Dalje metode realizacije mreza sa zadanom funk-
cijom imitancije dali su Miyata, Fialkov-Gerst, Nai-ta Ming i
drugi.

Metoda realizacije mreza s dva prilaza (Cetveropola) uz za-
danu funkciju prenosa ima viSe. Pored toga $to se zadaje funkcija
prijenosa, redovito se postavlja i zahtjev da Cetveropol mora biti
sastavljen od odredene vrste elemenata, npr. od elemenata L i C
ili elemenata R i C, i da je zaklju€en na propisani nacin, redovito
otporom. U podrucje sinteze idu razli¢ite metode realizacije
filtara, zaokretaca faza, linija za kaSnjenje (zateznih Cetveropola),
korektora i si.

Sinteza LC-dvopola. Funkcija reaktancije (susceptancije)
W(s) neparna je funkcija kompleksne frekvencije ($) kod kojih
je Par W(s) — 0 [gdje Par W(s) znaCi parni dio funkcije W(s)]>
a dana je izrazima

PJs) PJs)

odnosno RIg) =~ -
Kako razlika izmedu potencije polinoma u brojniku i nazivniku

smije biti samo jednaka 1, funkcija reaktancije (susceptancije)
moze imati ova cetiri oblika:

_ + ait. 2"
Wis) = . al~3+ ... + b3s3+ bxs5

4n, 224 .+ a2+ al

b, 12 H-1. . 6353+ \ |’
W3s) = ~ r1s2n_1+ Sn-3i2""3+ .- + a3s3 + ai S
*—*+ ...+ bs* + b0

1§21 4. fjn 132 1+ ... + a3s3+ a,s

+ KneSnF + L+ 22+ )

Zbroj polinoma u brojniku i nazivniku funkcije reaktancije (sus-

ceptancije) daje tzv. Hurwitzov polinom.
Polinomi u brojniku i nazivniku gornjih

faktorskom obliku i uz s = j o daju:

WASs) = -

izraza pisani u

H (@1 oo cu2z— @ ... (cozn-1 — VD
. (32)

wi jO @2 —02) @2 —0Y ... (N2 —029 5
. _H (o @OER— .. @201 —c) -
W2 00) = Yoo (o2 o) (02 —c0d ... (cozh — o)) 33)

2 - cod2 - ... (cozn—2-

) = 6 e s 00 e @
WO = jooH (co2 — 002 (cod2 —cod ... (co2  mod (35)

(cok — 02 (coR—c0) ... (co2n—31+—CD 5
gdje je H pozitivna, realna veli¢ina, a
0< @< o2< ...002ni < coh < 00

Indeks uz co ovisan je o najvecoj potenciji polinoma u nazivniku,
odnosno brojniku. coxdo coninterni su polovi ili nule funkcije re-
aktancije (susceptancije). KarakteristiCan tok ovih funkcija pri-
kazan je u si. 50.

Recipro¢na vrijednost funkcije reaktancije opet je funkcija
reaktancije.

Izrazi (32) do (35) rastavljeni na parcijalne razlomke daju:

N1 5 cokt

(36)

1=1

K j0)ku
w. (it0) = j~ + /21 ' @7)

j (0 k2ut

im(jco) = 2 1 (38)
KO (O =)U)kx + 1 Oka- (39)

/=1
ZnacCenje c¢lanova u ovim izrazima dano je u tabl. 14. ktl i
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pozitivne su realne veli¢ine. (Za jednu vrijednost od / u tabl.
14 oznacene su obje sa ka.)

Tablica 14
ELEMENTI FOSTEROVIH KANONSKIH LC-DVOPOLA

Mreza Z(s) Y(s)
L 1
koo5 L = k® K N
S D
K c= — =
l s K koS C = ko
L ¢ L—k,
S <@gt + 02 c= —
c= i T
L
et
" kooS + A
Q@+ 5 o— C= ko
c &
(oa = 1|/lc
Znace li Wr(j co) do c0) reaktancije, desna strana izraza

(36) do (39) odgovara zbroju reaktancija dvopola prema tabl. 14,
stupac Z(s), i serijskom spoju tih dvopola prema si. 51.

A2A)
<(n-l)

()

SI. 51. Fosterov kanonski oblik LC-dvopola

(realizacija iz zadane reaktancije)

Znace li W)XQw) do WE£E)co) susceptancije, desna strana iz-
raza (36) do (39) odgovara zbroju susceptancija dvopola prema
tabl. 14, stupac Y(s), i paralelnom spoju tih dvopola prema si. 52.
LC-dvopoli prema slikama 51 i
52 zovu se Fosterovi kanonski
oblici LC-dvopola.

Ako su funkcije reaktancije
(susceptancije) zadane polovima
i nulama i jednom vrijednosti
koja odgovara nekom ooa koji ni-
je ni pol ni nula, tj. ako je zadan
analiticki izraz funkcije reaktan-
cije (susceptancije), uvijek se moze LC-dvopol odrediti u kanon-
skom obliku. Njegova funkcija reaktancije (supsceptancije) jednaka
je onda zadanoj funkciji (sinteza LC-dvopola po Fosteru). Sinteza
LC-dvopola na osnovi zadane funkcije reaktancije (susceptancije)
moZe se provesti i razvijanjem zadane funkcije u verizni razlomak
(sinteza LC-dvopola po Caueru). Razvoj se prekida kod posljednjeg
¢lana koji predstavlja ili reaktanciju ili susceptanciju induktiviteta
ili kapaciteta. Primjena tog postupka daje LC-dvopole u tzv. lje-
stvi¢astom spoju (v. npr. si. 59).

Sinteza dvopola RC i RL. Funkcija impedancije 2?C-dvo-
pola, odn. funkcija admitancije .RL-dvopola pozitivno su realne
funkcije tipa

)

SI. 52. Fosterov kanonski oblik LC-
-dvopola (realizacija iz zadane sus-
ceptancije)

BO= G §~ T ALY
e B,
o e b2 BT
WE@ = * g: Aiijt aj_;Z: fﬁin @3
jRL-dvopola, odn. funkcija adi

su realne funkcije tipa

ELEKTRICNI

KRUGOVI
A« A (s - e U
Wes) = Ks ( _) (s - fr4) _ a2w) (44)
G~ (M)G- M@....(i- az2n 1)
coxn(i- @6 g
Wi@s) = K (s 1) (i adim + 1) (45)
(s - < (i - ~gy. - (5-
A < agye (8-
Py = ks & T2C T g B (46)
(s- @) (s - @) ...(I- Aim+1)
R - ™ ....6- 4im-
Wit{s)=K (- on(s- (m ( aim-1) 47)
(s - - om. - (- o

K je pozitivna realna konstanta, 2 m odnosno (2 m + 1) ukupni
je broj internih polova i nula (koji ne leze u 5= 0 ili co), stime
da vrijede relacije

— 00 < &z2in+l N 02tn < . < <2< < 0

Karakteristi€an je tok ovih funkcija za s = a + jO (za vrijednosti
na realnoj osi), tj. tok krivulja W(p) koje su prikazane u si. 53 i 54.

20

SI. 54. Tipovi krivulja funkcije Z r | (a)
i Yrc (<0. Krivulje a - d odgovara-
ju izrazima (44) - (47)

SJ. 53. Tipovi krivulja funkcije Zrc (°)
i Yr1 00. Krivulje a --- d odgovaraju
izrazima (40) --- (43)

Zadanoj funkciji koja zadovoljava sve uvjete funkcije imitan-
cije RC- ili Z?L-dvopola mozZe se uvijek odrediti RC-} odnosno
i?L-dvopol kojemu je imitancija jednaka zadanoj (sinteza RC- ili
.RL-dvopola). Sinteza se mozZe provesti tako da se zadana funkcija
imitancije rastavi na parcijalne razlomke ili razvije u verizni
razlomak.

Rastavljanje izraza (40) do (43) na parcijalne razlomke daje:

(48)
/=1
~olj. (49)
/:O 2)+1
«W - *  + 7 + 2 ,.7 (50)
/=1

m i
w¢s) = kM + % Vi Uaﬁl-l_. (51)

/=1 -

kO, kM i ktll, ktl, k2H1 su pozitivne realne veli€ine, a 2 m, od-
nosno (2m —1), ukupni je broj internih polova i nula, k2 ,,
Ki>*21+1 su reziduumi koji pripadaju polovima funkcije IP(s).
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Ako je W(s) funkcija impedandje i?C-dvopola, desna strana
izraza (48) do (51) odgovara zbroju impedancija dvopola prema

Tablica 15
ELEMENTI RC- | RL-DVOPOLA

MreZa Z(s) Y©S
C
— I C=- Skoc C= ko
Ska
C=— s —a:
R =
ka
s- o0a Kt ¢ =
R = ko
$kx L = kx
R=kO0 =
ska
- Q - 5 — aa L —
aa = —17 za [?C-dvopol aa = —i—? za .RL-dvopol
KL L’

tabl. 15, a W(s) je impedancija serijskog spoja dvopola prema
si. 55. Veli¢ine k2 v k2, odn k2++ za jednu vrijednost od /
oznacene su u tabl. 16 sa Kk,,.

. . ~2m
L] \02 | i 1n2rj

ANNo 0 -0 -

Sl. 55. -RC-dvopol (realizacija iz zadane Zrc(s)

Ako je W(s) funkcija admitancije i?L-dvopola, ¢lanovi s desne
strane izraza (48) do (51) odgovaraju admitancijama elemenata

Sl. 56. RL-dvopol (realizacija iz
zadane Yri(s))

prema tabl. 15, a W(s) je admitancija paralelnog spoja dvopola
prema si. 56.

Izrazi (44) do (47) podijeljeni sa s, rastavljeni na parcijalne
razlomke i ponovo pomnoZeni sa s daju:

Skn]

/=1

m

W’®:y ~r »
=0 27+
m

/=1
N6 N2Z-i5 A2+ pozitivne su realne veligine, k2l_v k2, ¢2i+1
su reziduumi koji pripadaju polovima funkcije W(s), a 2m, od-
nosno (2 m -f 1), ukupni je broj internih polova i nula.

- *4 *2m

SI. 57. J?L-dvopol (realizacija iz zadane Zr1 (%))

Ako je UA(i) funkcija impedancije 7?L-dvopola, desna strana
upravo navedenih izraza odgovara zbroju impedancija dvopola
prema tabl. 15, a W(s) je impedancija serijskog spoja dvopola
prema si. 57.

Ako je W(s) funkcija admitancije i?C-dvopola, €lanovi s de-
sne strane tih izraza odgovaraju admitancijama elemenata pre-

3 oy &

.RC-dvopol (realizacija iz
zadane Yrc(s)

Sl 58.

ma tabl. 15, a W(s) je admitancija paralelnog spoja dvopola pre-
ma si. 58.

Razvijanjem zadane funkcije imitancije RC- ili i?L-dvopola u
verizni razlomak mogu se odrediti elementi tih dvopola u ljestvi-
Castom spoju. Razvoj u verizni razlomak funkcije impedancije

Sl. 59. Dvopol u ljestvi¢astom spoju

ili admitancije RC- odnosno /?L-dvopola, pocevsi od najvise ili
najniZze potencije, daje dvopol u ljestvicastom spoju oblika prema
si. 59. M. Plohi

NELINEARNI KRUGOVI I SKLOPOVI

Krugovi i sklopovi su nelinearni kad sadrze jedan ili vise
nelinearnih sastavnih dijelova (elemenata). Parametri takvih
krugova i sklopova (otpor, induktivitet, faktor pojacanja, itd.)
nisu svi konstantni, nego se neki od njih mijenjaju s promjenom
pojedinih ovisnih varijabli (naboja, struje, napona, itd.). Pri-
kaz svojstava nelinearnih sklopova prirodno se nadovezuje na
opis linearnih sklopova. Ipak treba pri tome imati na umu da
se linearni i nelinearni sklopovi po svojim svojstvima veoma
razlikuju. Osnovna je karakteristika te razlike §to prilikom ana-
lize i sistematizacije svojstava nelinearnih sklopova postoji znatno
manja moguc¢nost uopcavanja nego prilikom analize linearnih
sklopova. To ima kao posljedicu razliku u nacinu izlaganja ma-
terije nelinearnih sklopova. Za linearne sklopove moZe se po-
staviti sasvim opcenita teorija sklopova, a pojedini problemi
samo su ilustracija te opce teorije. Pri prikazu nelinearnih sklo-
pova, naprotiv, uobicajeno je poci od svojstava tipi€nih neline-
arnih sklopova. VisSe karakteristicnih osobina nelinearnih sklo-
pova, i bez opce teorije, dobro ilustrira koji se sve efekti u ne-
linearnim sklopovima mogu ocekivati. U tom smislu sastavljen
je i ovaj pregled nelinearnih sklopova. Na nekoliko karakteri-
sticnih primjera odredena su i naglaSena ona svojstva nelinear-
nog sklopa koja proizlaze upravo iz nelinearnosti nekog elemen-
ta u sklopu.
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Problematika nelinearnih sklopova i nacini njihove analize

Svako tacnije i opcenito razmatranje nelinearnih sklopova
polazi od fiziCkih svojstava realnog (za razliku od idealnog) sklopa,
koja se istrazuju matematickim sredstvima. Da bi se problem
struje ili napona u sklopu mogao formulirati matematicki, svoj-
stva stvarnog sklopa treba u manjoj ili ve¢oj mjeri pojednostav-
niti. Neka vrsta obrnutog razmjera postoji izmedu stepena po-
jednostavnjenja i koli¢ine zakljutaka o svojstvima sklopa koja
se mogu analizom izvedenih jednadzbi predvidjeti ili opisati.
Veéem pojednostavnjenju odgovara manji broj predvidljivih
svojstava i obrnuto, ali uz veée pojednostavnjenje laksa je ana-
liza, Sto opravdava ovakav pristup.

Linearna analiza nelinearnih sklopova omogucuje izra-
Cunavanje osnovnih svojstava realnog sklopa. Rezultati vrijede,
naravno, samo u ta¢no odredenim granicama ovisnih varijabli i u
granicama tacno definiranih svojstava elemenata koji u ekviva-
lentnoj shemi predstavljaju realni sklop. Osnovnim elementima
sklopa (otpornicima, zavojnicama, kondenzatorima) u tom slu-
€aju ne mijenja se otpor R, induktivitet L i kapacitet C s promje-
nom strujnog ili naponskog optere¢enja. Naponska i strujna
pojacala, elektronke i tranzistori definiraju se faktorom napon-
skog pojacanja strminom g i faktorom strujnog pojacanja
?, za fiksnu radnu tacku neovisno o amplitudi napona ili struje.
Svi parametri sklopa neovisni su o vremenu. Posljedica je svih
tih ograniCenja da se rjeSenja za struje i napone Koji se mogu us-
postaviti u sklopu dobivaju u obliku elementarnih funkcija koje
se mogu jedne drugima superponirati. Stacionarne struje pro-
porcionalne su naponima, vlastite frekvencije neovisne su o
amplitudi, a nema stabilnih vlastitih stacionarnih oscilatornih
stanja. Niz svojstava linearnih sklopova koja se analizom mogu
predvidjeti u realnom sklopu se ne opaZaju, niti su moguca, kao
npr. porast amplitude oscilacija u neizmjernost, generacija
potpuno periodi¢nih titraja. Nekoliko svojstava realnih sklopova
s kojima se redovito susre¢emo, kao $to su stabilna oscilatorna
stacionarna stanja i stabilna stanja ravnoteZe struja i napona
sklopa, prirodna su osobina nelinearnih sklopova.

Usporedenje osnovnih svojstava nelinearnih i linearnih
sklopova. Nelinearni su sklopovi prirodno proSirenje grupe
linearnih sklopova u fizickom i matematickom smislu. Sa sta-
novista problematike nelinearnih sklopova, linearni su sklopovi
poseban slucaj elektricnih sklopova veoma idealiziranih svojstava.
U sasvim ta€nom i opéem znacenju naziva, linearni sklopovi u
stvari ne postoje, ali je za praktiCne potrebe linearni sklop dobra
aproksimacija u Sirem opsegu ovisnih varijabla, pa se mnogi
sklopovi definiraju kao linearni. Neovisna varijabla u nelinear-
nim, kao i u linearnim sklopovima obi¢no je vrijeme. Ovisne
varijable obi¢no su naboj, struja i napon za elemente sklopa:
otpornik, kondenzator, zavojnicu, naponsko ili strujno pojacalo,
u linearnoj su analizi parametri (otpor R, kapacitet C, induktivitet
L i faktor pojacanja n ili /?) konstantni. U nelinearnim sklopovima
otpor, kapacitet, induktivitet i pojaanje na odreden su nacin
ovisni o trenutnom iznosu napona u na otporniku, naboja g na
kondenzatoru i struje i kroz zavojnicu ili pojacivacki element,
te se veliine pojedinih elemenata sklopova izraZzavaju kao funkcije
pripadnih ovisnih varijabla, npr. R(u), C(q), L(i)3 ju(u) ili
Pri tome se pretpostavlja da se linearni i nelinearni elementi
sklopa mogu razmatrati kao koncentrirani parametri.

Osim ove nelinearne ovisnosti veliina pojedinih elemenata
u sklopu o ovisnoj varijabli, postoji u nizu sklopova i ovisnost
veli¢ina njihovih elemenata o nezavisnoj varijabli, tj. o vremenu t3
kao npr. R(t)3 C(<), L(t)3 ju(t) ili /2().

Prema vrsti elemenata u sklopu poprima i diferencijalna jed-
nadzba koja obuhvata svojstva sklopa, a dobiva se polazec¢i od
Kirchhoffovih zakona, sasvim odreden karakter i ide u odreden
tip jednadzbi.

Tako linearne sklopove istrazujemo na temelju izvedenih
linearnih diferencijalnih jednadzbi. Svojstva realnih nelinearnih
sklopova nalazimo u rjeSenjima odgovarajué¢ih nelinearnih dife-
rencijalnih jednadzbi. Isto tako, sklop ¢iji su elementi funkcije
neovisne varijable istrazujemo polazeéi od odgovarajuce dife-
rencijalne jednadZbe s vremenski promjenljivim koeficijentima.
Moguéi su i sklopovi u kojima dolaze nelinearne i vremenski

promjenljive komponente, pa su i diferencijalne jednadzbe koje
opisuju uvjete dinamicke ravnoteZe u sklopu nelinearne s vremen-
ski promjenljivim koeficijentima.

Primjer je linearnog sklopa obicni titrajni krug koji sadrzi
konstantan kondenzator kapaciteta C i zavojnicu induktiviteta L.
Ako u taj titrajni krug umjesto kondenzatora stalnog kapaciteta
C stavimo kondenzator Ciji je kapacitet ovisan o naboju g na nje-
govim oblogama, C(q)3 dobit éemo nelinearni sklop. Isto bi po-
stigli da smo umjesto zavojnice induktiviteta L u krug stavili
zavojnicu sa Zeljeznom jezgrom u kojoj je induktivitet ovisan o
struji kroz namotaj, L(i). U svaki od ovih nelinearnih sklopova
moze se ukljuciti i vremenski promjenljivi otpor R(t)3 pa se do-
biva sklop sloZenijih svojstava predstavljen diferencijalnom jed-
nadzbom koju je teZe rijesiti.

Podjela nelinearnih sklopova moze se provoditi prema
fizickim svojstvima ili prema tipu jednadzbi kojima su opisani.

Podjela prema fizickim svojstvima. Prema fizickim svojstvima
nelinearni sklopovi mogu se podijeliti na dvije osnovne grupe:
nelinearne sklopove bez gubitaka i nelinearne sklopove sa gubi-
cima. (Na isti naCin mogu se podijeliti i linearni sklopovi.) Pri
tome, sklopovi bez gubitaka imaju jednostavnija svojstva od
sklopova s gubicima. Neovisno o ovoj podjeli, sloZzenost odziva
sklopa raste s brojem stupnjeva slobode nelinearnog sklopa,
odnosno s redom odgovarajuce diferencijalne jednadzbe. Ne-
linearni sklopovi bez gubitaka razmatrani su donedavna iskljucivo
iz teoretskog interesa. To su reaktivni (L, C)-krugovi bez otpora.
Medutim, razvoj tehnike supravodljivih krugova doveo je i do
neposredne primjene rezultata analize nelinearnih sklopova bez
gubitaka. Disipacija, dodu$e, postoji u svim fizickim sistemima,
pa i u supravodljivom krugu (npr. zbog nehomogenosti kristalne
reSetke), ali je ponekad tako mala da se njezin utjecaj moZe za-
nemariti. To dakako ovisi 0 vremenu promatranja, pa oscilacija
za koju se nakon kradeg promatranja moze zakljuciti da je nepri-
guSena, promatrana kroz vrlo dugo vrijeme, pokazuje izrazite
znacCajke istitravanja. Sa stanoviSta analize prirodno je da se naj-
prije istrazuju nelinearni sklopovi s jednostavnijim karakteristi-
kama, a to su upravo sklopovi bez gubitaka. U linearnim sklo-
povima s gubicima ne mogu se uspostaviti stabilne periodicke
oscilacije. Linearni i nelinearni sklopovi bez gubitaka, pak, mogu
poprimiti proizvoljno mnogo oscilatornih stanja, a njihove su
amplitude odredene pocetnim uvjetima. Od osobitog su interesa
sklopovi u kojima su amplitude periodiCkih oscilacija odredene
elementima sklopa, a ne mijenjaju se mnogo pri maloj promjeni
nekih elemenata sklopa. Sklopovi bez gubitaka, opéenito, nisu
takvih svojstava. Ispostavilo se da su nelinearni sklopovi s gubi-
cima zna€ajni upravo zbog toga $to se u njima mogu uspostaviti
oscilatorna stanja stabilnih amplituda, neovisno o odredenom
opsegu pocetnih uvjeta. Isto tako su stanja stabilne ravnoteze
koja poprima sklop neovisna o pocetnim uvjetima iz odredenog
diapazona. Lako je uvidjeti da se ovdje radi o svojstvima neline-
arnog sklopa koja su karakteristiCnija za te sklopove nego Sto su
bila rjeSenja za vlastite funkcije odgovarajucih linearnih sklopova,
buduéi da se uspostavljaju neovisnije od spoljasnjih utjecaja na
sklop.

Podjela prema redu diferencijalnih jednadzbi kojima je obu-
hvacdeno stanje dinamicke ravnoteze nelinearnih sklopova naj-
opcenitija je. Pri takvom svrstavanju najprije se razmatraju sklo-
povi definirani jednom nelinearnom diferencijalnom jednadzbom
prvoga reda. Tipi¢an je primjer takvog sklopa spoj zavojnice
i otpornika u seriji s elektricnim lukom i istosmjernim izvorom.
Ovamo ide i spoj paralelne kombinacije tinjalice i kondenza-
tora u seriji s otpornikom i izvorom istosmjernog napona. Za
prvu je kombinaciju Kkarakteristicno pojavljivanje diskretnih
stabilnih stanja, a u drugoj nailazi se na pojavu relaksacionih
oscilacija (v. strana 81). Po sloZenosti iza takvih sklopova dolaze
sklopovi opisani dvjema nelinearnim diferencijalnim jedna-
dZzbama prvoga reda. Tipi¢an je nelinearni sklop ove kategorije
serijski spoj zavojnice i elektricnog luka u paraleli s konden-
zatorom, priklju€en preko otpora na izvor istosmjernog napona.
Nadalje se u ovu grupu ubraja i nelinearni sklop poznat pod na-
zivom bistabil. Ako se za taj sklop upotrijebe dvije elektronke,
anode su im preko djelitelja povezane s reSetkom susjedne elek-
tronke, a katode uzemljene. Ako je sklop izveden sa dva tran-
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zistora, kolektori su spojeni preko djelitelja s bazom susjednog
tranzistora, a emiteri uzemljeni. U ovu grupu ide i nelinearni
sklop poznat pod imenom multivibrator, koji je izveden istom
vezom izmedu dva aktivna nelinearna elementa kao i bistabil,
ali su povratne veze anoda-reSetka u sklopu s elektronkama ili
kolektor-baza u sklopu s tranzistorima ostvarene pomocu kon-
denzatora, pa se sklop zadrZzava u drugom elektricnom stanju
kroz ograni¢eno vrijeme.

Odreden broj nelinearnih sklopova slozenijih svojstava tako-
der je analiticki obraden. Pri tome je moguce manje uopcavanje
nego u teoriji linearnih sklopova jer postoji veéa raznovrsnost
u svojstvima sklopa. Ta raznovrsnost svojstava, pak, preduvjet je
za Siru primjenu nelinearnih sklopova u praksi.

Znacenje nelinearnih sklopova

Nelinearni sklopovi i njihova svojstva imaju velik znaCaj za
suvremenu elektrotehniku. Dva osnovna podruCja elektrotehnike
u kojima posljednjih godina materijalnu osnovu razvoja Cine
upravo nelinearni sklopovi i njihova specificna svojstva jesu
telekomunikacije i racunski strojevi. U telekomunikacijama Siroko
se primjenjuju visokofrekventni generatori izmjeni¢nog napona
koji sluzi kao val nosilac informacije. Osnovu tih generatora
¢ine stabilni oscilatori, tvorevine upravo karakteristiCne za ne-
linearne sklopove. U raCunanju strojevima osnova su za elektricno
provodenje racunskih operacija binari, nelinearni sklopovi sa
dva stabilna stanja, takoder karakteristiCne tvorevine za ovu
grupu sklopova. Svaka od navedene dvije znaCajne grupe neli-
nearnih sklopova moze se praktiCki ostvariti u Sirokom podru¢ju
frekvencija oscilatora, odnosno brzina prebacivanja bistabila.
Opseg tih podrucja frekvencija ili brzina obuhvaca oko petnaest
dekada za sklopove s koncentriranim parametrima. Unutar toga
podrucja frekvencija, koje se za oscilatore proteze od reda veliCine
desetinke herca do reda veliCine gigaherca, mogu se svrstati svi
oscilatori u niskofrekventnoj tehnici, radiju, televiziji, ultrakrat-
kovalnoj tehnici, itd. Isto se tako bistabilni sklopovi, s prebaciva-
njem izmedu dva stabilna stanja koje moZe trajati od nekoliko
sekundi do pikosekunde, primjenjuju kako u regulacionim kru-
govima i logi¢kim sklopovima tako i u obi¢nimibrzim racunalima.

Primjena navedenih dvaju tipova nelinearnih sklopova u
suvremenoj elektronici pokazuje kako se na njihovim jednostav-
nim karakteristicnim svojstvima razvila najsloZenija tehnika da-
nadnjice. Analogno se mozZe prikazati znacenje drugih tipi¢nih
nelinearnih sklopova, kao npr. sklopova za mijeSanje ili para-
metarsko pojacanje.

Nelinearnost realnih sklopova ima kao vaznu posljedicu sta-
bilizacione efekte u prakticnim slucajevima kada struje ili na-
poni prekorate odredene iznose. Tipi¢ni nelinearni karakter
imaju npr. pojave pri zasiéenju struje elektronke i tranzistora,
indukcije i toka u magnetskom materijalu, polarizacije dielek-
trika i slicno. Ovi efekti usporavaju i ograniCavaju porast nekih
elektri€nih veli¢ina iznad odredenih iznosa. Tipicni elektrini
sklopovi koji su vec¢inom predvideni upravo za rad u linearnom
podruju jesu pojaCala s elektronkama, tranzistorska i magnet-
ska pojacala. Medutim, kad je uzbuda prevelika, sva ova pojacala
postaju nelinearni sklopovi s karakteristi€nim svojstvima, izo-
blicenjem, ograniCenjem i odrezivanjem signala.

Analiza nelinearnih sklopova jedinstveno razmatra elektro-
tehnicke probleme i tzv. jake i tzv. slabe struje. Ona moZze npr.
ustanoviti da paralelni spoj dvaju jednakih istosmjernih generatora
na zajedni¢ki otporni teret ima dva stabilna i jedno nestabilno
ravnoteZzno stanje struja i napona sklopa jednako kao poznati
spoj dviju elektronki ili dvaju tranzistora u bistabihi. Zajed-
ni€ke osobine tako raznorodnih sklopova, u ovom slu€aju, osnovne
su funkcionalne osobine nelinearnih sklopova.

Neka svojstva nelinearnih elemenata i sklopova

Impedancija nelinearnih elemenata. Bitno je svojstvo
linearnih elemenata sklopa neovisnost njihove impedancije o
amplitudi struje ili napona. Za nelinearne sklopove uvodi se
pojam nelinearne impedancije. Pokazuje se da je nelinearna impe-
dancija ovisna o struji ili naponu nelinearnog elementa. Tu se

jasno ocituje veca raznovrsnost osobina nelinearnih elemenata,
pa i sklopova. Nelinearna impedancija moZe se odrediti npr. za
kondenzator ¢iji dielektrik pokazuje znakove zasiéenja i za svitak
sa zasicenom Zeljeznom jezgrom.

Nelinearna' reaktancija kondenzatora. Napon e na kondenza-
toru (si. 60 a) iznosi:

e = 1+ a2qg2. (52)
COje linearna komponenta kapaciteta kondenzatora. Zbog porasta
stupnja polarizacije dielektrika
s povecanjem koli¢ine naboja
g na oblogama, napon raste
brze od porasta naboja. Faktor
a2 je koeficijent koji odreduje
nelinearna svojstva. Eksperi-
ment pokazuje da je ovisnost
e(q) u aproksimaciji zaista kub-
nog karaktera, i omogucuje da se
za svaki pojedini kondenzator
odrede konstante CO 1a\

Ako se pretpostavi sinusoid-
na promjena naboja na kondenzatoru

SI. 60. Nelinearni elementi, a Kon-

denzator s nelinearnim kapacitetom C,

b prigusnica s nelinearnim induk-
tivitetom L

(53)

gdje je Q amplituda naboja, a o kruzna frekvencija, dobiva se
za struju izraz:

d
i= g?——Qcosinoot = —Ilsincot\ | =

g= Qcosot3

Oco.
Uvrstenjem izraza (53) u jednadzbu (52) dobiva se

3a2/2 ¢ fa2Q3 300t

) (£)(l* -Lla)-Z/,COS(D -ROCOS oot.
Po analogiji sa sluCajem linearnog sklopa, reaktancija za prvi
harmonicki €lan (uz zanemarenje Clana frekvencije 3co) iznosi:

E 1/ 3a212

c 7 Cr> (1+ 4ar). (54)
Pretpostavi li se da je nelinearnost mala, i ako se za a stavi da
je jednak nuli, dobiva se reaktancija linearnog kondenzatora

i

COco’

Za reaktanciju nelinearnog kondenzatora Cija su svojstva defi-
nirana izrazom (52) dobiva se ovisnost o frekvenciji i kvadratu

amplitude struje prema izrazu (54).

Nelinearna reaktancija svitka sa Zeljeznom jezgrom odreduje
se istim postupkom (si. 60 b). Uslijed polarizacije magnetskih
dipola dolazi do zasi¢enja Zeljezne jezgre, pa tok raste sporije
nego struja uzbude u podrucju od interesa, $to se vidi iz odnosa

NO =L0i(1l- b2i23 (55)

gdje je N broj zavoja namotaja, LO induktivitet linearne kompo-
nente, a b2 koeficijent koji obuhvaca nelinearna svojstva. Apro-
ksimacija izraza (55) ima smisla samo do b2i2= 1, a dalje je i
kvalitativno pogreSna. Za struju kroz svitak,

i =1cosmt3
dobiva se napon na priklju¢nicama
d® / 3 b2i2{ 3b2LncoP .
dt = lLaw (1 - ) Cpot -sin3coi.

Ako se zanemari tre€i
harmonicki ¢lan iznosi:

e= -N

harmonik napona, reaktancija za prvi

E / 3b212k
=T =£0co (I--T-)

(56)
Za reaktanciju nelinearnog svitka sa Zeljezom dobivena je tako
ovisnost o frekvenciji i kvadratu amplitude struje.
Rezonancija nelinearnog titrajnog kruga. Nelinearni
titrajni krug c¢ine serijski ili paralelno spojeni nelinearni induk-
tivitet i nelinearni kapacitet ili samo nelinearni kapacitet s li-
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nearnim induktivitetom3 odnosno nelinearni induktivitet s li-
nearnim kapacitetom. Svojstva prve kombinacije sloZenija su
nego kad je samo jedan sastavni dio sklopa nelinearan. Prisustvo
otpora u krugu dalje modificira analizu i rezultate.

llustrativno je razmotriti pojavu rezonancije titrajnog kruga
koji se sastoji od serijskog spoja svitka nelinearnog induktiviteta,
kondenzatora linearnog kapaciteta i otpornika linearnog otpora.

\Ako je induktivitet ovisan o struji kroz namotaj prema jed-
nadzbi (56), slijedi za efektivni iznos struje 7r:

/ 3b*In
L-L,(m-— 1)
Impedancija sklopa prikazanog na si. 61 jest:
Z =[R" '+ (X1 - Xc)R
r [ 3N 1 -|VI/2
AR+ ™ r)-<n;d) &7)

Impedancija (57) omjer je efektivnih iznosa napona Er i struje Jr.

SI. 61. Nelinearni serijski rezonantni
krug

lzraz za normiranu impedanciju Z/R (impedanciju normira-
nu s obzirom na aktivni otpor u krugu) moZe se svesti na bezdi-
menzione varijable ako se izvrSe ove supstitucije:

1 La(@ od bEr
_ — = — = QD=
W ooy =R~ 3 WIS TRIL 2= g
Nakon supstitucije dobiva se za normiranu impedanciju
izraz:
z_ d . . .
Caeog— (TteX[o(i- — ) - gd)

Vidi se da impedancija ovisi o normiranoj frekvenciji w i struji
kroz sklop J . 1z izraza (58) moZe seizraCunati struja J kao funkcija
normirane frekvencije zv, uz napon £ kao parametar.

Ova ovisnost prikazana je
grafiCki na si. 62.

Za male iznose pobudnog
napona i malestruje J postoji
uobiCajeno rezonantno nadvi-
Senje poznato iz linearnih sklo-
pova. Kad su jakosti struje
kroz svitak vece, dolaze do
izrazaja utjecaji zasiCenja, a
efekt ovih nelinearnih osobina
oCituje se u priklanjanju re-
zonantnog vrha prema osi w.
Ovo povecéanje rezonantne fre-
kvencije posljedica je smanje-
nja efektivnog induktiviteta sa
porastom struje.

Opisna funkcija neline-
arnog sklopa. Ovisnost impedancije nelinearnog kapaciteta, in-
duktiviteta i titrajnog kruga o amplitudi strujnog optereéenja
izloZzena je na strani 75 i na strani 76. Ona je samo poseban slucaj
opéenitijeg postupka uvodenja tzv. opisnih funkcija za neline-
arne sklopove.

Metoda opisne funkcije temelji se na kvazi-linearizaciji ne-
linearnih sklopova ili elemenata, a osobito je podesna za pre-
docavanje efekta nelineariteta kad postoji jednoznacna veza iz-
medu ulazne i izlazne veliCine (si. 63 a). Tako se za nelinearni
sklop ili element s karakteristikom i{e) dobije, mijenjaju¢i am-
plitudu ulaznog napona e = E cos @i, opisna funkcija Ciji opCi
karakter pokazuje si. 63 b. To je graficki prikaz ovisnosti ampli-
tude struje prvog harmoni¢kog ¢lana Ir o amplitudi napona E.
Uvodenje ove vrste opisne funkcije nelinearnog sklopa ili ele-
menata vezano je za sinusoidnu uzbudu. | kad je ulazna veli¢ina
sinusoidna, pojavljuju se na izlazu nelinearnog sklopa takoder
harmonicke komponente osnovne frekvencije, ali su cesto filtri-

Sl. 62. Ovisnost struje./ nelinearnog

serijskog rezonantnog kruga o rela-

tivnoj frekvenciji to i amplitudi
narinutog napona £
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rane. Nelinearni sklop se tada mozZe karakterizirati tzv. prosjenim
pojacanjem3koje se dobije ako se amplituda osnovnog harmonickog
Clana na izlazu podijeli s ulaznom amplitudom. Prosje€no po-
jaCanje istovetno je s opisnom funkcijom uz uvjet da je ulazna
amplituda jednaka jedinici i da ulazna i izlazna veliina imaju
iste fizicke dimenzije. Nelinearna karakteristika sklopa moze se
tada zamijeniti prosjeCnim pojacanjem za vrijeme jednog perioda.

SI. 63. Nelinearna Kkarakteristika i njezina
opisna funkcija, a lzlomljena karakteristika
i(e) nelinearnog, sklopa ili elementa, b opisna
funkcija za nelinearnu karakteristiku pod a

Opisne funkcije i prosjena pojacanja vecinom su neovisni o
frekvenciji. Ikad dode do ovisnosti o frekvenciji,osnovna kom-
ponentaizlaznestrujecesto je oblika i = h(E) cos [co i -f-#(£)],
gdje & znaCi kut pomaka faze, koji ovisi o naponu.

Nakon prethodnih definicija moZe se odrediti opisna funkcija
nelinearnog sklopa ¢ija je izlazna struja

. de
i= Ce + De*— 3 (59)

gdje su C i D konstante. Ako je ulazni uzbudni napon

e = E cos i, (60)

amplituda i faza izlazne struje funkcije su ulazne amplitude, ali
frekvencija oscilacije na izlazu pasivnog nelinearnog sklopa ostaje
identi¢na s frekvencijom uzbude.
Supstitucija (60) u (59) i upotreba trigonometrijskih identiteta
daje
E*

. ( [ . m\
i= CEcosmt + D_Jl_ 2coslooi + — 1 +

+ cos fcot — Y j + cos 3@t + yjl (61)
Amplituda osnovnog harmoni¢kog c¢lana na desnoj strani jedna-
dzbe (61) predstavlja opisnu funkciju razmatranog nelinearnog
sklopa. Napisana u ovisnosti o amplitudi ulaznog uzbudnog
napona E u kompleksnom obliku, ona glasi:
ft)L3
IX=CE +)D -— .

(62)

Prosje¢na strmina Sx nelinearnog sklopa (pojam analogan
prije uvedenom pojmu prosje€nog pojacanja) dobije se ako se
izraz (62) za Ixpodijeli s amplitudom ulaznog napona E35to daje:

_.th)La
S1=C+ j—"— .

Dakle, opisne funkcije nelinearnog sklopa, osim S§to su neline-
arno ovisne o ulaznoj amplitudi, mogu biti i kompleksne.
Mijeanje i multiplikacija frekvencija u nelinearnom
sklopu. Princip superpozicije vrijedi samo za linearne sklopove.
U sloZzenom linearnom sklopu na koji je priklju€eno nekoliko
izvora izmjeni¢nog napona razliitih frekvencija teku samo struje
tih istih frekvencija, a ne pojavljuju se struje kojima su frekven-
cije viSekratnici i kombinacije frekvencija izvora napajanja. Za
nelinearne sklopove princip superpozicije ne vrijedi. Ve¢ prema
tipovima nelineariteta, u slozenom nelinearnom sklopu pojav-
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ljuju se viSekratnici i kombinacije frekvencija izvora napajanja.
Kombinacije, mogu biti veoma slozene. Jasnu sliku tog procesa
dobiva se analizom relativno jednostavnog slucaja.

Ako se dva izmjeni¢na sinusoidna napona malo razlicitih
frekvencija dodaju na linearnom sklopu jedan drugome, rezul-
tirajué¢i valni oblik, premda nali¢i valnom obliku moduliranog
vala, ne sadrzi komponente novih frekvencija. Jedine frekvencije
koje su sadrzane u aditivno sintetiziranom valu jesu frekvencije
dvaju izvornih napona. Ako, medutim, sintetizirani val narinemo
na nelinearni element za koji se struja u ovisnosti o naponu iz-
razava redom potencija

n
2 aes j=1,2, ..., n\

/=1
u struji se pojavljuju komponente koje imaju nove frekvencije.
Frekvencije tih komponenata
potjecu od c¢lanova koje daju
umnosci osnovnih valova nari-
nutih frekvencija. Karakteristi-
ka nelinearnog elementa naziva
se kubnom ako sadrzi samo prva
tri Clana iz izraza (63). Jedno-
stavan nelinearan sklop s tak-
vom Kkarakteristikom, u kojem
dolazi do mijeSanja, prikazan je
na si. 64. Strujom nelinearnog
elementa upravljaju naponi

el= Elcos cot t

i e2 = E2cos (2 1
dodani u seriju tako da cine napon

e = ex+ e2= Ex cos (ox + E2cos co21 (64)

Uvrstenjem jedn. (64) u (63) i ako seuzmu u obzir samo ¢lanovi
do kubnoga uklju€ivo, dobiva se za struju nelinearnog elementa
izraz:
i=(£ axE*+ i a2E 2 + (axE1l+ "a3E* + f a3E1E 2 cos
+ (@a2E2+ $a3E23+ f a3E 2E2) cosc2l + \a2E 2 cos2u>xt +
-f \ a2E2*cos 2 w2t + \a 3E2Bcos 3coxr+ £a3E23cos 3co2t +

+ a2Ei E2cos (coj -f c0d t -f- a2ExE2cos (cox —cad) t +

+ |a 3E 2E2cos (2 + vDt +

+ £ EXE2cos (Qox—adt +

+ | a3E1E 2cos (2ci2+ 0Xt +

+ | a3ExE22cos (2 co2—coj t. (65)
Osobito je znaCajno da se prema izrazu (65) u struji koju su u
nelinearnom elementu izazvali uzbudni naponi ej i e2 frekvencija
wl i 0)2 pojavljuju komponente niza novih frekvencija koje nisu

sadrzane u uzbudnim naponima, i to: 2a% 2g)2 33 3002
ool + 002 (01— coB 200l-f coB2col—co02) 2co2+ (09 2 co2—cal.

Svaka od tih komponenata moZe se podesnim filtriranjem
izdvojiti. To znaCi da se polaze¢i od dvije osnovne frekvencije
mogu pomocu nelinearnog elementa kubnog karaktera ostvariti
harmonicke oscilacije s deset razlicitih frekvencija.

i= (63)

aj =konst.

Sl. 64. Nelinearan sklop za mijeSanje
i multiplikaciju dviju frekvencija

uzbude

t+

Ovisnost svojstava nelinearnih sklopova o osobinama
nelinearnih elemenata

Monotona prelazna pojava. Nelinearan element u sklopu
opcenito modificira tok prelaz-
nih pojava u poredenju s tim
pojavama u analognom linear-

nom sklopu. Pokazano je kako tLC
nelinearni ¢lan u otporu utje- (L ))i=akx3e
e na izbijanje kondenza-

tora. Na si. 65 prikazan je  sl. 8> sklop za izbijanje kondenzato

nelinearan sklop koji se sa- ra kroz nelinearni otpor
stoji od linearnog konden-
zatora kapaciteta C i diode s kvadratnom karakteristikom koja je

odredena ovisno$¢u izmedu struje i napona

i —axe + a2e

e

gdje su axi a2konstante. Vremenska promjena napona na konden-

zatoru kapaciteta C, nakon zatvaranja sklopke, slijedi iz jednadZbe:
de

Cdt =

koja je nelinearna diferencijalna jednadzba prvog reda.

Supstitucijom F = aJC i G = a2C i uvodenjem bezdi-
menzionog parametra /j, u jednadzbi (66) moZe se pisati:

de
— = - Fe-

axe —a2 (66)

nG e2 (67)
Ako je = 1, jednadzba (67) predstavlja nelinearni sklop, a ako
je ju= 0, otpada nelinearni kvadratni ¢lan i jednadzba pred-
stavlja linearni sklop koji se moZe razmotriti pomoc¢u odgovara-
juée linearne diferencijalne jednadzbe. Pretpostavi li se rjeSenje
jednadzbe (67) u obliku

*= 00 + A ent) + et + ..., (68)

nakon supstitucije toga izraza u (67) i ogranienja na Clanove
do [i2 dobiva se izraz:

{eo+ FeQ -f fjl(gi + FeL+ GEX) + 22 + Fe2+
+ 2Ge0el = 0, (69)

gdje taCke iznad e oznaCavaju diferenciranje po vremenu. Jedna-
dzba (69) bit ¢e zadovoljena bilo za koji juizmedu 0 i 1ako ¢lanovi
uz svaku potenciju od  budu jednaki nuli. Po€evsi sa jud dobiva se:

e0+ Fed= 0,
odakle je
e0 = EOexp (—F1t) ,

uz pocetni uvjet e0= EOza t = 0.

Polazeé¢i od ovog rjeSenja za e0 mozZe se iz diferencijalne
jednadZzbe koja se dobiva kad se izjednaCi s nulom mnozitelj uz
parametar jul u (69) izraCunati e} a na identi¢an nalin dalje i
e2 iz poznatih e0 i ex Aproksimativno rjeSenje jednadZzbe (66)
koje ukljuCuje c¢lanove do drugog reda dobiva se uvrStenjem
izracunatih  ¢Q(r), ei(0 i ~(0 u (68) uz zamjenu ju — 1

Iz prednjeg se izvodenja dobiva jednadZba:

GEO :
e= Eexp (—Ft) 1+ £exp (—Ft) - Ll +

(70)

Tacnija analiza pokazuje da se veli€ina G EOIF pojavljuje u izra-
zu za e kao red potencija, pa treba da je manja od jedinice da
bi izraz za e bio brzo konvergentan te da bi prvih nekoliko ¢la-
nova bilo dovoljno za rjeSenje. 1z jedn. (70) jasno se vidi na koji
nain kvadratni ¢lan otpora diode modificira tok izbijanja kon-
denzatora, u poredenju s analognim linearnim sklopom.

Frekvencija stacionarne oscilacije nelinearnog titrajnog

kruga bez gubitaka. Na strani 76 provedena je aproksimativna
analiza rezonancije nelinearnog

—i
el
ag)

Sl. 66. Nelinearan kapacitet C(q)
i linearan induktivitet L u ti-
trajnom krugu

titrajnog kruga s gubicima, a na
str. 80 analiza frekvencije osci-
lacije oscilatora s gubicima i s
aktivnim elementom. Utjecaj
nelinearnog elementa na vlastitu
frekvenciju sklopa moze se tatno
izraCunati za titrajni krug bez
gubitaka (sl. 66) koji se sastoji od
zavojnice konstantnog indukti-

viteta L i kondenzatora kapaciteta C(q) Ciji se napon e mijenja u
ovisnosti 0 naboju g prema jednadZzbi

=A(1 +aV).

Buduéi da je napon na induktivitetu

e= —L

dobiva se da je, uz

dt T

dz

L %5
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d*xg

+ toBCL+ a°i*)9=0- (71)

Ova se jednadZba dinamicke ravnoteze naboja u sklopu svodi na
podesniji oblik ako joj se najprije prenese drugi ¢lan na desnu
stranu, a zatim pomnozi lijeva strana s lijevom stranom a desna s
desnom stranom izraza

2p d « -2d9.

Integriranje dobivene jednadzbe

J2(S) (hZ) di= - 20»*J (1 + a’«@)?dq

daje jednadzbu
(72)

Odavde se za a — 0, tj. za linearni kondenzator kapaciteta CO
(dakle i linearan sklop), dobiva nakon jednostavnog racuna za
naboj izraz

g — Cxsin (M (t + C2,

gdje je C2druga konstanta integracije. U daljoj analizi nelinear-
nog sklopa titrajnog kruga moZe se konstanta integracije u (72)

odrediti iz poCetnog uvjeta da je q = QOza—q: 0. Taj uvjet daje:

Ci2= Q< +
Tako se izraz (72) moZe nakon separacije varijabli pisati u obliku:
dq
h =1t/ [Q2-92+ f Qu- ig

Ako se izabere t = 0 za g = QO i negativni predznak integrala,
raun daje nakon uvodenja nove varijable:

q = Qocos
i zamjenom
' 73
s-Ki+M 1 "
standardni elipticki integral prve vrste
<P
@t= (1 + a2 1J % ok
@t= (@ + a2Qo2 -rsHRRRYH
Taj se izraz moze pisati u obliku
<ot = (1 +a* QArr'UF(k, <p), (74)

6to daje zavisnost naboja o vremenu.

Ako se izracuna elipticki integral prve vrste iz izraza (74) za
9= 27%it= T, trajanje jedne periode razmatranog nelinearnog
titrajnog kruga bez gubitaka iznosi:

4 Aoy = _IZT(1+ 2, ik*+ ).

Trajanje jedne periode
frekvencije cqo jednako je:

TO linearnog titrajnog kruga vlastite

2 m

Tq oo

Omjer izmedu trajanja jedne periode u nelinearnom titraj-
nom krugu bez gubitaka i linearnom krugu pokazuje jednadzba:

T 2 K(k)
To“ ti(l + a2Q@1a™*

Ova jednadZba daje, dakle, relativhu ovisnost trajanja periode
(frekvencije) stacionarne oscilacije o amplitudi naboja QO u ne-
linearnom titrajnom krugu. Kao 3$to se vidi, trajanje jedne pe-
riode oscilacije nelinearnog titrajnog kruga odredeno je produk-
tom a2QQ2 S porastom toga produkta raste i modul k (73), premda
je njegov maksimalni izraz u ovom slu€aju k2= \. Porast

& uzrokuje porast funkcije iC(£), ali faktor a2QQ u nazivniku
uzrokuje skracenje perioda s porastom a2Q 2.

Ovisnost trajanja jedne periode T i kutne frekvencije ca o
najveéem iznosu naboja QO na oblogama kondenzatora, odnosno
0 naponu i struji, tipi€na je za nelinearne sklopove. Period i fre-
kvencije linearnih sklopova ne ovise o naboju, naponu i struji u
sklopu. Jasna je i ovisnost o faktoru a koji odreduje nelinear-
nosti sklopa.

Ispitivanje svojstava taCaka ravnoteze nelinearnog
sklopa. Na strani 77 i strani 80 istrazivan je vremenski tok struja
1 napona u nelinearnom sklopu na osnovi rjeSenja pripadne neli-
nearne diferencijalne jednadzbe. Singularne taCke te diferen-
cijalne jednadZbe osnova su za odredivanje svojstava sklopa.
Ispitivanje svojstava singularnih taCaka izvodi se najprije za sav
neposredni okoli§ taCaka ravnoteze, ali njihov karakter utjeCe i
na vladanje sklopa za sve iznose struja i napona.

Sl. 67. Radne taCke stabilne i nestabilne ravnoteze
na karakteristici nelinearnog elementa

Radi primjera provest ¢e se analiza svojstava nelinearnog
sklopa Cije struje i napone u potpunosti definira sistem od dvije
diferencijalne jednadZzbe prvog reda koji je ekvivalentan jednoj
nelinearnoj diferencijalnoj jednadzbi drugog reda. Nelinearni
element sklopa neka ima karakteristiku prikazanu na si. 67, a
odredenu opcenito izrazom

h =/(*0). (75)
Taj tip karakteristike ima npr. tunelska dioda. Inkrementalni

otpor u svakoj tacki ove karakteristike dobiva se kao diferencijalni
kvocijent

, de® 1
dlg dz0
de0

Za nelinearni sklop prikazan na si. 68, kcji sadrzi nelinearni ot-

i0(e0)

Sl. 68. Bistabilan sklcg) s nelinearnim otporom
(desno)

por Cija je karakteristika odredena izrazom (75), prema Kirch-
hoffu vrijede jednadzbe:

di
dr 1
, de0
e —C 4 f(ed5

§to se moZe pisati kao sistem
dT=r(£- » - i)>

deO_ 1.
dt

(76)
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Tactke ravnoteze struja i napona nalaze se na mjestima na ko-
jima je prva derivacija struje i napona po vremenu jednaka nuli:

dtp. deQ
d7 = °* di = °°

§to daje zajedno sa (76) jednadzbu

E:= R*at+ (0s:= RiG+ *Q (77)
IEs 03) Y05 5
gdje e i iB znace napon i struju u taCki ravnoteze. Iz prve se

jednadzbe vidi da u stanju ravnoteZze istosmjerni napon bate-
rije E pokriva konstantni pad napona na otporu R Koji je spojen
u seriji s naponom nelinearnog elementa, jer nema pada napona na
L zbog diE/dt = 0. Struja baterije konstantna je i jednaka struji
nelinearnog elementa buduci da kroz kondenzator ne teCe struja
jer je deQdt = 0.

Singularne tacke mogu se naéi grafickom konstrukcijom ako se
na si. 67 ucrta pravac s nagibom —I1jR polaze¢i od tacke E na
osi e0. Presjek ovog pravca s karakteristikom nelinearnog elementa
j0=/(e0Q daje taCke ravnoteZe struje i napona sklopa. Na slici
prikazana su dva slu¢aja. U slu¢aju malih E i R (EZ R2 postoji
jedno presjeciste. Kad su E i R dovoljno veliki (EI3 RJ, postoje
tri presjeCiSta, tj. tri taCke ravnoteZe.

Pona8anje struje i napona za mali poremecaj (e3i), iz tacke
ravnoteze (eocs, tos) u taCku e0 = eos + e, i, = s + i =/ (ec) + |,
dobije se uvrStavanjem ovih izraza za eBiOu (76). To daje dife-
rencijalne jednadZbe

di 1

dt >

de 1 (78)
gi o (- Toe.

U drugoj jednadzbi (78) razvijena je funkcijaf(e@ + e) po Tay-
lom, da se dobije izraz

L feq =f(eayf+ LW

460 ep + (79)

i zanemareni su Clanovi viSeg reda; inkrementalni otpor je
J_= df(eQ ,

r de0 e
Ako se gornja jednadZzba (78) podijeli s donjom, dobiva se kvo-
cijent
! Rt
di | ¢CT )
de
¢ [-1H
Ovaj izraz moze se primijeniti duz karakteristike i0=f{eQ u
cijeloj ravnini (e0 i0 da se odredi gradijent funkcije i(e) ili e(i)
za svaku pojedinu tacku, a zatim i tzv. lokalni fazni portret ovog
nelinearnog sklopa.
Analiza stabilnosti taaka ravnoteze u sklopovima prikazat
¢e se uz primjenu uobi€ajenih formalnih metoda na istom primjeru.
Ako se jednadZbe (78) napiSu u obliku

de 1 1
di="¢ on .
i 1 = (&0
di=*"_..“;
supstituira
1
C~r3 *.<9.
i x23 c— 4, d— R

moze se u vektorsko-matricnoj formi umjesto jedn. (80) pisati

o [ = [Al [4, (81)
gaje Je

RjeSenje sistema linearnih jednadZzbi (80) sadrzi eksponencijalne
funkcije, pa se moZe pisati u obliku

[X] = [Kx] exp (Ai), (82)

gdje su A konstante 3to ih odreduju koeficijenti udiferencijal-

nim jednadZzbama, a ima ih onoliko koliko jelinearnih jednadZbi.
Suma eksponencijalnih funkcija sa svim moguéim iznosima A
¢ini opée rjeSenje. Konstante [Kx] nalaze se iz poCetnih uvjeta.
Ako se rjeSenje (82) uvrsti u jedn. (81), dobiva se nakon kracenja

Al = [AI M

$to se pomocu jedinicne matrice [I] moZe pisati ovako:

(- A i = [0l
Karakteristicna jednadzba sistema

-X b
A-rmes

pa su u konkretnom slu€aju dva karakteristicna korijena

*>¢9) =i |(« + d+ [(@+ d) + 4(bc- ad)]'1] =
i /1 R\ fl1 R\2 4/ P2\ WV

2 (-(c7 +r) = |(87 +r1) - LC(1+ T/J)

Sistem nelinearnih diferencijalnih jednadZbi (76) svodi se
primjenom Taylorovog razvoja (79), uz zanemarenje viSih ¢la-
nova, na linearni sistem (78). Stoga zaklju€ci o vladanju sklopa
izvedeni na temelju poznavanja korijena ekvivalentnog linearnog
sklopa predstavljenog sistemom jednadzbi (78) vrijedi za tatke
ravnoteZe sklopa, tj. za presjecista 1, 2, 3 na si. 67. Koordinate
taCaka ravnoteZze ecs koje su potrebne da se izrauna 1r13 l/ra
i 1/r3 inkrementalni otpor nelinearnog elementa za svaku od
ravnoteznih taCaka dobivamo rjeSenjem jednadzbi (77). Kao
Sto se vidi iz si. 67, nagib krivulje i0= f(eQ proporcionalan je vod-
ljivosti I/r i razlicit je u taCkama 1, 2, 3, tako da se iznosi ri3r2i rs
medu sobom znatno razlikuju. Posebno je ra< 0 a ri3r3> 0.

Polje gradijenata u ravnini
e® i0 oko tacke 1, 2, 3 uz kon-
stantne L, R3C, a u ovisnosti o
iznosima I/r mozZe imati svoj-
stvo : a) ¢vora, ako su oba korije-
na realna i istog predznaka, b)
sedla, ako su oba korijena (83)
realna i suprotnog predznaka, c)
centra, ako su oba korijena ima-
ginarna i d) fokusa, ako su ko-
rijeni kompleksno konjugirani.

Nakon $to se odrede osobine
taCaka 1, 2, 3 i njihovog okolisa,
dobiva se bitan oslonac u odredivanju kvalitativnih osobina
moguéih tokova promjena stanja sklopa u ravnini (i0 €0.

Za nelinearitet i otpor po si. 67 tatka 1i 3 imaju obi¢no svoj-
stvo stabilnih ¢vorova, a tacka 2 svojstvo sedla.

Amplituda oscilacija. U nastavku ée se analizirati porast i
stabilizacija amplitude oscilacija u nelinearnom sklopu kad je
utjecaj nelinearnog elementa na tok jednog ciklusa promjene
stanja sklopa mali. Ako se pode od sklopa na si. 68 s nelineari-
tetom prikazanim na si. 69, koji se analiticki izrazava zavisno$¢u

i= —ae + be3 (84)

i ako se u nadomjesnoj shemi sklopa otpor R nadomjesti vodlji-
vo$éu G postavljenom paralelno induktivitetu L, dobije se sklop

linearnih jednadZbi glasi:

:O’

(83)

SI. 69. Karakteristika nelinearne
vodljivosti kubnog karaktera

+e
1r - 22C ‘v -ae-+hel

Sl. 70. Sklop oscilatora s elementom nelinearne
vodljivosti (desno)

prikazan na si. 70. Primjenom drugog Kirchhoffovog zakona na
gornji ¢vor tog sklopa dobiva se integro-diferencijalna jednadZzba
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promjene napona

-ae+be*+ij—+Ge+r\]edi:o. (85)

Nakon diferencijacije i mnoZenja sa L izraz (85) postaje neli-
nearna diferencijalna jednadzba drugoga reda:
de
LC ~ + [L(G-a)+ 3bLe*]-dt 4-e=0 (86)
Da se ova jednadzba pojednostavni, uvode se velicine
r=c0l sa co0= (L C)~1 (87)
(bezdimenziono vrijeme),
IL\V.
e=(a-G)(&) (88)
(bezdimenziona vodljivost)
(a- G)v*
36 (89)

(bezdimenzioni napon). Nakon supstitucije jednadzbi (87) (88)
i (89) u jednadZbu (86) dobiva se nelinearna diferencijalna
jednadzba:

dau du
(90)

Ta se jednadzba obi¢no naziva van der Polovom jednadzbom;
priblizno opisuje velik broj nelinearnih sklopova. Osobito je
prikladna za prikaz razlike u tipu oscilacije izmedu nelinearnih
oscilatornih sklopova koji imaju mali recipro¢ni faktor dobrote,
pa priblizno sinusoidno osciliraju, i sklopova koji imaju velik re-
cipro¢ni faktor dobrote, te dolaze u stanje relaksacija.

Da bi se odredio tok napona u iz jednadzbe (90), pretpostavlja
se rjeSenje u obliku
(91

gdje je A(t) amplituda koja se mijenja relativno sporo s bez-
dimenzionim vremenom t, tj. vrijedi
oA SA
dr '
Da se ispuni ta pretpostavka, treba ograniciti bezdimenzioni
parametar vodljivosti e na iznose

e 1 (93)

To ograniCenje veoma je vazno jer ograni€ava razmatranje na
nelinearne sklopove koji priblizno harmonicki osciliraju. Takvi
se sklopovi zovu kvazilinearni, buduéi da je nelinearna vodljivost
ili otpor mali u poredenju sa susceptancijom ili reaktancijom,
Cak i ako je karakteristika nelinearnog elementa neSto viSe za-
krivljena u podrucju od interesa. Alternativno se moze reéi da je
kvazilinearan sklop takoder sklop sa visokim faktorom dobrote.

Uvrstenjem jednadZzbe (91) u (90), uz uvjete (92) i (93), dobiva
se, nakon integracije, za tok bezdimenzionog napona u *bezdi-
menzionom vremenu jednadzba

u= A(t) cos I,

(92)

2cosr
1+ e-e(r-r9 -
Prelaskom na originalne varijable dobiva se jednadzba
cos (co01l+ <)

. a- G)VI*
je-(g @7

Konagna amplituda napona (v. jedn. 89) iznosi:

74 (a -GGQMI.

[ T J ©4)

vl
paralelni otpor sklopa tokom jednog ciklusa oscilacije negativan
je i utjeCe na povecanje amplitude. Za vece amplitude ekviva-

lentni paralelni otpor sklopa postaje pozitivan i dovodi do pri-
guSenja oscilacija. Do stabiliziranja amplitude dolazi, upravo

\V. .
Dok amplituda napona u ne dosegne iznos / ,gE\\ﬁvalentnl

zbog stalne kompenzacije ovih dvaju utjecaja, na stacionarnoj
amplitudi.

Tok napona stacionarne oscilacije prakticki je sinusoidan
(si. 71 a), a meduovisnost promjene napona e i brzine promjene

SI. 71. Dva naCina prikazivanja stacionarnih
oscilacija, a Stacionarna sinusoidna oscilacija
napona_sklopa na Sl. 69, b stacionarna sinusoidna
oscilacija napona prikazana u faznoj ravninie O e

napona e za,vrijeme jednog ciklusa prikazuje se elipsom u faznoj
ravnini (e3e) (si. 71 b). Utitravanje nelinearnog sklopa prikazanog
na si. 70, za mali e = 0,3, vidi se na si. 72. Nakon duZeg perioda

SI. 72. Utitravanje_nelinearnog sklopa sa si. 70
za razlicne reciprocne faktore dobrote e linearnih
komponenata titrajnog kruga.

polaganog porasta, amplituda poraste brze do iznosa na kojemu
dolazi do njezina ogranicenja.

Frekvencija oscilacija. Ako se van der Polova nelinearna
diferencijalna jednadzba (90) za napon na sklopu prema si. 70
pomnoZi sa udr i integrira u granicama od 0 do £, dobiva se:

i £ e i

r da r du r duC

J“ dNdT_JE“ AT dT + J£“3dF dT + J “adT = 0-

0 0 0 0
Drugi i tre¢i ¢lan ovog izraza pri integraciji preko punog perioda
iSCezavaju buduéi da je amplituda napona na pocetku i na kraju
svake oscilacije jednaka, tako da ostaje samo:

2rc 2n
f da T
Jedn dr +J “2dr= 0. (95)
0 0

Izraz (95) moze se parcijalnom integracijom prvog ¢lana i zamje-
nom diferencijala dr = co0di, svesti na oblik

(ut=2n oot= 2tc
L £)« . dt- °2,0di. 9
= \] (£)« \] u°a,odi (96)
cot= 0 coe=0
Pretpostavimo naponski val predstavljen Fourierovim redom
u= 2 Aacos(a©t + <m), (97)
a=1
Cija je derivacija:
du =0 .
V—= —'s acoAasin(a(ot+ (). (98)
at a=1

Ako se jednadzbe (97) i (98) uvrste u (96) i izvrsi integracija, do-
biva se jednadzba:
jr a= o0
— 2 a2wMaa= Tro)
a=1

a—oo
, £ A*.
a=1
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Nakon zamjene ma = AJA Xi preuredenja dobiva se:

at°rna*(@* —1)
Oc* a=2
a—oo (99)
i+ 2 a~™2
a=2
Kako je pretpostavljeno da nelinearni sklop oscilira kvazi-
linearno, harmonici naponskog vala su mali. Zbog toga je drugi
€lan u nazivniku zanemarljiv prema jedinici, a brojnik je mali
i @)~ (0B pa se jednadzba (99) (zbog 0+ o0« 2co) moze
aproksimirati jednadzbom

00
Q—Qa

Na2(™2- 1).

2

Za nelinearni sklop prikazan na si. 70, u kojem je amplituda
stacionarne oscilacije odredena s pomocéu jednadzbe (94), jed-
nostavno je izraCunati sadrzaj (tre¢eg) harmonika struje neline-
arnog elementa, Cija je karakteristika odredena jednadzbom (84).
Devijacija stacionarne vlastite kruzne frekvencije sklopa o od
frekvencije co0= (L C)- dobije se iz jedn. (99) i nakon po-
jednostavnjenja glasi:

a=

1%

@ - T 2
a=

00 —(00 e2
o) = * 16s

jL\Vi
gdje je e = f—l (a — G). Tome odgovara i produljenje rela-
tivnog trajanja perioda oscilacije nelinearnog sklopa

r:-T-Z;TO;Zn*
i il

16

ms

Relaksacione oscilacije pojavljuju se u nelinearnom sklopu
pri jakom utjecaju nelinearnog elementa na ciklus promjene stanja
sklopa. Poznato je da linearni paralelni titrajni krugovi pri kri-
ticnom prigusenju prelaze od oscilatornog na aperiodsko titranje.

Vremenski tok napona u na nelinearnom sklopu prikazanom
na si. 70 dobiva se rjeSenjem van der Polove jednadzbe (90);
on ima karakter relaksacione oscilacije za e > 2. Ako je taj
uvjet zadovoljen, mali poremecaj udaljavat ¢e sklop od ravno-
teznog stanja dok se u proces ne uklju¢i znatan dio karakteristike
nelinearnog elementa. Za e > 2 prvi ciklus relaksacije bit ce
gotovo identi€an s narednima. Promjena vladanja sklopa za
razlicite iznose koeficijenata £, prema eksperimentalnim i racun-
skim podacima, vidi se na si. 72.

Tipican valni oblik relaksacione oscilacije nelinearnog sklopa
prikazan je na si. 72 za e = 30. Karakteristicno je za taj valni
oblik da se podru¢ja male zakrivljenosti izmjenjuju s podru¢jima
velike zakrivljenosti. To ide u ekstrem ako se trazi asimptotski
oblik rjeSenja van der Polove jednadzbe za £-»o0; tada se
podru¢ja male zakrivljenosti smjenjuju s tatkama diskontinuiteta.

Za analizu je podesno diferencijalnu jednadzbu pisati u obliku

da fdw 1 (du V3l
dr2 £[dr  3\vn/J) oo @B
na koji se lako svodi izraz (90). Ako se sada izvrSe supstitucije
u=er), t=£8$,
dobiva se:
1 d2j 20
+ =
l2dez [d#  3v&) ) P07
Sto se moze pisati i u obliku
1 dy _ V-
s2 dr) (100)
z 1 z jednadzbi (100 iti Ll e e
ae moZe se u jednadzbi (100) zanemariti €2 dr]3 iza Cega

se dobiva ovisnost izmedu ni rj:

V- irf=T,
na temelju koje se mozZe lako istraziti karakter odnosa izmedu
rj i rj. Vidi se da rezultira periodicko gibanje duz zatvorene petlje

TE, IV, 6

P2P8P4P6 (si. 73) i kad zapocCne iz stanja sklopa s proizvoljnim
pocetnim uvjetima rj i i], npr. iz tacke POili Pi, §to posebno tacno
vrijedi za e -> oo. Asimptotski
se iznos perioda titranja u ovoj
aproksimaciji dobiva zbroji li
se trajanje promjene stanja sklo-
pa duz pojedinih dijelova zatvo-
rene petlje na si. 73. Buduéi da

vrijedi
d* =~ -,
\%
trajanje je ciklusa
dr]
r* - Ne .

Za vertikalne dijelove petlje je
drj = 0, pa vrijedi

7

r,-2j

Sl. 73. Zatvoreni ciklus periodicke
promjene stanja sklopa sa si. 70 za
velike recipro¢ne faktore dobrote

=2(n7- i if)

Odatle se moZe odrediti relativno trajanje perioda
Tx= 1,614
ili, ako se izvrsi prelaz na originalnu varijablu t = (e/ft=0) #:
1,614 elco0 = 0,257 eTO.

Za e > 1proces promjene napona 1 teci ¢e kako je navedeno
u nastavku. Pri porastu napona rj poCevsi od —rj0) brzina pro-
mjene napona u 1 bit ¢e pozitivna, i reprezentativna tacka stanja
kretat ¢e se u ravnini P(r7 rj) od P3do P4. Kad rj dostigne iznos
-f270 U P4. do¢i ¢e do skoka u tatku P5, Sto odgovara trenutnoj
promjeni predznaka brzine rj. Pri smanjenju napona t]3brzina ij
ostat ¢e negativna i kretat ¢e se po krivulji P52 U P2opet ¢e se
trenutno promijeniti predznak brzine, pa ¢e skokom preéi u stanje
P3. Tako ¢e tokom jednog perioda dvaput do¢i do diskontinuiteta
brzine rj u trenucima dostizanja najveéeg i najmanjeg iznosa Ij.

Brzina je promjene bezdimenzionog napona rj u stvari dakako
neprekinuta funkcija vremena, ¢ak i ako se mijenja veoma brzo,
kao Sto je u sluajevima kad je e velik ali ipak kona¢an; govoreci
o diskontinuitetu mi dozvoljavamo pojednostavnjenu predodzbu,
koja odgovara asimptotskoj aproksimaciji. Iz toka veliina rj3 i]
na si. 74 a i b, u ovisnosti o vremenu #, odnosno r i kona€no t3

Sl. 74. Napon (a) i brzina |i)_r0mjene napona
(¢0 na sklopu oscilatora s nelinearnom vodlji-
vos¢u s velikim recipro¢nim faktorom dobrote

moze se izvesti ovisnost e(f) i e(t). Takva se titranja nazivaju
relaksacionim; ona imaju raznoliku primjenu, a raSirena su i u
prirodi. Opisana idealizirana analiza diskontinuiranih titraja
nelinearnog sklopa provedena je, polaze¢i od van der Polove
diferencijalne jednadZbe promjene napona, za posebni slucaj
£> 1. U toj razradi zanemaren je inercioni ¢lan, tako da je rezul-
tirala veza

(£) +e=0.
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Vidi se da su ova relaksaciona titranja karakterizirana diferen-
cijalnom jednadZbom prvoga reda, §to se moZe pisati i u obliku

de
di = ®()’
gdje je ®(e) odredena viSeznatna funkcija od e.

Linearni sklopovi s vremenski promjenljivim elementima

Svojstva linearnih sklopova u kojima su veli¢ine pojedinih
sastavnih dijelova ovisne o nezavisnoj varijabli, tj. o vremenu,
mnogo su slozZenija od svojstava sklopova s konstantnim kapa-
citetom, induktivitetom ili otporom. AnalitiCki izrazi za dinamicku
ravnoteZzu napona i struja u takvim su sklopovima linearne di-
ferencijalne jednadZbe s promjenljivim koeficijentima. Premda
za ovu vrstu sklopova i pripadne jednadZbe vrijedi princip super-
pozicije, egzaktna rjeSenja za napone i struje ¢esto su veoma sloZena.
To je razlog da se rjeSenja traze metodama koje su slicne metodama
primijenjenim za nelinearne sklopove. S druge strane, isti se tip
diferencijalnih jednadzbi dobiva i pri ispitivanju stabilnosti os-
cilacija nelinearnog sklopa koje su bliske harmonic¢kim. Poznate
diferencijalne jednadZbe s periodi€ki promjenljivim koeficijen-
tima, tzv. Hillova i Mathieuova jednadZba, pojavljuju se u vezi
s tim problemima. Zato je potrebno, pa i uobi€ajeno, da se obje
vrste sklopova opisuju zajedno.

Utjecaj elemenata s vremenski promjenljivim otporom.
Sklop koji sadrZi ugljeni mikrofon i ekvivalentni induktivitet
transformatora u seriji s istosmjernim izvorom napajanja (si. 75)
primjer je linearnog sklopa s promjenljivim parametrima. Pri
uzbudi ¢istim tonom kutne frekvencije co3 otpor se mikrofona
mijenja prema jednadzbi

R = ROl + msinoot),

u kojoj je RO srednja vrijednost otpora, a m njegova relativna
promjena, uz 0 < m < 1

SI. 75. Linearni sklop s vremenski promjen-
ljivim otporom (desno)

Jednadzba dinamiCke ravnoteZe struje i napona za takav sklop
glasi:

L -:l— lLRn(l + msinot)i=E}
§to se uz uvrstenje kratice a — RJL mozZe pisati u obliku
-di.---ha(l + msinoi)i = —E
di L

Postojec¢e standardno rjeSenje ove jednadzbe vodi do modi-
ficiranih Besselovih funkcija prve vrste p-tog reda 10”nhp, pa se

i . nco . i
uz kratice An = (n2co2+ a2 /z i tan wn = -E-doblva izraz
za struju.
Struja u krugu mikrofona odredena je jednadZzbom:
00
i=[/.£) +2 ~ |p

p=1
00

cospoijjcexp (- at) +

+r [t J*(v)+2217-(nr5)A->><«---«*>]),
n=

gdje koeficijent C ovisi o poCetnim uvjetima. Struja ocito ima
prelaznu komponentu s neizmjerno mnogo ¢lanova kojima ampli-
tuda opada eksponencijalno s vremenom. Frekvencija kompo-
nenata struje pri utitranom je stanju jednaka osnovnoj frekvenciji
ili cjelobrojnom mnogokratniku te frekvencije, a amplitude kom-
ponenata ovise o parametru m} koji je mjera relativne promjene

otpora mikrofona. Tako, unato€ tome $to otpor mikrofona varira
sinusoidno s vremenom, promjena struje ponekad je vrlo razlicita
od sinusoidne. S porastom iznosa m raste distorzija struje.

Utjecaj elemenata s vremenski promjenljivim kapacite-
tom. Ako kondenzator u sklopu prikazanom na si. 76 ima ka-
pacitet koji je funkcija vremena

C = CO( -f mcos i),

gdje je CO srednja vrijednost kapaciteta, m njezina relativna pro-
mjena, uz 0 < m 1, a zavoj-
nica je konstantnog induktivi-
teta L, frekvencija oscilacije
struje, napona i naboja sklopa
bit ¢e modulirana.

7)

- I:C0(1+/77c05 u)t)

S pomocu drugog Kirchhof-
fovog zakona dobiva se dife-
rencijalna jednadzba oscilacije
naboja na kondenzatoru C:

SL 76. Linearni rezonantni sklop s
vremenski promjenljivim kapacitetom

0.

LA ! =
dt2 “cotr=mmeosw-
Zbog co®@= 1/LCO i m 1 moZe se ova jednadzba smatrati
priblizno ekvivalentnom jednadZbi

d
dt2 t)q_ 0,

pa se ona, dakle, svodi na Mathieuovu diferencijalnu jednadzbu.
Aproksimativnim metodama dobiva se rjeSenje ove jednadZzbe.

Za promjenu naboja u tom slucaju vrijedi jednadZba

+ oo (1l —m cos

m m
a = apo w1+ Tcosa)ll) [A cos co0(t 3 sin ool t) +
+ B sin co0(t —5>m sin coll)],

0)1
- (100

gdje su A i B konstante ovisne o pocetnim uvjetima. Pokazuje se
da je frekvencija oscilacije naboja kondenzatora modulirana u
ovisnosti o frekvenciji modulacije kapaciteta. Amplituda osci-
lacije naboja takoder varira u ritmu modulacije kapaciteta.
Ako se rezultat (101) razvije u redove Besselovih funkcija,
moze se o sklopu zakljugiti jo§ ovo §to slijedi. Promjene naboja
na kondenzatoru sadrze u nemoduliranom stanju samo kompo-
nente osnovne frekvencije U3 a u toku stacionarne modulacije
i sume i diferencije frekvencije o0 i cjelobrojnih mnogokratnika
modulacione frekvencije @1 Amplitude su tih boc¢nih frekvencija
Besselove funkcije od k = mco02 coj. Veca relativna promjena
kapaciteta m opéenito vodi veéemu k i ve¢im amplitudama bocnih
komponenata, lagano moduliranim u ritmu frekvencije co2
Princip parametricke veze. Nelinearni elementi u elektri-
¢nim sklopovima uzrokuju mijeSanje oscilacija razliCitih frek-
vencija (npr. mijeSanje radiofrekventnog signala i signala osci-
latora u superheterodinskim radio-prijemnicima). Vremenski
promjenljivi element (parametar) u sklopu takoder dovodi do
mijeSanja frekvencija, kao Sto je prikazano na str. 82, gdje je bila
rijeC o sluCaju kad je nastalo mijeSanje komponenata vlastite
frekvencije sklopa i multipla frekvencije promjene kapaciteta u
sklopu. To mijeSanje frekvencija omogucuje takoder da se ener-
gija potrebna za odrzavanje oscilacija na jednoj frekvenciji osi-
gurava dovodenjem energije, »pumpanjem«, na drugoj frekven-
ciji. Vezanje razli€nih tipova oscilacije s pomoc¢u vremenski pro-
mjenljivih parametara naziva se parametricko vezanje. Analiza
parametrikog vezanja pokazuje kako se taj princip moze upotri-
jebiti za pojacavanje. Mehanizam prenosa energije u krugu pri-
kazanom na si. 76 moze se jednostavno objasniti kako slijedi.
Pretpostavimo da je moguce obloge kondenzatora kapaciteta C(r)
trenutno malo razmaknuti, pa opet u podesnom momentu sti-
snuti za isti mali relativni iznos. Budué¢i da kapacitet ovisi o raz-
maku obloga, kapacitet je kondenzatora u ovom slu€aju vremenski
promjenljiv parametar. Pretpostavimo da u titrajnom Kkrugu
stacionarno oscilira odredena koli¢ina naboja. Upravo u trenutku
kad naboj na oblogama kondenzatora postigne maksimum, tre-
nutno obloge malo razmaknemo. Bududi da je na oblogama naboj
razliitog polariteta, treba za razmicanje utroSiti odreden rad.
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IzvrSeni rad povecava energiju elektricnog polja medu oblogama
kondenzatora jer se naboj na oblogama ne mozZe trenutno pro-
mijeniti, a trenutni pad kapaciteta uzrokuje odgovarajuci porast
napona kondenzatora. Cetvrt perioda kasnije na oblogama kon-
denzatora nema naboja. U tom trenutku ne treba snage da se
razmak medu oblogama smanji na prvotnu razdaljinu. Cetvrt
perioda kasnije, kada je na oblogama kondenzatora opet maksimalni
naboj, ali suprotnog polariteta, ponovnim razmicanjem obloga
moZe se opet dodati energija u titrajni krug. Na taj naCin moze se
dovodenjem energije s frekvencijom koja je dvokratnik vlastite
rezonantne frekvencije titrajnog kruga povecavati amplituda i
energija oscilacije. U sluaju opisanom na strani 82, gdje se pro-
mjena m CO kapaciteta CO kondenzatora u titrajnom krugu vla-
stite frekvencije co0 = 1/(L CO”2 provodila kontinuirano s frek-
vencijom a)1} dolazi do efekata iste vrste. Odgovarajue pojacanje
manifestira se kao povecanje amplituda titranja na boc¢nim fre-
kvencijama. Amplitude u bo¢nim podru¢jima rastu, dakle, s
poveéanjem faktora m, tj. s amplitudom promjena C/CO koje se
izvode u ritmu modulacione frekvencije.

Stabilnost nelinearnih sklopova

IstraZivanje stabilnosti nelinearnih sklopova svodi se na od-
redivanje stanja stacionarne dinamicke ravnoteZze napona i struja
u sklopu i na promatranje ponaSanja sklopa poSto je malim pore-
mecajem izveden iz stanja ravnoteZze. Nakon poremecaja stanja
stabilne ravnoteze, struje i naponi vracaju se na ravnotezne iznose.
Poremeti li se stanje labilne ravnoteZe, iznosi struja i napona
tokom vremena sve viSe odstupaju od ravnoteznih. To vrijedi za
statiCku ravnoteZzu i za dinamicku ravnotezu periodi¢nog osci-
latornog stanja.

U nelinearnim sklopovima javlja se viSe tipova stabilnosti:
strukturna stabilnost, dinamicka stabilnost, asimptotiCka sta-
bilnost i orbitalna stabilnost.

Strukturna stabilnost. Koeficijenti diferencijalnih jednadzbi
koje opisuju nelinearni sklop nikad se ne odreduju s velikim stup-
njem tacnosti. Oni se utvrduju mjerenjem i uvijek imaju konacne
tolerancije jer su funkcije radnih prilika. Njihovi iznosi ovise,
naime, o nekontroliranim promjenama temperature, vlaznosti i
drugim okolnostima, a elementi sklopova podvrgnuti su i sta-
renju. Niz spomenutih utjecaja ne uzima se u obzir pri formuli-
ranju jednadzbi koje obuhvacdaju svojstva nelinearnog sklopa.
Buduéi da se redovito zele odrediti glavna svojstva nelinearnog
sklopa, obuhvaéanje bi tih utjecaja smetalo jasnom pristupu
problemu. S druge strane, matematiCka rjeSenja nelinearnih
diferencijalnih jednadzbi tano su poznata samo za manji broj
nelinearnih sklopova, a obi¢no se raspolaze samo aproksimativnim
rjeSenjem za struje i napone.

Oba navedena razloga upucuju na zakljuak da racunom do-
bivena svojstva nelinearnog sklopa ne moraju dati pravu sliku.
To je osobito potencirano kad svojstva rjeSenja kriti€no ovise o
relativnim iznosima koeficijenata diferencijalne jednadZbe neli-
nearnog sklopa. Tako npr. odgovor na pitanje da li ¢e odziv nekog
sklopa biti oscilatoran ili monoton moZe ovisiti 0 veoma maloj
razlici u iznosima koeficijenata diferencijalne jednadzbe. Za ne-
linearne sklopove takvog tipa kaZze se da su strukturno nestabilni.

Nelinearni sklop koji se opisuje nelinearnom diferencijalnom
jednadzbom, naprotiv, strukturno je stabilan ako karakter njegovog
funkcioniranja pri malim promjenama parametara ostaje nepro-
mijenjen. Svojstva rjeSenja nelinearne diferencijalne jednadZbe
ne mijenjaju se naime kad se malo promijene iznosi koeficijenata
njezinih ¢lanova.

Dinamicka stabilnost struja ili napona u nelinearnom sklopu
odreduje se, za svih n struja ili napona, iz sistema simultanih di-
ferencijalnih jednadzbi koje opisuju dinamicka svojstva sklopa:

dti
~ [i(*i> I*> ***mn)>

= f&v KE SN (102)

— <> 12> *7*>4)).

gdje je t neovisna varijabla, vrijeme, a funkcije fi(i= 1,2,..., ri)
opcenito su nelinearne funkcije ovisnih varijabli.

Tacke ravnoteZe struja dobiju se ako se izjednaCe u jedn.
(102) svi diferencijalni kvocijenti dijdt,..., dzn/dr s nulom.
Tada sistem jednadZbi (102) daje viSe skupova iznosa struja
4s,---, *ns koje su u ravnotezi. U linearnom sklopu na isti bi se
nacin odredio samo jedan skup iznosa struja u ravnotezi.

Stabilnost nelinearnog sklopa u okoliSu tacke ravnoteze is-
traZzuje se, za aperiodski slucaj, supstitucijom i{= iis-f & u
sistem jednadzbi (102), a za oscilatorni slucaj supstitucijom ii =
= jis coswt + Kao rezultat dobivaju se u oba slu€aja, uz
zanemarenje €lanova viseg reda, linearne diferencijalne jednadZbe
toka odstupanja 6t struja il3..., in od ravnoteZnih poloZaja ils, z,
.., ins, ili od stacionarne oscilacije ilscosw i, ixcosi,...>
ins cos o)t.

Tok odstupanja od ravnoteznih poloZaja dobiva se iz ka-
rakteristine jednadZbe determinante D koeficijenata n simultanih
linearnih diferencijalnih jednadZzbi za <&

I(A) = UnAnFfan-1Anl-f... + fliA+ flo= 0]

gdje su an, ... 3 a0 konstante ovisne o parametrima nelinearnog
sklopa, a A = A + jw eksponenti rjeSenja dt = &0exp (Ai).
Predznak korijena karakteristiCne jednadzbe moZe se odrediti
metodom Routh-Hurwitza ili Nyquista, kojima se moZe pokazati
da je ispitivano ravnotezno stanje stabilno kad karakteristicna
jednadZba nema pozitivnih korijena.

Ispitivanje stabilnosti oscilatornog stanja nelinearnog sklopa
sloZenije je od ispitivanja stabilnosti ravnoteze konstantnih sta-
cionarnih struja. Supstitucijom = jiscosw t -f 3{ dobiva se
iz jedn. (102), uz zanemarenje ¢lanova viSeg reda, n simultanih
linearnih diferencijalnih jednadzbi s periodickim koeficijentima
za odstupanja 6t od stacionarne oscilacije nelinearnog sklopa. U
relativno jednostavnim slucajevima ova se jednadZzba moZze svesti
na Mathieuovu jednadZbu za koju su izraCunati uvjeti stabilnosti
u ovisnosti o odnosima koeficijenata.

Asimptotska stabilnost nelinearnog sklopa predstavlja naj-
visi stupanj stabilnosti ravnoteznog stanja struja i napona. Nakon
malog poremecaja stanja ravnoteze, struje i naponi teze da poprime
ravnoteZne iznose i kroz dovoljno dugi period dolaze im po volji
blizu. Ista definicija asimptotske stabilnosti vrijedi i za stacionarnu
oscilaciju nelinearnog sklopa. Pri malom poremeéaju stacionarne
oscilacije nastaje i promjena frekvencije, tako da npr. reprezen-
tativna tacka stanja sklopa u ravnini e, € na si. 71 b, koja se tacka
kreée po krivulji bliskoj elipsi, ali malo vecoj od ucrtane, stalno
povecava razliku stanja prema originalnoj reprezentativnoj tacki,
koja se kre¢e po ucrtanoj krivulji. Zbog neprestanog porasta fazne
razlike oCito je da je sklop asimptotski nestabilan. To Cesto vrijedi
za oscilacije nelinearnih sklopova bez gubitaka. Oscilacija je
nelinearnog sklopa s gubicima faznoneutralno stabilna, jer se
reprezentativna taCka u ravnini e3 e nakon poremecaja vrata na
istu putanju, ali ostaje stalna razlika u fazi izmedu neporemecene
i poremeéene oscilacije.

Neutralna stabilnost predstavlja stanje ravnoteze pri kojemu
struje i naponi nakon malog poremecaja ravnoteze zadrzavaju
iznose koje su poprimili pod djelovanjem poremecaja. U tom
slu€aju razlika struje i napona izmedu dva stanja ostaje konstantna.

Orbitalna stabilnost karakterizira, posebno, vecinu osci-
lacija u nelinearnim sklopovima bez gubitaka. lako se putanja
tacke koja predstavlja stanje sistema u faznoj ravnini ili prostoru
pod utjecajem poremecéaja mijenja, ipak nova putanja ostaje u
blizini prethodne, te zadrZava njezine bitne karakteristike. Po-
sebno su orbitalno stabilne oscilacije nelinearnog sklopa s gu-
bicima, kod kojeg se reprezentativnha tatka nakon poremecaja
vrada na istu putanju u faznoj ravnini ili prostoru. Vidi se da
orbitalna stabilnost predstavlja visok stepen stabilnosti osci-
lacije sklopa, iako neSto manji nego asimptotska stabilnost.

Metoda Ljapunova vrlo je prikladna za ispitivanje stabilnosti
struja i napona nelinearnih sklopova. Njezina se primjena osobito
proSirila posljednjih nekoliko godina. Ta metoda dozvoljava
istraZivanje stabilnosti s pomocu posebno izabranih w»ispitnih«
funkcija.

U toku razvitka analize nelinearnih sklopova prvenstveno se
primjenjivala razvijena teorija nelinearnih diferencijalnih jed-
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nadzbi uz poznata tacna i aproksimativna rjeSenja za jednadzbe
na koje su se svodili prakticki problemi. Tome smjeru u istrazZi-
vanju problema stabilnosti nelinearnih sklopova mogu se pri-
pisati sva istrazivanja koja su iSla za tim da se nadu potpuna rje-
Senja za struje i napone u zatvorenom obliku.

Metoda Ljapunova sluzi za istrazivanje nelinearnih sklopova
na posve drukciji nac¢in. Njome se nastoje dobiti informacije o
osnovnim svojstvima rjeSenja za naboj, struju i napon. Pri tome
se ne trazi da tacna ili priblizna rjeSenja budu poznata, tj. da su
pripadne nelinearne diferencijalne jednadzbe rijeSene. To je,
u stvari, primjena kvalitativne teorije diferencijalnih jednadzbi
na probleme nelinearnih sklopova. Zadatak ovakve kvalitativne
teorije nelinearnih sklopova sastoji se u tome da ispituje vladanje
rieSenja koja su bliska nekom zadatom rjeSenju. To se rjeSenje
predoCuje krivuljom ili trajektorijom A u nekom prostoru vari-
jabli za nelinearne sklopove: naboja, struja i napona. Postavlja
se pitanje da li ¢e trajektorija (putanja) B koja po€inje u blizini
trajektorije A za sve vrijeme ostati u blizini trajektorije A?u kojem
je slu€aju A stabilna trajektorija, ili ¢e se trajektorija B udaljavati
od trajektorije A, u kojem je slu€aju A nestabilna trajektorija.

now

Pri ispitivanju stabilnosti uvode se ve¢ spomenute pozitivno
definitne skalarne pomocne funkcije ovisnih varijabli naboja,
struja i napona Ciji se stabilitet ispituje, a koje se nazivaju funk-
cijama Ljapunova V(q) ako imaju ova svojstva: a) da su zajedno
sa svim svojim prvim parcijalnim derivacijama neprekinute u
otvorenom podru¢ju Q koje sadrzi ishodiste O koordinatnog
sistema; b) da je F(0) = 0; c) da su svagdje pozitivne unutar
podrucja Q3 izuzev ishodiste; ishodiste je izolirani minimum
funkcije V(q); d) da je za autonomni nelinearni sklop zadan
vektorskomatriénom diferencijalnom jednadzbom [q] = [Q] [4], gdje
su q naboji (naponi ili struje), duz trajektorije reprezentativne
taCke ispunjen uvjet V(q)= [Q] -grad V ~ 0, svagdje unutar
podrucja Q.

Time su funkcije Ljapunova definirane. Devetnaest teorema
Ljapunova za odredivanje stabilnosti temelji se na svojstvima tih
funkcija. Na slican nacin definirane su funkcije Ljapunova i za
neautonomne sisteme, a dalje i stabilnost tih sistema. Eez dokaza
navest ¢emo samo prva dva teorema Ljapunova:

Teorem | (Teorem Ljapunova O stabilnosti). Ako u okoliSu Q
ishodiSta O koordinata q postoji funkcija Ljapunova V(g)3 is-
hodiste O koordinatnog sistema je stabilno.

Teorem 11 (Teorem Ljapunova 0 asimptotskoj stabilnosti). Ako

je osim uvjeta iz teorema | zadovoljen uvjet da je —V(q) pozi-
tivno definirana funkcija u ishodiste O koordinatnog sistema
asimptotski je stabilno.

Navedeni slucajevi stabilnosti u okoliSu Q ishodista O ilu-
strirani su na si. 77. Za graficki prikaz najpodesnije je ako postoje
dvije ovisne varijable, gx i qgt. Vidi se da nelinearni sklop, ako se
nalazi u stanju koje je definirano ¢ackom 0 £(q10>g2) unutar kruga r,
ostaje tokom vremena u stanjima koja se opisuju tackama iz unu-
trasnjosti krivulje V(q]) =>konst., odnosno kruga R. To je po-

sljedica uvjeta V 50, koji zadovoljava funkcija V(g) unutar

podrucja Q.
PRIMJERI ODREBIVANJA STABILNOSTI NELINEARNIH
SKLOPOVA

Primjer 1. Dinamicka stabilnost sklopa nelinearnog
oscilatora. Sklop kondenzatora C(g)> €iji napon nelinearno ovisi
0 naboju, i svitka linearnog induktiviteta L, prikazan je na si. 66
1 analiziran na strani 78. Odredena je tatna ovisnost frekvencije
stacionarne oscilacije o amplitudi naboja QO u titrajnom krugu.
Nelinearna diferencijalna jednadzba titranja naboja glasi:

dz
+ co®(1+ a2q3q = 0.

(103)
Ona se moZe analizirati i aproksimativno perturbacionom metodom
koja je primijenjena na str. 77. Dobiju se bliska rjeSenja za q i co.
Kvazi-sinusoidni stacionarni trenutni naboj iznosi

?s= Qoc°s (104)
a za frekvenciju naboja vrijedi jednadzba
3 (02a2Q@
o= o+ 023292 pa+ ia200, (105
uz nuzdan uvjet:
la2QR S 1. (106)

Ako se stacionarna oscilacija naboja g3 poremeti malim dodatkom
naboja gl dobiva se za

=72 + di
nakon zamjene iz (103)

(a7 + G+ a2 %) + ("5 + wW2i+ 3 i) =0,

(107)
gdje su zanemareni ¢lanovi sa viSom potencijom od gll. Buduéi da
je gs aproksimativno rjeSenje za jedn. (103), izraz u prvoj zagradi
u jedn. (107) moze se zanemariti. Nakon uvrstenja izraza za gs
iz jedn. (104) u treci ¢lan druge zagrade u izrazu (107), dobije se

dai
+ feRgx + 39Ra2Q®@(cos2mt) gx= 0. (108)
Upotrebom identiteta za kvadrat kosinusa iz jedn. (108) dobiva
se izraz

d3,

+ @R+ -fea2Qo? ?! + f a2Q® - cos (2on) ?L= 0,

(109)
koji se nakon zamjena
. 0)® + -fro2a2 3 c0Ra2Qm@
y =d,z —gt, a=28nIR02I0® Q
(110)

mozZe svesti na standardni oblik Mathieuove diferencijalne jed-
nadzbe

d
+ (a- 2pcos2z)y = 0. (111)

Koeficijent p iz jedn. (110) malen je zbog uvjeta (106), a © u
istoj jednadzbi moZze se zamijeniti jednadZzbom (105). Da bi se
ustanovilo u kojoj je mjeri dodatkom naboja gx poremecen tok
oscilacije naboja g3 = QOcos i, treba znati da li su rjeSenja
jednadzbe (109) za ql(t) stabilna ili nestabilna. To se pitanje,
s pomocu supstitucije (110), svodi na istrazivanje stabilnosti
rjeSenja Mathieuove diferencijalne jednadzbe (111). Poznato je
dasuza0 <<z<”"l i 0 <£<”| stabilna rjeSenja zay(z), odno-
sno gql(t), ako je ispunjen uvjet

a<1l—p,

gdje su a i p dani jednadZzbom (110). Na taj nac¢in moZze se odrediti
uz koje ¢e uvjete poremecaj gly stacionarne oscilacije naboja gs,
uzrokovati samo privremenu ili konaénu izmjenu njezinog vre-
menskog toka. To ¢ée biti kada rjeSenja diferencijalne jednadzbe
(109) za vremenski tok smetnje ql(t) teZze nuli ili su mala i kon-
stantna.
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Primjer 2. Ispitivanje stabilnosti metodom Ljapunova.
Iduéi primjer ilustrira osnovnu karakteristiku metode Ljapunova,
prema kojoj se zakljuCak o stabilnosti naboja, struja i napona
nelinearnog sklopa mozZe donijeti direktno iz razmatranja odnosa
veli€ine ¢lanova u diferencijalnoj jednadZzbi, a da nisu poznata
njezina tac¢na rjeSenja. Odredeno je u kojim se granicama krecu
naboj, struja i napon €ija se stabilnost ispituje, i da su te granice
konacne. Pretpostavimo da naboj sklopa zadovoljava diferencijalnu

jednadZbu
q+d@ =0, 112)
gdje g(gq) ima prvu derivaciju razli€itu od nule. Ovo je opéenitiji
slu¢aj jednadZbe (71), koja je opisivala dinamiCku ravnoteZzu
naboja u nelinearnom titrajnom krugu, sastavljenom od linearnog
induktiviteta i nelinearnog kapaciteta.
Uvodenjem zamjene r = ( gornja se jednadZba moZe svesti na
sistem
q=r r=- g@. (113)
Neka g(q) polazi kroz ishodiste tako da je q -g(g)> 0 za q 4=0,
a 0)= 0- OznaCimo sa G(q) integral od g(q):

G(q) = cl; 9(a) da.

Energija u magnetskom polju proporcionalna je kvadratu struje
r22, a energija elektricnog polja funkciji naboja G{q). Kao funk-
ciju Ljapunova moZemo uvesti
M<>r) =y + G(q) = k2 k =konst,, (114)
budu¢i da zadovoljava sve uvjete navedene na str. 84. Posebno
za nelinearni sklop koji se svodi na jednadzbe (112) ili (113) vri-
jedi  V(q,r) = 0 svagdje unu-
tar podrucja definicije funk-
cije g(q). Dakle je prema pr-
vom teoremu Ljapunova is-
hodiSte O stabilno.

Razmatrana funkcija Ljapu-
nova istovetna je s ukupnom
energijom sklopa, §to ne vrijedi
opcenito. U ravnini qOr na sli-
ci 78 prikazan je tok rjeSenja
sistema jednadzbi (113) za po-
znati g(q). Iz jedn. (114) iz-
lazi da je putanja reprezenta-
tivne taCke u ravnini qOr odre-

Sl. 78. Stabilna oscilacija nelinearnog

dena jednadzbom
r=+ [2[*»- G(IVI">

§to znaCi da se radi o ovalnim krivuljama koie okruzuju ishodiste.
IshodiSte je singularna tacka koja ima svojstvo centra reprezen-
tativnih krivulja u ravnini qOr.

I1zloZen je jednostavni primjer primjene metode Ljapunova za
odredivanje stabilnosti naboja nelinearnog sklopa. Ista metoda
moZe se upotrijebiti pri odredivanju stabilnosti naboja, struja i
napona sloZenih nelinearnih i perturbiranih sklopova.
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ELEKTRICNI KUCANSKI STROJEVI, APARATI |
NAPRAVE sluze za obavljanje kucanskih poslova u stanovima
i drugdje. Danas se takvi aparati upotrebljavaju za hladenje, kon-
zerviranje i spremanje hrane i pica; za pripremanje i kuhanje jela;
za zagrijavanje vode za razne namjene; za pranje rublja i suda;
za grijanje, ventilaciju i hladenje prostorija; za CiS¢enje prostorija;
za odrzavanje licne higijene; za uredivanje vrta i za vrSenje raz-
licnih popravaka i obrtnickih radova u Kkuci.

Za pogon nekih kucanskih aparata mogu se upotrijebiti ta-
koder ¢€vrsta, tekuca i plinovita goriva kao pogonska sredstva, ali
je u mnogim sluajevima pogon elektricnom energijom priklad-
na to da ekonomicnost kod kucanskih strojeva i naprava ima
Cesto tek sekundarnu ulogu, elektriéni kuéanski strojevi i naprave
brzo osvajaju trZiSte i nalaze sve masovniju primjenu u svijetu.

Elektritna se energija poCela primjenjivati za osvjetljenje ve¢ 1880, a prvi
su se kucanski aparati fkuﬁala i glacala) poceli upotrebljavati krajem proslog
stoljea. Znatno kasnije pojavili su se Stednjaci, usisai prasine, hladnjaci, gri-
jala'vode i male sobne grijalice. Tek u najnovije vrijeme doslo je do Sire primjene

strojeva za pranje rublja’i posuda, manjih naprava kao Sto su elektricni brijaci
aparati i mije3alice, i elektricnog grijanja stanova kao osnovnog grijanja prostorija.

Ukoliko posjeduje sve uobicajene kucanske strojeve, aparate
i naprave, prosjecno kucanstvo troSi danas prilicnu koli¢inu elek-
ricne energije (tabl. 1). Prednosti primjene elektricne energije
u usporedbi s drugim izvorima energije u kuéanstvu dovele su
do odnosé njihovog uce$¢a u ukupnoj potrosnji za ove svrhe pri-
kazanih u tabl. 2.

Tablica 1
POTROSAK ELEKTRICNE ENERGIJE U PROSJECNOM KUCANSTVU

Mjeseé%rlli Mjesgt;km
Trosilo potro Trogilo potros
KWh ! KWh
Osvjetljenje, radio, televizor Grijalo_vode u kupaonici
i razliéni sitni aparati 75 (za tus) 120
Kuhanje 76 Stroj za pranje rublja 48
Hladenje 28
Grijalo vode u kuhinji 90 Ukupno 437
Tablica 2
UDIO VRSTA ENERGIJE U UKUPNOJ POTROSNJI KUCANSTVA
Izvor energije Svjetlo  Kuhanje Igé’éa jggjié Uulggépéréo
Cvrsta goriva 10% 10% 25% 115%
Tekucéa goriva 20% 50%  17,5%
Plinovita  goriva 40% 30% 15% 21%
Elektritna energija 100% 50%  40% 10% 50%

Kuéanstva u Jugoslaviji troSe gotovo 1/4 elektricne energije
koja se proizvodi. To je svojevrstan evropski rekord, jer se u istoc-
nim zemljama ta potroSnja krece oko 8%, a na zapadu oko 20%;
jedinu iznimku c¢ini Velika Britanija sa 34%.

Veéi kucanski strojevi danas se obi¢no izraduju s okucjima
standardiziranih dimenzija (visina 85 cm, dubina 55 i 60 cm),
kako bi se mogli uklopiti u standardizirani kuhinjski namjestaj.



