*
Simboli Naziv veli€ine Simboli Naziv velicine Simboli Naziv veli¢ine
VELICINE MEHANIKE VELICINE ENERGUJE VELICINE MAGNETIZMA
F Sila ; o . h Planckova konstanta F, (Fm, &) Magnetomotorna sila
G TeZina, teza, gravitacijska sila * H Jakost | jagina | magnetskog polja
p Tlak |P”t!lsakl Kretni n - A Magnetski vektorski potencijal
M’m (T mgsfge”t sile, zakretni moment V\IIE (A)WRaEHEFQIJa J Magnetizkacijal,( mfellgl?etska polarizacija
. . . ) + Magnetski to uks
e (9 d Gustoca |gustina |, specifitna masa p 'N" s Snaga B Magnetska indulkcija | gustoéa mag-
Y Specificna tezina - ] Korisnost, stupanj iskoristivosti (is- netskog toka |gustina magnetskog
J, W(/) '\Mnomemt t;0m05“ | inercije | koriséenja), |stepen korisnog dejstva | fluksa]
Mt Mgmgﬂt ?opzoiirs . A, (P) Magnetska vodljivost |provodnost,
i i ori iiani VELICINE TOPLINE |TOPLOTE | provodljivost, permeansa |
E Modul elasti¢nosti pri savijanju H P bilnost
(Youngov modul) t, (0, & Relativna temperatura (K), Celzijeva H Mermea} l|<n0ks tant K
G Modul elasti¢nosti pri smicanju temperatura (°C) 0 Magnetska ons a?_kz;\_l(vatuuma)
(Coulombov modul) T, (€9 Apsolutna temperatura (K) o « agnetska susceptibiinost
a Naprezanje pri savijanju a Temperaturni  koeficijent | koefici- R, (Rm, dt) Magnetski otpor, reluktancija |re-
r Naprezanje pri smicanju jenta|, koeficijenat prelaza topline Iuk_tansa_|
H Koeficijent trenja c Specifi¢na toplina |toplota | p Broj pari polova

ELEKTROTEHNIKA, grana nauke i tehnike koja se bavi
primjenom elektriciteta u rjeSavanju tehnickih zadataka. U tu
svrhu ona proucava pojave u vezi s elektricitetom i rezultate tih
proucavanja, zajedno sa spoznajama drugih tehnickih nauka,
upotrebljava za ostvarenje i usavrSavanje tehnicke primjene elek-
triciteta.

Elektrotehnika kao grana tehnike obiCavala se nekad opcenito dijeliti na
tehniku jake struje i tehniku slabe struje. Pri tom su se ispocetka jakostrujnim
uredajima smatrali oni u kojima pri normalnoj upotrebi mogu nastati struje
opasne za ljude i okolinu, a slabostrujnim uredajima oni pri kojima takve opa-
snosti nema. Podjela na tehniku jake 1 slabe struje mogla je zadovoljiti i dok se
ona uglavnom poklapala s granama tehnike u kojima se elektricitet iskljucivo
upotrebljavao: tehnika jake struje se poklapala s energetskom elektrotehnikom
a tehnika slabe struje s tehnikom telekomunikacija (telegrafijom i telefonijom).
Danas se elektricitet primjenjuje u viSe od deset grana tehnike, pa nikakva podjela
elektrotehnike na samo dvije grane ne moze zadovoljiti.

Kao pogodna pokazala se podjela elektrotehnike na Cetiri
grupe primjena elektriciteta: energetsku elektrotehniku, informa-
cijsku elektrotehniku, elektroniku i elektri€nu upravljacku i re-
gulacijsku tehniku.

Energetska elektrotehnika, za koju se jo$ uvijek ponekad upo-
trebljava naziv »elektrotehnika jake struje«, obuhvaca sve grane
koje se bave proizvodnjom, prijenosom, pretvaranjem i iskoriS¢e-
njem elektricne energije.

Informacijska elektrotehnika sadrzi sve grane koje se bave
primjenom, obradom, pohranjivanjem, pretvaranjem i prijenosom
informacija. U ovu grupu idu takoder signalna tehnika, elektro-
akustika i elektricna mjerna tehnika.

Elektronika se bavi gradenjem elektri€nih sastavnih dijelova
i njihovom primjenom u sklopovima i uredajima. Ona sluzZi danas
skoro u istoj mjeri energetskoj elektrotehnici (energetska elektro-
nika) koliko i informacijskoj elektrotehnici (informacijska elektro-
nika), a osim toga i drugim granama tehnike.

Elektricna upravljacka i regulacijska tehnika povezuje infor-
macijsku i energetsku elektrotehniku, a sluzi i mnogim drugim
granama tehnike.

U ovoj enciklopediji prakticna elektrotehnika — tehnicka
primjena elektriciteta — obradena je u nizu posebnih Clanaka;
od teorijskih osnova u posebnim ¢lancima obradena je teorija
elektricnih krugova, teorija elektri€nih vodova i prelazne pojave.
Ovaj Clanak o elektrotehnici sastoji se od tri dijela: u prvom
dijelu obradeni su najprije osnovni pojmovi elektrotehnike, opi-
sane su veli€ine, jedinice i osnovni zakoni mirujuéeg elektricnog
i magnetskog polja, a zatim teorija (polagano) promjenljivog
elektromagnetskog polja, te klasi¢na elektrodinamika. U drugom
dijelu dat je historijat elektrotehnike. Na kraju razmatrana je
teorija elektromagnetskih polja.

FIZIKALNE OSNOVE
Elektricitet je skup elektricnih naboja koji ili miruju ili
su u pokretu. Kad naboji miruju, postoji statiCki elektricitet,
Ciji se ucinci ispoljavaju kao djelovanje elektricnog polja oko
elektricnih naboja. Kad se naboji kreéu, ti. kad postoji strujanje
elektriciteta koje se zove elektricna struja, oko tih naboja u pokretu
postoji, osim elektri¢nog, i magnetsko polje. Elektricne naboje
treba smatrati svojevrsnim elementarnim Cesticama koje, uz osta-
le, predstavljaju sastojke materije.

Atomi, najmanje Cestice na koje se materija ijioze rastaviti kemijskim sred-
stvima, sastavljeni su prema pojednostavnjenom (tzv. naivhom) modelu E.
Rutherforda i N. Bohra od elektricki pozitivno nabijene jezgre oko koje se kre¢u

u to€no odredenim putanjama elektroni, nosioci elementarnog negativnog elek-
tricnog naboja (najmanje moguée koli¢ine negativnog elektriciteta). Jezgra
(nukleus) atoma sastavljena je od protona, materijalnih Cestica s pozitivnim
elementarnim elektricnim nabojem, i neutrona, elementarnih Cestica bez elek-
tricnog naboja. Elementarni naboji protona i elektrona po apsolutnom su iznosu
jednaki (iznose Qe = +1,60-10~1 ampersekunda ili kulona, v. str. 114);
kako je atom u normalnom stanju prema vani neutralan, oko jezgre mora da
kruzi toliko elektrona koliko u njoj ima protona. Masa elektrona (kad miruje)
iznosi mad = 9,11-10-31 kg, masa protona je 1937 puta veca od toga. Masa
elektrona u kretanju (prema teoriji relativnosti) raste s njegovom brzinom.

Atomi kao cjeline mogu se nalaziti samo u odredenim, diskretnim energet-
skim stanjima (v. Atom, TE 1, str. 456). Prema tome se i elektroni Sto kruze
oko jezgre mogu nalaziti samo u odredenim energetskim stanjima (kvantnim sta-
njima), tj. kretati se samo u Odredenim (kvantiziranim) putanjama. Kako putanje
mogu biti (kvantizirano) razli¢ito orijentirane u prostoru, a elektroni mogu
imati i razli¢it smjer okretanja oko vlastite osi (razli¢it spin) elektroni se mogu
nalaziti u razli¢itim kvantnim stanjima a imati istu energiju. Kaze se da elektroni
iste energije pripadaju istoj ljuski elektronskog plasta koji obavija atomsku jezgru.
Prema Paulijevuprincipu u atomu se ne mogu nalaziti dva elektrona istog kvantnog
stanja; iz toga slijedi da se u jednoj ljuski moZe nalaziti samo odredeni broj
elektrona. Stoga se pladt s ve¢im brojem elektrona sastoji od viSe ljusaka, od
kojih ljuske manje energije (bliZze jezgri) mogu biti »popunjene«, tj. sadrZati
maksimalno moguci broj elektrona, a jedna ili dvije ljuske najvece energije (na
periferiji atoma) biti nepopunjene.

Izmedu protona i neutrona postoje vrlo jake sile posebne vrste, nuklearne
sile, koje nisu ni elektricne, ni magnetske ni gravitacijske; izmedu protona i
elektrona, naprotiv, vladaju elektri¢ne tzv. Coulombove privlacne sile (v. str. 124).
Pozitivni naboj protona privlaci, naime, elektrone i oni su stoga u popunjenim
ljuskama razmjerno ¢vrsto vezani uz jezgru. U atomima koji imaju vanjsku
ljusku jo§ nepopunjenu mogu se elektroni iz te ljuske relativno lakSe premjestati
u vise energetske nivoe ili prebaciti u sklop drugog atoma. U takve nepopunjene
ljuske mogu atomi takoder primiti elektrone, npr. iz drugog atoma. Elektronima
u vanjskoj, nepopunjenoj ljuski ostvaruje se na taj nacin povezivanje atoma u vece
Cestice, molekule', broj tih elektrona odreduje valenciju elemenata, i time omjer u
kojemu se atomi razli€itih elemenata zdruzuju u molekule. Ti se elektroni stoga
nazivaju valencijskim elektronima. Za elektrone koji se nalaze na putanji najblizoj
jezgri (putanji najmanje energije) na kojoj se prema Paulijevom principu mogu
nalaziti kaze se da su u osnovnom stanju, i za atom i molekulu kojima su svi elek-
troni u tom stanju kaze se da su u osnovnom stanju. Dovede li se atomu energija
izvana (npr. zagrijavanjem, udarom, zra¢enjem), njegovi se elektroni mogu
prebaciti iz ljuske manje energije u ljusku vece energije. Za atom u kome se to
dogodilo kaze se da je uzbuden. Kad se elektron vraca s viSe energetske razine
na nizu, atom primljenu energiju predaje okolini u obliku elektromagnetskog
zraCenja. (Studij spektara tog zracenja najvaZzniji je nacin kako se dobivaju infor-
macije o strukturi atoma.)

Ako se perifernim elektronima privede tolika energija da se prekoraci ener-
getska barijera koja spreCava njihov izlazak, oni se potpuno odvoje od atoma,
atom postane pozitivno elektri¢an i zove se pozitivni ion ili kation. Atom koji je
odvojeni elektron primio u svoju nepopunjenu vanjsku ljusku postaje time nega-
tivno elektric¢an i zove se negativni ion ili anion. Minimalni rad potreban da se
elektron izbaci iz vanjske ljuske naziva se ionizacijskim radom, a cijela pojava
ionizacijom.

Sliéno se grupe atoma, molekule, nazivaju ionima ako molekula u cjelini
ima manjak ili suvidak elektrona prema normalnom neutralnom stanju. Op¢enito
se i za elektricki nabijena (elektrizirana) tijela moZe reéi da je negativno ono
tijelo koje ima viSak elektrona, a pozitivno ono koje ima manjak elektrona.

Pozitivni elementarni elektricni naboj protona -fQe pojav-
ljuje se slobodan samo u reakcijama medu jezgrama (nuklearnim
reakcijama); u elektricnim pojavama pozitivni je elektricitet
stoga prisutan samo kao naboj pozitivnih iona ioniziranih tvari.

Elementarno negativno nabijena Cestica, elektron, postoji,
naprotiv, pod obi¢nim uvjetima i slobodan; kao takav on ima
u elektricnim pojavama takvu ulogu da je mogao biti smatran
naprosto elementarnim djeliéem elektriciteta.

Elektricna struja zove se svako gibanje (strujanje ili pomi-
canje) elektri¢nih naboja. Ona, dakle, nastaje bilo gibanjem elek-
trona, gibanjem pozitivnih i negativnih iona, te gibanjem vecih
materijalnih elektricno nabijenih Cestica (npr. praSine). Pri stru-
janju elektrona ne nastupa nikakvo premjeStanje materije, dok
pri strujanju iona i ve€ih nabijenih Cestica dolazi i do transporta
materije.

Bit elektricne struje poneSto je razliCita ovisno o tome da
li je posrijedi gibanje naboja kroz materiju ili kroz vakuum, kroz
materiju u kondenziranom (€vrstom ili tekuéem) stanju, ili u
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plinovitom stanju, ili u stanju plazme. Pri gibanju naboja kroz
materiju u kondenziranom stanju bit je struje razlicita prema
tome da li su nabijene Cestice u gibanju elektroni ili su ioni, i
prema tome kako su u molekulama ili kristalima materijala po-
jedini atomi medu sobom povezani.

Postoje tri grani€na nacina na koji atomi mogu u molekulama
ili kristalima biti medu sobom povezani: kovalentna veza, ionska
veza i metalna veza (v. Atom, TE 1, str. 469).

Kovalentna veza nastaje medu nekim atomima (npr. jednakim atomima)
kad se oni toliko priblize jedni drugima da im elektroni njihovih vanjskih nepo-
punjenih ljuska postaju zajednicki. lonska veza medu nekim razli¢itim atomima
ostvaruje se tako da iz vanjske ljuske jednog atoma predu valencijski elektroni u
vanjsku ljusku drugog atoma, a na taj nacin nastali suprotno elektri€no nabijeni
ioni medu sobom se privlace elektricnom (Coulombovom) silom (v. npr. si. 20
u €lanku Atom). Jezgre ionski vezanih atoma pravilno su razmjestene u ¢vorovima
prostornih (kristalnih) re3etaka, i svaka od njih veZe uz sebe elektrone tako da
nema (kao u kovalentnoj vezi) elektrona koji su dvama atomima zajednicki.
U metalnoj vezi takoder su jezgre s plastom popunjenih ljusaka (dakle pozitivni
ioni) smjeStene u ¢vorovima kristalne resetke, a elektroni nepopunjenih ljusaka,
tako su slabo vezani uz jezgre da se poput Cestica nekog plina (»elektronskiplin«)
slobodno gibaju medu njima — drugim rije¢ima, da su zajednicki svim atomima.

Struja u vodi¢ima. U materijalima sastavljenim od atoma
povezanih metalnom vezom slobodni elektroni elektronskog plina
lako se pod utjecajem elektricnog polja stavljaju u gibanje i nailaze
u svom gibanju na razmjerno mali otpor iona u kristalnoj resetki.
Kaze se da su ti materijali elektricki (dobro) vodljivi i nazivaju se
vodi¢ima.

Struja u dielektriku (izolatorima). U materijalima s kova-
lentno vezanim atomima elektroni su Cvrsto vezani uz jezgre
fiksirane u kristalnoj reSetki (neki od njih, kako je re€eno, i uz dvije
jezgre istovremeno); ti su materijali stoga elektricki vrlo slabo
vodljivi’ili nevodljivi; nazivaju se izolatorima ili dielektricima.
Prikljuci li se na dva metalna vodi€a izmedu koja je uloZen izo-
lator (npr. na kondenzator, v. str. 120) izvor stalnog elektricnog
napona, poteéi ¢e na te vodiCe kratkotrajna struja i elektriCki ih
nabjti. Pod utjecajem elektri¢nog polja, koje se zbog toga uspo-
stavlja, dolazi pri tome i do pomaka elementarnih elektri¢nih
naboja u izolatoru (dielektriku). Ako je narinuti napon promjenljiv
(npr. izmjenican), te¢i ¢ée u kondenzator i iz njega stalno struje
promjenljive jakosti i smjera, a u dielektriku mijenjat ¢ée se pri
tome na odgovarajuc¢i nacin i pomak elementarnih naboja. Iz-
mjeniCna se struja, dakle, u dielektriku nastavlja kao pomacna
struja ili struja dielektricnog pomaka. Ona se sastoji od dvije kom-
ponente: jedne koja bi postojala i da su elektrode u vakuumu,
i druge koja ovisi o materijalu dielektrika (v. poglavlje Polari-
zacija, str. 122).

Struja u talinama i otopinama elektrolita. U materijalu sa-
stavljenom od ionski vezanih atoma, tzv. (pravim) elektrolitima,
moZe se ostvariti elektricna struja usmjerenim gibanjem iona
(pozitivno nabijenih u jednom smjeru, a negativno nabijenih u
suprotnom) ako se oslabi ili prekine veza koja drZi suprotno
nabijene Cestice fiksirane u reSetki. To se zbiva kad se takva tvar
rastali ili otopi u pogodnom otapalu. Tako dobivene taline i
otopine jesu (ionski) vodljive, te se ponekad nazivaju i vodi¢ima
druge vrste. Gibanje iona u tekudini (talini ili otopini) sporo je
u usporedbi s gibanjem elektrona u metalnim vodi€ima (vodi¢ima
prve vrste). (V. Clanak Elektrokemija, TE 4, str. 363.)

Granice izmedu pojedinih vrsta veze medu atomima nisu oStre; ima ma-
terijala s atomima medu sobom vezanim na nafin koji je posredan izmedu dva
grani¢na nacina. Ako su npr. elektroni koji su zajedni¢ki dvama atomima u
kovalentnoj vezi, u prosjeku, bliZi jednom nego drugom atomu, posrijedi je po-
larna veza, zvana tako jer u tako stvorenoj molekuli naboji jezgara nisu potpuno
kompenzirani, te ona predstavijaelektri¢ni dipol. Ta veza, iako je u biti kovalentna,
donekle se priblizava ionskoj. Ako se iz sklopa kovalentno vezanih atoma raz-
mjerno malobrojni elektroni mogu toplinskim gibanjem istrgnuti i postati slo-
bodno pokretljivi, materijal sastavljen od takvih atoma bit ¢e po vodljivosti
izmedu vodica i izolatora; naziva se poluvodicem. (O tome vidi vise u Clanku
Elektronika, sastavni dijelovi, TE 4, str. 472.)

ElektriCna struja u vakuumu sastoji se samo od toka elektrona
koji prelijeéu od jednog metalnog vodi¢a do drugog. (Vodic
prve vrste iz kojeg elektroni prelaze u drugi medij ili na koji
prelaze s drugog medija — vakuuma, plina, poluvodica ili vodica
druge vrste — nazivaju se elektrodama, i to: elektroda iz koje
elektroni izlaze naziva se katodom, a elektroda u koju ulaze, ano-
dom.) Da bi moglo doéi do strujanja elektrona kroz vakuum,
treba osigurati izlazak (emisiju) elektrona iz katode (termionsku
emisiju, emisiju djelovanjem elektricnog polja, fotoelektricnu
emisiju, sekundarnu emisiju; o tome vidi viSe u poglavlju Emisija
elektrona iz metala u Clanku Elektricna prainjenja u plinovima,
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TE 3, str. 674). 1z katode oslobodene elektrone privlaci pozitivho
nabijena anoda i oni se krecu u obliku mlaza prema njoj. Primjer
za primjenu elektri¢ne struje u vakuumu predstavljaju vakuumske
elektronke (Elektronika, sastavni dijelovi, TE 4, str. 460. Tamo v.
viSe i o termionskoj emisiji i jakosti struje kroz vakuum).

Elektricna struja u plinovima. Plinovi, ako su zaSti¢eni od
ionizirajuéeg zraCenja, na temperaturama nizim od /-*1000K
odlicni su izolatori. Da bi neki plin postao elektricki vodljiv,
u njemu moraju nastati slobodni nosioci elektricnog naboja (elek-
troni i ioni). Elektricna struja u plinovima sastoji se od nosilaca
elektricnog naboja koji izlaze iz jedne elektrode ili nastaju u sa-
mom plinu, te se kre¢u kroz plin prema suprotno nabijenoj elek-
trodi. Emisija elektrona iz elektrode nastaje u ovom slucaju na
isti nacin kao pri elektricnoj struji kroz vakuum, a nosioci elek-
tricnih naboja u plinu nastaju razli¢itim ionizacijskim procesima,
u prvom redu putem sudara elektrond s atomima i molekulama,
putem interakcije uzbudenih atoma i molekula medu sobom ili
s molekulama u osnovnom stanju i putem ionizacije zraCenjem.
Primjer za primjenu elektricne struje u plinovima jesu plinom
punjene elektronke, a napose, za struju uz katodnu emisiju elek-
tronad fotoemisijama ili ionskom sekundarnom emisijom, tinjalica
(v. u spomenutom ¢lanku, TE 4, str. 469, 470).

Elektronke punjene plinom imaju najées¢e katodu s termionskom emisijom
elektroné slicno kao vakuumske elektronke. U tom slucaju elektroni oslobodeni
iz katode prelije¢u velikbm brzinom prema anodi. Takvi brzi elektroni sudaraju
se s Cesticama plina i plinske se molekule ioniziraju. Iz ioniziranih molekula
izbaceni elektroni lavinski poveéavaju tok elektrona koji se kre¢e prema anodi,
a pozitivni se ioni kreéu prema katodi, pri ¢emu se vecina njih rekombinira
(opet spaja) u neutralne atome. Primjer za primjenu takve struje u plinu pred-
stavlja ignitrén (ispravlja€ica; v. u spomenutom ¢lanku, TE 4, str. 471).

Elektricna struja u plazmi. Plazmom se naziva materija Cije
su Cestice u velikoj mjeri, ili €ak potpuno, ionizirane. Koncen-
tracija elektrona i negativnih iona u plazmi jednaka je koncentraciji
pozitivnih iona, pa je rezultirajuéi volumenski elektriéni naboj
plazme jednak nuli. Zbog toga je plazma elektricki vrlo dobro
vodljiva, priblizno jednako kao vodici; ona poprima svojstva
slicna vodicima.

Plazma se dobije npr. jakim zagrijavanjem medija kojim prolazi struja* Ona
postoji npr. i u elektricnom luku ali i u nekim plinskim sijalicama. Iskoritava

se i u tzv. magnetohidrodinamickim generatorima. Kroz plazmu tece elektronska
i ionska struja. (V. ¢lanak Plazma.)

Ucinci elektri¢ne struje. Osnovni u€inci elektricne struje
jesu: toplinski, kemijski i magnetski.

Toplinski u€inak elektri¢ne struje je fizikalna pojava da se vodici
kroz koje prolazi struja griju. To se objaSnjava time Sto se pri
prolazu kroz materiju vodica elektricni naboji sudaraju s Cesti-
cama materije, pri €emu se njihova energija gibanja pretvara
u toplinu (v. Elektrotermija, str. 182). Struja, dakle, zbog sudara
nailazi na otpor, a taj elektricni (omski, djelatni) otpor ovisi o
sastavu vodica.

Kemijski ucinci elektriCne struje iskoriStavaju se u elektro-
kemijskim (elektrodnim) procesima do kojih dolazi zbog gibanja
iona prilikom prolaska istosmjerne struje kroz elektricki vodljive
otopine i taline elektrolita (soli, kiselina, baza). Primjena kemijskih
ucinaka elektricne struje u tehnici je golema. U vezi s time v.
Clanke Elektrokemija, TE 4, str. 363; Akumulatori, TE 1, str. 48;
Aluminijum, TE 1, str. 223; Bakar, TE 1, str. 561; Cink, TE 2,
str. 652; Elektrokemijska obrada, TE 4, str. 392; Elektroliza alka-
lijskih klorida, TE 4, str. 405; Galvanotehnika.

Magnetske ucinke elektricne struje uzrokuju magnetske sile
koje djeluju u magnetskom poljil $to se stvara u vodi¢u koiim
protjeCe elektri€na struja, i oko njega. U elektrotehnici se namjerno
elektricnom strujom stvaraju magnetska polja kako bi se iskoristili
ucinci tog polja. Najvazniji ucinci magnetskog polja jesu: stva-
ranje mehanickih sila i stvaranje napona na principu elektromagnet-
ske indukcije (v. Elektri¢ni strojevi, TE 4, str. 153).

Drugi uinci elektricne struje. U mnogim se elektricnim apa-
ratima iskoriStava elektricna energija posredstvom elektricne
sti; to se postize kombiniranjem osnovnih ucinaka i drugih fizikal-
nih pojava.

Kako se u napravama kojima se iskoristavaju ucinci elektricne
struje troSi elektriCna energija, oni se zovu elektricna troSila.

Strujni krug sastoji se od izvora, troSila i vodova.

Za dobivanje elektricnog napona i struje (ako je strujni krug
zatvoren) sluze elektricni izvori. To su naprave u kojima se utro-
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Skom neke druge vrste energije (mehanicke, kemijske, valne)
stvara elektricna energija. Izvori elektricne struje (galvanski ¢lanci,
akumulatori i generatori razli¢nih vrsta) imaju prikljunice (ste-
zaljke) na koje su prikljucena troSila (si. 1). Kako je izvor od
troSila redovno poneSto udaljen, povezuju se oba ta dijela strujnog
kruga elektricnim vodom (sa dva ili vise vodica), koji struju od
izvora dovode troSilu. Tako je na si. 1 shematski prikazan naj-
jednostavniji primjer strujnog kruga s baterijom galvanskih ili
akumulatorskih elemenata kao izvorom nepromjenljive (isto-
smjerne) struje. (Za znacenje grafickih simbola u takvim shemama
v. Clanak Elektrotehnicki simboli, str. 100.)

Vidi se da se unutar tog uredaja zbiva strujanje elektrona u
zatvorenom elektri€ki vodljivom krugu pa se zato taj najjedno-
stavniji elektri€ki uredaj zove zatvoreni elektri€ni strujni krug ili
strujno kolo.

Elektricna struja nastaje gibanjem
elektrona u smjeru oznafenom na si. 1
strelicom e. Kao smjer elektricne struje
u strujnom Kkrugu uzima se, medutim,
suprotni smjer, tj. na slici smjer s, jer
je (dok se jo$ nije niSta znalo o elektro- laor
nima) dogovoreno da Ce se Smjerom struje  sj. 1 Shematski prikaz
smatrati onaj smjer u kome se gibaju, jednostavnog elektri¢nog
s . . S iy . e strujnog kruga. & Smjer
ili bi se gibali, pozitivni elektricni naboji.  kretanja elektrona, s smjer
Znaci, pretpostavlja se (proizvoljno) da struje
se struja ostvaruje gibanjem pozitivnih
elektri¢nih naboja od pozitivne priklju¢mceiizvora kroz vod i trosilo,
i zatim natrag do negativne prikljucnice izvora, a u samom izvoru
da ona te€e od negativne prikljucnice do pozitivne prikljucnice.

Ako priklju€nice izvora (koje se zovu i njegovim polovima)
imaju stalno isti polaritet, tj. ako struja stalno kroz isti pol izlazi
iz izvora i ulazi u nj, struja stalno tece istim smjerom, te se stoga
zove istosmjerna struja. Nekim se izvorima polaritet priklju¢nica
periodicki mijenja, zbog Cega daju struju koja periodicki mijenja
smjer, tj. teCe izmjeni¢no u jednom i u suprotnom smjeru; takva
se struja zove izmjenina struja.

Trasilo

Osnovne veli€ine i zakoni istosmjerne struje

Osnovne fizikalne veliCine elektri¢ne struje. Za elektro-
tehnicku praksu vazno je znati koliki ¢e rad izvrSiti elektricna
struja u prikljuéenom troSilu. Ucinak elektriCne struje ovisi o
jakosti struje (oznaka /), definiranoj kao kvocijent koliine elek-
triciteta $to prostruji na promatranom mjestu i vremena kroz koje
je ta koli¢ina elektriciteta strujala (»koliCina elektriciteta koja
prostruji u jedinici vremena).

Ako je, dakle, elektriCna struja nastala jednolicnim gibanjem
elektrona, pa je u i sekunda kroz presjek vodica prosla koliCina
elektriciteta Q, jakost je struje

Mjerenja pokazuju da je struja u jednostruko zatvorenom struj-
nom Kkrugu na svakom mjestu iste jakosti. To predstavlja zakon
kontinuiteta struje, koji slijedi i iz zakona o odrZanju elektricnog
naboja: koli€ina elektriciteta koja u neku to¢ku vodi¢a dode, mora
iz te tocke i izaci.

Kvocijent jakosti struje 1 i povrSine 5 presjeka vodi€a na
promatranom mjestu (okomito na smjer protjecanja struje) zove
se gustoca struje J:

J=18. A b)

Ako strujanje elektriciteta tijekom vremena nije jednolicno,
struja nije za cijelo vrijeme konstantne jakosti, nego je jakost
struje promjenljiva. Jakost Sto je ima promjenljiva struja u odre-
denom trenutku naziva se trenutna ili momentana jakost struje
i oznaCuje se malim slovom i. Njezina se vrijednost izracunava
kao diferencijalni kvocijent promjenljive koli€ine elektriciteta q(t)
RO vremenu: i= g?

Jakost elektricne struje (u praksi se obicno kaze samo »struja«)
izraZzava se jedinicom amper (oznaka A). Amper je jedna od Sest
osnovnih jedinica Medunarodnog sistema jedinica (Systeme Inter-
national d'Unités — SI) pored metra, kilograma, sekunde, kelvina
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i kandele. Jakost struje moze se mjeriti samo na osnovi njezinih
ucinaka. Prije se amper definirao na osnovi kemijskog djelovanja
struje, danas je propisana definicija na osnovi njezinog magnetskog
djelovanja (v. str. 130):

Amper (1 A) je ona jakost stalne elektriCne struje koja pro-
laze¢i dvama ravnim, paralelnim, neizmjerno dugackim vodi€ima,
zanemarljivo malena kruzna presjeka, razmaknutim 1 m i smjeSte-
nim u vakuumu, uzrokuje izmedu njih silu od 2 - 107 njutna
(N) po metru duljine. Uz odabranu jedinicu amper (A) za jakost
elektricne struje | i sekundu (s) za vrijeme r, slijedi na osnovi
relacije (1), tj. Q = It, da je jedinica za koliinu elektriciteta ili
elektricni naboj Q jednaka umnoSku ampera i sekunde. Ta se
jedinica zove ampersekunda (ozn. As) ili kulon (coulomb, oznaka C).

Buduci da je naboj elektrona Qe = —1,60 - 10-19 C Ctzv. elementarni
naboj), to pri jakosti struje od 1 A prode kroz poprec¢ni presjek vodi¢a u jednoj
sekundi Q = 6,25 - IOBelektrona, Sto je ujedno i broj elektrona koji zajedno
nose koli¢inu elektriciteta 1 kulon (C).

Elektricni napon je druga osnovna elektriCna veliina pro-
matranog strujnog kruga. Njome se Kkarakterizira sposobnost
izvora da uzrokuje struju kroz strujni krug. Strujanje elektrici-
teta kroz strujni krug nastaje uslijed toga Sto prikljucnice izvora
imaju razliCitu elektri€nu potencijalnu energiju ili, kako se kaze,
razli¢it potencijal ¢>(v. str. 121). Razlika tih potencijala naziva
se naponom izvora U: U = (pa—(@b.

Potencijali, i naponi kao razlike potencijala, mjere se jedi-
nicom volt (oznaka V.) Prema definiciji
volta, 1V je potencijalna razlika dviju to-
Caka homogenog Zicanog vodic¢a kojim teCe
konstantna struja 1A, ako se u Zici izmedu
tih toCaka troSi snaga 1W (vata). Kao na-
ponska normala primjenjuje se Westonov
element ¢iji napon pri temperaturi 20 °C
iznosi E20= 1,01862V £ 30(J.V. (v. Elek-
tricna mjerenja, TE 3, str. 611.)

Mjerenje jakosti struje i napona. Za mjerenje jakosti
struje upotrebljava se mjerni instrument koji se zove
ampermetar (si. 2). On se u vod uvrstava u jedno oda-
brano mjesto strujnog kruga gdje se Zeli saznati kolika je
jakost struje. Mjerenje napona (razlike potencijala) vrsi
se pomocu voltmetra, Cije se priklju¢nice spajaju vo-

di¢ima direktno na ona dva mjesta elektricnog postrojenja izmedu kojih se
napon Zzeli izmjeriti. (Poblize o tom v. spomenuti ¢lanak, TE3, str. 590.)

Elektricni otpor i vodljivost. Buduéi da je napon uzrok pojave
elektriCne struje, o€ito je da Ce jakost struje (ili samo skraceno: stru-
ja) ovisiti 0 naponu izvora. No buduéi da, uz isti napon izvora, u
razli¢itim strujnim krugovima protje€u struje razliite jakosti,
isto je tako oCito da jo$ jedna karakteristika strujnog kruga utjece
na jakost struje. Ta je treca karakteristika strujnog kruga elektri¢ni
otpor, odn. vodljivost.

Za vodi¢ kroz koji pri istom naponu te€e jaca struja nego
kroz neki drugi kaze se da ima veéu vodljivost za struju ili, Sto
je isto, da pruza struji manji otpor, a za vodi¢ kroz koji uz isti
napon tece slabija struja, kaze se da ima veéi otpor, odnosno manju
elektricnu vodljivost.

Jedinica za elektricni otpor (oznaka jR) jest om (ohm, oznaka ).
Prema definiciji, 112 je elektri¢ni otpor izmedu dvije tocke Zicanog
vodi¢a koji ne sadrZi nikakav izvor napona, kad pri protjecanju
struje jakosti 1 A kroz taj vod izmedu tih to¢aka postoji napon 1V.

Elektricna vodljivost (oznaka G) reciproCna je vrijednost
elektricnog otpora R = 1/G i G = \jR. Jedinica za vodlji-
vost je simens (siemens, oznaka S). Prema definiciji 1 S je vodljivost
vodic¢a koji ima otpor 1 T.

Ohmov zakon. Mjerenja koja je vrsio fiziCar G. S. Ohm po-
kazala su da je pri konstantnoj temperaturi vodi€a jakost struje |
upravno proporcionalna naponu U, a obrnuto proporcionalna
otporu R, S§to se matematicki izrazava relacijom:

SI. v Mjerenje na-
pona i struje

koja nosi naziv Ohmov zakon. Taj se zakon Cesto upotrebljava
i u oblicima
U=1IR i R = UIl.
Umjesto da se raCuna s otporom  vodica,
i s vodljivoséu G, te u tom slucaju Ohmov zakon glasi
I = UG.

(2)

(2b)

moze seracunati
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Ohmov zakon u obliku | = U/R primjenjuje se za linijske
vodiCe, koji su razmjerno malog popre¢nog presjeka 5 prema
njihovoj duljini /, pri ¢emu se moze pretpostaviti da je gustoca
struje J = 1jS jednolicno raspodijeljena po povrsSini presjeka
vodica.

Ako se elektricni naboji gibaju u posve opcéenito oblikovanom vodljivom
prostoru, gustoce struje bit ¢e na pojedinim mjestima promatranog vodica
razlic¢ite; u tom se slucaju primjenjuje Ohmov zakon u elementarnom obliku (v.
str. 146).

Elektricni (omski) otpor kao osnovna karakteristicna velic¢ina
elektricnih vodi¢a moZe se odrediti primjenom Ohmova zakona
jer je prema jednadzbi R = U\l otpor jednak omjeru napona
privedenog vodicu i struje koja prolazi kroz vodic.

Mjerenja pokazuju da otpor vodi€a ovisi o tvari od koje je
izraden vodic¢ i da je upravno razmjeran duljini / a neupravno
razmjeran poprecnom presjeku S vodica:

*=i>4’ ©)
gdje je koeficijent proporcionalnosti p, zvan specificni (elektricni)
otpor ili elektricna otpornost, ovisan o materijalu vodica: "p

Prema jedn. (3) koherentna jedinica Sl specificnog otpora
je ommetar (Om). U praksi se Cesto upotrebljava manja jedi-
nica pQna=10"6Qin, koja se obicno piSe Qmm2m, jer je
vodi¢ima koji se u elektrotehnici najvise upotrebljavaju presjek
razmjerno mali (mjeri se u kvadratnim milimetrima) a duljina
razmjerno velika (mjeri se u metrima).

Specificni otpor u koherentnim jedinicama broj¢ano je jed-
nak otporu kocke odredenog materijala kad kroz nju protjeCe
struja okomito na dvije suprotne plohe. U jedinicama Omm2m
specifi¢ni je otpor brojéano jednak otporu Zice duge Im i pre-
sjeka Imm 2.

Otpor, a prema tome i specifiCni otpor, ovisi 0o temperaturi.
Kao referentna temperatura uzima se obi¢no 20°C. Vodi¢ima
prve vrste (metalnim vodi¢ima) otpor se poviSenjem tempera-
ture poveCava, a sniZzenjem temperature smanjuje; vodi€i druge
vrste (taline i otopine elektrolita) vladaju se obrnuto: njima se
otpor poviSenjem temperature smanjuje, a sniZenjem tempera-
ture povecava. Otpor (i specificni otpor) na temperaturi razli€itoj
od referentne izraCunava se s pomocu jednadzbe

R& = /720G + «20"#),

gdje je R& otpor na temperaturi #°C, R 20 otpor na referentnoj
temperaturi 20°C, A# razlika temperature u odnosu prema re-
ferentnoj, ft —20°C, a20 temperaturni koeficijent otpora u
odnosu prema referentnoj temperaturi (broj koji kaze za koji se
dio otpora na 20°C otpor mijenja kad se temperatura mijenja
za 1°C; mjeri se u °C-1)- Za temperature iznad 20°C, A( > 0,
a za temperature ispod 20°C, A# < 0. Za metale je a20 > 0,
za taline i otopine elektrolita, a20 < 0.

Otpor na temperaturi ft racuna se, dakle, prema jednadZbi:

=t [ "+ *“20 ~ 20)] (4)
Ova jednadzba izrazava linearni odnos otpora i temperature?
koji doista postoji samo u manjem rasponu temperature. Pri
znatno vedim promjenama temperatura uvodi se korekcija do-
datnim temperaturnim koeficijentom (20 prema jednadzbi:

R» =~

U+"20(- 20) + B0(»- 20)2. ®)

Temperaturni koeficijenti a20 i 20 odreduju se mjerenjem.

Na si. 3 puna linija predoCuje
linearnu ovisnost otpora bakra o
temperaturi, za koju bi vrijedila
jednadzba (4), a crtkano je naz-
naceno kako se doista mijenja ot-
por u ovisnosti o temperaturi pre-
ma jednadzbi (5).

Ako se rauna (umjesto
s otporom) s elektricnom
vodljivoséu, jednadzba (3)
prelazi u
SI. 3. Ovisnost otpora bakra o tempe-

raturi. Crtkana linija prikazuje stvarni
otpor
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gdje je kao reciproCna veliCina specificnog otpora uvedena spe-
cificna elektricna vodljivost (ili provodnost, x = 1/g) koja se u Sl
izraZzava simensima po metru (S/m). U praksi se €esto primjenjuje
i nekoherentna jedinica Sm/mm2 (= 106 Sm).

U tabl. 1 navedene su za neke materijale vrijednosti specificnog otpora €,
specificne vodljivosti x i temperaturnog koeficijenta aJo.

Tablica 1
VRIJEDNOSTI SPECIFICNIH OTPORA, SPECIFICNIH VODLJIVOSTI
| TEMPERATURNIH KOEFICIJENATA PRI 20°C ZA NAJVAZNIE
ELEKTROTEHNICKE VODLIJIVE MATERIALE

Q x ad

Qm Sm-1 il°c
Aluminijum 0,028- 10“ 8 37-10« 0,0042
Bakar 0,0172-10“ « 58-108 0,0039
Bronca 0,0278- 10" 8 35,8-10« 0,004
Kositar 0,115 108 8,6-10« 0,0042
Mjed 0,075 10“ « 13,3-10« 0,0016
Nikal 0,078-10~ - 11-10« 0,006
Olovo 0,21-10-8 4,8-108 0,0043
Platina 0,099- 10" 8 10,1-108 0,003
Srebro 0,0163- 10" 8 61,4- 108 0,0041
Zeljezo 0,098-10" 8 10, 1-10« 0,0065
Ziva 0,958-10-8 1,04-10« 0,00089
Cekas 1LIMO" 8 0,93-10« 0,00019
Kanthal 1,45-10- 8 0,7-10« 0,000032
Manganin 0,48- 10" 8 2,14-10« 0,000015
Konstantan 0,49- 10 8 2,1-10« 0,00005

Ako se u rubrici za g i x ispusti faktor 10 8 odnosno 108 dobije se specifi¢ni
otpor u prikladnijoj jedinici wm2 a specifi¢na vodljivost u jedinici lrI%m t

Supravodljivost. Pri sve niZim temperaturama otpor metal-
nih vodica biva sve manji, a u blizini apsolutne nule (0 K) otpor
nekih materijala manje ili vide skokovito iS¢ezava. Taj tempe-
raturni prag lezi, npr. zaaluminijum na 1,2 K, za Zivu na 4,12 K
(si. 4), za tantal na 4,4 K, za niobijum na
8 K itd. Ova se pojava zove supravod-
ljivost. PojaCanjem struje koja protjece
kroz ohladeni vodi¢ moze se tempera-
turni  prag poneSto pomaknuti prema
apsolutnoj nuli, a primjenom ve¢ rela-
tivno slabog magnetskog polja moze se
materijal iz stanja supravodljivosti vratiti
u stanje normalne vodljivosti. O tome
vidivise u poglavlju Supravodljivost
&lanka Elektrotehnitki materijali, str. 62.
Supravodljivost je naSla u posljednje vri-
jeme i prakticnu primjenu (v. Digitalna raCunala, TE 3, str.
321).

Strujno-naponska karakteristika | =f(U) nekog vodica
ili opéenito nekog dijela (elementa) elektri¢nog strujnog kruga
prikazuje kako se mijenja jakost struje u ovisnosti 0 naponu koji
je priveden tom elementu. Na konstantnoj temperaturi otpor R
vodi€a, odn. njegova vodljivost
G, jest konstantna, pa jednadzba
Ohmovog zakona (2b): / =
= GU predocuje linearnu struj-
no-naponsku karakteristiku (si.
5, linija a). Vodici se pri pro-
lasku struje griju, uslijed Cega
im se mijenja i otpor, pa strujno-
-naponska karakteristika nije
vie pravac, ve¢ ima zakrivljeni
oblik kao krivulje b do d na
slici 5. Elementi kojima strujno-
-naponska karakteristika nije
pravac zovu se nelinearni ele-
menti.

| mnogi sastavni dijelovi koji se
primjenjuju u elektrotehnici, kao npr.
elektronke, ispravljacice, plinske ci-
jevi, poluvodicke diode i tranzistori, imaju nelinearnu strujno-naponsku ka-
rakteristiku, ali tome u vecini slu€ajeva nije razlog zagrijavanje, ve¢ druge poja-
ve, npr. prostorni naboj, karakteristike PN-spoja i druge.

Prazni hod i kratki spoj izvora. Uz pretpostavku da je
napon izvora konstantan, jakost struje ovisi o otporu troSila koje

T K

8'. 4 Temperaturni prag
pri supravodljivosti Zive

SI. 5. Strujno-naponske karakteristike:

a linearna, b Zarulje s metalnom niti,

¢ zarulje s ugljenom niti, d Zeljezne

zice u atmosferi vodika, e vakuumske
diode
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je prikljuéeno na stezaljke izvora. Prazni hod i kratki spoj dva su
grani€na stanja opterecenja izvora.

Praznom hodu (si. 6 a) odgovara otpor R = oo (Sto znaci da je
strujni krug otvoren), pa je | = UJR = 0 zato se to stanje naziva
takoder neopterecenim stanjem izvora.

Kratki spoj nastaje ako se
strujni krug zatvori tako da se
stezaljke izvora bez ikakvog ~®_ R=
ukljutenog otpora (R = 0) di- "> —Y
rektno spoje (si. 6b). U tom
je slucaju napon stezaljki jed-
nak nuli jer su obje prikljuc-
nice na istom potencijalu. Tada
bi teoretski trebalo da tece
struja beskonaCne jakosti, 7 =
= UIR = o0o. No, kako svaki
izvor ima i svoj odredeni vlastiti (unutarnji) otpor Ru (si. 7),
to struja nece biti beskonagna, ali ¢e biti maksimalna $to je napon

6. Prazni hod izvora, / = 0(a)
i kratki spoj izvora (»

izvora moZe proizvesti. Ta je struja redovno prejaka da bi je

konstrukcija izvora mogla trajno podnositi.

Slicno se i u elektricnim instalacijama kratkim
spojem naziva ono stanje kad, npr. zbog o$tecenja
izolacije, dode do direktnog dodira metalnih dijelova
(vodic¢a) koji su pod naponom. lako ni u tom slucaju
struja nije beskonatno velika, redovito je znatno jaCa
od maksimalno dozvoljene za tu instalaciju, pa dolazi
do prekomjernog zagrijavanja vodica, Sto moze uzro-
kovati kvarove i poZzare.

Opcenito se svi elektri¢ni aparati, uredaji i instalacije projek-
tiraju 1 prema projektu izraduju tako da mogu trajno u pogonu ra- Sl. 9
diti s izvjesnom jako$Cu struje koja jo§ nije opasna za samu kon-
strukciju zbog prejakih toplinskih ili mehani¢kih ucinaka struje. Te
se vrijednosti zovu nazivne ili nominalne vrijednosti. Nazivne se
vrijednosti odreduju u tehnici ne samo za jakost struje ve¢ i za druge vaznije
veli¢ine i one su vidljivo oznacene na aparatima i uredajima.

Pad napona i napon stezaljki. Elektromotorna sila.
Jednadzba Ohmova zakona (2a) pisana u obliku U = IR vrijedi
ne samo za cijeli prikazani strujni krug ve¢ i za pojedine njegove
dijelove. Ona pokazuje, posve opéenito, koliki je napon U po-
treban da bi struja 7 prolazila kroz sastavni dio otpora R. Stoga
se umnozak IR zove pad ili potroSak napona u otporu.

Prikljuéna stezaljka preko koje struja
ulazi u krug (si. 7) jest pozitivna, a stezaljka
preko koje struja izlazi iz kruga, negativna.
Razlika potencijala na krajevima otpora R
djeluje unutar zatvorenog strujnog kruga
protivnho od smjera djelovanja razlike poten-
cijala izvora, pa se zato IR = U moZe shva-
titi i kao omski protunapon za razliku od
aktivnog napona E stvorenog u izvoru trans-
formacijom energije druge vrste u elektri¢nu.

Taj u unutradnjosti izvora stvoreni ak-
tivni napon E doista je uzrok gibanju elek-
triciteta u strujnom krugu; zove se stoga i
elektromotorna sila (skraéenica EMS). On
bi u idealnom izvoru (bez unutarnjeg ot-
pora) bio jednak naponu stezaljki U. U realnim izvorima (si. 7),
koji imaju neki unutarnji otpor Ru, bit ¢e pri opterecenju izvora
strujom 7, zbog pada napona | Ruu samom izvoru, napon stezaljki
U manji od elektromotorne sile:

U=E- IRa, (6

Sl. 7. Djelovanje
unutarnjeg otpo-
ra Ru u strujnom
krugu. E Elek-
tromotorna sila,
U napon stezaljki

a tek ¢e u praznom hodu (7 =
= 0) napon i na stezaljkama
biti jednak elektromotornoj sili:
Uo= E.

JednadZzba (6) moze se u
tom slu€aju prikazati pravcem
(si. 8) kojemu su apscise vri-
jednosti jakosti struje 7, a
ordinate pripadni napon U.
Ova graficka predodzba vanj-
skog napona na stezaljkama

SI. 8. Vanjska karakteristika izvora

napajanja. UO Napon stezaljki pri

praznom hodu, /k struja pri kratkom
spoju

. Otpori u serijskom Sl.
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U u ovisnosti o optereéenju zove se vanjska karakteristika izvora.
Ako E i Runisu konstantne veliCine, nego ovise o jakosti struje,
ta karakteristika nije pravac, nego neka krivulja.

Serijski i paralelni spoj otpornika. Spoje li se npr. dva
otpornika otpora R{ i R2 serijski (jedan iza drugog) na izvor
konstantnog napona U, taj spoj predstavlja opet jednostruko
zatvoreni strujni krug (si. 9), gdje je struja na svakom mjestu
iste jakosti, pa za struje vrijedi jednadzba: 7= It = 12. Bu-
duci da otpornicima privedene napone Ut i U2 dobavlja izvor,
naponska jednadzba glasi: U = JJV+ U2. Supstitucijom izraza
(2a) dobije se:

U=IRt+ IR2=I(Rt+ R2 = IR-

Rezultantni otpor jednak je, dakle, sumi otpora pojedinih otpornika:
R = Rt + R2. Opcenito vrijedi da je rezultantni otpor serijsko
spojenih otpornika jednak sumi otpora pojedinih otpornika:

R mf Rj.
J=1

vodu Sl. 11. Otpori u

10. Pad napona u
paralelnom spoju

spoju otpora Rv
Pojedini naponi potroSeni u otporima, tj. padovi napona Ui = IR
i U2= IR2 odnose se upravno proporcionalno pripadnim ot-
porima: Ui :U2=R{:R2

Budu¢i da vod realno izvedene instalacije (si. 10) ima tako-
der izvjesni otpor Rv, to ¢e se i u vodu pri prolazu struje 7 trositi
napon IRy. Da bi troSilo dobilo svoj nazivni napon Ut) mora
napon izvora iznositi U = Ut + IRy.

Pri paralelnom spoju otpornika na isti izvor napona L7, npr.
dvaju otpornika otpora R{ i R2(si. 11), oba otpora dobiju isti
napon U = Ui — U2, pa kroz prvi otpornik s otporom Ri
prema (2) protjeCe struja | x= UIR{i a kroz drugi otpornik,
otpora R 2, struja 12 = UIR2 Iz spojne se sheme vidi da se u
tom slu€aju dobiju dva strujna kruga kojima su zajednicki izvor
i dio voda u kome teCe ukupna struja

[ =7 + 72 ~opéenito 7 =

y 4
Primjenom Ohmova zakona (2) dobiva se strujna jednadzba:

/. LA
Ri
i dalje:
|
u-~R Rt Ri'
ili opcenito: reciprocna vrijednost rezultantnog otpora jednaka
je sumi reciprocnih vrijednosti otpora pojedinih paralelno spo-
jenih otpornika

mi-- i -

R A Rj
Odatle se moze npr. za paralelni spoj dvaju otpornika (Rt i R2)
. . i . _ R\ .R2
|zraé{matl rezultantni otpor K= s

Umjesto s otporima povoljnije je pri paralelnom spoju ra-
Cunati s vodljivostima, jer je tada rezultantna vodljivost jednaka
zbroju vodljivosti pojedinih otpornika:

n
G= 2 Gj.
=1
Ako se promatra samo paralelni spoj dvaju otpornika kao izdvo-
jeni dio sheme si. 11, vidi se da se ukupna privedena struja 7
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grana na dva dijela I, i 12 koji se odnose obrnuto proporcio-
nalno otporima pojedinih grana, odnosno upravno proporcionalno
njihovim vodljivostima

/1:/2 = T rR>ZR1
ili
1,112 = 0,: G2
Usporedba serijskog i paralelnog spoja otpornika ili troSila.

Vise (n) otpornika jednakih otpora u serijskom spoju daju re-
zultantni otpor i? = a u paralelnom spoju R = R”n. Se-
rijskim se spojem rezultantni otpor poveéava, a paralelnim spojem
smanjuje.

TroSila Siroke potro$nje koja su izradena za odredeni nazivni napon ne
spajaju se na zajednicki izvor (gradsku mrezu ili npr. akumulator u automobilu)
u serijskom spoju jer bi svako uklapanje ili isklapanje nekog troSila smetalo radu
ostalih ukljucenih troSila. Paralelnim spajanjem troSila u tim instalacijama ko-
risniku je aparata osigurano da moze svoje aparate upotrebljavati neovisno jedan
od drugog. Serijski se spoj vise troSila moze primijeniti ako se sva troSila isto-
vremeno uklapaju i isklapaju i ako su izradena za istu jakost struje.

Serijski se spoj otpornika primjenjuje i kad je npr. napon
izvora ve¢i od nominalnog napona troSila, pa se otporom serijski
ukljucenog dodatnog otpornika poniStava suvisni dio napona,
ili ako se Zeli otpornikom s promjenljivim otporom regulirati
jakost struje u strujnom krugu, kako bi se promijenila snaga (i
rad) prikljucenog troSila. Dakako da je time u serijskom dodatnom
otporu beskorisno potroSena energija, jer se taj otpornik grije.

Serijski i paralelno spojeni izvori. Vise medu sobom
spojenih izvora upotrebljava se ako jedan izvor sam ima napon
manji od nominalnog napona trosila, odnosno, ako troSila zahtije-
vaju struju jacu od nazivne struje jednog samog izvora. Tako
spojeni galvanski i akumulatorski ¢lanci nazivaju se Cesto ba-
terijom.

Serijski spoj izvora primjenjuje se za povisenje napona. Npr.
serijski spoj od tri izvora prikazuje si. 12. Tu se pozitivni (+) pol
jednog izvora spaja s negativnim (—)
polom slijedeéeg, a slobodni pozitivni
pol prvog i slobodni negativni pol
posljednjeg izvora predstavljaju ste-
zaljke za prikljuCak troSila. 1z slike
se vidi da u prikazanom serijskom
spoju elektromotorne sile sviju izvora
djeluju u strujnom krugu priklju¢nog
troSila u istom smjeru, pa je ukupna
elektromotorna sila serijski spojenih
izvora jednaka zbroju sviju elektro-
motornih sila pojedinih izvora: Eb= E 1+ E2+ E 3 ili, opéenito,
za vise izvora:

n
Eb= E Ej.
]=1
Buduci da kroz pojedine serijski spojene izvore prolazi struja troSila
I =1, = /2= 13, ne smije se ukupni izvor (iako je napon po-
viSen) opteretiti troSilom koje uzima jacu struju od nominalne
struje pojedinog izvora.

Ukupni otpor serijski spojenih izvora (npr. baterije) jednak je

sumi unutarnjih otpora pojedinih izvora

Rb £ Ru

Napon stezaljki baterije pri op-
terecenju je jednak

Ub=Eh IRbD.

Ako se jedan od izvora u serij-
skom spoju (si. 13) prikljuci obratno
nego ostali, kaze se daje on spojen
u serijskom  protuspoju jer njegova
elektromotornasila  djeluje protivno od ostalih. Rezultantna
elektromotorna sila dobije se kao algebarska suma sviju elektro-
magnetskih sila, tj. elektromotorna se sila suprotno vezanog
izvora mora oduzeti od sume elektromotornih sila ostalih izvora.
Opcenita jednadzba glasi:

protuspoj

n
E= 1 Ej
i-1
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pri emu se elektromotorne sile Ej moraju zbra-
jati algebarski. Ako su dva izvora spojena u
serijskom protuspoju (si. 14), do djelovanja
dolazi samo diferencija njihovih napona
E=E, —E2= AE,

Sto se zove kompenzacija napona. Potpuna kom-
penzacija dobije se ako su oba izvora jednakih
elektromotornih sila, pa je uz E, = E2i E =
= AJE=#0. Kompenzacija napona primjenjuje
se npr. pri nekim mjernim metodama i u regu-
lacijskim uredajima.

Paralelni spoj izvora primjenjuje se kad troSilo trazi jacu
struju nego Sto je jedan izvor moze dati. Pri tom se medu sobom
spoje pozitivne stezaljke sviju izvora i daju pozitivni pol, a isto
tako spojene negativne stezaljke izvora daju negativni pol (si. 15).
Kad se prikljuci troSilo otpora R, iz paralelno spojenih izvora
pritjeCe troSilu struja / koju dobavljaju i jedan i drugi izvor:
| = /1 + 12. Zbog izravnog spajanja stezaljki obaju izvora
s troSilom, naponi na troSilu jednaki su naponima stezaljki izvora:
U = Ui =U2 Razdioba struje troSila na pojedine izvore
odreduje se iz navedene strujne i naponske jednadzbe, pri ¢emu
se naponi mogu prikazati relacijama

U, = Et —IiRui) U2=E2- |2RW2 U™ IR.

U praznom hodu (pri otvorenoj sklopki Skl.), ako elektro-
motorne sile obaju izvora nisu jednake, EY3=EZ} moze unutar
zatvorenog strujnog kruga spojenih izvora, npr. unutar same
baterije(si. 15), prolaziti struja 10 = AEjRui to je nepoZzeljno.

Da bi bio 10= 0, paralelno se spajaju samo
izvori jednakih elektromotornih sila, E x=
E2. U tom se sluCaju komponente struje
I, i 12 pojedinih izvora odnose obrnuto
nego njihovi unutarnji otpori:

Sl. 14. Protuspoj
dvaju izvora radi
kompenzacije
napona

/1 :/2—Ru2 :Ru\

Paralelni spoj izvora rjede se primjenjuje za ke-
mijske izvore struje, no on ima veliku vaznost pri za-
jednickom radu sviju generatora termo- i hidroelektrana
na zajedniCku zemaljsku mrezu kojom se napajaju sva
troSila Siroke potrodnje.

Ako se promatra paralelni spoj samo dvaju gene-
ratora, vidi se iz gornjih opcenitih jednadzba da kom-
ponente /1 i /2ukupne struje troSila ovise ne samo o
unutarnjim otporima nego 1 o elektromotornim silama
generatora. Dispeceri mogu po potrebi izvrsiti razdi-
obu struja na pojedine generatore promjenom elek-
tromotornih sila generatora.

Elektricne mreze. Kirchhoffovi zakoni. PrijaSnja razma-
tranja o spojevima otpora i izvora mogu se proSiriti na najrazli-
Citije spojeve viSe izvora i viSe otpora; time se dobiva elektrina
mreZa. Pri tom se granom elektricne mreze naziva dio u kome su
samo u serijskom spoju vezani izvori i otpori pa kroz sve protjece
ista struja, koja se zove struja grane. Cvor je mjesto u mreZi gdje
se sastaju tri ili viSe od tri grane, a petljom ili konturom naziva se
bilo koji zatvoreni strujni krug sastavljen od viSe grana (v. Elek-
tricni krugovi, TE 4, str. 50).

Osnovni zakoni za proracun strujnih i naponskih prilika u
sloZenijim elektricnim mreZzama jesu, uz Ohmov zakon, jo$ oba
Kirchhoffova zakona.

Prvi Kirchhoffov zakon odnosi se na struje koje se sastaju
u jednom c¢voru. Njime je u biti izraZen fizikalni zakon odrZanja
elektricnih naboja, a glasi: Zbroj svih struja koje dolaze u jedan
¢vor jednak je zbroju sviju struja koje iz njega odlaze:

I it=o, (Ta)

j=i
pri ¢emu se struje koje dolaze u algebarskoj sumi uzimaju s jed-
nim predznakom (po volji + ili —), a struje koje odlaze, sa pro-

tivnim predznakom.

Drugi Kirchhoffov zakon odnosi se na napone jedne konture
(strujnog kruga) mreze. Fizikalno znaenje tog zakona sadrzano
je u Cinjenici da unutar zatvorenog strujnog kruga mora biti
suma svih aktivnih napona izvora jednaka sumi u otporima po-
troSenih napona, $to je matematicki formulirano jednadzbom:
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X Ej= E Ij Rj il S, Uj = 0. (7b)

Analiza elektricne mreze zove se postupak kojim se za mrezu
u kojoj su zadani naponi sviju izvora i svi otpori odreduju ne-
poznate struje u pojedinim granama. Direktnom primjenom
Kirchhoffovih zakona vrSi se analiza mreze tako da se za nepo-
znate struje u g grana postavi g nezavisnih jednadzbi. Pri tom
se strujne jednadzbe prvog Kirchhoffovog zakona primijene na
(c — 1) ¢vor (gdje je € ukupni broj ¢vorova), a ostale joS potrebne
jednadZbe: n =g — (¢ —1) dobiju se postavljanjem naponskih
jednadzbi drugog Kirchhoffovog zakona za n nezavisnih petlja.
(Nezavisnim petljama smatraju se one petlje kod kojih se, pocevsi
od jedne po volji odabrane, svaka slijedeca razlikuje od prijasnjih
bar za jednu granu.)

Budu¢i da se struje i naponi u jednadZzbama Kirchhoffovih
zakona moraju sumirati algebarski, mora se u spojnoj shemi za-
danim naponima oznaciti smjer djelovanja, a isto tako trazenim
strujama strelicama po volji pretpostaviti smjer strujanja. Pri
sumiranju napona obilazi se kontura u po volji odabranom smjeru
pa se oni sumandi Ciji se smjer poklapa sa smjerom obilazenja
uzimaju s pozitivnim predznakom, a ostali s negativnim pred-
znakom. Ako se u rezultatu uz brojCani iznos izraCunate struje
dobije predznak plus, to znaci da se smjer struje poklapa s pro-
izvoljno pretpostavljenim, ako se dobije predznak minus, da je
smjer struje protivan pretpostavljenom.

Energija elektricne struje. Energija i izvrSeni rad elek-
tricne struje mogu se najjednostavnije eksperimentalno i racunski
obuhvatiti pri transformaciji elektricne energije u toplinu.

Mjerenja koja je 1841 izvrSio fizicar J. P.
Joule pokazuju da se pri prolazu elektricne
struje | kroz otpornik otpora R u kome se troSi
napon U (si. 16) dobije tijekom vremena t to-
plinska energija Q jednaka

Q —UlIt (8)

Uvrsti li se u tu jednadzbu Ohmov zakon u

oblicima U = 1R i | = UjR3 dobiju se za

razvitu toplinu (tzv. Jouleovu toplinu) izrazi
SI. 16. Uz Jou-

leov zakon _ u2

¢anstvo, Jouleova toplina iskoris¢uje se u Zaruljama, gdje na visoku temperaturu
zagrijana Zarna nit sluzi kao izvor svjetlosti (v. Elektri€no osvjetljenje, TE 4,
str. 269).

Buduéi da u normalnim okolnostima svi elektricni vodiCi
imaju neki omski otpor, stvarat ¢e se u njima pri prolazu struje
uvijek toplina, pa moze doéi i do prevelikog zagrijavanja vodica.
Zbog toga se pri projektiranju elektri€nih instalacija i ostalih
elektricnih uredaja mora osim elektricnog prorauna provesti
kontrola zagrijavanja i hladenja tih uredaja.

Buduci da se u otporniku otpora R pri prolazu elektri€ne struje
elektricna energija pretvara samo u toplinu, jednadzba Jouleova
zakona (8) u biti prikazuje ekvivalentnost toplinske energije Q
i energije elektricne struje W. Prema tome se i energija elektricne
struje izraCunava prema toj jednadZzbi, pa je

W = Ult. 9
Ta se jednadzba jednako primjenjuje za proracun u troSilu po-
troSene elektricne energije kao i u izvoru proizvedene elektri¢ne
energije.

U primjeru prikazanom nasi. 17 na izvor
je prikljuceno samo jedno troSilo, pa su
elektricne velicine U i / jednake za izvor i
za troSilo. Zbog toga je i energija izvora
Wi jednaka energiji troSila Wt. Razlika je
samo u smjeru toka energije, jer elektricna
energija iz izvora izlazi, a u troSilo ulazi.
Ta se razlika u raCunima izraZzava time 3to
se energiji potroSenoj u otporu pridaje pred-
znak plus (+ )5a proizvedenoj energiji izvora
predznak minus (9.

Jednadzba

Izvor

SI. 17. Smjer toka
energije i snage
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predstavlja osnovno pravilo koje kazuje da je u zatvorenom si-
stemu ukupno potroSeno toliko energije koliko je energije pro-
izvedeno.

Opcenito se i u sloZenijim strujnim krugovima troSilom smatra
onaj element strujnog kruga na Ciju pozitivnu prikljucnicu struja
ulazi, a izvorom onaj element kome iz njegove pozitivne prikljucnice
struja izlazi.

Snaga elektri¢ne struje. Pri iskoriS¢ivanju energije za
obavljanje rada nije samo vazno koliki je rad izvrSen, nego i u
kojem je vremenu ostvaren. Za uredaj koji brze vrsi rad kaze se
da ima vecu snagu, pa je snaga P opcenito definirana kao brzina
vréenja rada (»rad u jedinici vremena«), odn. kvocijent rada i
vremena:

w
P=Y" 00)

Ako je vrdenje rada ili troSenje energije vremenski riejed-
noli¢no, moraju se promatrati diferencijalni iznosi rada u diferen-
cijalu vremena, pa je trenutna vrijednost snage diferencijalni
kvocijent energije po vremenu:

d\v
p= -dT-

Radiproracunaelektricne snage pri konstantnoj istosmjernoj
strujisupstituira  se izraz (9) W~ UIlt ujednadzbu (10)
i dobije

P=UI} (12)
§to znaCi da je elektricna snaga troSila jednaka umnoSku jakosti
struje s naponom Kkoji je u troSilu potroSen pri protoku te struje.
Analogno je elektritna snaga izvora jednaka umnoSku proizve-
denog napona i jakosti struje Sto je izvor daje u strujni krug.
Uvrstenjem jednadzbi (2), odnosno (2a) u izraz (11) dobiju se
jo§ dva oblika jednadZzbe za snagu:

U2
R 1

Pri tome se, prema ve¢ usvojenim predznacima za ener-
giju, uzima kao pozitivna snaga snaga potroSena u troSilu, a elek-
tricna snaga izvora ima onda negativan predznak.

Jedinice energije i snage. Iz jedn. (9) slijedi da je kohe-
rentna jedinica u sistemu Sl za energiju voltampersekunda, koja
se zove i dzul (joule, J). Prema jedn. (11) koherentna jedinica za
snagu je voltamper (VA), koji se zove i vat (watt, W). Stoga se
voltampersekunda, ili dzul, naziva i vatsekunda.

Buduci da je koherentna jedinica Sl za silu njutn (N), a energija (rad)
je umnoZak sile i puta, dobiva se Cetvrto ime za dZul: njutnmetar (Nm). Naziv
njutnmetar se u elektrotehnici ne upotrebljava nikad, a naziv dzul [bolje reéi,
njegov visekratnik kilodzul (kj = 1000 J)], uglavnom samo kad je rije¢ o Jouleovoj
toplini. [U tom slu€aju upotrebljava se jo$ uvijek i nekoherentna jedinica kilo-
kalorija (kcal). 1 kcal = 4,1868 kj.]

Joule (vatsekunda) veoma je mala jedinica u odnosu prema
koli¢inama energije koje dolaze u elektrotehnici. U praksi se
stoga upotrebljava nekoherentna jedinica vatsat (Wh = 3600 WSs)
i njezini viSekratnici. NajceS¢e je u upotrebi
kilovatsat (kWh = 103 Wh) i megavatsat
(MWh = 106 Wh).

Za snagu se pored vata (voltampera) upo-
trebljavaju takoder veée i manje jedinice,
npr. kilovat (kW = 103W),megavat (MW =
= 106W) i milivat (mW = 10”3 W).

Snaga se u krugovima s istosmjernom strujom
moze mjeriti bilo posredno, istovremenim mjerenjem Sl
struje i napona ampermetrom i voltmetrom, odn. za
vrlo to¢na mjerenja, kompenzatorom, ili neposredno,
elektrodinamickim instrumentom, vatmetrom (si. 18;
v. i Elektriéna mjerenja, TE 3, str. 613, takoder str.
596).Elektri¢na energija mjeri se kilovatsatnim brojilima
(v. Brojila, elektricna, TE 2, str. 526).

Iskoris¢enje proizvedene elektri¢ne energije. TroSilo pri-
klju€eno na izvor dobiva za svoj koristan rad energiju iz izvora.
Medutim, sva energija $to se pretvorbom stvara u izvoru ne pre-
nosi se troSilu, jer se (buduci da i izvor i vod imaju odreden omski
otpor) dio te energije utrodi u samom izvoru, a dio u prikljuénom
vodu, gdje se ona pretvara u Jouleovu toplinu. Taj je dio energije
izvora za koristan rad izgubljen, pa je zbog toga energija izvora

P= I 2R. (12)

18. Nacin pri-
kljucka vatmetra, tj.
instrumenta za mje-
renje snage, u strujni
krug
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nepotpuno iskoriStena. To se izrazava faktorom f] koji se zove
korisnost, a definiran je omjerom korisne i ukupno potroSene ener-
gije, odnosno omjerom snaga:

___ M~kor __ 100P kor%
vV~ ~ pM\ 11
Prilagodenje troSila izvoru. 1z jednadzbe (12) dobije se
izraz za snagu troSila Pt

-~kor __ \0O0OW kor°o __

n-~ p/\~

E

+ Ri)*-
Iz tog izraza (v. i si. 19) proizlazi da se maksimalna snaga koju
izvor konstantne elektromotorne sile moze predati troSilu dobije
kad je otpor priklju€nog troSila
Rt jednak unutarnjem otporu
R U pa se kaze da je tada troSilo
prilagodeno otporu izvora. U
tom slu€aju, medutim, Kkoris-
nost cijelog uredaja iznosi samo
50% jer se ukupna proizvedena
energija raspodjeljuje u jedna-
kim iznosima na jednake otpore.
Na osnovi izraza (13) nacinjen
je graficki prikaz si. 19, iz
kojeg se vidi kako, uz E =
= konst., Pt irj ovise o otporu
priklju€enog troSila Rt i unu-
tarnjem otporu izvora Ru

Prilagodenje unutarnjem otporu Ru primjenjuje se u telekomunikacijskim
uredajima gdje se Zeli, ne obaziruci se na gubitke energije koji su apsolutno mali,
prijemnim aparatima predati $to veéa snaga, kako bi prijenos informacija bio §to
bolji i vjerniji. U energetskim postrojenjima, naprotiv, Zeli se posti¢i $to bolje
iskoritenje energije (Sto veéi 17, pa su zato u njima unutarnji otpori izvora
znatno manji od otpora prikljucenth troSila.

Neke primjene osnovnih zakona elektri¢ne struje. Pro-
Sirenje mjernog opsega ampermetra. Da bi se ampermetrom, koji
pri punom otklonu kazaljke mjeri struju jakosti /A izmjerila n
puta jaca struja / = niA mora se instrumentu paralelno pri-
kljuciti otpornik (tzv. Sant, engl. shunt) otpora Rp (si. 20). Kroz
njega ¢e teci struja kojoj je jakost /p jednaka razlici

/- 1A=nlA- IA=1A-(n- 1) = Ip.
Prema prvom Kirchhoffovom zakonu, struje u paralelno vezanim
granama odnose se obrnuto nego njihovi otpori, pa je Ip: /A=
= RA:Rp Iz toga se moZze odrediti trazena vrijednost otpora
paralelno prikljuenog otpornika Rp:
R = _ Ra
p AIAn—1) n -r
pri ¢emu je RA unutarnji otpor samog instrumenta, ampermetra.

Pt= PRt= (13)

SI. 19. Ovisnost snage troSila i koris-
nosti o prilagodenju otpora trodila
na unutarnji otpor izvora

Apenmetar

SI.  20. ProSirenje mjernog Sl. 21. ProSirenje mjernog
podru¢ja ampermetra para- podrucja voltmetra serijskim
lelnim otpornikom otpora Rp otpornikom otpora Rs

ProSirenje  mjernog opsega voltmetra. Voltmetar graden za
mjerenje napona U\ pri punom otklonu kazaljke, moze se isko-
ristiti za mjerenje n puta veceg napona U = nJJ\ ako se serijski
uz voltmetar ukljuci dodatni predotpornik otpora Rs (si. 21).
U tom otporniku mora se pri mjerenju potrositi suvisak napona
Us= U—U\ = (n—1) U\. Buduéi da se u serijskom spoju
padovi napona odnose direktno proporcionalno otporima, dobije
se prema si. 25 jednadzba U\ : Us = R\ :Rs, pa je
=(n-1)Rv,

Rs= /v = Ry

gdje je R\ vlastiti otpor voltmetra.

Wheatstoneov most. Za mjerenje otpora primjenjuje se u tehnici
tzv. Wheatstoneov most, Cija je principijelna shema predocena
na si. 22. U tom instrumentu prikljucena su na izvor napona Cetiri
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otpornika u dvjema paralelnim granama 1i 2, a u svakoj su grani
po dva otpornika vezana u seriji. Kad priklju¢eni voltmetar po-
kazuje da izmedu spojnih tofaka ¢ i d nema napona, kaze se da
je most uravnoteZzen. Uvjet za ravnoteZzu jest da padovi napona
u objema granama lijevo od c i d budu jednaki, jer ¢e tada po-
tencijali tofaka c i d biti jednaki i time napon na voltmetru
UG = 0. Ujedno su onda i padovi napona na otporima desno
od ci d jednaki. Vrijede, dakle, odnosi
[1IR1= I2R2 i 11R3 = 12R4

odakle slijedi R1:R3= R2’R4-

Ako je jedan od Cetiriju otpora-' nepoznat, npr. Rx = RI3
moze se podeSavanjem ostalih triju otpora posti¢i ravnoteza
mosta, pa ¢e biti Rx:R3= R2:Rs> odakle slijedi

Za fino podeSavanje omjera R2/R4 uzima se (si. 23) otporna
Zica od homogenog materijala i konstantnog presjeka j, po kojoj
se moze pomicati klizni kontakt d, a kao poznati otpor Rs uzima
se redovno otpornik-normala u dekadskim iznosima otpora Rn
(0,1, 1, 10, 100.-.. O). Tada je

A
Rx—Rn i
jer je pri ravnom vodiCu ab odnos otpora R 2/R43 prema jedn. (3)
jednak odnosu duljina Zice /a i /b izmedu kliznog kontakta d i
krajeva a i b:

mostom opremljenim otpor-
nom Zicom s kliznim kon-

SI. 22. Principijelna she-
taktom

ma Wheatstoneova mosta

Potenciometar je otpornik Kkoji osim priklju¢nih stezaljka
A i B na svojim krajevima ima jos i klizni kontakt C, koji se moZe
pomicati od jednog do drugog kraja otpornika. On sluzi kao
promjenljivo djelilo napona. Spoji li se potenciometar otpora R
na napon izvora U (si. 24), te¢i ¢e kroz njega struja / = UIR,
a umnozak IR jednak je privedenom naponu U i on predstavlja
pad napona u njegovom cijelom otporu R. Spoji li se voltmetar V
jednim vodi¢em na negativnu prikljuc-
n(cu B, a drugim vodi¢em na kontakt
C, mijenjat ¢e se pri pomicanju kon-
takta C od B prema A napon koji je,
kao pad napona na odgovaraju¢em
dijelu otpora RBc kroz koji prolazi
struja 1, opcenito jednak: UBR =
= | RBC Ako je omski otpor jedno-
licno raspodijeljen po cijeloj duljini
otpornika /, mijenjat ¢e pri pomicanju
kontakta C napon UBc jednoli¢no.

Potenciometar bi se, dakle, mogao
iskoristiti za to da se nekom troSilu,
koje je prikljuceno umjesto voltmetra,
privede po volji promjenljiv, regulirani
napon. No, ¢im kroz troSilo pod utje-
cajem privedenog napona prolazi stru-
ja, mijenjaju se naponske prilike, i
promjena napona u ovisnosti o polo-
Zaju kontakta C nije viSe predoCena pravcem, nego nekom
krivuljom koja ovisi o tome koliki je omjer p izmedu otpora
potenciometra i otpora prikljucenog troSila: p = RIRL

lako se potenciometrom moZe napon jednostavno i kontinuirano mijenjati,
njegova je primjena ograni¢ena zbog toga 3to se u otporniku potenciometra
zbog prolaska struje trajno stvara Jouleova toplina i energija beskorisno trcSi.

BHZ HA

Sl. 24. Spojna shema poten-

ciometra (dolje) i njegov

potencijalni dijagram u praz-
nom hodu (gore)
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Zato se regulacija napona potenciometrom primjenjuje samo u mjernoj tehnici
i u telekomunikacijskim aparatima, gdje je zbog malih jakosti struje gubitak
energije zanemarijiv (v. Elektronika, Sastavni dijelovi, TE 4, str. 453).

Elektrostatika

Elektrostatika opisuje i objaSnjava pojave koje nastaju u pro-
storu oko mirujucih elektricnih naboja. Prostor u kome se ispo-
ljava djelovanje takvih naboja zove se elektricno (elektrostatsko)
polje. U biti sve su te pojave uzrokovane silom koja djeluje na
bilo kakve elektricne naboje uvedene u elektricno polje.

Kondenzator i njegov kapacitet. Najjednostavniji odnosi
medu poiedinim fizikalnim veli¢inama koje karakteriziraju elek-
tricno polje dobiju se za jednolicno (homogeno) elektricno polje,
kakvo nastaje npr. u odvojenom prostoru izmedu dvije paralelno
postavljene ploCaste elektrode, jer su u takvoj napravi, koja se
zove plocasti kondenzator, naboji najjednoli¢nije rasporedeni.
Na osnovi poznavanja temeljnih zakona proporcionalnosti ko-
jima su povezane veliCine elektricnog polja mogu se ti zakoni
u diferencijalnom obliku primijeniti i na nejednoli¢na (neho-
mogena) polja.

Kad se na izvor istosmjernog napona U zatvaranjem sklopke
Skl. prikljuci plo€asti kondenzator s prvotno elektricki neutral-
nim plo¢ama (si. 25), primit ¢e jedna plofa od izvora koli¢inu
elektriciteta +Q, a druga koli¢inu —Q, pa se time medu ploCama
uspostavlja napon Uc = U. Nabijanje kondenzatora izvrSeno je
samo kratkotrajnim strujanjem elektrine struje; trajnu struju
iz izvora sprecava izolacija medu ploama.

Koli¢ina elektriciteta Q koja se skupi na plo¢ama kondenza-
tora direktno je proporcionalna narinutom naponu U, a ovisi i
o prijemljivosti kondenzatora te iznosi:

Q = CU. (14)

Koeficijent razmjernosti C (= QIU) zove se kapacitivnost
ili kapacitet. On ovisi o dimenzijama i obliku elektroda (vodica)
na kojima se nalaze naboji, te o vrsti izolacije medu njima. Taj

______ | E—
C
S \s_
1
Sk
o
+

Sl. 25. Priklju¢ak

kondenzatora na

izvor konstantnog
napona

SI. 26. Plocasti kon-
denzator i njegov ka-
pacitet

koeficijent ima prema jedn. (14) koherentnu jedinicu Sl As/V,
odn. C/V, koja se zove i farad (F).

Kondenzator ima kapacitet od 1F ako se na njemu skupi
naboj 1C (= 1As) pri naponu izvora od IV. Buduéi da je ova
jedinica za praksu prevelika, kapacitet se prakticno izvedenih
kondenzatora mjeri u mikrofaradima (I[xF = 10_6F), nano-
faradima (InF = 10" 9F) i pikofaradima (IpF = 10_12F).

Kapacitivnost ploCastog kondenzatora (si. 26) upravno je pro-
porcionalna povrsini ploc¢a S, a obrnuto proporcionalna razmaku /
medu plo¢ama, te iznosi

c-.f

Koeficijent razmjernosti e, koji ovisi o vrsti izolacije, tj. o
prirodi dielektrika izmedu ploca, zove se dielektricnost (ranije
dielektriCna konstanta). Mjerenjima je utvrdeno da dielektricnost
za vakuum iznosi e0 = 8,8542- 10-12 F/m. Ta se univerzalna
konstanta prema medunarodnom sporazumu (1966) zove elek-
tricna konstanta (prije se zvala influencijska konstanta, dielektri¢na
konstanta vakuuma, apsolutna dielektricna konstanta ili dielek-
tri€nost vakuuma).

Za svaki drugi dielektrik osim vakuuma dielektricnost je
za faktor er veca od elektricne konstante £0- Taj se faktor zove
relativna dielektrinost. Sve te veliCine povezane su relacijom:

e = eT- el (16)

Relativna dielektri¢nost iznosi npr. za zrak ~1, papir 1,8--2,6, transfor-
matorsko ulje 2,2---2,5, tinjac 4--8, destiliranu vodu 81, itd. (v. Elektrotehnicki
materijali, str. 72).

(15)

ELEKTROTEHNIKA

Osim plocastog kondenzatora postoje dakako i razliCite druge
izvedbe kondenzatora (v. TE 4, Elektronika, Sastavni dijelovi3
str. 454).

Serijski i paralelni spoj kondenzatora. Kondenzatori se
kao dijelovi elektri¢nih uredaja primjenjuju u mnogim sklopovima,
pa je potrebno znati koliki rezultantni kapacitet imaju vise na
razlicite naCine medu sobom spojenih kondenzatora.

Pri serijskom spoju (si. 27) na svakom se pojedinom konden-
zatoru (bez obzira na njegov kapacitet) nalazi ista koli€ina elek-
triciteta, jednaka kolicini Q koja je od izvora predana kombinaciji,
a suma napona pojedinih spojenih kondenzatora jednaka je na-
ponu izvora. Buduéi da je dakle: Q = Qv= Q2= Q3itd. i da je
U=UIl+ U2+ U3+ ..., to je prema (14)

i dalje:
J=JL+ L+ L+,
C Ci Tj] T3/
\U
Sl. 28. Para-
lelni spoj tri-

Sl, 27. Serijski spoj triju kon- ju kondenza-
denzatora tora

Pri paralelnom spoju (si. 28) na svakom kondenzatoru vlada
napon izvora U, a suma koli¢ina elektriciteta skupljenih na poje-
dinim kondenzatorima jednaka je ukupnoj koliCini elektriciteta
koju je dao izvor Q — Qi + Q2+ Q3+ Prema (14) je

UC = UCi + UC2+ UC3+ ...,
pa je
C=Ci+ C2+C3+ ... (17)

Elektricno polje u vakuumu. Na elektricni naboj +Q',
koji je radi pokusa doveden u elektricno polje ploCastog konden-
zatora, djeluje sila F jer ga pozitivni naboj koji se nalazi na jednoj
ploci (lijevoj na si. 29) odbija, a negativni naboj na drugoj (desnoj)
ploci privlaci. Ta sila F ovisi o koli€ini naboja +Q"' i o jakosti
elektricnog polja E, pa je

F = Q'E. (18)
Brojcano je jakost elektriénog polja E jednaka sili koja djeluje na
jediniCni elektricni naboj: prema jedn. (18), uzetoj kao brojc¢ana
jednadzba s koherentnim jedinicama, E = F za Q' = 1

Q +Q
© AN

-u-

Sl. 29. Sila koja dje-
luje na naboj Q' u
elektricnom polju

SI. 30. Silnice u ho-
mogenom elektric-
nom polju

Sila F kojom elektricno polje djeluje na uneseni naboj +Q'
jednaka je u svakoj tocki polja izmedu ploc¢a ploCastog konden-
zatora i po iznosu i po smjeru, a usmjerena je od pozitivne prema
negativnoj ploCi kondenzatora. Takvo se polje stoga zove jedno-
licno ili homogeno.

Ako se u polju nalazi negativni naboj —Q', sila kojom polje
na nj djeluje ima protivan smjer: F = —Q'E.
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Elektricno polje, kao svako drugo, moze se prema M. Faradayu
zorno prikazati silnicama. To su zamiSljene linije koje su tako
u polju rasporedene da daju oba karakteristicna podatka o vektoru
sile kojom polje djeluje na elektri¢ni naboj. Gustoca silnica pro-
porcionalna je iznosu te sile, a tangenta na silnicu daje smjer
sile u promatranoj tocki polja. Silnice homogenog elektricnog
polja su prema tome paralelne ekvidistantne linije usmjerene od
pozitivne ploCe prema negativnoj ploCi kondenzatora, jer se
dogovorno kao smijer silnica uzima smjer sile koja djeluje na
pozitivni pokusni naboj (si. 30).

Budu¢i da je elektricno polje nastalo zbog prisustva elektri¢-
nih naboja +Q i -Q na plotama kondenzatora, odnosno zbog
napona U koji vlada medu ploCama, moZe se njegova osnovna
karakteristi¢na veli€ina, jakost elektricnog polja E, prikazati kao
funkcija bilo napona 17, bilo naboja Q.

Ako se djelovanjem neke vanjske sile F naboj Q' pomakne na
putu | od pozitivne do negativne ploCe kondenzatora (v. si. 29),
obavlja se rad Ciji je ekvivalent energija W = UQ'. Bududéi da se

silai7 moZe prikazati kao kvocijent rada i puta: F = w_ v
slijedi da je
F U
T* (19)

Jakost homogenog elektriénog polja plo€astog kondenzatora di-
rektno je proporcionalna naponu, a obrnuto proporcionalna
razmaku ploca /, pa se u Sl mjeri jedinicom volt po metru (\V/m).
To znaCi da se uz isti napon na elektrodama dobije to jace elek-
tri€no polje, i time to veca sila koja djeluje na naboje u prostoru
izmedu elektroda Sto je razmak medu njima manji.

Da se dobije ovisnost E =/(Q), treba izraze za U i C iz jedn.
(14) i (15) supstituirati u jedn. (19), ¢ime se dobiva:

F=nr =i_2 12

| I"C e0S Bo
= QIS je gustoca naboja sakupljenog na plo¢ama kondenzatora.

Za proracun gustoce naboja a uzima se povrSina S, a ne volumen,

jer se staticki naboji zadrzavaju samo na povrSini elektroda. Gu-

sto¢a naboja moze se pri kondenzatoru s vakuumom kao izolacijom

prema (20) prikazati izrazom:

a = eOE.

Influencija. Ako se metalni predmet, npr. bakrena ploca,
nalazi u homogenom elektricnom polju (si. 31), djelovat ¢e to
polje silom Fe na elementarne naboje atoma te materije. Buduci
da su u metalima unutar fiksne strukture kristalne reSetke po-
micni samo slobodni elektroni, djelovanjem te sile oni se pomicu
u smjeru protivnom od onoga koji je odabran kao smjer polja E.

(20)

+Q -Q

Sl. 31. Odvajanje na-

boja na metalnoj plo-

¢i influencionim dje-

lovanjem elektri¢nog
polja

Sl. 32. Influenciono dje-

lovanje elektri€nog polja

na koso postavljenu me-
talnu plocu

Prvotno elektricki neutralna bakrena plofa postaje na jednoj
strani zbog suvisSka elektrona negativno elektricna, a na suprotnoj
strani pozitivno elektricna. Razdvajanje elektrona pod utjecajem
elektricnih sila zove se elektri¢na influencija. Koli¢ine influencijom
stvorenih naboja jednake su po iznosu, a suprotnih su polariteta:

I+Qi\= 1-Qi I
Kao mjera za influencijsko djelovanje elektricnog polja sluzi
gustoéa D naboja stvorenog influencijom na plo¢i kad je ona
poloZena tako da njezina povrSina S{stoji (kao na slici) okomito
na smjer silnica elektricnog polja. Prema toj definiciji, gustoca
influencijom stvorenog naboja D, zvana elektri€na indukcija, ima
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vektorski karakter, jer je ovisna o poloZaju povrSine S{ Ona se
zove takoder gustoca elektricnog pomaka. Taj je naziv u vezi s
pomicanjem elektrona pri influenciji.

Iznos vektora D jednak je
(21)

a mjerenja pokazuju da je u vakuumu D ovisan o jakosti polja E
prema jednadzbi:

D = e0E. (22)

U slucaju influencije moZe se elektri€no polje prikazati i lini-

jama vektora D koje su paralelne sa silnicama elektricnog polja.
Koli¢ina naboja influencijom stvorenog na ploCi povrSine

Si koja je postavljena okomito na linije vektora D racuna se prema
(21) po jednadzbi Q\ = DSi} a ako bi povrSina S{ bila po-
lozena koso pod kutom a, kao na si. 32, njezina je efektivna po-
vrSina Si cos a, pa je
Qi = DSi cos a.
Taj se izraz moze pisati i kao skalarni produkt vektora D i Si,

ako se i povrSina Si izrazi vektorom S{ koji stoji normalno na
povrsinu Sj:
Qi =D Si
Opéenito se u matematici kao tok W
nekog vektora kroz zadanu povrSinu na-
ziva skalarni produkt tog vektora i pro-
+Q matrane povrSine. Ovdje je to elektricni tok,

WD= D mSiy (23)
jednak koli€ini naboja influencijom stvo-
renog na toj povrsini.

Ako je tanka metalna plo¢a poloZena
izmedu plo¢a kondenzatora okomito na
silnice polja (si. 33), odnosno okomito na
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SI. 33. Na tankoj ploci
koja je postavljena iz-
medu plo¢a kondenza-
tora stvara se influenci-
jom jednak naboj kao
kad bi ona bila prosirena
i kad bi zatvorenom plo-
hom obavijala plo€u kon-
denzatora

vektor Z), i ako je njezina povrsina »§
jednaka povrsini ploCe kondenzatora
na kojoj se nalazi naboj Q koji stvara
to elektricno polje, elektrini je tok
prema (23) i (22)

WD=D -5 = £0E -5 = Q,
§to znaCi da je koli¢ina influencijom stvorenog elektricnog naboja
Qi = Q. To vrijedi i opcenito. Od elektricnog polja koje je stvo-
rio elektricni naboj Q bit ¢e na svim prvotno neutralnim elektricki
vodljivim tijelima $to okruzuju taj naboj Q influencijom stvoren
ukupni naboj Qxjednak naboju Q.

Elektriéni potencijal. Ako se naboj +Q; Zeli iz prostora
izvan elektrickog polja dovesti u neku tocku polja $to ga stvara
naboj +Q, mora se vanjskom silom savladati na tom putu sila
F kojom polje djeluje na naboj + Q'. Za to pomicanje potroSena
je izvjesna kolicina energije W}a njen ekvivalent sadrzan je onda
u novom poloZaju u naboju + Q' dovedenom u polje kao potenci-
jalna energija Wp. Koli€ina te potencijalne energije ovisi o naboju
Q' i o jakosti elektricnog polja E, a veli¢ina kojom se u tom po-
gledu karakterizira elektri€no polje zove se potencijal elektri¢nog
polja na promatranom mjestu. Ona se ozna- K _u_w
Cuje slovom e i definira kao koliCina ener-
gije koja je potrebna za dovodenje jedinicnog
naboja g0 na to mjesto. Dakle je

P= o (24)

Ako se to primijeni na homogeno elek-
tricno polje ploCastog kondenzatora, moze
se odrediti potencijal za svaku to¢ku polja.
Pri pomicanju naboja +Q' od negativne
plo¢e prema pozitivnoj (sL 34) troSi se na
putu s energija W\ = Fs= Q'Es (prema

18), pa ako je u pofetnom poloZaju (Uz — orere., Odredivanie

potencijala u homo-

negativnu plo€u) naboj Q' ve¢ imao energiju gerllom | §le:<tri6£0m
W0>na udaljenosti s od negativne ploge POUY P oresiog kon-
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ukupna je energija Wpm=WO -f Wi 3 a potencijal, prema (24)»

1V
|

:-Q‘ Q|+

ili
= <o+ ES=<q0+ S,

gdje je (po potencijal pocetnog poloZaja.

Potencijal homogenog polja kondenzatora mijenja se, dakle,
linearno s razmakom s, pa sve tocke na istoj udaljenosti od ne-
gativne ploCe imaju isti potencijal i leZze na tzv. ekvipotencijalnoj
ravnini koja je okomita na smjer silnica polja.

Razlika potencijala jest

U
B~ =y s,

a ako je izvrSen pomak do pozitivne ploce kon-
denzatora, ta je razlika jednaka naponu U koji
vlada medu plo¢ama:

/- =y /=6

Opcenito je u svakom elektrostatiCkom polju
(si. 35) razlika potencijala izmedu dviju toc¢aka
jednaka naponu koji vlada medu tim to¢kama:

. B

Ako se referentna tocka (npr. na si. 34 negativna ploc¢a kon-
denzatora) spoji sa zemljom, pripisuje joj se potencijal nula:
(P0 = 0, pa je potencijal pozitivne ploce jednak naponu konden-
zatora: @ = U.

Polarizacija izolatora u elektricnom polju. Unese li se
izolator u elektricno polje, u njemu ne dolazi do influencije (kao
u vodicima), ve¢ do pojave polarizacije. U izolatorima su, naime,
elementarni elektri¢ni naboji Cvrsto povezani u atomima i mole-
kulama i mogu se djelovanjem vanjskog polja tek malo elasti¢no
pomaknuti. Pozitivni i negativni elementarni naboji na razmaku
d jedan od drugoga Cine elektricni dipol. Buduéi da elektri€no polje
elementarne naboje g jednog predznaka odbija, a drugog privlaci,
dolazi do sprega sila i pojave zakretnog momenta Mz koji iznosi

Mz = E qdsin a,
gdje je a kut pod kojim stoji dipol prema smjeru polja. Produkt
gd = Aie zove se elektricni (dipolni) moment. To je vektorska
veli¢ina upravljena u smjeru spojnice obaju naboja (si. 36); ona
karakterizira dipol i molekularnu strukturu materijala u kome se
nalaze elementarni dipoli.

S obzirom na raspored elementarnih naboja u molekulama, mogu se izola-
cioni materijali podijeliti na polarne i nepolarne. U polarnim su materijalima
elementarni dipoli stalno prisutni i elektricno ih polje odmah orijentira u svoj
smjer i time nastaje polarizacija. U nepolarnim se materijalima utjecajem polja
najprijé¢ naboj prisilno pomice itime stvara dipol, a tek zatim se naboj iorijentiraju
u smjer polja, tj. nastaje polarizacija. Stvarni mehanizam polarizacije vrlo je
sloZen; postoji viSe vrsta polarizacije koje su opSirno opisane u ¢lanku Elektro-
tehnic¢ki materijali, str. 72 (v. i ¢lanak Elektricitet, stati¢ki, TE 3, str. 581).

oo
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SI. 35. Odredi-
vanje razlike po-
tencijala izmedu
dviju tocaka elek-
tri€nog polja

Nab =

3
0

Sl. 36. Uz tuma-

¢enje elektri¢nog SI. 37. Polarizacija materije
momenta ele- izolatora u homogenom elek-
mentarnih dipola tricnom polju kondenzatora

Kao posljedica polarizacije pojavljuju se na vanjskim gra-
ni¢nim plohama izolatora uz pozitivnu elektrodu negativni na-
boji —2P a uz negativnu elektrodu pozitivni naboji + QP. Ti
naboji vezuju (neutraliziraju) dio naboja koji se nalazi na elektro-
dama (si. 37). Polariziranost izolatora mjeri se gustoéom naboja
stvorenog (vezanog) na povrsini izolatora ap= QRIS = P. Ta
se gustoca takoder zove elektricna polarizacija i oznaCava se slo-
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vom P. Elektrina polarizacija ima vektorski karakter, ona je
ovisna o jakosti elektri€nog polja i o karakteristikama materijala
izolatora. Po vrijednosti ona je za faktor x veca od gustoCe elek-
tricnog pomaka u vakuumu DO i iznosi:

P = X£oE = xDO0. (25)
Faktor x zove se elektri€na susceptibilnost ili susceptibilnost izolatora,
§to znaCi polarizabilnost ili sposobnost izolatora da bude polari-
ziran. Elektricna polarizacija je, dakle, za izolatore pojam ana-
logan pojmu gustoée elektricnog pomaka (elektricne indukcije)
za vakuum.

Naboji stvoreni polarizacijom na materijalnom izolatoru mi-
jenjaju prilike u elektricnom polju u odnosu prema onima u
vakuumu. Ako se, naime, izmedu plofa kondenzatora koji je
stalno prikljuCen na izvor umetne izolator, dolazi zbog polariza-
cije do vezivanja dijela njegova naboja. Buduci da napon U i
jakost polja E ostaju u tom slu€aju konstantni, dodatnim ée se
nabojem iz izvora paralizirati naboj polarizacije Qp, pa ¢e se
rezultantni naboj Qrez povecati na Qrez = Q + Qp. Buduéi da
je pri istom naponu naboj veéi, to znali da se povecao i kapacitet
C = QrcJU i on prema (15) i (16) sada iznosi:

C—frfoy —e-Yj

gdje je e dielektriCnost, a eT relativna dielektricnost. Ukupna
gustoca elektricnog pomaka D koja nastupa u dielektrikumu
sastoji se u tom slucaju od dijela (E>0) koji prema (22) ve¢ postoji
u vakuumu, tj. DO = eOE, i dijela (P) koji nastaje prema (25)
u izolatoru zbog polarizacije

D=¢eE—DO+ P =£0E + xeOE = £0E(1 + x) = DO£r.

(26)
Iz ove jednadzbe nadalje izlazi da je
P=D D, x= ¢ %
eo er- 1
i konacno
D
Do-~Sr

Ova jednadzba u skladu je s Maxwellovim postulatom, koji kaze
da influencijom stvoreni naboji ovise samo o slobodnom naboju,
a da vezani naboji ne utjeCu na dielektri¢ni pomak D.
Kondenzatori s promjenljivim poljem. Ako je napon narinut elektro-
dama kondenzatora promjenljiv, izmjeni¢ni, mijenjat ¢e se proporcionalno
njemu i elektri¢no polje i njegova jakost, a time takoder gustoéa naboja a pri-
vedenog na plo¢e kondenzatora i gustoca elektricnog pomaka D :
do _ dD .
dt ~ dt*
D = e,E + P dobije se jednadzba
dd dE dP
dt " di di’
koja pomnoZena s povrdinom S prelazi u jednadZbu struja:

Supstitucijom izraza (26)

di di di

i+t

Vidi se da se zbog promjenljivog napona na kondenzatoru privedena Izmje-

je:

ni€na struja nastavlja u dielektriku kao pomacna struja i = S, koja je
sastavljena od dvije komponente: jedne, ip = Z?S uzrokovane izmjeniénim

premjestanjem elementarnih naboja u izolatoru, i druge, i0 = €0 5 koja se

ne odnosi ni na kakve elektrine naboje, ve¢ se mora smatrati da nastaje zbog
promjene elektricnog polja u vakuumu.

Kondenzatori s nehomogenim poljem. U nehomogenom,
nejednolicnom, elektricnom polju jakost se polja E mijenja od
toCke do tocke u polju. Osnovne relacije koje su izvedene za me-
dusobne odnose fizikalnih veli¢ina u homogenom polju i ovdje
u cjelini vrijede ako se primijene na infinitezimalno male prostore
u polju, za koje se smije pretpostaviti da je polje homogeno. Ipak
se i uz ovu pretpostavku samo za neke konfiguracije polja mogu
izvesti jednostavni analitiCki izrazi za proracun polja.

Kuglasti kondenzator. Za nehomogeno elektrino polje kug-
lastog kondenzatora (si. 38) koji je priklju¢en na napon U moze
se pretpostaviti da dvije koncentricne kugle radijusa r i (r + dr)
¢ine kondenzator, a medu njihovim povrSinama da postoji razlika
potencijala, odnosno napon, dp = dU, koji se izracuna iz odnosa:
napon = naboj : kapacitet. Ovdje je influencijom stvoreni naboj
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—Q prema Maxwellovom postulatu jednak naboju kugle konden-
zatora @, a za kapacitet medu tim dvjema zamisljenim kuglastim
povrSinama primjenjuje se jednadzba (15) plo€astog kondenza-
tora
5 4r2v.
C=€T

pa je

Q_ dr
4r2TU  471C -~z s

dr

du =
@7

a ukupni napon

— o e Y =n-g2—ri
u_det’_MiE('i rz) Hrs'
te je Kkapacitet kuglastog kondenzatora

c=2=4-1-

r2- rv
Kapacitivnost osamljene kugle
prema okoliSnom prostoru (u kom
je slu€aju r, = R, ar2 = 00) jed-

naka je Ck= 4w £0R-

Jakost elektricnog polja na po-
jedinim toCkama u polju kuglas-
tog kondenzatora dobije se iz jed-

nadzbe: E = o je (jedn. 27):
=, . Af'& a bududi da djeluje

u smjeru radijusa, prikazuje se kao Sl 38
vektor:

Kuglasti kondenzator

(28)

gdje je r/r jedini€ni vektor u smjeru radijusa r.

Tockasti naboji. Buduc¢i da je jakost polja E na radijusu r ne-
ovisna o veli€ini unutarnje kugle kondenzatora, jednadzba (28)
vrijedi i za jakost polja naboja Q koncentriranog u sredistu O,
dakle za tzv. toCkasti naboj.

SI. 39. Rezultantno polje od SI. 40.

Silnice elektri¢nog
vide tockastih naboja polja

nabijenog pravca

Ako su u prostoru naboji QI3Q2v--- smjeSteni u tockama
udaljenim od tocke A na radijusu r13r2... (si. 39), vektor rezul-
tantne jakosti elektricnog polja u tocki A jednak je vektorskoj
sumi pojedinih jakosti polja:

= N
* = Yiatenon + (29)
Nabijeni pravac. Primjenom jednadZbe (29) moZe se izraCu-
nati elektricno polje pravca jednoli€no nabijenog linijskom gu-
sto¢om elektricnog naboja A= Q// (koja se u Sl izrazava u jedi-
nicama As/m). Zbog aksijalne simetrije na svakoj toCki prostora
u udaljenosti r jakost je polja ista i jednaka

E= lizer (30)

gdje je r/r jedinic¢ni vektor okomite udaljenosti promatrane tocke
od pravca. Raspored silnica nabijenog pravca prikazuje si. 40.
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Nabijena ravnina. Za neograni¢enu ravninu (si. 41) nabijenu
jednoli€no elektricitetom ploSne gustoée a = QjS (koja se u Sl

+Q +Q -Q

Sl. 41. Silni- Sl. 42. Silnice elek-

ce elektri¢- tricnog polja izmedu

nog polja na- dviju ravnina nabi-

bijene  rav- jene suprotnim elek-
nine tri€nim nabojima

izrazava u jedinicama As/m2) dobije se primjenom zakona super-
pozicije podatak da je elektricno polje u cijelom prostoru homo-
geno i okomito na ravninu, a rasprostire se jednako na obje strane
nabijene ravnine, pa je

a

2e’

Metodom superpozicije dobije se da je polje dviju ravnina
(si. 42) nabijenih suprotnim elektri€nim nabojima sadrzano sa-
mo u prostoru izmedu tih ravnina i jednako E = <t/c, a usmje-
reno je od pozitivno nabijene ravnine prema negativnoj, Sto
je ve¢ otprije poznato za homogeno elektricno polje plocastog
kondenzatora.

Cilindrini kondenzator. U elektrostatickim poljima jednoli¢no
ispunjenim izotropnim dielektrikom i u kojima su elektricni
naboji obuhvaceni zatvorenom plohom [takvo je polje i u cilin-

E =

Sl. 43. Cilindri¢ni kondenzator

dricnom kondenzatoru (si. 43)] primjenjuje se Gaussov teorem,
formuliran jednadzbom

Eds- © (31)
(Q je algebarska suma svih pojedinih elektricnih naboja Sto ih
obuhvaca zatvorena ploha S.) Ako unutar plohe 5 nema elektric-

nih naboja, Q = 0, pa je > EdS = 0.
5
U cilindriénom kondenzatoru ¢e zbog aksijalne simetrije u
svakoj toCki na cilindru radijusa r biti ista jakost polja okomita
na element povrSine dS, pa se u jedn. (31) moZe E kao konstanta
izlu€iti izvan znaka integrala. Prema si. 43 je onda

E dds =2

a jer je §dS = 2rn -/,

2rnle '

Oznaci li se QJI slovom A dobije se ve¢ prije izvedeni izraz (30)
za nabijeni pravac
2 wlr
Vidi seda jakostpolja nacilindru ovisi samo o njegovu radijusu .
Izmedu dvabliza cilindra radijusa r i (r + dr) postojinapon
dU koji se dobije kao kvocijent naboja i kapaciteta:

- QQ dr
au = 2r£l 2nel r
dr
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Napon izmedu dva koaksijalna cilindra radijusa rxi r2 iest, prema

ri
tome, U=de=

X . . S
* . . - ¢ -
TR Inri , pa je kapacitet cilindricnog kon
denzatora
< 2nel
Ti

Cilindriéni kondenzator je npr. koaksijalni kabel.

Dvozi¢ni zracni vod sastavljen od dva paralelna okrugla
vodiCa predstavlja u biti takoder kondenzator. Njegov kapacitet
moZe se izraCunati s dovoljnom to¢no$¢u za praksu ako se pret-
postavi da su oba vodi¢a smjeStena visoko iznad zemlje i da su
njihovi radijusi r mali prema razmaku d medu njima. Uz te pret-
postavke moZe se, naime, zanemariti utjecaj zemlje, a moZe se
takoder uzeti da su naboji Q obaju vodiCa jednoli¢no razdijeljeni
na povrSinama vodica, koje predstavljaju ekvipotencijalne plohe.

SI. 44. Presjek dvozi¢nog zracnog voda

Prema si. 44 u tocki N elektriCnog polja, na spojnici osi obaju
vodiCa, djeluju oba suprotna naboja +Q i —Q u istom smjeru,
pa je prema (30) rezultantna jakost polja jednaka sumi:

+

E= 2eesix * 2rce0l(d —x)’
Odatle se dobije napon izmedu toCaka A i B:
um= f m(- + dx = nd "
= 1 zmeor ™5 d—x) T T7ze0l
Kapacitet dvozicnog voda, kao kvocijent QIU, jednak je:
c= me0l
d—r
In

r
Za praksu je Cesto dovoljno toc¢na jednadzba

. (o:1]
d 3
In

jer se uzima da je (d —r) & d.

Priestleyjev ili Coulombov zakon sluzZi za izraCunavanje
sile koja djeluje izmedu dva tockasta naboja Qi i Q2 koji se na-
laze na udaljenosti r jedan od drugoga. Ta se sila moze izracu-
nati primjenom izraza (17) i (28), te iznosi:

. _ Q1 1 1 QiQ2
Qi e=Q2 47 4k
Sila je privlac¢na ako su Qx i Q2 razlicitih predznaka, a odbojna
ako su istih predznaka.

Mehanicke sile koje se pojavljuju pri djelovanju elektricnog
polja na slobodne i (pri polarizaciji) vezane naboje prenose se i
na tijelo koje nosi taj naboj i nastoje ga pokrenuti ili deformirati.
Takve se elektriCne sile zovu i ponderomotorne sile. Priestley-
-Coulombov zakon moZe se primijeniti i na elektrizirana tijela
ako su njihove dimenzije male u odnosu prema udaljenosti medu
njima. Ponderomotorne sile razmjerno su slabe; one se primje-
njuju npr. u elektrostatickim mjernim instrumentima (v. Elek-
tricna mjerenja, TE 3, str. 597), u elektronskoj optici (v. str. 1)
i elektrostatickim operacijama (v. str. 43).

Rad elektricnog polja. Rad $to ga obavlja homogeno polje
kad se naboj Q' giba na putu s u smjeru sile polja jednak je
A =F ms
Ako smjer puta sa smjerom sile zatvara kut a, u racun ulazi
samo projekcija puta na smjer sile pa je:
A = Fscos a.
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Ta jednadZzba moZe se izraziti i skalarnim produktom vektora
sile i puta, koji se kao usmjerena veliCina takoder smatra vekto-
rom:

A=F [
Sastoji li se put od viSe dijelova (kao na
si. 45): ii, s2...koji nemaju isti smjer,
ukupni rad jednak je
A=F +Fm +u
jer je F = Q' 'E, izlazi: SI. 45. Rad pri gi-
banju naboja +Q"' u
homogenom elektri¢-
Q 1§1 E ms; (32) nom polju

Na putu gdje elektri€no polje obavlja rad savladavajuci vanjsku
silu pridaje se izvrSenom radu pozitivni predznak, a na putu
gdje vanjska sila obavlja rad protiv djelovanja sile polja, rad ima
negativni predznak. Ako se u elektricnom polju naboj Qf giba
zatvorenim putem (na si. 45 iz toCke A do tocke B i onda natrag
u pocetni polozaj A), ukupni izvrSeni rad jednak je nuli.

Energija elektricnog polja. Za uspostavljanje elektri¢nog
polja potrebna je odredena energija, koju daje izvor napajanja.
Ta od izvora primljena energija sadrzana je (po odbitku gu-
bitaka) kao potencijalna energija u dielektriku. Elektricno polje
koje djeluje na elektricne naboje odredenom silom obavlja pri nji-
hovom pomicanju odreden rad, tro3eCi pri tome svoju energiju.

Da bi se na kondenzatoru kapaciteta C sakupio naboj Q uz
napon £/, mora izvor napajanja predati kondenzatoru energiju
W{ Ta se energija moze izraCunati iz slijede¢ih razmatranja.

Buduci da se kondenzatoru kapaciteta
C priklju¢enom na izvor (si. 46) privodi
naboj postepeno, i napon u na konden-
zatoru raste postepeno do konane vri-
jednosti U. U svakom je trenutku tre-
Ski\ nutna vrijednost napona u povezana s
koli¢inom skupljenog naboja g3 prema
(14), jednadzbom g = Cu ili u= gJC.

Za prirast napona du potreban je pri-
rast naboja dq = Cdw, a taj kondenza-
toru dobavlja struja i iz izvora:

a9, gu
_gt UG

1z tog se izraza dobiva osnovna jednadzba

«|la

il-
Sl. 46. Uz tumacenje pri-
jelaznih pojava prilikom
priklju¢aka kondenzatora

na izvor istosmjernog na-
pona

33)

U strujnom krugu priklju¢enog kondenzatora mora i za vrijeme
punjenja (nabijanja) kondenzatora u svakom trenutku postojati
ravnoteza napona, pa naponska jednadzba drugog Kirchhoffovog
zakona glasi:

U- u=iR.
(Nabojima +q i —q stvoreni napon u na kondenzatoru ima u
strujnom krugu smjer protivan naponu izvora U.) Supstitucijom

i= di dobije se diferencijalna jednadzba:
U—u=RC
Cije rjeSenje daje napon
C7(1 —eRC) = 1/(1 - e_ilr). (34)

Veli¢ina R C = r zove se vremenska konstanta jer ima dimenziju
vremena:

m.

Uvrstenjem izraza (34) za u u jednadzbe q+=Cute i = C
i primjenom izraza (14), dobiju se jednadzbe za naboj q i struju i:

q=Q{l-e-"l), »= Te~tT (35)
gdje je / = U/R pocetna vrijednost struje.
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Vidi se da se napon, struja i naboj tijekom vremena punjenja
kondenzatora mijenjaju eksponencijalno, pa ¢e napon na kon-
denzatoru i naboj na ploCama postepeno rasti, a struja od po-
Cetne vrijednosti | postepeno se smanjivati na vrijednost nula.
Brzina kojom se u vremenu
mijenjaju ove veliCine ovisi o
vremenskoj konstanti r. Teo-
retski je punjenje kondenza-
tora do punog napona U za-
vréeno tek nakon beskonatno
dugog vremena, jer je tek za
t= 00=u= U Medutim, iz
dijagrama porasta napona i
smanjivanja jakosti struje (si.

47) vidi se da se moze smatrati
punjenje zavrsenim ve¢ po is®

teku vremena t—5r. Tada Sl. 47. Eksponencijalni porast naboja

je naime u = 0,9933 U.
Iz jednadzbe (35) vidi se
da se pod vremenskom kon-

i napona uz eksponencijalno sma-

njenje jakosti struje prilikom pri-

klju€ka kondenzatora na izvor kon-
stantnog istosmjernog napona

stantom pri punjenju konden-
zatora razumijeva vrijeme (t = r) u kome struja padne na iznos

7le = 0,368 /, a napon poraste na iznos U ---—-— = 0,632 U.

Energija nabijenog kondenzatora. Energija izvora Uidt
predaje se strujnom krugu i ona se troSi u priklju¢enim elemen-
tima R i C prema jednadzbi

Uidt=1iR -idtfu-idt

Ako se zamijeni idt —q i u = qIC}dobije se:

Uidt = i2Rdt + c qdq

pri ¢emu se nakon integriranja

JUidt = j i2rRdt + -*jgdq
[o] [o]
dobije:
= "Mop + c 2
gdje je IVi energija izvora, a Wtop Jouleova toplina u otporu R.
Elektricna energija nabijenog kondenzatora je
Q2_CU2 UQ
2" 2 o - (36)
U jedinici volumena dielektrika kondenzatora sakupljena je ko-
liCina energije w = WJV. Supstitucijom V = 5/ i C =eSfl
dobiju se za gustocu elektrine energije izrazi koji vrijede opce-
nito i za nehomogeno elektricno polje:
_ DE eE2_ iy_
W 2 2 2e
Ukupna energija izvora koja je predana strujnom krugu moze
se prikazati i jednadZbom:
Q
W, = judq=
[0]
iz toga i (36) slijedi da je polovica te ukupne energije U Q\2
sadrzana u kondenzatoru kao elektricna energija, a druga je po-
lovica potroSena u otporu R.
Kako su E i D velicine elektritnog polja vezane opcenito
na pojedine tocke elektricnog polja, dobivene jednadzbe za gu-
stoéu polja vrijede i za nehomogena elektricna polja.

uQ;

Magnetska polja

Pojava da neke rude, npr. magnetit, privlae Zeljezo bila
je poznata ve¢ u starom vijeku. Za tijela koja imaju to svojstvo
kaZe se da su magnetiCna i ona se zovu magneti. Nastajanje i bit
te pojave, koja se zove magnetizam, objasnio je tek 1820 danski
fizicar H. C. Oersted.

Prostor oko prirodnih i umjetnih magneta (i unutar njih)
u kome djeluju magnetske sile zove se magnetsko polje. Utvrdeno
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je da magnetsko polje postoji uvijek u prostoru oko toka elek-
tricne struje, bilo da se radi o provodnoj struji, pomacnoj struji
ili mlazu elektrona (v. str. 130). Magnetsko polje se jedino ne
pojavljuje u ionski vodljivim talinama i otopinama kad kroz njih
prolazi elektricna struja.

Tijelo koje je magneticno samo kad kroz njega prolazi elek-
tricna struja naziva se elektromagnetom. Magnet napravljen od
materijala koji po prirodi ima svojstvo da privladi Zeljezo, ili od
materijala (»feromagnetskog«) kojemu se to svojstvo moZze po-
dijeliti (koje se moZe magnetizirati) zove se permanentni magnet.
I magnetizam umjetnih permanentnih magneta izradenih od
feromagnetskih materijala posljedica je elementarnih struja unu-
tar same materije magneta.

Magnetizam se ocituje svojim ucincima koji se fenomenoloski
ispoljavaju razliCito; medutim, osnovno je svima da magnetsko
polje svojim silama djeluje na elektricne naboje u gibanju. No,
kako elektri€ni naboji u gibanju predstavljaju takoder magnete,
to je oCito da i jedan magnet djeluje na drugi magnetskom silom.

I zemaljska kugla predstavlja golemi magnet, te se u njezinu
magnetskom polju svaki slobodno pokretljivi magnet orijentira
tako da mu je jedna strana okrenuta prema sjeveru, a druga prema
jugu. Svaki magnet ima, dakle, kao i Zemlja, dva magnetski
ocCevidna razlicita pola. Onaj koji se okre¢e prema sjeveru nazvan
je sjevernim polom a suprotni juznim polom i oznauju se slo-
vom N (engl. north — sjever), odnosno S (south — jug).

Karakteristike i velicine magnetskog polja. Za zorno pri-
kazivanje magnetskih sila u magnetskom polju oko magneta
sluzi mala magnetska igla (lagana magneti¢na kazaljka okretljivo
uleziStena u tezistu) ili Zeljezna piljevina. Sitne iglice piljevine
rasporede se u magnetskom polju same u smjeru magnetske sile
u nizove i time slikovito predoCuju magnetske silnice.

I za magnetske silnice vrijedi Faradayjevo pravilo da one u
svakoj toCki prikazuju intenzitet sile i njezin smjer: intenzitet
sile prikazuje gustoca silnica, a kao smjer sile, i time kao smjer
silnice, odabran je smjer u koji se otkloni sjeverni pol male mag-
netske igle u promatranoj tocki polja.

U tako dobivenoj slici polja silnice polaze sa sjevernog pola
N magneta, odnosno elektromagneta (si. 48), prolaze kroz
vanjski prostor u zatvorenim linijama, ulaze u magnet na njego-
vom juznom polu S i unutar magneta idu od juznog pola opet

natrag do sjevernog pola.
%ﬁ{&
I
Iy
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SI. 48. Magnetske silnice elektromagneta

Razlika je izmedu silnica magnetskog i elektritnog polja u tome $to su
magnetske silnice zatvorene linije bez pocetka i svrSetka, dok elektri¢ne silnice
na pozitivnom tijelu izlaze u polje, a na negativnom tijelu zavrsavaju, a da unutar
metalnih tijela nema ni silnica ni elektricnog polja.

Skup svih silnici slikovito prikazuje magneti¢nost magneta.
Ucinak magnetskog polja na odredenom mjestu ovisi o veli€ini
zvanoj magnetska indukcija B. Ona je prikazana gusto¢om silnica
na tom mjestu i predstavlja gustoéu veliCine zvane magnetski
tok 0. Ako jednoliko guste magnetske silnice prolaze kroz povr-
Sinu 5 na nekom mjestu okomito, magnetska je indukcija, prema
tome, B = 0/S, a magnetski tok 0 = B S.

Apsolutna vrijednost magnetskog toka 0 i njegove gustoée B
odreduje se mjerenjem bilo kojeg uCinka magnetskog polja, jer
se svi ti u€inci mogu mijeriti instrumentima i izraziti u jedini-
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¢ama Sl. Mogao bi se mijeriti, npr., u€inak mehanickih sila §to
ih izaziva magnetsko polje, ali je jednostavnije mjeriti elektri¢ni
napon $to ga inducira u vodi¢u magnetski tok kad se odredenom
brzinom mijenja (v. Elektromagnetska indukcija, str. 128). Na
taj je naCin definirana i jedinica magnetskog toka u sustavu Sl
i, preko nje, jedinica magnetske indukcije.

Jedinica Sl za magnetski tok 0 zove se veber (Wh); to je
tok koji pri linearnom smanjivanju na nulu u jednoj sekundi
inducira u jednom zavoju vodi€a napon IV. Ta je jedinica iden-
titna s jedinicom voltsekunda (Vs). Gustoéa magnetskog toka
ili magnetska indukcija B mjeri se jedinicom tesla (T). To je
gustota homogenog magnetskog toka kad IWb prolazi okomito
kroz povrsinu Im 2 (T = Wb/m2).

Buduéi da sila kao usmjerena veli¢ina ovisi o gusto¢i B} pri-
pada i veliCini B vektorski karakter, pa je tok 0 u homogenom

polju skalarni produkt

0=B-S (37)
o _ Za nehomogeno polje vrijedi opéenito
(0] B -dS.

U prostoru oko vodica kojim te€e elektri¢na
struja stvara se — kao §to je ve¢ receno
— takoder magnetsko polje kojemu oblik ovisi
o0 obliku tog vodica. Na si. 49 prikazano je mag-
netsko polje ravnog vodica, na si. 50 vodica
savinutog u kruzni zavoj, a na si. 51 svitka
sa vise (N) zavoja. Osnovno je pri tome da

Sl.  49. Magnetsko _ .y ..
polje ravnog vodica  je oko svakog elementa vodi¢a kroz koji pro-
kroz koji “protiete  |azj struja smjer silnica magnetskog polja

elektricna struja ) .
povezan sa smjerom struje.

Smjer magnetskog polja odreduje se pravilom desnog vijka ili vadiCepa:
smjer je magnetskog polja jednak smjeru kojim se okre¢e vadiep kad se uvija u
smjeru struje (si. 52).

Sl. 50. Magnetsko polje zavoja kroz koji protjece elek-
tri€na struja

Sl. 51. Magnetsko polje svitka kroz koji protjeCe elektri¢na struja

MatematiCka relacija izmedu magnetskog toka 0 i struje /
koja ga je prouzrokovala moze se dobiti jedino na osnovi mjerenja
elektri€nih i magnetskih veli¢ina. Takvo je mjerenje najjednostav-
nije izvrsiti na tzv. torusnom svitku (si. 53), jer je tu — uz pret-
postavku da je poprecni presjek torusa mali u odnosu prema nje-
govoj duljini — magnetski tok na cijelom putu jednolican i lako
pristupacan mjerenju.

Mjerenja pokazuju da magnetski tok 0 ovisi o tzv. ukupnoj
struji (umnosku jakosti struje | i broja zavoja N, NI, koji s na-
ziva takoder brojem amperzavoja) i 0 geometrijskim dimenzijama
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prostora u kome se zatvaraju silnice (o popre¢nom presjeku S
toka i o srednjoj duljini silnica /):
INS

0. | (38)

Koeficijent proporcionalnosti ji ovisi 0 mediju u kome se zatvara
magnetski tok i zove se permeabilnost ili magnetska provodljivost
tog medija.

1z jedn. (38) slijedi da je koherentna jedinica SI permeabilnosti

[l =Vs -m/(A-m2 = Vs/Am = Q s/m.

Vs/A ili H's je jedinica induktivnosti (v. str. 129) i zove se
henri. Najjednostavnije ime jedinice permeabilnosti jest, prema
tome, H/m (henri po metru).

Buduci da se magnetski tok zatvara i u vakuumu, permeabil-
nost se moze izraziti i relativno, u odnosu prema konstantnoj
permeabilnosti vakuuma. Ona se naziva magnetskom ili indukcij-
skom konstantom, oznaava se sa juO i iznosi 4k - 10-7 H/m.
Faktor za koji se permeabilnost nekog materijala razlikuje
od magnetske konstante juO zove se relativha permeabilnost jur:

H= JJfl0.
Jednadzba (38) transformirana u oblik
0 NI N I MMS
Rit Rm

zove se takoder Ohmov zakon za magnetski krug jer je formalno
slicna jednadzbi Ohmova zakona za elektricni strujni krug:
I = ERmz —EI Zbog te analogije u izrazu (39) produkt NI
A i
naziva se i magnetomotornom silom (skra¢enica MMS), a —
magnetskim otporom (oznaka Rm). A

Analogija jedn. (39) s Ohmovim zakonom Cisto je formalna: elektri¢na
struja i magnetski tok jesu u biti razliite pojave: elektri€na struja je dinami¢na
pojava, ona doista te€e kao gibanje elektricnih naboja, a magnetski tok je ener-
getsko stanje prostora prikazano skalarnim produktom vektora B i povrSine S;
njegov naziv »tok« dolazi odatle Sto se takav skalarni produkt u matematici naziva
tok vektora B.

Osnovna jednadzba (38) 0/S = /i - | Nfl moze se prema (37)
napisati i u obliku

B=n --IjN—: fiH, (40)
gdje je H = I N/I specifi¢ni broj amperzavoja, koji se zove mag-
netska uzbuda ili jakost magnetskog polja, a mjeri se jedinicom
amper po metru (A/m).

Materija u magnetskom polju. U pogledu magnetskih
svojstava mogu se materijali svrstati u paramagnetske, dijamag-
netske, feromagnetske i antiferomagnetske materijale, medu koje se
ubrajaju i tzv. ferimagnetski materijali. Paramagnetski i dijamag-
netski materijali imaju relativnu permeabilnost tek neznatno razlicitu
od 1 (tabl. 2), i to paramagnetski nesto veéu od 1, a dijamagnetski
neSto manju od 1 Feromagnetski materijali, naprotiv, imaju
relativnu permeabilnost znatno veéu od 1. Za fero- i ferimagnetske

Sl. 52. Uz pravilo vadi-
Cepa ili desnog vijka za
odredivanje smjera ma-
gnetskog polja vodica kroz Sl. 53

(¢ Ja 3 Magnetsko polje
koji protjece struja i

svitka

torusnog
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materijale kaZe se da su tvrdi ako se teSko magnetiziraju i razmagne-
tiziraju, a u suprotnom slu€aju kaze se da su meki. Posebno su
vazni za elektrotehniku feromagnetski materijali jer zbog svoje
velike magnetske permeabilnosti ve¢ malom uzbudom H postizu
velike gustoée magnetskog toka B (jedn. 40).

Magnetski materijali i svi pojmovi iz nauke o magnetizmu u vezi s magneti-
ziranjem detaljno su obradeni u glavi Magnetski materijali ¢lanka Elektrotehnicki
materijali, str. 52.

Pri postepenom poveéanju
uzbudne struje, odnosno mag-
netske uzbude H, poveéava
se postepeno i gustota mag-
netskog toka B. Poveéanje je
linearno za neferomagnetske
materijale (npr. zrak), a ne-
linearno za feromagnetske ma-
terijale. Odnos izmedu H i B
prikazuje se krivuljom magne- s s4. Krivulja magnetiziranja Zeljeza
tiziranja (si. 54) koja se dobiva (Fe) i zraka
mjerenjem. 1z tog se dijagrama
takoder vidi da i kvocijent BjH = jii3tj. permeabilnost, za fero-
magnetski materijal nije konstantna veli¢ina, a za neferomagnetski
materijal jest. Stoga se proracun magnetskog kruga s feromagnet-
skim materijalom ne moZe provesti analiticki primjenom osnovne
jednadZbe (38) magnetskog kruga, nego se u tu svrhu primjenjuju
graficke metode uz pomo¢ krivulje magnetiziranja.

SI. 55. Odredivanje magnetskog toka u prstenu sa zracnim

rasporom (a) uz zadanu uzbudu IN grafickim putem (). 1z

tocke zadane uzbude na apscisi povuCe se u obratnom smislu

pod poznatim kutem a linija magnetiziranja zraka. Sjeciste
je vrijednost dobivenog toka 0

Tako npr. Zeljezni prsten sa zranim rasporom (si. 55a), predstavlja serijski
spoj magnetskih otpora Zeljezne jezgre i zratnog raspora. Magnetski tok *
za zadanu uzbudu odredit ¢e se na osnovi kasnije objasnjenog zakona o protjecanju
(jedn. 42 i 43), bilo racunski uz pomo¢ podataka iz krivulja magnetiziranja Zeljeza
i zraka, bilo graficki prema si. 55 b.

Tablica 2

RELATIVNA MAGNETSKA PERMEABILNOST NEKIH NEFEROMAG-
NETSKIH MATERUALA

Vr
Bakar 0,999 995 Aluminijum 1,000 002 3
Bizmut 0,999 825 Mangan 1,003 7
Grafit 0,999 895 Platina 1,000 364
Srebro 0,999 981 Zrak 1,000 000 36

Prijelaz magnetskog toka iz jednog medija u drugi.
Ako magnetski tok naide pod kosim kutom na grani¢nu plohu
izmedu dva medija razli€itih
permeabilnosti, dolazi na tom
mjestu do promjene gustoce
magnetskog toka i promjene
njegova smjera (si. 56). Pro-
mjena smjera odreduje se za-

konom loma magnetskih sil-
nica koji glasi:

tana,

tana2 [2

Taj zakon daje ovisnost izlaz-
nog kuta az o upadnom Kkutu si. 56. Lom magnetskih silnica pri
a, 0 permeabilnostima medija priiela2U iz fero™ gratskog materiia,a
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iz kojeg tok izlazi jii i medija u koji tok ulazi ju2. Kutovi
axi a2 mjere se od okomice na grani¢nu plohu. Buduéi da fero-
magnetski materijali imaju znatno (viSe hiljada puta) veéu perme-
abilnost od zraka, to ¢e magnetske silnice koje prolaze iz Zeljeza
u zrak pod kosim kutom (velikim kutom at) na grani¢nu plohu
iz nje izlaziti gotovo pod pravim kutom (a2 & 0°).

Zakon protjecanja. U torusnom svitku ispunjenom jednoli¢no
istim materijalom (v. si. 53) bilo je polje u svakom presjeku jed-
nake gustoCe; stoga su odnosi medu elektricnim i magnetskim
veliinama jednostavni; torus predstavlja najjednostavniji magnet-
ski krug. Za nj se moZe, prema (38), napisati jednadzba:

0o 1

S i
ili HIl =1IN, (41)
gdje se umnozak H I moZe shvatiti kao »magnetski napon« po-
troSen na putu | za stvaranje magnetskog toka, a taj je uravno-
tezen (odnosno pokriven) aktivhom magnetomotornom silom
proizvedenom od struje / pri prolazu kroz zavoje N, dakle od I N.
Buduc¢i da su silnice magnetskog toka zatvorene linije, magnetski
tok o zatvorit ée se i u kompliciranijim magnetskim krugovima,
sastavljenim od razliCitih dijelova: St,/jj S2, 12; S3 13.... itd.,
ali i za taj slucaj vrijedi prema (41) slicno pravilo da je:

-1=1IN

N=2l,, 0!
=5 i 02/;2
i dalje:
IN =HIh + H2I2+ (42)
ili posve opéenito:
H-dl = e (43)

Jedn. (43) zove se zakon protjecanja; u njoj £/ na desnoj strani
predstavlja algebarsku sumu sviju struja Sto je obuhvaca tok O
na cijelom putu /; ona se Cesto naziva ukupna struja ili protje-
canje S.
Biot-Savartov zakon. Mada magnetsko polje stvaraju struje
koje teku u zatvorenim strujnim krugovima, pa prema tome u
svakoj tocki polja veli€ine H i B
| ovise o struji cijele zatvorene
strujne petlje, ipak se za teoret-
ska razmatranja moze zamisliti
da svaki element vodic¢a kroz
koji protjece struja doprinosi
svoj udio u stvaranju jakosti
magnetskog polja H i time gu-
stoée B na nekom mjestu polja.
Doprinos dH ukupnoj jakosti
H Sto ga stvara »element stru-
je« 1 dl u promatranoj tocki
A (si. 57) odreden je Biot-
-Savartovim zakonom, koji je
formuliran jednadzbom:

1 Idi -sina

4 tt V2 5

dH

.Sl. 57. Element vodita d/kroz ko-
ji protjeCe struja / stvara u tocki

pa je
A doprinos dH ukupnoj uzbudi u. - 1di msin a

dB =" i ¢4

Pri tome je smjer vektora dH i dB okomit na ravninu polozenu
kroz dl i udaljenost r, a usmjeren po pravilu desnog vijka u od-
nosu prema smjeru struje. Vektorska jednadZzba glasi dakle

- jLL . 45
dB Aier( « 1) (45)
gdje je r/r jedini¢ni vektor u smjeru r. Gusto¢a magnetskog toka
cijelog strujnog kruga bit ce

il dl X
At

Biot-Savartov zakon primjenjuje se za proracun magnetskih
polja ma kako oblikovanih vodi¢a kad je moguce lako izvrsiti
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operaciju integriranja, npr. za odredivanje gustoée magnetskog
toka u srediStu A kruznog zavoja kroz koji protjeCe struja | (si.
58). Ovdje je zbog centralne simetrije udaljenost r za sve ele-
mente d/ jednaka, pa se jednadZzba (44) za proracun gustoce B
pojednostavnjuje i daje konacno:

=il
B 2r *

Sl. 58. Gustoéa magnetskog toka B u srediStu
kroz koji protjece struja

Biot-Savartov zakon moZze se primijeniti i za izraunavanje gu-

stoce B u nekoj toCki na geometrijskoj osi svitka, pa se prema

oznakama na si. 59 dobije da je
filN

B - (cos /22 —cos Ci).

n (46)

SI. 59. Jakost magnetskog polja u to¢ki M na

geometrijskoj osi svitka

Elektromagnetska indukcija. Magnetsko polje iskoris¢uje se
u elektrotehnici radi elektromagnetske indukcije i ucinka sile.

Elektromagnetska indukcija je pojava da se u zatvorenom
zavoju stvara (inducira) napon (elektromotorna sila) e ako se
mijenja magnetski tok #'koji obuhvaca zavoj. lznos tog napona
ovisi samo o brzini promjene magnetskog toka pa se moze odre-
diti jednadzbom:

d&
(47)

Pri definiciji jedinice za magnetski tok (str. 126) reCeno je,
bez obrazlozenja, da je jedinica veber identi¢na s voltsekundom.
1z jedn. (47) vidi se da je zaista dimenzija magnetskog toka [0] =
= le) - [t].

A?ko [szz umjesto jednog zavoja uzme svitak sa N zavoja i ako
se u svim zavojima jednako mijenja magnetski tok, inducirani
je napon u svitku

o>
N dt (48)

Magnetski tok koji obuhvaca zavoje svitka (koji je s njima
ulan¢an) zove se ulan€ani tok. On je za koncentrirani svitak (tj.
svitak u kojemu izmedu zavoja nema veceg prostora) jednak

= N 0. Ukoliko nisu svi zavoji jednako povezani sa silnicama
promjenljivog magnetskog toka, mora se u jednadzbu napona
(48) uvrstiti suma promjena toka pojedinih zavoja: d*F = d”i +
+ df'i 4 d*"3 4 ... + pa je

dy*

ne dt
Ulancani se tok u tom slu€aju dobije zbrajanjem ulancanih tokova
pojedinih zavoja W + W2+

Smjer induciranog napona odreduje prema Lenzovom zakonu
predznak minus u izrazu (48). Taj zakon kazuje da je od indu-
ciranog napona proizvedena struja takva smjera da se od nje
proizveden magnetski tok protivi promjeni toka dO koji je in-
ducirao napon.

ELEKTROTEHNIKA

Promjena magnetskog toka moZe se posti¢i na razli€ite nacine,
pa se prema tome i osnovna jednadZba induciranog napona na
razliCite naCine modificira.

Napon pomicanja. Ako se zavoj pomiCe u magnetskom polju
iz polozaja a u polozaj b (si. 60) i pri tom se promijeni obuhva-
¢eni tok, moze se ta promjena shvatiti kao rezultat toga $to vodic
zavoja presjeca silnice magnetskog toka. U tom se slucaju indu-

Sl. 60. Napon induciran pomicanjem zavoja u

magnetskom polju

cirani napon naziva haponom pomicanja, a jednadzba Faradayjevog
zakona za izraunavanje napona zavoja svodi se na izracunavanje
napona induciranih u pojedinim dijelovima zavoja.

Narocito jednostavni oblik poprima jednadzba ako se ravni
vodi¢ duljine | postavljen okomito na magnetske silnice gustoce

B pomice brzinom v = di koja je takoder okomita na magnetske

silnice (si. 61). Tada se u tom vodiCu kao dijelu zatvorenog za-
voja a-c-b inducira napon
E =vBlI. (49)
Ova jednostavna jednadzba ima vaZznu primjenu u praksi pri
izraCunavanju induciranih napona u namotima rotacionih elek-
trinih strojeva (motora i generatora), jer je u konstrukciji tih
strojeva ba$ ispunjen taj zahtjev
medu sobom okomitih smje-
rova silnica, vodi¢a i brzine
gibanja.
Smijer induciranog napona
E odreduje se pravilom desne
ruke koje glasi: ako se ruka
postavi tako da magnetske sil-
nice udaraju u dlan i da ispru-
Zeni palac pokazuje smjer br-
zine, ispruzeni prsti pokazuju
smjer induciranog napona (V.
ElektriCni strojevi, TE 4, str.
154). Ako brzina v zatvara
sa silnicama kut a < 90°, treba
izraz (49) pomnoziti faktorom
sina, a ako vodi¢ nije okomit
na magnetsko polje, nego s njima zatvara kut fi, u racun
ulazi samo njegova projekcija / cos p.
Opcenito je dakle:
E=vsina-B -/cos p. (50)
Ako vodi¢ ima bilo kakav oblik, primijenit ¢ se jednadzba
(50) na element njegove duljine dl, pa je:

de = vsina -Bdl - cos p,

SI. 61. Napon induciran u jednom
vodi€u pravokutnog zavoja pri po-
micanju

§to s obzirom na usmjerene veli¢ine v, B, | moZe biti izrazeno
vektorskom jednadzbom:

de = (y x B) -dl
Za cijelu zatvorenu konturu bit ¢e inducirani napon opéenito:

e= (p(v XB) -dl.

Samoindukcija. Ako je promjena toka u svitku sa N zavoja
nastala zbog promjene jakosti struje koja prolazi kroz sam svi-
tak, inducirat ¢e se u njemu napon koji se zove napon samoinduk-
cije, a cijela se pojava zove samoindukcija.
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. . _ do linijama, pa je gotovo nemogude odrediti toénu vrijednost W.
U osnovnu JEdna?\leu e= —N — treba za d& (prema 39) Za prakti¢ne svrhe moguée je ipak priblizno to¢no odrediti in-
uvrstiti izraz d.0 = — di, p& je napon samoindukcije jednak: duktivnost L nekih svitaka ako se uvaze odredene pretpostavke.
Rm . Za jednoslojni svitak u zraku kojemu je duljina / znatno veca
N2di _ dt (51) od promjera d moZe se upotrijebiti jednadzba (39) torusnog
e’ Uh dt dt’ svitka. Uvrstenjem tog izraza za 0 u jednadzbu (52) L = 0 Nfl
L N2 L . L . dobije se
pri ¢emu se L = — zove Kkoeficijent samoindukcije, indukti- N 2
vitet ili induktivnost svitka. L= i “J- Sfio-
1S

Supstitucijom 0 = -L%lm—moie se koeficijent L prikazati i u
obliku
(52)

Sto znaCi da je induktivitet svitka u koherentnim jedinicama Sl
brojéano jednak ukupnom toku ulananom sa zavojima svitka
pri struji od 1 ampera.

Meduindukcija nastupa izmedu dva ili viSe svitaka (si. 62)
kad promjenljiva struja u jednom svitku (primaru) stvara pro-
mjenljivo magnetsko polje koje u
drugim svicima (sekundarima) in-
ducira napon

at  doO

Kako je d0 = N{~ , bit ¢ce
Rm

NtN2 du _ Mdii
Rm dt ~ di '
R, M

meduindukcije ili meduinduktivnost

dvaju svitaka. Ako se pretpostavi
da je pri samoindukciji kao i pri
meduindukciji magnetski tok stvo-
ren u zraku (/t = konst.), bit ¢ce

R mkonstantan, pa ¢e onda biti kon-

stantni takoder koeficijenti L i M.

Koeficijenti L i M mjere se istom jedinicom, u Sl ona se
zove henri (H). Svitak ima induktivnost 1 H ako se pri linearnoj
promjeni jakosti struje za iznos 1A u toku 1s inducira u svitku
napon 1V. Dimenzije jedinice henri dobiju se iz jednadZbe:

[L] = IM] = [E] m[t]I[1].

e2=nm

NiNi zove se koeficijent

Sl. 62. Promjena jakosti struje u
primarnom svitku inducira napon
u sekundarnom svitku

Prema tome je
«1-5. Oij.

Breldcije L 2— -5 N2__ - 4“—1“—2)2= M2 stijedi- da  se
Rm  Rm \
koeficijent M moZze prikazati jednadzbom

m=vnr2

koja vrijedi ako je sav proizvedeni tok primara povezan sa svim
zavojima sekundara. Taj uvjet nije uvijek potpuno ispunjen jer
se magnetske silnice rasipavaju uslijed toga Sto je i sav prostor
oko pojedinih svitaka vodljiv za magnetski tok. To smanjivanje
koeficijenata M zbog slabije magnetske povezanosti primara i
sekundara uzima se u obzir uvodenjem faktora magnetske veze k:

m —k
k = 1 za idealnopotpuno magnetsko vezanje, k < 1 za nepot-
punu magnetsku povezanost.
Induktivnost L moZe se za razliCito oblikovane svitke i bilo
za kakve strujne konture izracunati ako je za njih moguce odre-
diti pri struji I vrijednost ukupnog ulancanog toka V, jer je onda

Pri tom je velika poteSkoca bas u tome Sto silnice magnetskog
toka 0 obuhvadaju zavoje svitaka u svim moguc¢im zatvorenim

TE, v, 9

Uvede li se u tu jednadZbu tzv. Nagaokin faktor k (i ujedno
oznaka — NIl za broj zavoja po jedinici duljine svitka) do-
biva se jednadzba L = kN»x2/5/u0) s pomocu koje se moze
izraCunati induktivnost i kraéih svitaka, jer faktor ovisi o omjeru
d/l. Npr., za d/l =0,1, k = 0,959, za d/l = 0,5, k = 0,818, za
dfl = 1, k = 0,688, a za d/l = 10, k = 0,203.

Za dugi dvoZi¢ni vod koji sainjava zatvoreni krug i koji sluzi
za prijenos elektriCne energije od izvora do troSila moze se
odrediti induktivnost L ako se prethodno odredi tok $to ga obu-
hvaéa kontura strujnog kruga, koji je ovdje u bhiti jedan zavoj,

= 0. Uz pretpostavku da je razmak vodia d znatno veci od
njegova radijusa r, dobije se da je za zraCni vod induktivnost
po jedinici duljine dalekovoda

'e'=fT=£ K +').
Za koaksijalne Kabele izradunava se na analogan nacin in-
duktivnost po jedinici duljine
r =iL(4i,n + 1).
2tt< ro )
Serijski i paralelni spoj svitaka. Ako je u strujnom Kkrugu
spojeno vise svitaka u seriji, njihova je rezultantna induktivnost
jednaka sumi svih pojedinih induktivnosti:

L—Lv+Lz+ - m7%.
i=\

Pri paralelnom spajanju viSe svitaka jednadzba rezultantne in-
duktivnosti glasi:

=y L,

X
Ovdje su, dakako, uzete u raun samo vlastite induktivnosti uz
pretpostavku da izmedu pojedinih svitaka nema meduinduktivne

veze. Ako medu svicima postoji meduinduktivna veza, treba osim
napona samoindukcije uraCunati i napone meduindukcije.

Prikljutak svitka na izvor istosmjernog napona. Ako

se svitak priklju€i na izvor konstantnog istosmjernog napona U

(si. 63), struja je u prvom trenutku jo$

jednaka nuli i tek ¢e postepenim poras-

tom posti¢i konaCnu stacionarnu vrijed-

nost / S§to je odreduje Ohmov zakon

prema naponu izvora i omskom otporu

R svitka: 1= UJR. U tom prijelaznom

vremenu struja je promjenljiva (oznaCuje

se slovom i). Tome je uzrok da se u

strujnom krugu osim napona izvora U

SI. 63. Prikljucak svitka  Pojavljuje prema (51) jos i napon samo-
induktiviteta L na izvor di
konstantnog napona indukcije es= —L )

Prema drugom Kirchhoffovom zakonu u svakom trenutku je
suma napona strujnog kruga jednaka padu napona u otporu, pa je

U—L ~dt iR.

Da bi se iz te jednadzbe odredila struja i
se piSe u obliku

U+ es=iR ili
-f(t), jednadzba

u_ di
R~ R dt
Uvede li se supstitucija JJjJR = | i stavi za L/R = r, dobije se

diferencijalna jednadzba
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r - dl
di’
koja integrirana daje izraz za struju i
i= /(1 - e“t/).

Pri tome je r = L/R vremenska konstanta.

Jakost struje postepeno raste po eksponencijalnom zakonu i
teoretski postize konacnu vrijednost I = UJR tek nakon vremena
t = o0, kad je i =1 (1 —O0) = I. PraktiCki se konacna vrijednost
postize ve¢ nakon t = 5r, jer je onda i = 99,3% od I. Tok
porasta jakosti struje prikazuje si. 64. Nakon uklapanja struja
postize poslije vremena t = t vrijednost

'= /71 - i-J = 0,638/,

I pri prekidanju struje koja je prolazila kroz svitak javlja se
utjecaj induciranog napona, jer se struja od konstantne vrijed-
nosti | = U/R tek postepeno smanjuje na vrijednost nula. Jed-
nadzba napona za taj slu€aj glasi:

. di
0-iR+ LA,
a supstitucijom R/L = r dobije se diferencijalna jednadzba
di _ dt
i X
koja integrirana daje za struju i izraz:
i= T7e-[T.

Struja se, dakle, na vrijednost nula, od konacnog prekida, sma-
njuje eksponencijalno, Sto je prikazano crtkano na si. 64. | ovdje

Sl. 64. Eksponencijalni porast struje pri priklju€ku

svitka na izvor konstantnog napona (puna krivulja)

i eksponencijalno opadanje struje (crtkana linija)
pri isklju€enju

se kona€no stanje 1 = o teoretski dobije tek za i = oo, no prak-
tiCki je to postignuto ve¢ nakon t = 5.

Prisustvo induktivnosti L u strujnim krugovima ocituje se
time Sto struja pri svakoj promjeni nastoji zadrzati prvobitnu
vrijednost, pa induktivnost u strujnim krugovima djeluje sli¢no
tromoj masi u mehanickim uredajima.

Sile u magnetskom polju. Za razliku od elektricnog polja,
koje na elektricne naboje djeluje silom i ako oni miruju, magnetsko
polje djeluje silom na elektricne naboje tek ako se ti naboji gi-
baju. To znai da ¢e op€enito u magnetskom polju na vodi¢ kroz
koji protjeCe struja djelovati sila. Najjednostavnija jednadzba
za izraCunavanje te sile dobije se za slucaj vodica duljine / Kkoji
je smjeSten okomito na silnice magnetskog polja gustoe B i
kroz koji protjece struja I. Tada je sila

F=1IB. (53)
Smjer sile odreduje se u tom slucaju pravilom lijeve ruke koje
glasi ovako: postavi li se lijeva ruka tako da magnetske silnice
udaraju u dlan, a ispruZeni prsti pokazuju smjer struje, ispruzeni
palac pokazuje smjer sile (v. Elektricni strojevi, TE 4, str. 154).
U tom najprikladnijem slucaju smjerovi F, | i B jedan su na drugi
okomiti, pa se jednadzba (53) moZe napisati vektorski

F=1; (Tx E). (54)

Jednadzba (54) moze se u diferencijalnom obliku primijeniti

posve opcenito na element vodi¢a dl kroz koji protjee struja
i koji se nalazi u magnetskom polju s gustoéom toka B:

dF =1 - (d7x B).
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Elektrodinamicko djelovanje. Buduéi da je magnetsko polje
na mjestu gdje se nalazi element duljine vodia dl stvoreno
od neke struje koja protjeCe tim elementom, moze se umjesto B
u prethodnu jednadzbu uvrstiti izraz kojim je odredena veliCina
dB kao posljedica elemenata struje I, dl,. To je prikazano na
si. 65. Sila dF 12 je predoCena kao posljedica djelovanja elementa

Sl. 65. Sila kojom elementi struja 7j i 12 djeluju
jedan na drugog

struje lidIx na element struje 12dl2. Primjenjuju¢i Biot-Sa-
vartov zakon (jedn. 45) za proracun magnetske gustoce, dobije
se konaCno jednadZba koja za element sile kao vektorski pro-
dukt daje iznos i smjer sile:

dFiz= g/ /2L [P2x (dtx ~)] . (55)

Bududi da struje uvijek teku u zatvorenim strujnim krugovima,
za odredivanje ukupne sile F 12 treba sve elemente dF 12 sumirati,
i to vektorski.

Izvedena jednadZzba (55) zove se Ampereov zakon, a djelo-
vanje dviju struja jedne na drugu zove se elektrodinamicko dje-

lovanje.
Ako kroz dva veoma tanka i veoma duga paralelna vodica 1
i 2 (si. 66) protjeCu struje I, i 12, moze se jednostavno izracunati

sila kojom jedan djeluje na drugi. Jakost
polja na mjestu drugog vodic¢a dobije se
iz zakona protjecanja (43) Hdl = 1,, pa
je prema slici

- A _ - h
"= are B=Ho 5an
Sila kojom djeluje vodi¢ 1 na vodi¢ 2
kroz koji protjeCe struja 12 na duljini
12, bit ¢e prema (53)

F= th=HthhIr
a
Sl. 66. Elektrodinamicko
Uz NO= 4tt - 10 T7silaiznosi F = 2 - 10' djelovanje  dviju struja

N (njutna) za jedinicu duljine /2= 1. Pri tome je

sila takvog smjera da se paralelne struje privlace, a antiparalelne odbijaju. Na
osnovi vec izvedenih jednadzbi definira se u Sl jedinica amper (A) kako je
iznijeto na str. 114.

Sila kojom magnetsko polje djeluje na elektricne naboje
u gibanju. Djelovanje magnetske sile na vodi¢ kroz koji protjece
struja u biti je djelovanje sile na elektricne naboje u gibanju.
Ako se u jednadzbi (53) za silu uvrsti | = Q/t, moze se sila pri-
kazali u obliku F = QIB/t=Qv B, jer je Ijt=v, brzina
kojom se naboj Q giba u vodicu. Ta se sila moze prikazati kao
vektorski produkt

F=0Q(v x B),
pri ¢emu se polazilo od struje | kao da se gibaju pozitivni naboji
Q. Na negativne naboje u gibanju djeluje sila

F=—Q(v x B) =Q(B x v).

Energija magnetskog polja. Kad se torusni svitak (v. si. 53)
priklju¢i na izvor konstantnog istosmjernog napona U, predat
¢e se u toku vremena di od izvora u strujni krug energija dWi3
koja je jednaka Uidt. Buduéi da je u svakom trenutku suma
napona izvora i napona samoindukcije jednaka padu napona
na omskom otporu svitka, U + es= i R, moZe se u energetsku
jednadzbu uvrstiti U = iR —es i time dobiti izraz

d\Vi = i2Rdt - esidt
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Za inducirani napon esmoze se supstituirati izraz (46), e = —N dj& U spojnoj shemi (SJ' 67 3) moze
o di _ o di se ucrtanom kr_L_Jz_nom_ streli-
ili izraz (51) es= —L — . U prvom slucaju prednja jednadZba com naznaciti koji je smjer oda-
dobiva oblik: 1 bran kao pozitivan; taj se smjer
dWi = i2Rdt + N i d®. naziva referentni smjer. Stre-

Buduéi da je Ni=HIl a d® = S dB, bit ¢e za neko kona¢no
vrijeme t predana energija W\ jednaka:
t

B
Wi =J iRdt + 1S J HdB.

o o

Vidi se da se energija izvora troSi jednim dijelom i2R dt = Q
B

(56)

za stvaranje topline u otporu R, a drugi se dio ISJ HdB pre-

0
daje svitku u Cijem je volumenu V = I/S stvorenomagnetsko
polje gustote B. Taj je dio dakle energija magnetskog polja
cijelog volumena:

B
Wm= V m| HdB.
0
Na jedinicu volumena otpada, dakle, jer je polje u torusu
homogeno, energija WmV = wm a ta se koli€ina energije moze
prikazati u vise ekvivalentnih oblika:

0 0 0
Ako je /i konstantno, npr. u vakuumu ili u zraku jednako ju0,
onda je

H2 B2 _ BH

2jm 2
Buduci da se velicine B i H odnose na pojedine tocke u magnet-
skom polju, mogu se ove jednadzbe iskoristiti i za nehomogena
polja, jer je u tom slu¢aju d\Vm= «mdK3a za cijeli volumen je
B

J7 HdBdV.

v vV 0
Primjenom drugog izraza (51) za napon samoindukcije es =

= - L dt dobije se iz (56):
t it
wi JiRdt+ ] Lidi
0] 0]

Magnetska energija, dakle, iznosi Wm—L i di, auzL = konst.,
ona je Wm= L /2/2, §to se moze prikazati takoder u viSe oblika:
i m= LIT VI W2

I 2 2 " 2L -

Energija sustava svitaka moZe se izracunati ako se uzme u
obzir i njihova medusobna magnetska povezanost. Tako je za
dva svitka u njihovom magnetskom polju ukupna energija:
LiVv

2 172
Sto se moze preoblikovati u jednadzbu

W m

W m
2 2

ili, opcenito za n magnetski povezanih svitaka:

r,

Izmjeni¢na struja

Veliku primjenu u elektrotehnici imaju osim konstantne
istosmjerne struje i vremenski promjenljive struje kojima se
mijenja ne samo jakost nego i smjer strujanja. Te se struje pre-
do€uju graficki vremenskim dijagramom (i, t), gdje za svaki
trenutak vremena, predoCen tockom na osi apscisa, ordinata
daje podatak o jakosti struje (v. npr. na si. 68 a). Da bi se oznaCila
razlika u smjeni strujanja, u strujnom se krugu odabere po volji
jedan smjer kao pozitivan; suprotni je smjer onda negativan.

licom na vodi¢u u spojnoj se
shemi oznaCava smjer struje,
a strelicom uz izvor napona
ili uz element strujnog kruga
oznaCuje se smjer napona, od-
nosno elektromotorne sile, koji se smatra pozitivnim. Ako su
pojedine toCke strujnog kruga imenovane, onda se umjesto
strelicom moze referentni smjer izmjeni€ne (promjenljive) ve-
li€ine oznaliti i dvostrukim indeksom. Na si. 67 b promjenljiva
je struja potpuno definirana oznakom =zd, a napon oznakom web,
jer to znaci da struja ima pozitivni predznak ako prolazi u smjeru
od ¢ prema d, a napon ako djeluje od a prema b.

PeriodiCki promjenljive struje. U analizi strujnih krugova
i u matematickim proraunima predoCene su vremenski promjen-
ljive struje i naponi odgovaraju¢im jednadzbama

i=i(0; e=e(®)} u=u(@.

Od sviju mogucih promjenjivih struja osobitu vaznost u te-
oriji i primjeni imaju periodi€ki promjenljive struje, tj. one kojih
se promjene nakon vremena T stalno ponavljaju. Vrijeme T
zove se trajanje jedne periode ili, kratko, jedna perioda. Za takve
periodicke veliCine vrijedi odnos:

ii+nT)=1i(3),

Sl. 67. OznaCavanje smjera strujanja:
a strelicama, b indeksima

gdje je n cijeli broj.

Periodicki promjenljive veli¢ine kojih su promjene slicne
promjenama trigonometrijske funkcije sinus nazivaju se opce-
nito harmonickim veli€inama, a u elektrotehnici takvi se sinusoidno
promjenljivi naponi i struje nazivaju izmjeninim.

Promjenljivost izmjeni¢nih struja i napona oznaCava se tra-
janjem jedne periode T1 odnosno frekvencijom /, tj. brojem pe-
rioda u jedinici vremena. Jedinica Sl za frekvenciju je herc (Hz):
jedan herc odgovara jednoj periodi u sekundi (Hz = s*1). Ako
je npr. trajanje T jedne periode 1/50 sekunde, struja u 1 sekundi
izvrSi 50 ciklusa promjena ili 50 perioda, pa je/ = 50 Hz. Vidi
se da je:

— T T - _f_ 1]
gdje se/ izrazava u s 'l a T us.

Trenutna jakost izmjeni€ne struje i mijenja se tokom vre-
mena t izmedu nule i svoje pozitivne, odnosno negativne maksi-
malne vrijednosti Im (si. 68 a),
slicno kao Sto se s promjenom
kuta a mijenja vrijednost si-
nusa kuta a (si. 68b), pa je
i:sina= Im:1 Odavde sli-
jedi analiti¢ki izraz za struju:

i = Imsin a. Bududi da je struja
funkcija vremena, treba umjesto
kuta a supstituirati odgovara-
juéu vrijednost vremena t. To
slijediizodnosaa :t= 2t : T
pa je

71

a= — t= 2tr/i.

Pri konstantnoj frekvenciji ima ~ §  Trenutna vrijednost izmjenigne

2 7T/konstantnu vrijednost. Taj  struje. s obzirom na vrijeme (a)
. .. y mijenja se na isti na¢in kao trigono-

koeficijent, koji se oznaCava metrijska funkcija sina u ovisnosti

grékim slovom cd, zove se o kutu a (0

kruzna frekvencija, kutna frek-

vencija, pulzacija ili rotancija i

(rad s-1)- PiSe se, dakle:

ima jedinicu radijan u sektindi

o =2nf=2a&lT, a= at (57)

Analiticki izraz sinusoidno promjenljivestruje dan je, dakle,
jednadzbom

i = Imsin0)t, (58)
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gdje Im znaci maksimalnu vrijednost, tjemenu vrijednost ili ampli-
tudu struje. Ponekad se za obiljezavanje maksimalne vrijednosti
struje ili napona primjenjuju i oznake | i U.

Kruzna frekvencija to sluZi za pretvaranje argumenata jednadZbe (58),
tj. vremena i, u odgovarajuéi kut a za koji treba izracunati vrijednost sinusa.
Vremenu t odgovara prema (57) kuta = cot, pa je moguce kao varijablu umjesto
vremena u racunima uzeti i kut a, pri ¢emu je onda svakom kutu a pridruzeno
odgovarajuée vrijeme: t = a/(o = a/2 &/.

Prikazuje li sinusoida izmjenicni napon, odnosno izmjeni¢nu
elektromotornu silu, njihove jednadzbe analogno glase:
u= Umsinoty odnosno e = Emsin fi)t.

Na si. 69 prikazana je toC-
kastom linijom sinusoidna struja
kojoj vrijednosti rastu u vri-
jeme t = 0 od nule u pozitiv-
nom smislu, a njena je jednadzba
io = sin f) t. Ako se struja
iOsmatra referentnom, puno iz-
vucena sinusoida struje i, imat
¢e u vrijeme t = 0 ve¢ neku
pozitivnu vrijednost i za nju
se kaze da prethodi referentnoj
struji i0; njezina jednadzba
glasi:

Sl. 69. Struja prethodi za fazni

kut +&! referentnoj struji *0(crtkano),

dok struja i* I(za njome zaostaje za
ut -0,

ii = Imsin (f)t + Pt).

Ako sinusoida struje i2 u vrijeme t = 0 ima joS neku nega-
tivnu vrijednost, kaze se da ona zaostaje za referentnom strujom
0, a njezina jednadzba glasi:

i2=Imsin(®)t+ p2):
Struja i! prethodi referentnoj struji i0 za vrijeme /?i/ft), odnosno
za kut pi3 koji se zove fazni kut. Obratno, struja i2 zaostaje za
vrijeme p2la> odnosno za fazni kut p2.

Opcenito, akosinusoida promatrane veli¢ine postiZze svoj
maksimum prije referentne veliCine, tj. ako njoj prethodi, nje-
zin fazni kut ima pozitivan predznak. Obratno, ako ona zaostaje
za referentnom veli¢inom, predznak faznog kuta je negativan.

Ako su dvije izmjeniCne struje iste frekvencije zadane jed-
nadzbama

1 = Imsin (ff) t + Pj),
2= Imsin(cot + p2),

njihove susinusoide jedna prema drugojpomaknute; taj se

pomak moZe prikazati razlikom njihovih faznih kutova:
7="P2~ Pi

ili odgovaraju¢im vremenom: t = y/co. Kut y zove se kut faznog

pomaka izmedu obiju sinusoidnih struja.

Ako se radi o izmjenicnom naponu i izmjeni¢noj struji iste
frekvencije, koje su predocene dvjema pomaknutim sinusoidnim
krivuljama

U=

Umsin (ft) t + Pu), I = Im Sin (f) t + Pi),

obi€aj je da se kut faznog pomaka oznaci grckim slovom <
<P=Pu- Pi-
Za dvije sinusoidne velicine iste frekvencije koje istovremeno
postizu iste karakteristicne trenutne vrijednosti (nultoCku i am-

plitudu) kaze se da su ufazi ili da medu njima nema faznog po-
maka, tp = 0.

Zakoni izmjeni¢ne struje. Osnhovni teoremi kojima su se
odredivale strujne i naponske prilike u strujnim krugovima isto-
smjerne struje i zakoni o ucincima elektriCne struje vrijede u
biti i za izmjeni€nu struju jer su to zakoni proporcionalnosti koji
vrijede i kad se promatraju trenutne ili odredene srednje vrijed-
nosti struja i napona. No, budu¢i da su tokom konacnog vre-
mena t pri izmjeni€noj struji naponi i struje promjenljive veliCine,
ovi Ce zakoni vrijediti samo ako se promatra infinitezimalno
vrijeme dt, jer se u tako kratkom vremenskom intervalu moze
pretpostaviti da se te veliCine ne mijenjaju.

Osnovni zakoni vrijede, dakle, i za izmjeni€ne strujne krugove
ako se primijene na trenutne vrijednosti, samo tu treba joS uzeti
u obzir dodatne pojave zbog promjenljivosti napona i struja
kojih nije bilo pri konstantnoj istosmjernoj struji i naponu. Te
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dodatne pojave uzrokovane su promjenljivim elektromagnet-
skim poljem, jer promjenljivo magnetsko polje inducira u svicima
uvrstenim u strujni krug dodatne napone samoindukcije, a pro-
mjenljivo elektricno polje u dielektriku kondenzatora dodatne
struje dielektri€nog pomaka. | osnovni se ucinci moraju prvotno
racunati za diferencijal vremena, a za neko kona¢no vrijeme treba
diferencijale u€inaka integrirati.

Frekvencije izmjeni¢nih struja. U pojedinim granama elektrotehnike pri-
mjenjuju se izmjenicne struje razli¢itih frekvencija: za pogon elektri¢nih Zeljez-
nickih lokomotiva 16§ i25Hz, u elektri€nim (jakostrujnim) mrezama za rasvjetu

i snagu (42), 50, 60 (i 400) Hz, u elektroakusti¢nim uredajima 16H/ do 20kHz;
u ultrazvucnim uredajima 20 kHz do 1 MHz, u radio-uredajima, radarskim i
slicnim uredajima od 10kHz do 300GHz.

Sredine veli¢ina izmjenicne struje. Pokazalo se da bi bilo
veoma korisno sve elektriCne, a i energetske veli¢ine u strujnim
krugovima izmjeni¢ne struje, koje su po prirodi same pojave
promjenljive, okarakterizirati u pogledu njihovog cjelokupnog
djelovanja po jednom sredinom (v. Aritmetika i algebra, TE 1,
str. 375). Te se sredine razlikuju prema tome u kojoj potenciji
promatrana veli¢ina dolazi do izrazaja pri svom djelovanju.

Srednja vrijednost zove se aritmetiCka sredina izmjenicne
veli€ine u toku jedne poluperiode

TI2
A,=yjadt.
0
Srednja vrijednost struje odgovara onoj istosmjernoj struji koja
ima isto elektrolitsko djelovanje (koja bi u toku jedne poluperi-
ode talozila istu masu materijala iz otopine elektrolita) kao pro-
matrana izmjenicna struja.

Budu¢i da je srednja vrijednost sinusoidne struje za vrijeme jedne cijele
T

(59)

periode (ili cijelog broja njih) jednaka nuli, 7§ = J* *di = 0, izmjeni-
0

€na se struja ne moze direktno upotrijebiti za elektrolizu. Ipak je moguce u tu
svrhu iskoristiti energiju izmjenicne struje ako se pomoc¢u ispravlja¢a izmjeni€¢na
struja pretvori u istosmjerne impulse (si. 70a). Pri ispravljenoj izmjeni€noj struji
sve su polovice sinusoide pozitivne, pa je aritmetska sredina u svakoj poluperiodi
pozitivna i prema tome srednja vrijednost takve struje uopce, jednaka srednjoj
vrijednosti u jednoj poluperiodi:

TI2 772
Ist =¥j2j 1di=TJ Imsinwldt="nIm= 0,637 Im
0 0

Srednje vrijednosti oznaCavaju se ponekad simbolom veliCine
s crticom iznad njega, npr. /, U.

Sl. 70. Prosje€ne vrijednosti izmjeni¢ne struje, a Srednja* vrijednost ispravljene
izmjenic¢ne struje, b efektivna vrijednost

Efektivna vrijednost (si. 70 b). Toplinski, a i elektrodinamicki
ucinak, efekt ili snaga elektricne struje ovise o kvadratu jakosti
struje (/2), pa se u tom slu€aju kao sredina tih veli¢ina izmjenicne
struje uzima kvadratna sredina, koja je, npr. za struju, matematicki
definirana izrazom:

/= jly j* idi. (60)
Ta se sredina zove efektivna vrijednost doti¢ne veliCine.

Efektivne vrijednosti struje i napona oznacavaju se u for-
mulama obi¢no samo velikim slovom (U, /). Samo u slu¢aju kad
se zeli narocCito istaCi da se radi o efektivnoj vrijednosti stavlja

se uz slovo i indeks (£/ef, let). UvrStenjem izraza (58) i = Imsin oot
u izraz (60), dobije se da je efektivna vrijednost izmjenicne struje:



ELEKTROTEHNIKA

I=~F =0,707 /m
12
Analogni su izrazi za efektivnu vrijednost napona:

E= = 0,707Em  (61)

Instrumenti za mjerenje izmjeni€nih struja i napona (voltmetri i ampermetri)
pokazuju efektivne vrijednosti, jer je sila koja otklanja kazaljku instrumenta
dobivena na osnovi toplinskog ili elektrodinamickog u€inka (v. Elektri¢na mjerenja,
TE3, str. 590).

Obrnuto, mogu se na osnovi poznatih efektivnih vrijednosti
odrediti maksimalne (tjemene) vrijednosti struje, napona i elek-
tromotorne sile:

Tm=1/21 Um= ]/IU Em=]/IE. (62)
Kvocijent 1J1 = UJU = EJE = a zove se tjemeni faktor.
Za sinusoidnu struju on iznosi, kako izlazi iz (62), [/2 = 1,414.

Efektivna vrijednost dobiva se iz srednje vrijednosti pomodu
tzv. faktora oblika:

£=-/-=-71== bH- 63
/I. 212 (63)

Srednja vrijednost dobiva se iz maksimalne pomodu tzv. sred-

njeg faktora C:

f= = = 0,637.

Im™— T

Navedene vrijednosti faktora za pretvaranje jedne prosje¢ne vrijednosti
struje ili napona u drugu, o, £ i £ vrijede samo za sinusoidni oblik struje. Za
druge oblike periodi¢ne struje ti faktori imaju druge vrijednosti, npr. za pravo-
kutni valni oblik je £= 1

IzraCunavanje induciranog napona. Za stvaranje sinusoid-
nih napona tehnickih frekvencija (50, odn. 60 Hz) primjenjuju
se jednofazni ili viSefazni generatoriizmjenicnestruje koji rade
na osnovi pojave elektromagnetske indukcije. Nasi. 71 shematski
je prikazan rad takvih gene-
ratora. Svitak sa N navoja ro-
tira jednoli€nom kutnom brzi-
nom © u homogenom mag-
netskom polju indukcije (gu-
stoce) B.

Primjenom Faradayjevog za-
kona (48) moze se izraCunati
inducirani napon

- —fh

1z slike se vidi da je maksimalni
magnetski tok Sto ga svitak
obuhvaca jednak &0= S B.
Zbog rotacije se obuhvadeni
tok tokom vremena harmonicki
mijenja i opcenito je jednak

0 =BScosa=0Ccosa= ®0cos 0t3

SI. 71. Shematski prikaz rada gene-
ratora izmjeni¢ne struje u kome svitak
rotira u homogenom polju

pa je

e= A(-§(¢Ocosooi) = Na)Oosin oi.
Uz supstituciju N a&@o = Em dobiva se jednadzba iz koje se
vidi takoder da je inducirani napon doista sinusoidan:

e = Emsin o t.

Primjenom medusobnih odnosa sredina (izraz 61) moZe se za
sinusoidno inducirani napon u rotirajuéem svitku iz dobivene
maksimalne vrijednosti odrediti efektivna vrijednost:

z Em  5=f0= 2T iN oo, £ = 444NtV
n 72 71

Dobivena jednadzba za izracunavanje efektivne vrijednosti
induciranog sinusoidnog napona vrijedi ne samo ako se harmoni-
Cka promjena magnetskog toka postiZe rotacijom svitka nego ta-
koder ako je napon dobiven na principu meduindukcije (v. str.
129). Pri tome sinusoidni inducirani napon vremenski fazno
zaostaje iza magnetskog toka za 1/4 periode (tj. za 90°). Mate-
matiCki je to izrazeno time $to je promjena magnetskog toka dana

funkcijom kosinus, a inducirani napon funkcijom sinus.

(64)
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Uvodenjem faktora oblika £ efektivna se vrijednost induci-

ranog napona E moze prema (63 i 64) izraziti i ovako:
E= £-AfNOO.

Prednja jednadzba ima opcenitije znaCenje, jer se moZe uz
primjenu odgovarajuéeg faktora £ primijeniti za izraunavanje
efektivnih vrijednosti induciranih napona kad polje nije homo-
geno i kad oblik napona nije sinusoidan (si. 72).

/Hy)Ku, ii
Wil
il '!\\

hitq]
s

/

Sl. 72. Inducirani napon u svitku koji rotira u nehomogenom polju, a Prikaz

svitka u polju, b vremenski dijagram induciranog napona

Simbolicne metode prikazivanja izmjeni¢nih veli¢ina.
Izmjeni€ne struje i naponi harmonicki su promjenljive veliine,
pa je razumljivo da se kao sinusoidne funkcije vremena predocuju
analitickim jednadzbama i pripadnim vremenskim dijagramima.
Osim takvih naCina prikazivanja mogu se izmjenine veliCine
prikazati i rotirajuéim dvodimenzijskim radijvektorima (tzv. fa-
zorima, kazaljkama ili, kratko, vektorima) ili kompleksnim bro-
jevima.

Prikazivanje pomoc¢u radijvektora. Ta simbolicka metoda
tretiranja izmjeni¢nih struja kruzne frekvencije © = 2 &=f o0s-
niva se na Cinjenici da je prema si. 73 projekcija na vertikalnu
os radijvektora duljine I'mkoji rotira kutnom brzinom o jednaka
Imsin a.

Ako je u vrijeme t = 0 radijvektor u horizontalnom polozaju,
bit ¢e nakon vremena t opisani kut a jednak wt, pa je projekcija
OA' = Imsin ot, 5to je upravo trenutna vrijednost struje: i =
= Imsin ot. Ako je u isto vrijeme t radijvektor Umprema radij-
vektoru Impomaknut za kut  u pozitivnom smjeru vrtnje, nje-
gova je projekcija pri rotaciji istom kutnom brzinom u vrijeme t:
u= Umsin(a+ P) = Umsin(cot+ /?). To znai da su si-
nusoidna struja i napon jedno prema drugom fazno pomaknuti
za kut p3 kome odgovara vremenska fazna razlika t' = fi/co. U
toj se simbolickoj metodi prikazivanja vremenska fazna razlika
pri rotirajuéim vektorima pokazuje kao odgovarajuci kut.

Sl. 73. Usporedni prikaz iste trenutne vrijednosti izmjeni¢ne
struje vremenskim dijagramo(r}!_(deino) i poloZajem radijvektora
ijevo

Budu¢i da je pri analizi mreza izmjenicne struje, kao i pri
energetskim proracunima, najéeS¢e dovoljno znati samo efektivne
vrijednosti struja i napona i njihove fazne pomake, to pri ovoj
simbolickoj metodi nije ni potrebno da radijvektori rotiraju (jer
nisu interesantne trenutne vrijednosti), nego se promatraju mi-
rujuci radijvektori, a njihove se duljine uzimaju smanjene (/m”" 2
i Um\-2) da bi se predoCile odmah efektivne vrijednosti.

Pri crtanju takvih vektorskih dijagrama od viSe napona i
struja uzima se jedna veli¢ina kao poCetna i njezin se vektor po-
stavi ili u horizontalni ili u vertikalni polozaj i prema njemu se
crtaju vektori ostalih veliina s njihovim odgovaraju¢im faznim
pomacima (v. npr. si. 93).
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Radijvektori (fazori, kazaljke) oznaeni su u ovom c¢lanku
podcrtanim velikim slovom, npr. U.

Izrazavanje radijvektord kompleksnim brojevima. Radijvektori
(fazori) su dvodimenzijske, tj. u ravnini usmjerene velicine, pa se
stoga mogu izraziti i kompleksnim brojevima. Ti se brojevi sa-
stoje od realnog dijela i imaginarnog dijela koji sadrzi faktor

1/-\ (v. Aritmetika i algebra, TE 1, str. 375). U matematici
se za taj faktor primjenjuje slov€ani simboli. Da u elektrotehnici
ne bi doSlo do zamjene sa simbolom za trenutnu vrijednost struje,
umjesto njega upotrebljava se simbol j (j = |/—1). MnoZenje
sa +j znaCi zakretanje vektora za 90° u smislu prethodnje, a mno-
Zenje sa —j zakretanje za 90° u smislu zaostajanja.
Svaki se kompleksni broj moZe pred-
+j staviti tockom u Gaussovoj ravnini bro-
jeva koju realna (apscisna) os i imaginarna
(ordinatna) os dijele u 4 kvadranta (si. 74).
Ta to¢ka predstavlja vrdak (Siljak) radij-
vektora, prema tome odreduje njegov
smjer. Mjerni broj r udaljenosti od isho-
dista koordinatnog sistema (i radijvekto-
ra) do te tocke (A) daje apsolutnu vri-
jednost radijvektora (fazora) i zove se
modul. Kut a $to ga radijvektor zatvara
s pozitivnim smjerom realne (apscisne)
osi zove se argument. Primjenom komplek-
snih brojeva mogu se sve geometrijske
operacije zbrajanja i odbijanja, koje se
vrse s vektorima, pretvoriti u algebarske
. operacije, Sto ¢ini simbolicku metodu na-
-J ro€ito prikladnom za analizu komplicira-

SI. 74. Radijvektor u kompleksnoj ~ Mije sastavljenih mreza. .
ravnini Radijvektori prikazuju se kom-

pleksnim brojevima opc¢enito na
tri nacina: u algebarskom ili komponentnom obliku, trigono-
metrijski i eksponencijalno.
Radijvektor prikazan je kompleksnim brojem u algebarskom
obliku ovako:
A —a-fjb
b=rsina, sa IH=vV +b2ia=

gdje je a = rcosu,

b
= are tan
a

S pomocéu modula r i argumenta a moZe se kompleksni broj
izraziti i trigonometrijski:

A —rcosa+ jrsina=r(cosa + jsin a).
Primjenom tzv. Eulerovih jednadZzbi: ei« = cosa + jsina i
e~ia = cos a —j sin a mozZe se kompleksni broj izraziti i u eks-
ponencijalnom obliku:

A = reik

Konjugirano kompleksni oblik radijvektora A oznaluje se
sa A*. Predznak njegovog imaginarnog dijela uvijek je suprotan
predznaku imaginarnog dijela osnovnog radijvektora. Ako je
A = a4-jb, tada je A* = a—jb3a ako je A = rei«, tada je
A* = re"ia.

Rotiraju¢i radijvektori koji reprezentiraju trenutne vrijed-
nosti struje i i napona u u kompleksnoj ravnini predoceni su
u eksponencijalnom obliku u opem slucaju ovako:

ikonp. = ImeiO'+a,) = Im - ei«i - eic*,

Wanp = Umei(wi+al) = UMmeiau-e i,

a ako je an odnosno aujednako nuli, vrijedi
¢(kompl = umon.

to je kutna brzina rotirajuceg radijvektora ili kruzna frekvencija,
Im i Um predoCuju modul (apsolutnu vrijednost) rotirajucih
radijvektora u pocetnom poloZaju: t = 0.

Pri postavljanju jednadzbi induciranih napona i pomacnih
Struja dolaze vremenske derivacije i integrali harmonickih funk-
cija. Deriviranje i integriranje eksponencijalnih funkcija vrse
se prema ovim pravilima:

IMeio*,  wkompl =

-

12 = ¢ (Mel“i)= i<oAeimt=i(od,

odnosno

j Adt = J Ae’nfdl = e =~ A.
)01 ~

)(0
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Efektivne vrijednosti s kojima se redovno analizira mreZa
predocene su miruju¢im radijvektorima, i to je radijvektor struje
Ij= /eiai, a radijvektor napona: U — Uei°S pri ¢emu je kut
faznog pomaka medu vektorima U i _| jednak
p=au—af

Pojedinac¢no opterecenje izvora izmjeni€ne struje. Analiza
sloZenijih strujnih krugova izmjeni¢ne struje moze se simboli¢-
kom metodom izvrSiti jednostavno ako su poznate strujne i na-
ponske prilike za tri karakteristicne veliCine troSila, a to su omski
otpor R, induktivnost L i kapacitivnost C. Zbog omskog otpora
R elektricna se energija nereverzibilno transformira u toplinu;
zbog induktivnosti L svitka dolazi do izrazaja magnetska, a zbog
kapacitivnosti C kondenzatora elektricna komponenta promjen-
ljivog elektromagnetskog polja.

Omsko optereéenje izvora. Uz pretpostavku da se strujnom
krugu u kome postoji samo Cist omski otpor narine izmjenicni
napon u= Umsinat i da se stoga moZe zanemariti utjecaj
elektromagnetskog polja (Sto znaCi uz pretpostavku L = 0 i
C = 0), prema Ohmovom je zakonu (2) jakost struje u svakom
trenutku jednaka kvocijentu napona i otpora, pa je

u Umsingt_ Um..

T sin ot = Imsinait. (65)

K K
Tu je Im= UmR amplituda struje, a efektivne se vrijednosti
dobiju dijeljenjem ove jednadzbe sa”~ 2,pa je / = U/R, odnosno
U=1-R. Vidi se da za optereCenje omskim otporom R i
pri izmjeni¢noj struji vrijede formalno iste jednadzbe kao i pri
istosmjernoj struji, ako su pisane za efektivne vrijednosti.
Struja i je u tom slucaju u fazi s naponom u (sp = 0), 5to je
prikazano u vremenskom i vektorskom dijagramu (si. 75a), a
i pripadnim jednadzbama u kompleksnom podrucju:

/-£, V-IR.

Ako se racuna s vodljivos¢u G = \[R> struja je: / = UG.

Sl. 75. Omsko (a), induktivno (6) i kapacitivno opterecenje (c) izvora izmjeni¢ne
struje. Za sva tri slucaja prikazani su: spojna shema (lijevo) vektorski dija-
gram1(u sredini) i vremenski dijagram (desno)

Induktivno opterecenje izvora. Ako je na izvor izmjeni¢nog
napona u = Umsin &t prikljuen samo svitak induktivnosti L
(si. 75b), a uz pretpostavku da je otpor R = 0 i kapacitivnost
C = 0, promjenljiva struja i inducira prema (51) u svitku napon

samoindukcije es = —L’éf, pa jednadZzba drugog Kirchhoffovog

zakona glasi: u -f es = 0, odakle slijedi
di

L — = Umsin cot
dt '
i dalje
sin cotdt = u“ C0S i,
oiL
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pa konacno:

h= ?UiE]Sin(cot —90°) = Imsin (pit —90°). (66)

Struja je, dakle, sinusoidna, iste frekvencije kao i napon, ali vre-
menski fazno zaostaje iza napona za Tj4, ¢emu odgovar? faz-
ni pomak od —90°. Amplituda struje je u izrazu (66) Im= UJco L,
a efektivna je vrijednost dana jednadzbom
r-JL-JL.
toL XL
Taj izraz ima formalno oblik Ohmovog zakona, pa se wL =
= XL zove induktivni otpor svitka. SI. 75 b prikazuje vremenski
dijagram i pripadni vektorski dijagram za induktivno optereéenje
izvora.
Odnos izmedu radijvektora U i | u kompleksnom podrucju

dobiva se na osnovi jednadzbe (51): u= —es= -f L" koja

kompleksno prikazana glasi:
Umei®t = j o) L Imeje*,

a buduéi da u vektorskim dijagramima i pri analizi radimo s
mirujuéim vektorima i s efektivnim vrijednostima, treba ovu

jednadzbu podijeliti sa ]/2 et pa je

U
— — ili = =—jt== =)
u= J(oLI=)XII il I_)oolz__litx_l )XL'
Uzme |i se umjesto induktivnog otpora X L induktivna vodljivost
BL = \IXL, radijvektor struje iznosi | = —jUBL.

Kapacitivho optereéenje izvora. Prikljuci li se na izvor
izmjeni¢nog napona u = i7msincoi kondenzator kapacitivnosti C
pojavit ée se, uz pretpostavku da je R = 0i L = 0, u dielektriku
kondenzatora protok struje dielektricnog pomaka. Odnos na-

pona i struje kondenzatora dan je jednadZzbom (33) u = —1Jr idt,

- io_d . .
odatle se dobije G- Et(.].]msm wt), pa je:

i =C?%:C())C£ = Imsin (coi + 90°).

Pri tome je
T um um
m 1/coC Xc'
ili u efektivnim vrijednostima

gdje je: Xc = 1l/coC kapacitivni otpor kondenzatora. Struja u
kondenzatoru prethodi naponu za T/4, §to odgovara faznom po-
maku od +90°. Vremenski i vektorski dijagram prikazuje si.
75 ¢, a odnos struje i napona u kompleksnom podrucju dobije

se iz osnovne jednadzbe (33): u = J i dt. Odatle je

U J<ot_ _LJ_ Te" : Poio
Cjeo m - jxcim°x
a efektivne su vrijednosti:
1= iu=-)IXC (67)

Upotrijebi li se za izraCunavanje kapacitivne struje umjesto
kapacitivnog otpora kapacitivna vodljivost Bc = 1\Xc> izraz (67)
dobiva oblik

/ = juBC

MjeSovito opterecenje izvora izmjeni€ne struje. U sa-
stavljenim strujnim krugovima pri izmjeni¢noj struji mogu sva
tri karakteristi¢na otpora R, XL i Xc (a takoder i XM v. str. 137)
na razlicite naCine biti povezana s izvorima. | ovdje ¢e se posebno
obraditi samo serijski i paralelni spojevi. Tu se za proraun struja
i napona iskoriS¢uju jednadzbe prvog i drugog Kirchhoffovog
zakona, koje se najprije postave za trenutne vrijednosti, a iz
njih se za stacionarno stanje moze odmah prije¢i na vektorsko
predoCavanje, odnosno na simboli¢ki racun.

Za serijski spoj otpora R, XL i Xc prikljucenih na izvor na-
pona u = Umsin ot, jednadZbe Kirchhoffovih zakona glase za
trenutne vrijednosti:
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i=Ir=1l =i u=uR+ uL+ uc.
Tome pripadaju ove kompleksne jednadzbe za efektivne vrijed-
nosti struje:

i napona (si. 76a):
U=UR+ UL+ Uc= IR + jIXL- j/Xxc =
=1 [R+)(XL- X)] = I(R +)X),
pri ¢emuje X reaktivni otpor, jalovi otpor ili reaktancija, koja
predstavlja rezultantu induktivnog i kapacitivnog otpora:
X = - Xec.

Taj slucaj prikazuje vektorski dijagram na si. 76 b. JednadZzba

Ohmova zakona glasi

u u U
1= . = . — U=1 mz
R+ j(XL- Xc) R+ jX

TujeZ =R+ j(XL
otpor ili impedancija.

Xc = R + jX rezultantni kompleksni

SI. 76. Optereenje izvora izmjeni¢ne struje otpornikom,
induktivnim svitkom i kondenzatorom u serijskom spoju.
a Spojna shema, b vektorski dijagram struje i napona

Iznos impedancije Z = \Z\ dobije se ako se iznosi omskog
otpora R i reaktancije X = XL —Xc geometrijski zbroje

Z= \r2+ (XL- Xc)2= \fR2+ X2
1z vektorskog dijagrama (si. 76 b) vidi se da je struja prema
naponu fazno pomaknuta za kut e €iji je tangens jednak:
UL- Uc XL~Xc X
UR R R -
Da li ¢e fazni pomak biti induktivan (zaostajanje) ili kapacitivan
(prethodenje) ovisi o tome koji je od reaktivnih otpora veci. Za
> Xc je tang@> 0 (induktivni pomak), a za Xc > X1 je
tan @ < 0 (kapacitivni fazni pomak).

Sl. 77. Optere€enje izvora izmjeni€ne struje otpornikom,
induktivnim svitkom i kondenzatorom u paralelnom spoiu.
a Spojna shema, b vektorski dijagram napona i struje

Za paralelni spoj R, L i C (sh 77 a) jednadzbe Kirchhoffovih

zakona za trenutne vrijednosti glase:
U= Ur = Ul = Uc) i= 1+

a tome odgovaraju jednadzbe efektivnih vrijednosti i vektorski
dijagram na si. 77 b:

+ tCc}

U U
U= UR=UL= UG 1I=

§to se moze pisati i pomoc¢u vodljivosti: | = UG —j UBL -f
reaktivna induktivna, Bc =

+ jUBc, gdje je BL=
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reaktivna kapacitivna, a G omska vodljivost. Prema tome je:
I=U[G +)(Bc—BD]=U-Y3

gdje je Y kompleksna vodljivost ili admitancija jednaka Y = G -

+ j(#c —BLD = G + jB, pri Cemu je reaktivna vodljivost

ili susceptancija B = Bc —BL, a apsolutni iznos vodljivosti Y

Y=/g2+ B2.
Struja i napon jedno su prema drugom fazno pomaknuti za kut
koji je
= aretan E.
G

Rezonancija. Ako je u serijskom spoju R, L, C (si. 78a) in-
duktivni otpor XL jednak kapacitivnom otporu Xc, bit ¢e re-
zultantni otpor ili impedancija:

Z = "R1+ (XL- Xc)2=R,

§to znaCi da napon izvora U mora savladati samo otpor R, pa
je struja 1 = U/R, a (p= 0, dakle struja je u fazi s naponom
izvora.

Iz vektorskog se dijagrama (si. 78 b) vidi da se naponi UL
i Uc u ukupnoj sumi napona kompenziraju, ali oni svaki za se po-
stoje, pa ako je otpor R mali i struja | jaka, mogu biti Ul =/ X1
i Uc = / Xc vrlo veliki i mogu prouzrokovati oStecenje izolacije
svitka i kondenzatora.

Ova se pojava zove serijska rezonancija ili takoder naponska
rezonancija, jer dolazi do kompenzacije napona.

Ul
U4N«|

0o “ i

w b

SI. 78. Serijska i naponska rezonancija, a Spojna
shema, D vektorski dijagram

I*=i
licMiJ
impe

Sl. 79. Paralelna ili strujna rezonancija, a Spojna
shema, b vekiorski dijagram

Analogno ¢e pri paralelnom spoju R, L, C (si. 79 a), ako je
induktivna vodljivost jednaka kapacitivnoj vodljivosti, BL = Bc
rezultantna vodljivost Y = YG2 + (BL —Bc)2 biti jednaka om-
skoj vodljivosti: Y = G. Napon izvora U daje, dakle, struju / =
= U Y = U G samo omskoj vodljivosti G, pa je struja | u fazi
s naponom U (si. 79 b).

Zbog prisustva napona U teéi ¢e i u svitku i u kondenzatoru
struje: IL= UBL, Ic = UBc i one su jednake jakosti, ali
se zbog suprotnih faznih pomaka u odnosu prema naponu U
u ukupnoj sumi (tj. u struji izvora) kompenziraju. Ako su vodlji-
vosti BL i Bc velike, moze, dakle, i mali napon prouzrociti unutar
kombinacije vrlo jaku struju koja se u ostalom dijelu spojne
sheme ne opaZza. Ta se pojava zove paralelna ili strujna rezonancija.

U oba slucaja do rezonancije dolazi ako su vrijednosti induk-
tivnog i kapacitivnog otpora jednake, odn., Sto je isto, ako su
induktivna i kapacitivna vodljivost jednake. Dakle, uvjet za na-
stajanje rezonancije jest:

oL = -4 odnosno0 = (oC)

oc oL
§to izlazi na to da mora pri serijskoj i paralelnoj rezonanciji biti
(o2LC = 1ili

@7ifr)2 = 17=,

Sl. 80. Frekvencijska karakteristika:
tivnog otpora Xc, induktivnog otpora X,

ancije Z, faznog kuta (o1 struje / kad
su otpornik, svitak i kondenzator prikljuceni
u seriji na izvor izmjeni€ne struje promjenljive
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Ovisnost izmedu rezonancijske frekvencije fr i parametara
L i C daje relacija

2tc|/Zc’

Rezonancija se, dakle, moZe posti¢i na dva nacina: ili tako da se
pri zadanoj frekvenciji mijenjaju vrijednosti L ili C, ili tako
da se uz nepromijenjene vrijednosti L i C podesi frekvencija
izvora na vrijednost fT.

Frekvencijske karakteristike su krivulje koje pokazuju kako
se promjenom frekvencije napona izvora mijenjaju pojedine
elektriCne veli¢ine u razliitim spojnim shemama. Za serijski
spoj prikazane su te karakteristike na si. 80, a za paralelni spoj
na si. 81

Transformator i meduinduktivitet u strujnim krugo-
vima izmjeniCne struje. Iz razmatranja o elektromagnetskoj
indukciji poznato je da promjenljiva struja u jednom strujnom
krugu moZe u nekom drugom strujnom krugu, koji je s prvim
magnetski povezan, inducirati napon meduindukcije. Buduéi da
do induciranja napona dolazi jedino ako su struja i od nje pro-
izvedeni magnetski tok promjenljivi, to se meduindukcija opée-
nito pojavljuje — a takoder korisno primjenjuje — ba$ u struj-
nim krugovima izmjenicne struje.

Tako se u transformatorima iskoris¢uje meduindukcija da se
izmjeniCni napon izvora povisi ili snizi na onu vrijednost za koju
je gradeno troSilo (v. Transformator). Princip rada transformatora
najbolje se moze objasniti na idealnom transformatoru u kome se
mogu zanemariti mali gubici uzrokovani nesavrSenoSéu materijala
od kojih je konstruiran transformator.

Sl. 81. Frekvencijska karakteristika: ukup-

ne struje /, struje kroz kondenzator /C,

struje kroz svitak /1 i faznog kuta o pri

paralelnom spoju otpora, svitka i kon-

denzatora na izvor izmjeni¢ne struje pro-
mjenljive frekvencije

kapaci-

frekvencije

U osnovi sastoji se transformator (si. 82) od dva svitka,
primarnog sa zavoja i sekundarnog sa N 2 zavoja koji su (da
bi magnetska veza medu njima bila Sto potpunija) smjeSteni na
zatvorenoj Zeljeznoj jezgri. Pri-
marni svitak (primar) priklju-
¢en je trajno na izmjenicni na-
pon izvora u, (efektivna vrijed-
nost Ui). Dok na sekundarnoj
strani (sekundaru) jo$ nije pri-
kljuceno troSilo, u primarnom
strujnom krugu tece iz izvora
struja | = Ui”Li. Ta je struja
zbog velikog induktivnog ot-
pora prema XLi vrlo mala;
ona ima u odnosu na primarni
napon induktivni fazni pomak od 90° i stvara u Zeljeznoj jezgri
izmjenicni magnetski tok 0 kojim su povezana oba svitka. Ta se
struja Cesto moze u daljim izvodima zanemariti jer je u odnosu
prema strujama pri optereé¢enju troSilom neznatna.

Sl. 82. Spojna shema neoptere¢enog
transformatora

Tok O inducira u primaru prema (48) napon ex= —N't ,
a u sekundaru napon e2 = —Nzi’é‘—;’ . Na primaru je e, kao" re-

aktivni napon uravnotezen naponom izvora mi5 a na sekundaru
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je inducirani napon e2 priveden sekundarnim stezaljkama kao ak-
tivni napon u2. Dakle je:

«l=—« i uz2=e2

Iz odnosa exe2= Nt :N2 slijedi i odnos napona stezaljka
U :u2—N, :N2 koji vrijedi i za efektivnevrijednosti: EX :
:E2= Ni :N2>pa je uz zanemarenja pada napona

Ui :U2=N, :N2 (68)

Odatle se vidi da se naponi primara i sekundara odnose direktno
kao pripadni brojevi zavoja.

Ako se na sekundarnoj strani napon U2 iskoristi za prikljucak
troSila (si. 83), te¢i ¢ée u sekundarnom strujnom krugu struja

i2=

Ztr
mora ponistiti dodatna struja primara J13 amperzavojima Ii N 5
jer magnetski tok 0 i pri optereéenju ostaje jednak kao i
u praznom hodu budu¢i da on mora inducirati zbog ravnoteze
napona na primaru uvijek et bez obzira na opterecenje troSilom.
Po iznosu, dakle, amperzavoji su jed-

(Ztr je impedancija trosila). Amperzavoje od struje, 1 2N 2)

naki: 11Nt=12N2) pa ako se I"
zanemari, na primaru te€e struja
opterecenja
= *
/l /2 N5

odakle slijedi odnos struja pri opte-
recenom transformatoru
li :12=N2:Nt.

Umjesto da se naponi racunaju pomocu zajednitkog magnet-
skog toka 0, moZze se proraCun napona provesti i pomocu koe-
ficijenata samoindukcije i meduindukcije.

Tako se napon izvora uv odreduje na osnovi Cinjenice (drugi
Kirchhoffov zakon) da on mora savladati pri optere¢enju osim
induciranog napona samoindukcije joS i inducirani napon medu-
indukcije. Ako se zanemari omski otpor primarnog svitka, na-
ponska jednadzba glasi:

Sl. 83. Spojna shema opte-
re¢enog transformatora

di di2
dt df

Pri tome se napon meduindukcije uM= M diz simboli¢nom

obliku predo€uje — analogno naponu samoindukcije — komplek-
snim brojem
UM= ja>MI-
Vidi se da se, slicno induktivnom otporu samoindukcije XL = oL,
i pri pojavi meduindukcije moZe uvesti pojam induktivnog
otpora meduindukcije, koji je jednak: XM= oM, pa je tako
odgovarajuci napon:
Um=joXm- 12

Ovaj odnos, osim u prikazanom transformatoru, vrijedi i inaCe
u bilo kako sastavljenoj mrezZi gdje su dva svitka magnetski po-
vezana. U jednadzbi drugog Kirchhoffovog zakona mora se
uz ostale napone (uR ul3 uc) uzeti u obzir i napon meduinduk-
cije, koji u kompleksnom prikazu iznosi opcenito

UM= joM I.

Autotransformator. Transformator se moZe izraditi
s jednim svitkom; u njemu onda ukupni
broj zavoja pripada strani viSeg napona, a
odvojeni dio svitka s manjim brojem zavoja,
strani nizeg napona. Takav se uredaj zove
autotransformator. Na si. 84prikazana je spoj-
na shema autotransformatora u kome se
primarni napon izvora Ui smanjuje na na-
pon U2 za prikljucak troSila. | ovdje vrijedi
(za idealne prilike) osnovna naponska jed-
nadzba (68) Ui :U2= Ni :N2

Trofazna struja je sustav triju izmjeni¢nih struja jednake
frekvencije koje su jedna prema drugoj vremenski fazno pomak-
nute za jednu tre¢inu periode (773), Sto odgovara faznom kutu
od 120°. Sustav je simetriCan ako su, osim medusobnih faznih
pomaka, i amplitude struja jednake. Te struje proizvodi trofazni

i samo

Sl. 84. Spojna shema
autotransformatora

137

sustav napona koji su zajednicki inducirani u trofaznom genera-
toru, zajednicki se redovno prenose trofaznim vodom, a mogu se
zajedno i iskoristiti za rad u jedinstveno konstruiranim trofaznim
troSilima (trofaznim motorima, trofaznim peéima i dr.), ili se pak
moze i svaka od tih struja zasebno upotrijebiti za rad u poseb-
nim strujnim krugovima sa tzv. jednofaznim troSilima kao Sto su
Zarulje, grijala itd.

U generatorima se simetricni trofazni napon inducira u tri
jednaka fazna svitka koji su prostorno razmaknuti za geometrijski
kut od 120° ako promjenljivo (rotirajuée) magnetsko polje ima
samo jedan par polova. Za p pari polova taj kut iznosi 120°p.
Ovim prostornim razmakom svitaka postize se vremenska fazna
razlika u induciranim naponima. Svaki svitak predstavlja, dakle,
generator za strujni krug jedne faze sistema, na Kkoji se mozZe
vodiCima prikljuciti troilo. Na si. 85 prikazana su sva tri strujna
kruga kao jedan od drugog elektri€ki izolirana; taj se sustav zove
nevezan. Nevezani trofazni sustavi u praksi se ne primjenjuju,
nego se sva tri strujna kruga uvijek povezuju u vezane sustave.
Dva su osnovna nacina povezivanja: u spoj zvijezde i u spoj trokuta.
Osim ovih postoje i neki posebni spojevi za specijalne svrhe (cikcak
spoj, V-spoj i dr.).

Simetri€ni trofazni sustav struja (odnosno napona ili magnet-
skih tokova) moZe se predociti bilo analitiCki jednadZbama bilo
vektorski, ili pak simbolicki kompleksnim brojevima.

Tako se npr. struje simetrinog trofaznog sustava mogu pri-
kazati ovako:

ii= Imsino)t,
iu= /msin(wt — 2n/3), /1,, =1e_j-2n/3 -

im = Imsin(co t- 4n/3), [,» =1 e_i-4*/3,

(2n/3 u lucénoj mijeri odgovara 120° u kutnoj, 4m/3 u lucnoj
mjeri, 240° u kutnoj). Opcenito je

h —/> lu —1 "a2 fui = [ -a, (69)
gdje je a = ei-ZIr'3 operator rotacije vektora za 120°u matema-
ticki pozitivnom smjeru vrtnje (protivno od kazala na satu tj.
protivno redoslijedu faza).

Li —

SI. 86. Trofazni sustav u spoju zvijezde. Ut Fazni

napon, Ui linijski napon

U praksi se pri uredajima trofazne struje primjenjuje rije¢ faza ne same kao
sinonim zatrenutnu vrijednost napona i struje nego i za strujne krugove sustava,
pa i za pojedine dijelove tih strujnih krugova. Tako se npr. svici generatora
nazivaju fazama generatora, a dijelovi troSila kroz koje protjece struja jedne faze,
fazama trosila.

Spoj u zvijezdi (oznaka y) nastaje povezivanjem pocetaka
triju svitaka generatora u zajednicku toCku nazvanu zvjezdiSte
ili nul-tocka generatora (si. 86). Isto tako pri spoju troSila u zvi-
jezdi sva su troSila jednim krajem povezana u nultoCku troSila.
Obje nultocke (generatora i troSila) — ozna€uju se slovom N —
spojene su zajednickim povratnim vodiCem u kome protjeCu sve
tri struje zajedno. Ako su sve tri faze jednako opterecene, pa je su-
stav simetrian, suma je struja jednaka nuli, te kroz povratni
vodi€ ne teCe struja. U tom slucaju je povratni vodi¢ nepotreban
i prijenos energije od generatora do troSila moZe se provesti samo
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s tri fazna vodica koji se oznacavaju slovima R, S, T i koji se
zajednicki zovu trofazna linija ili trofazni vod. Da je suma struja
simetricnog opterecenja jednaka nuli vidi se iz vektorskog dija-
grama ili ako se sumiraju tri jednadzbe za struju:
n -
if= °-
JS:I !

U razdjelnim mrezama, gdje su na pojedine faze prikljucena
jednofazna troSila, ne moze se raCunati na potpunu simetriju
struja, pa ¢e suma struja u zvjezdiStu troSila biti svakako manja
nego u faznim vodicima, ali nece biti jednaka nuli. Za rezultantnu
povratnu struju bit ¢ée stoga potreban povratni vodi¢, koji po-
vezuje obje nultocke i zato se zove nulvodi¢ N. Njegov poprecni
presjek moZe biti znatno manji, obicno samo polovica pop-
recnog presjeka faznih vodica.

Na si. 87 prikazano je kako se ve¢ samom instalacijom, tj. razdiobom jedno-
faznih troSila na pojedine faze nastoji posti¢i Sto bolja simetrija opterecenja, pri
¢emu se jednofazno troSilo priklju€uje na fazni vodi¢ i nulvodic. Trofazno troSilo
(npr. elektromotor), jer je simetri¢no sastavljeno, veZe se na sva tri fazna vodica
bez priklju¢ka na nulvodic.

Spoj u trokutu (oznaka A) jest drugi osnovni spoj triju svitaka
u generatoru, odnosno triju otpora troSila. Svici generatora spa-
jaju se u trokut tako da se poCetak namota jedne faze spoji sa
svrSetkom namota susjedne faze (si. 88). Vodi¢i R, S, T priklju-

la
e i ,
b { B L
K
1 1
Sl. 88. Trofazni sustav sa 3 vodi€a u spoju trokuta. U\ Linijski
napon

Cuju se na namot generatora u spojnim toCkama A, B, C, koje su
u spojnoj shemi vrhovi trokuta namota, po ¢emu je spoj dobio
svoje ime. Otpori troSila vezu se u trokut na slian nacin (na
slici desno), pa prema tome spoj u trokutu predstavlja i tu za-
tvoreni strujni krug.

lako pri spoju u trokutu tri svitka generatora Cine zatvoren
strujni krug bez ukljucenih otpora troSila, ne mogu inducirani
naponi generatora unutar konture trokuta potjerati struju kratkog
spoja, jer se tri napona u trokutu sumiraju, a pri simetriji tro-
faznih napona njihova je suma jednaka nuli. Struja ¢e proteci
tek ako se na svitke generatora prikljuce troSila sa svojim otporima.

Fazne i linijske vrijednosti. Fazni napon je napon induciran
u jednoj fazi (svitku) generatora, odnosno napon jedne faze tro-
Sila, tj. napon izmedu vodi¢a R i N, Si N, T i N. Linijski napon

SI. 89. Fazne i linijske vrijednosti CetveroZi¢nog trofaznog sustava u zvijezdi.
a Shema, b vektorski dijagram
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(zove se i medufazni napon) jest napon izmedu dva vodica tro-
fazne linije, tj. izmedu vodi€a RiS,SiT, T i R. (si. 89 a). Fazna
struja je struja Sto protjeCe jednom fazom generatora, odnosno
jednom fazom troSila, a linijska struja je struja kroz jedan vodic
trofazne linije.

Naosnovi ovih  opéenitih definicija mogu se iz spojne sheme
i vektorskog dijagrama za simetricne trofaznesustavenapona
i struja dobiti odnosi izmedu linijskih i faznih vrijednosti gene-
ratora i troSila (si. 89 b). Za spoj u zvijezdi iznosi:

Ux—2sin 60° Of = uf = Uf, [, = It
odnosno
= r<= r" (™)
Za spoj u trokutu (v. si. 88) vrijedi:
u, = U, I, = 111,
odnosno
U=UU I,=A (72)

13

IzraCunavanje strujnih i naponskih prilika u mrezama
trofazne struje pri opcenito nesimetricnom opterecenju moze
se provesti bilo kojom metodom analize mreza (v. Elektricni
krugovi, TE 4, str. 53). U sluCaju simetricnog opterecenja, pri-
mjenom jednadzbi (70) i (71) raun je mnogo jednostavniji.

Ako je npr. generator vezan u spoj zvijezde, a troSilo otpora/? = 100 Q
u spoj trokuta, dobije se fazna struja generatora kako je navedeno u nastavku.
1z si. 89b vidi se da je pri zadanom faznom naponu generatora od 220 V linijski
napon: U\ = 73 .220 V, §to je ujedno i fazni napon zatroSilo: Uft = U\3
pa ¢e struja jedne faze troSila biti:

Ift = = J/J -220/100 = 2,2 j/J A.

Linijska struja kojom se energija dovodi troSilu jednaka je: I\ = ~3 /ft, a to
je ujedno i fazna struja generatora 1t9 = j/3 -2,2 - /5 = 6,6 A
Snaga izmjeniCne struje. Snaga elektricne struje direktno
e proporcionalna naponu i jakosti struje. Buduci da su pri izmje-
ni¢noj struji oba faktora promjenljiva, bit ¢e i snaga izmjenicne
struje vremenski promjenljiva; trenutna vrijednost snage izmje-
ni€ne struje jednaka je umnoSku trenutnih vrijednosti napona i
struje: p —u i
Ako se promatra slucaj induktivnog optereéenja, kad je napon
prema struji fazno pomaknut za kut — mogu se napon i struja
prikazati jednadzbama
u= Umsinoit, i=Imsin(ot—P,
pa je
p = umi = Umsinoit-Imsin (ot —q)=
= UmImsin oisin (i —<).

Supstitucijom Um= U ]/I; Im=1/2, te primjenom poucka:
sina-sinp =1 cos(a —jd —cos (a + /?), dobije se konacno
da je:

p= Ul][cosp—cos(1oit—@p]I3 (72)
Sto znaCi daje trenutna snaga izmjenicne struje takoder harmo-

nicki promjenljiva veliCina, a zbog faktora 2 o uz varijablu t ima
dva puta vecu frekvenciju nego struja i napon.

Da bhi se odredila pomoc¢u snage elektricna energija, mora se
zbog vremenske promjenljivosti snage u raun uzeti sredina, i to
aritmeticka sredina, prema (59), jer se u jednadZzbi energije W =
= Pt nalazi uz faktor vremena snhaga u prvoj potenciji.

Aritmeticka sredina (srednja vrijednost) snage oznaCuje se

T
slovom P i izrauna prema jednadzbi P = J p dt, pa iz jedn.
0
(72) izlazi
T
P = J U | [cos g —cos (20it — ()] dt
0
i konacno:
P= Ulcos @ (73)
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Zbog toga Sto korisna snaga izmjeni€ne struje ovisi ne samo
0 naponu U i struji / nego i o faktoru cos 9, zove se cos (pfaktor
snage.

Detaljniji uvid u energetske prilike pri sinusoidno promjen-
ljivoj struji dobije se ako se jednadzba (72) transformira u oblik
p=UlcospPl —cos20it) —Ulsing-sin2oait

1 prikaze graficki (si. 90).

Vidi se da se snaga moze rastaviti u dvije komponente, pre-
docene dvjema harmonickim krivuljama. Jedna komponenta,
Ul cos(p(l —cos 2 oi t), titra dvostrukom frekvencijom oko sre-
dnje vrijednosti U | cos ¢} koja predstavlja korisnu snagu P.

,b-Ulcos<pC]-2utt)

Udry
A irpsnmoft

SI. 90. Snaga izmjeni¢ne struje

Druga komponenta snage, Ul sing - sin 2 0i t, oscilira takoder
dvostrukom frekvencijom, ali oko srednje vrijednosti nula. Zato
se Q = U sin (p naziva jalova snaga.

Da je to tako slijedi i iz razmatranja energija, koje su u
vremenskom dijagramu predoCene povrSinama Sto ih zatvaraju
harmonicke krivulje snage s vremenskom osi. lzmedu krivulje
koja prikazuje prvu komponentu snage prenosene od izvora
troSilu i osi apscisa sve su povrSine pozitivne (tj. iznad osi ap-
scisa), a to znaci da se sva predoCena energija predaje troSilu kao
korisna; izmedu osi apscisa i krivulje koja prikazuje drugu kom-
ponentu snage, pak, zbog osciliranja te krivulje oko osi apscisa,
pozitivne i negativne povrsine su jednake, $to znaCi da se energija
predana troSilu vraéa u strujni krug. Ova komponenta energije
samo oscilira izmedu izvora i troSila i ne obavlja koristan rad.

Obje veliCine: korisna snaga P= U/ cos 9i jalova shaga
Q = U sin (p mogu se smatrati kompo-
nentama umnoSka efektivnih vrijednosti
napona i struje S = UI. S, Uil zdru-

Zeni predstavljaju trokut snaga (si. 91).
Umnozak S = Ul zove se prividna
snaga.

Sve tri veli€ine P, Q i S dimepzijski su jed-
nake, pa im svima pripada jedinica vat ili voltam-
per. U praksi se ta jedinica naziva vat (W) samo
kad se primjenjuje na korisnu (djelatnu, ili ak-
tivnu, ili vatnu) snagu, dok se primijenjena na jalovu snagu (bezvatnu ili reak-
tivnu) naziva reaktivni voltamper (VAr), a za jedinicu prividne snage uobicajen
je samo naziv voltamper (VA).

Jalova snaga Q ima vaZzan utjecaj na dimenzioniranje vodica
za prijenos energije, a prema prividnoj snazi 5 proracunavaju
se dimenzije generatora i transformatora.

Snaga trofazne struje. Opcenito je srednja snaga trofaznog
sustava jednaka sumi snaga pojedinih faza: P = P\ + Pn +
+ Pm. Jedino se u sluCaju simetricnog optereenja mozZe ova
jednadzba za proracun snage pojednostavniti, jer je tada Py =
= Pn = Pm, pa je

P =3P\ = 3 Ut licos [

Buduéi da je simetricno trofazno troSilo priklju¢eno na ge-
nerator samo trima vodi¢ima R, S i T (bez nulvodi¢a) nisu mje-
renju pristupacne fazne vrijednosti napona i struje, nego samo
linijske.

Zato se supstitucijom:

SI. 91. Trokut snaga

Vuf’: f=1, za spoj u zvijezdi
u.- u, = VI spoj u trokutu

pretvaraju fazne vrijednosti u linijske, pa se neovisno o nacinu
spoja dobije za snagu simetricnog trofaznog sustava jednadzba

/>= V lu lcos<p,
pri ¢emu su U i/ linijske vrijednosti napona i struje.
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Mjerenje snage i energije trofazne struje prikazano je u €lanku Elektri¢na
brojila, TE 2, str. 526.

U pogledu energetskog koriSéenja trofazne struje treba is-
taknuti da je pri simetricnom opterecenju snaga trofaznog sustava
izmjeni¢nih struja vremenski konstantna: p = /(i) = konst., $to
znaci da se u troSilu rad obavlja kao i pri istosmjernoj struji jedno-
li€nim privodenjem energije bez ikakvih pulzacija snage. Ta se
konstantna vrijednost snage simetrinog trofaznog sustava do-
bije iz izraza (72) i iz osnovne jednadzbe p = p\ + pn -f pm:

p=Ulcos{p—cos(2oit—e)+ Ulcos@p—cos(2at—
—@—2-120°) + U [cosg@—cos (2 ot —p—4 - 120°) =
= 3 U coseg= 3Pis
Sto je prikazano na si. 92. Ovakav se sustav naziva balansiranim,
a isti se naziv primjenjuje i na ostale visefazne sustave kojima je
snaga
p=1/(t)=konst. = mU I cos (p

Pri tom su U i/ fazne vrijednosti napona i struje, a m broj faza.

Sl. 92. Snaga trofazne struje, pi,pii ipm Trenutne
snage pojedinih faza pri €isto omskom simetrickom
opterecenju

Magnetsko polje trofazne struje. Konstantna istosmjerna
struja stvara konstantan magnetski tok G>— | NIRm a magnetska
o0s poklapa se s geometrijskom osi svitka kroz koji protjeCe struja
I. Izmjeni€na struja stvara izmjenino magnetsko polje koja ima
istu sliku kao polje istosmjerne struje, samo Sto su tok ® i gustoca
B vremenski promjenljive veli¢ine kao i izmjeni¢na struja koja
ih stvara.

Ako bi simetri€na trofazna struja prolazila kroz tri svitka Ciji
su zavoji jedan tik uz drugi, rezultantno magnetsko polje bilo bi
jednako nuli, jer bi se prema jednadZzbi za izraCunavanje magnet-
skog toka: ® = | NIRmamperzavoji svih triju struja poniStavali:

IN =N~i= 0.
Prilike se bitno mijenjaju ako su svici pojedinih faza prostorno
jedan od drugoga razmaknuti, jer onda svaki svitak moZe u pro-
storu stvarati svoje magnetsko polje, a u pojedinim tockama pro-
stora rezultantno je polje jednako sumi tih triju komponenata.

SI. 93. Shematski prikaz trofaznog stroja (a) s ucrtanim vektorima uzbude i
vremenski dijagram uzbudnih strujk u pojedinim svicima stroja (6)

Napose se pravilno rezultantno polje dobiva ako su tri jednaka
svitka smjeStena radijalno u krugu, prostorno razmaknuta za
120°, koliko iznosi kut faznog pomaka triju struja trofaznog su-
stava. U rotacionim strojevima razmjeStena su takva tri svitka
na Zeljeznom jarmu statora (si. 93 a), pa se od struje svakog svitka
stvara u utorima statora magnetsko polje €iji se vektor uzbude H
poklapa s geometrijskom osi promatranog svitka. Buduci da su
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vektori Hv Hn i Hni, kao i struje, vremenski promjenljivi, i
rezultantna je vrijednost H promjenljiva. Na si. 93 b prikazano
je kako se u nekoliko karakteristicnih trenutaka moze vektorskim
sumiranjem odrediti uzbuda H rezultantnog magnetskog polja.
Pri tom se pretpostavlja da su svici na vodove R, S, T prikljuceni
tako da pozitivna struja stvara polje u smjeru oznacenom kao
pozitivan. U trenutku a ima rezultantni vektor //a smjer geome-
trijske osi prvog svitka, Cija je struja u maksimumu, a njegov
je iznos Ha= 1,5 Hm) gdje je Hmmaksimalna vrijednost uzbude
jednog svitka. U trenucima b i ¢ takoder je vrijednost rezultantne
uzbude Hob=Hc= 15Hm samo se vektor H u svakom tom
trenutku poklapa po smjeru sa smjerom geometrijske osi onog
svitka Cija je struja u maksimumu.

Rezultantno magnetsko polje je, dakle, konstantnog iznosa, a
njegova magnetska os rotira brzinom vrtnje stroja. To se polje
zove okretno ili rotaciono magnetsko polje.

Brzine vrtnje n0 oznauju se u tehnici brojem okretaja u jednoj minuti, a
budué¢i da se u prikazanom slu¢aju polje okrene jedan put u jednoj periodi
(koja se izrazava u sekundama) moze se brzina vrtnje n0O prikazati prilagode-
nom veli¢inskom jednadzbom

rio = 60 -/ [okr/min]

gdje / znaci mreznu frekvenciju. Ako svici pojedinih faza svaki za sebe stvaraju
magnetsko polje sa p pari polova, brzina je vrtnje

n0 —60 - — .
)

Simetricne komponente nesimetricnog trofaznog su-
stava. Mnogi problemi nesimetri¢nih trofaznih sustava mogu se
racunski jednostavnije rijeSiti ako se taj nesimetricni sustav ras-
tavi na tri simetricne komponente. To vrijedi kako za napone
i struje, tako i za impedancije. Te su komponente, opcenito:
direktna, inverzna i nulta komponenta.

Direktna komponenta (si. 94 a) simetricni je trofazni sustav
koji ima isti redoslijed faza kao i zadani nesimetricni.

SI. 94. Uz tumacenje simetricnih komponenata. a Direktna komponenta,
b nulta komponenta, c inverzna komponenta, d zbrajanje simetrickih kom-
ponenata

Inverzna komponenta (si. 94 c) simetri¢ni je trofazni sustav
Ciji je redoslijed faza obrnut od redoslijeda faza zadanog nesi-
metri€nog sustava.

Nulta komponenta (si. 94 b) su tri jednake istofazne izmjenicne
veliCine.

Ako je zadani nesimetri¢ni trofazni sustav predoCen trima
radijvektorima /A /B la komponente se raCunaju prema ovim
jednadZbama:

Nulta komponenta: 10= % (/A+ 7B+ /c)5
Direktna komponenta: I x= % (la + a7B+ a2lc),
Inverzna komponenta: 12 = \Vz (/a + a2/, + a7Q}

pri  ¢emu je operator rotacije a prema (69) jednaka =
Zbrajanje simetriénih komponenata na si. 94 a, b ic prikazano
je u vektorskom dijagramu 94 d (v. i €lanak Dalekovodi, TE 3,
str. 159).

Nesinusoidni naponi i struje. Strujne i naponske jednadzbe
te osnovni zakoni izvedeni za sinusoidno promjenljive struje
ne mogu se direktno primijeniti na periodiki promjenljive struje
i napone koji nisu harmonicke funkcije vremena. No, ako se ne-
sinusoidna periodiCka veliina rastavi u Fourierov red Cciji su
Clanovi sinusoidne veliCine sa sve viSim frekvencijama, mogu se
na te komponente primijeniti izvedeni zakoni, pa na taj nacin
superponiranjem analizirati mreZa i pri nesinusoidno promjen-
ljivim strujama.

ei*27m3.
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Kao i pri sinusoidnim strujama nastoje se i nesinusoidne
struje i naponi prikazati efektivnim vrijednostima, a snaga aritme-
tickom srednjom vrijednoS¢u. Te se vrijednosti dobiju iz os-
novnih definicionih jednadZba; tako je efektivna vrijednost ne-
sinusoidne struje

[-1il-%*

Sto nakon uvrstenja izraza za struju:
*= Jlo+ llmsin (t+ ai) + 1lomsin 2Qt + a2) +
+ /37 sin (3Rt + a3 + -—
daje konacCni izraz za efektivnu vrijednost nesinusoidne struje
I —Ilg+ N+ 12+ /3 + — |
i analogno za napon:
U= Ul+ Uf+ U\ + U\ + ...
gdje 1o i U0 znaCe istosmjernu komponentu struje i napona, a
/12/2.... odnosno Uly U2.... harmoniCke komponente.

Srednja vrijednost snage P odreduje se uvrStenjem gornjeg
izraza za struju i i analognog za napon u u jednadzbu (59)

T
p=y J«idi
0
Sto kona€no daje
P=P0+ Pi + Pi +
pri ¢emu su PO, PI5 P2.... snage struja pojedinih komponenata
pa je prema tome
P=UO0IO+ ULI'cos<gi + U2l2cos9® + -
gdje su (p, i (p2 fazni kutovi pojedinih harmonickih komponenata.

Vidi se da se snaga (kao i energija) dobije algebarskim su-
miranjem pojedinih komponenata, Sto je u vezi sa skalarnim
karakterom energije.

Pri nesinusoidnoj struji i naponu ne moze se kao pri sinuso-
idnoj struji za proracun snage izravno primijeniti jednadzba
(73): P = Ul cos< jer tu kut faznog pomaka zbog postojecih
harmonic¢kih komponenata nema fizikalno znacenje. Moguce je,
medutim, kao faktor snage A u tom sluaju uzeti omjer

Za slucaj da je napon sinusoidan, a struja nesinusoidna, moZze
se faktor snage A izraziti pomocu cos ¢f{ (tj. kosinusom faznog
pomaka prve harmoniCke komponente) pomnoZenog faktorom
udjela osnovnog titraja g, tako da je A = g cos cpv.

Faktor X je to manji od jedan Sto je vise harmonickih ¢lanova
sadrzano u krivulji struje, tj. Sto je faktor udjela osnovnog titraja
g manji. On iznosi

= Jt - )
g 1 IlI+H+

Ponekad je vaZno poznavati udjel viSih harmoni¢kih kompone-
nata u nesinusoidnoj struji. Taj se udio izrazava faktorom izobli-
Cenja,, koji glasi

. ¥R

Opisane zakonitosti odnose se na izmjenicne struje niskih
frekvencija, kod kojih je gubitak energije uslijed elektromag-
netskog zraCenja zanemarivo malen. Pojave pri strujama viso-
kih frekvencija tumace se u teoriji elektromagnetskih polja.

V. Pinter

ym+=H=1t.

12+ 1+ [2....

RAZVOJ ELEKTROTEHNIKE

0 elektricitetu bila je kroz mnoga stolje€a poznata samo

Cinjenica da natrljani jantar privlaci laka tijela. To je vjerojatno
znao najstariji poznati grcki filozof Tales iz Mileta u <- VI st.,
a sigurno je to znao Teofrast na prijelazu IV i + Il st,
God. 1600 William Gilbert (1544—1603) utvrdio je da se kao
jantar ponaSaju takoder staklo i dvadesetak drugih tvari. On je
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korijen grcke rijeCi za jantar, “XexTpov (slektron), prvi upotrijebio
kao osnovu za naziv privlacne sile izmedu tih tvari i lakih tijela:
vis electrica. God. 1733 francuski fizicar C. F. de Cisternay du
Fay (1698—1739) otkrio je da se elektricitet kojim se pri trlja-
nju nabija staklo razlikuje od elektriciteta kojim se nabijaju jantar
i druge smole, i te je dvije vrste elektriciteta nazvao staklastim
i smolastim. Najzad je B. Franklin (1706—1790) iznjeo prvu te-
oriju o elektricitetu. On je 1747 god. uveo izraze pozitivni i nega-
tivni elektricitet za te dvije vrste elektri€nih naboja i utvrdio da
se one pojavljuju uvijek istodobno i u to€no jednakim koli¢inama.
Na temelju toga on je formulirao princip odrzanja (konzervacije)
naboja i time poloZio znanstvene osnove teorije o elektricitetu.

Makroskopske pojave u podru¢ju poznatom pod imenom
elektrostatika tvorile su osnovu za razvitak pojma elektrostatickog
naboja, kao mijerljive fizikalne veliCine. Elektrostatika, jedno od
glavnih podrucja nauke o elektricitetu, temelji se na samo jed-
nom eksperimentalno utvrdenom zakonu, tzv. Priestley-Coulom-
bovotn inverznom kvadratnom zakonu

- Q |Q2 -
AKer2 ° (74)

gdje je F sila koja djeluje izmedu dva elektricki nabijena tijela,
Qi i Q2 elektriCni naboji tih tijela ukljucujuc¢i i njihov predznak,

r razmak izmedu tijela, e dielektricnost okolnog medija, a ar}
vektor iznosa 1 i smjera od jednog naboja prema drugome, od-

—»
reduje smjer sile F (v. i Elektricitet, staticki, TE 3, str. 580).
Taj zakon kaZze da dva elektriCki nabijena tijela, kojima je volu-
men mali u odnosu prema udaljenosti izmedu njih, djeluju jedno na
drugo jednakim suprotnim silama koje su obrnuto razmjerne kva-
dratu udaljenosti medu tijelima. Sila je privlana ako su tijela na-
bijena elektricitetom suprotnog predznaka, a odbojna ako su
nabijena elektricitetom istog predznaka. Buduéi da je algebarski
predznak sila jednak predznaku produkta Qj Q2, odbojna je
sila pozitivna, a privlatna negativna.

Prvi zna€ajan doprinos otkrivanju
Coulombova zakona dao j¢ B. Franklin,
na Ciji je poticaj J. Priestley (1733—
—1804) poceo istraZivati djelovanje
medu elektricnim nabojima. Priestley
je 1767 prvi izrekao misao da izmedu
dva elektri¢na naboja postoji odredeno
kvalitativno uzajamno djelovanje. Ne-
zavisno od njega je H. Cavendish
(1731—1810) iznio to isto misljenje;
on je 1773 eksperimentalno utvrdio
inverzni kvadratni zakon za elektri¢-
nu silu.

Charles Augustin de Coulomb
(1736— 1806) je 1785 kvantitativno for-
mulirao i demonstrirao inverzni kvad-
ratni zakon koriste¢i se pri tom tor-
zionom vagom (si. 95). Njegova me-
toda eksperimentalnog odredivanja za-
visnosti 1zraZene inverznim kvadratnim
zakonom bila je direktna, kvantitativna
i lako razumljiva, pa su njegovi rezul-
tati spremno prihvaceni. To su prvi
rezultati istrazivanja na podrucju elek-
triciteta koji su dobili Sirok publicitet.
Tome su znatno pridonijela i teoretska
razmatranja Simeona Denisa Poissona
(1781— 1840), objavljena u dva rada
1812 i 1813. U njima je on, uzimajuci
Coulombov inverzni kvadratni zakon
kao fundamentalni postulat, znatno
unaprijedio i upotpunio elektrostatiku
upotrebom analogije prema gravitaci-
onoj_teoriji, koja je tada bila visoko
razvijena.

Godine 1777 uveo je J. L.
Lagrange (1736—1813) funk- Sl
ciju y>(¢y, z) pridruzenu ma-
sama, za koju je P. S. Laplace (1749—1827) 1782 pokazao da
zadovoljava jednadzbu

95. Coulombova torziona vaga

day ;  d2ypdaw

ax2 — dyZ dzZ 5
u svim tockama u kojima nema mase. Poisson je, na osnovi Cou-
lombova zakona, uveo sli¢nu funkciju (p(x,y,z), kojoj doprinose
svi naboji jednog elektricnog sustava obrnuto proporcionalno
udaljenosti. Zatim je, kao $to je to ucinio Lagrange u slucaju
gravitacionih privlainih sila, dokazao da parcijalne derivacije
—d<p/dx, —d(p/dyy —dtpjdz daju komponente elektricne sile

(75)
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u tocki (x,y, z). Petnaest godina kasnije, u generaliziranju Pois-
sonovih radova o elektri¢nim i magnetskim pojavama, George
Green (1793—18411 dao je funkciji <puniverzalno ime potencijal.
Slijedeci je znaCevan doprinos Poissona, zabiljezen 1813, proSirenje
Laplaceove jednadzbe (75) tako da obuhvaéa toCke zauzete
materijom

daw daw  dow

¢ +téP+éi=-4n" (76)
gdje je g volumna gustoéa mase. Jednadzba (16) nazvana je Pois-
sonovom, a njena valjanost je op€a, pa je stoga primjenljiva i u
elektrostatici.

Usporedo s elektrostatikom razvijalo se, do tog doba istina

odvojeno, drugo vazno podrucje elektromagnetske teorije, ma-
gnetostatika.

Sile kojima djeluju magneti jedan na drugi, slicno kao i elektrostaticke sile,
bile su poznate jos Talesu. | dok su stari filozofi mije3ali ove dvije vrste djelo-
vanja, W. Gilbert je uocio razli¢itost. Kada je 1785 Coulomb otkrio inverzni
kvadratni zakon u elektrostatici, on je u€inio pokuse i s polovima dvaju dugih
tankih magneta i naSao da se sile izmedu polova mogu takoder racunati s po-
mocu toga zakona. Utvrdena je slicnost izmedu mnogih matematickih izraza
kojima se opisuju te dvije vrste sila. Mnogi, mada ne svi, principi elektrosta-
tiCke teorije, koju je unaprijedio Poisson, bili su valjani i za magnete. Mag-
netostatika se u to vrijeme razvijala u sjeni elektrostatike.

Prava priroda magnetizma istrazena je pocetkom proSlog sto-
ljeca, kad je cijelim nizom izvanrednih otkrica utvrdena pove-
zanost medu elektricnim i magnetskim pojavama. Kao rezultat
tih istrazivanja uoCena je cCinjenica da je gibanje elektriciteta
uvijek pra¢eno magnetskim pojavama. Naime, nakon $to je 1800
Alessandro Volta (1745—1827) pronaSao prvi izvor elektricne
struje, u zimi 1819/1820 Hans Christian Oersted (1777—1851)
otkrio je magnetsku interakciju izmedu magnetske igle i vodica
kroz koji protjeCe struja. To otkriée je potaklo André-Marie
Amperea (1775—1836) da nedugo zatim, 1820, utvrdi da elek-
tricne struje djeluju jedna na drugu silama koje je i kvantita-
tivno odredio. U meduvremenu, iste godine, Jean-Baptiste Biot
(1774—1862) i Félix Savart (1791—1841) ponavljajuéi Oer-
stedove eksperimente, mjerenjem su takoder odredili zakon mag-
netske sile koja upravlja tom pojavom.

Prema danaSnjem naCinu pisanja, rezultati svih tih eksperi-
menata mogu se prikazati izrazom

,Ol£ ds x ro
Ttt J —72-~ (n
koji odreduje magnetsko polje u tocki (x,y, z) proizvedeno sustavom
stacionarnih struja I. Ova vazna jednadzba, poznata kao Biot-
-Savartov zakon, €esto se uzima kao postulat na kome se zasniva
cijela magnetostatika. Jednadzba (77) pokazuje da se elementarna

sila dF na element vodica duljine ds kroz koji protjece struja |

u podrucju gdje postoji magnetska indukcija B, moZze odrediti
jednadzbom

dF = I (&xB). (78)
JednadZba (78) moze se izvesti iz jedn. (77), a rezultat je istraZi-
vanja koja je Ampeére izvrSio od 1820 do 1825, pa se Cesto naziva
Ampereov zakon sile.

Ampeéreova istrazivanja, rezultati i zaklju€ci do kojih je doSao vrlo su va-
zni za razvoj elektriciteta i magnetizma. Njegov poduZi rad objavljen 1825,
u kojem su sakupljeni rezultati svih njegovih istrazivanja, spada, prema rije¢ima
Maxwella medu najbriljantnije u nauci. Nakon svog otkrica sile izmedu dviju
struja, Ampere je nastavio istrazivanja i zaklju¢io da je magnetizam u biti elek-
tricna pojava. Prema njefnu nije potrebno postulici neovisno postojanje magnet-
skih dipola u prirodi,.nego se oni mogu smatrati manifestacijom kruznih mole-
kularnih struja koje se gibaju u krugovima subatomskih dimenzija. Takvo gle-
danje ¢ini danas jezgru teorije magnetizma. Uz to Ampere se moZe smatrati
osnivatem elektrodinamike, jer je lucio pojave elektriciteta u mirovanju od pojava
elektriciteta u gibanju i svrstao prve pod naziv elektrostatika, a druge pod naziv
elektrodinamika.

Dalje bitno unapredenje nauke o elektricitetu ucinjeno je
fundamentalnim otkri¢em elektromagnetske indukcije od Michaela
Faradayja (1791—1867). Posto je Oersted pokazao da elektricitet
moZe proizvesti magnetske efekte, Faraday je 1831, Sest godina
nakon prvog pokuSaja, uspio dokazati da magnetizam proizvo-
di elektricitet. Faradayjevo otkrie sastojalo se od vaznog za-
pazanja da promjena magnetskog poljévinducira U zavojnici elektro-
motornu silu. Svoje objaSnjenje pojava induciranja elektriciteta
relativnim gibanjem magnetskih linija sile (silnica) prema vodicu
opisao je Faraday 1852 u referatu procCitanom pred Royal Society
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u Londonu. Maxwell ga je kasnije matematicki opisao jednadzbom
« = -~ fB ndS, (79)
5

gdje e predstavlja induciranu elektromotornu silu (EMS) u kon-
turi, a integral u jednadzbi (79) predstavlja totalni magnetski
tok obuhvaéen tom konturom. Jednadzba (79) izraZzava Fara-
dayjev zakon elektromagnetske indukcije; na njemu se temelji
elektrodinamika.

Nastavljajuci s istrazivanjem, nakon ovog pocetnog otkri¢a, Faraday iste
godine 1831 uvodi prvi generator istosmjerne struje, koji se sastoji od bakarnog
diska koji rotira izmedu magnetskih polova. 1834 otkrio je pojavu samoindukcije,
ne znaju¢i da je Joseph Henry (1797—1878) u Americi ucinio to otkrice ve¢
dvije godine prije.

Kao $to je receno, spoznaje o elektrinim i magnetskim po-
javama temeljile su se na nabojima i strujama kao izvorima, i
koncentrirale paznju na sile izmedu elektri€nih i magnetskih
tijela. Ideje o postojanju djelovanja na daljinu izmedu naboja i
struja bile su povezane s takvim misliocima kao Sto su Franklin,
Cavendish i Ampére. Osnivaju¢i se na predstavi o djelovanju
na daljinu, teorija W. E. Webera (1804—1891) u to je doba imala
uspjeha u opisivanju razlicitih elektri€nih i magnetskih pojava.
Takav nacin gledanja bio je dominantan i u teoriji gravitacije.
Faradayjev pristup elektromagnetizmu, naprotiv, temeljio se na
ideji o fizickoj realnosti procesd koji se odigravaju u prostoru
izmedu elektricnih naboja i izmedu vodica kroz koje protjecu
struje. On je, pripisuju¢i djelovanje kontinuumu uveo pojmove
elektricnog i magnetskog polja. Ova ideja omogudila je Faradayu
da zamijeni djelovanje na daljinu lokalnom interakcijom naboja
i struja s poljem sila. Njegov pronicljivi naCin stvaranja fizikalnih
predodzbi doveo ga je do slike linija magnetske sile, silnica, Ciji
se smjer u svakoj tocki podudara sa smjerom magnetskog intenzi-
teta. ZamiSljao je da te linije povezuju molekule okolnog medija,
polazeéi od nabijenog vodica ili magneta i da djeluju na druga
tijela u njihovu susjedstvu. Te su veze napregnute, nastoje se
skratiti i istodobno poprijeko rasprSiti. Tako nabijeni vodi¢ ili
magnet nastoji privuéi tijela k sebi skraéujuci svoje silnice.

Prema tome, po Faradayju, djelovanje medu elektricnim nabo-
jima prenosi se kroz kontinuum koji ih okruZuje i posljedica je
procesa Kkoji se odigrava u njemu. Prostor u kojemu se dogada
taj proces naziva se elektricno polje. Postojanje tog polja u oko-
liSu nabijenog tijela ispoljava se preko mehanickih sila koje dje-
luju na ispitni naboj unesen u polje. Sli¢no je i s djelovanjem iz-
medu vodiCa kroz koje protjecu elektricne struje. Prostor oko
takvih vodi¢a naziva se magnetsko polje; ono se moze utvrditi me-
hani¢kim silama ili, pak, elektromagnetskom indukcijom.

Voltin pronalazak prve elektri€ne baterije bio je neposredan
poticaj i za studij vodenja elektriciteta. Vrijedne rezultate u
istraZivanju vodenja postigli su Humphry Davy (1778—1829)
i George Simeon Ohm (1787—1854). Ovaj posljedni je 1826
formulirao rezultat eksperimentalnih istrazivanja: da je jakost
struje u Zzici koja ne sadrZi nikakvu EMS proporcionalna raz-
lici potencijala na njenim krajevima. Ta Cinjenica, iako ne spada
u posebnu klasu zakona neovisnih o materiji, nazvana je
Ohmovim zakonom. Zakon je u biti vrlo jednostavan, no mora
se upotrebljavati s paznjom jer nije primjenljiv za sve materijale.
Za vecinu metala je dobar, ali mnogi Cvrsti nemetali pa ¢ak i me-
tali kao silicijum, ne pokoravaju se tom zakonu*oni su »neomski«.
Upravo zbog njegove jednostavnosti, trebalo je pro¢i nekih 14
godina, pa da to veliko otkriée u nauc¢nom svijetu bude priz-
nato i prihvaéeno. God. 1841 Joule (1818—1889) utvrduje
zakon Kkoji povezuje struju koja protjeCe metalnim vodiCem s
toplinom razvijenom u njemu.

Veliki napredak u istrazivanju elektricnog strujanja u vodi-
C¢ima zabiljezen je 1847, kada je Gustav Robert Kirchhoff
(1824—1887) dedukcijom izveo i formulirao svoja dva zakona,
koji spadaju u grupu temeljnih zakona klasi¢ne elektromagnet-
ske teorije. Prvi Kirchhoffov zakon postulira kontinuitet elek-
tricne struje, a drugi Kirchhojfov zakon matematicki je identi¢an
sa zakonom da razlika potencijala izmedu bilo kojih dviju to-
Caka ima istu vrijednost po svim putovima izmedu njih. Ti
zakoni su vrlo korisni i mnogo su upotrebljavani u elektroteh-
nici. Imali su velikog udjela u njenom napretku i posebno
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su vazni za razvoj teorije elektricnih krugova i mreza (v.
Clanak Elektri¢ni krugovi, TE 4, str. 50).

Primjenjuju¢i bateriju, Davy, Oersted, Ampere, Ohm, Faraday i Henry —
da nabrojimo samo nekoliko istraZivaca iz prve polovine XIX st.—dosli su do
mnoStva osnovnih ideja, teorija i uredaja. Neumann je dao matematiCki izraz
Faradayjevim idejama indukcije, kao §to je i Ampére ranije, potaknut Oerste-
dovim otkri¢ima, formulirao vezu izmedu magnetskog polja i elektri¢ne struje.
Kirchhoff je proSirio Ohmov rad o vodenju ustrojstvom fundamentalnih topo-
loskih relacija izmedu grana, ¢vorova i neovisnih petlji u mrezi. Te relacije
danas su temelj analize krugova i mreza. Istovremeno, kroz prvu polovinu XIX st.,
i druga polja elektrostatike i magnetostatike razvijali su dalje Poisson, Gauss
i Weber, koji su slijedili ranije eksperimentalne radove Priestleyja, Coulomba i
drugih. Pojam energije, spoznaja o njenoj univerzalnosti i princip njenog odrZanja,
rezultati radova Younga, Rumforda, Joulea, R. Mayera i Helmholtza, imali su
veliki utjecaj na uspostavljanje veza izmedu mehanike, nauke o toplini i nauke o
elektricitetu.

IshodiSte moderne elektromagnetske teorije bila je spoznaja
da se elektromagnetske sile mogu objasniti interakcijom naboja
i polja. James Clerk Maxwell (1831—1879), direktor Cavendisho-
vog laboratorija na univerzitetu u Cambridgeu, na osnovi Fara-
dayjevih ideja, polaze¢i od fundamentalnih zakona o elektrici-
tetu i magnetizmu, koji su do tada bili otkriveni i definitivno
utvrdeni, i primjenjuju¢i matematicke postupke razvijene od
Lagrangea, postavio je 1864 prvu opéu matematicku teoriju
elektromagnetizma. Elektromagnetska teorija, bazirana na Max-
wellovim jednadzbama kao postulatima, postala je egzaktna nauka.
Klasi¢na elektromagnetska teorija, zajedno s klasi€nom i kvantnom
mehanikom, Cini jezgru suvremenog teoretskog pristupa studiju
fizike. Danasnja elektrotehnika, koja je preobrazila Covjekov Zivot,
plod je Faraday-Maxwellovih shvacanja elektriciteta.

Georg F. B. Riemann objavio je 1858 pretpostavku da izmedu elektri¢nih
i magnetskih pojava, s jedne strane, i prostiranja svjetlosti, s druge strane, po-
stoji tijesna povezanost. Voden tom idejom izmijenio je Poissonovu potencijalnu
jednadzbu i dopunio je vremenskim ¢lanom, Cije rjeSenje daje retardira ti po-
tencijal.

U to doba, kada je najvise principa elektrostatike i magnetostatike bilo ve¢
poznato, elektri€ne i magnetske pojave promatrane su kao neovisne i jedina veza
izmedu njih bila je ¢injenica da su struje koje proizvode polja elektrine po
svojoj prirodi. Citaju¢i Faradayjev zapis »Experimental researches in electricity«,
J. C. Maxwell je zaklju¢io da prije svega njegove ideje treba prevesti na matema-
ticki jezik. Godine 1855, u svom radu »On Faraday's lines of force«, sluzeéi se
principom analogije, usporedivao je silnice sa strujnicama idealnog fluida. Sma-
trao ga je imaginarnim, ali je na njega primijenio sve matematicke zakone kao
da je realni fluid. Da bi dobio matematicki izraz Faradayjevog zakona indukcije,
koji je bio posebno interesantan, primijenio je funkciju vektorskog potencijala
koju je uveo Neumann. Ta veliina nema nista zajedni¢ko s potencijalnom ener-
gijom i u stvari karakterizira uzajamnu kineticku energiju naboja u gibanju.
Faraday je tu funkciju nazivao elektrotonicko stanje, a Maxwell joj je dao ime
elektrokineticki moment.

U nizu od tri ¢lanka, objavljena 1861, Maxwell je razradio posebnu teoriju
za magnetska polja s pomoéu magnetskih silocijevi kao vrtloga u eteru Cije se
osi rotacije podudaraju sa smjerom sile. Konacno, 1864 objavio je svoj Cuveni
rad »On a dynamical theory of the electromagnetic field« u kojem je postulirao
da se elektromagnetske pojave dogadaju u eteru koji ispunjava cijeli prostor
i u kojem je uveo pojam struje pomaka’, time je otklonio jednu od najvecih po-

teSkoca u razvoju njegove teorije. Uvodenje ¢lana dD/dt (gustoce struje pomaka)
u elektromagnetsku teoriju predstavlja bit Maxwellova doprinosa. Maxwellov
naziv »struja pomaka« izrastao je iz eterske teorije elektromagnetizma i, buduci
da je pojam etera kasnije odbacen teorijom relativnosti, on danas ima samo
historijsko opravdanje. Medutim, iako ono $to danas nazivamo strujom pomaka
nema onaj fizikalni smisao koji je tom pojmu pripisivao Maxwell, matemati¢ki
izraz za Maxwellovu struju pomaka vrijedi i za struju pomaka u danasnjem
smislu.

Svi su osnovni zakoni elektromagnetike, izuzev Faradayje-
vog elektromagnetske indukcije bili izvedeni iz stacionarnih opa-
Zanja. Bio je potreban genije J. C. Maxwella da uo€i nepotpunost
tih zakona i da ih promijeni tako da bi ukljucili fizikalne pojave
koje su u to vrijeme bile nepoznate, ali su kasnije otkrivene. Ne-
dostatak je bio u Biot-Savartovom, odnosno Ampereovom Kruznom

zakonu, koji je bio izveden za stacionarne struje s divJ = 0.
Potpuna jednadzba kontinuiteta za naboje q i struje J treba da

glasi div J + dg/dt = 0. Odatle je bio potreban samo jedan korak
da se s pomoéu Gaussovog teorema dobije novi potpuni oblik

Ampéreovog kruznog zakona: rotH = J + dD/dt, koji sada
obuhvaéa i vremenski promjenljiva polja. Dodani ¢lan struje

pomaka 6D/6r od bitne je vaznosti u brzo promjenljivim poljima.
Bez njega nema elektromagnetskog zratenja. Ovakvim postupkom
izveo je Maxwell skup od cetiri jednadzbe, koje Cine zakone
teorije polja analogne Kirchhoffovim zakonima u teoriji krugova.
Zbog ovog izvanrednog poteza izmijenjeni skup jednadzbi elektro-
magnetske teorije poznat je danas pod nazivom Maxwellove jed-
nadzbe. One Cine ishodiSnu to¢ku za razmatranje svih problema
koji obuhvadaju elektromagnetske pojave i predstavljaju znanstvenu
osnovu danadnje elektrotehnike.
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U Maxwellovom djelu »A treatise on electricity and magnetism« objavlje-
nom 1873, radu koji je imao presudan utjecaj na sve kasnije objavljene tekstove,
sistematski je izlozen pregled cjelokupne teorije elektromagnetizma. Posebno
poglavlje posvetio je elektromagnetskoj teoriji svjetlosti, u kojem je s pomocdu
Jednadzbi polja pokazao da se elektromagnetski poremecaji prostiru kao trans-
verzalni valovi i da im je brzina Sirenja ¢ = 1/VVe, tj. da je jednaka brzini pro-
stiranja svjetlosti. (U zraku c«s 3 -108 m/s.) Na temelju toga Maxwell je
zaklju€io da je i svjetlost elektromagnetska pojava koja se Siri kroz prostor u
skladu sa zakonima elektromagnetizma. Eksperimenti su kasnije pokazali pot-
puno slaganje izmedu svjetlosnih i elektromagnetskih valova.

Maxwellovi radovi i teorija svratili su na se paznju fizi¢ara
i podstakli mnoga teoretska i eksperimentalna istraZivanja o elektro-
magnetizmu kroz drugu polovinu X1X stolje¢a. Prije svega postoja-
la je ozbiljna potreba za eksperimentalnom provjerom same
Maxwellove teorije. To je uoCio Helmholtz i na njegov poticaj
njegov je ucenik Heinrich Rudolf Hertz (1857—1894) potvrdio
(1888) postojanje elektromagnetskih valova sluzeéi se oscilato-
rom i rezonatorom. Za tu svrhu Hertz je napravio oscilator s
iskristem, s pomocu kojeg je u okolnom prostoru proizvodio
Maxwellove elektromagnetske valove. Uveo je i »Hertzov vektor«
kao matematicko pomagalo kojim se koristio da poveZe struje
u njegovom oscilatoru i polja u elektromagnetskim valovima.
Tim pokusima i nizom drugih, koji su slijedili, bila je potvrdena
teorija elektromagnetizma koju je izgradio Maxwell na osnovi
Faradayjevih opaZanja.

Iznenadujuca je Cinjenica, da suma ukupnog ljudskog znanja
koje se odnosi na makroskopski elektricitet i magnetizam moze
biti sabrana u samo nekoliko jednadzbi i definicija. Elektrostatika
se temelji na Coulombovom zakonu, magnetostatika na Biot-
-Savartovom, a elektromagnetizam na Faradayjevom. Svi oni su
sadrzani u Maxwellovim jednadZzbama; njima se radi potpunosti
dodaju jo$ jednadzba za Lorentzovu silu, kojom elektromagnetsko
polje djeluje na naboj u gibanju i tri empirijski odredene relacije
konstitucije, u kojima je za makroskopske tvari sadrzan dinamicki
odgovor agregata atoma materije na interakciju s poljem. Pristup
problemima elektrotehnike je nakon toga uglavnom deduktivan,
sve slijedi iz fundamentalnih Maxwellovih jednadZbi polja. Medu-
tim, jo$ viSe iznenaduje Cinjenica da se cjelokupna elektromagnet-
ska teorija, uz pomoc¢ specijalne teorije relativnosti, moze razviti
iz jednog jedinog postulata temeljenog na Coulombovom zakonu.
Rezultati u magnetizmu i Biot-Savartov zakon tada su posljedica
toga postulata, a Lorentzov zakon sile iskazuje se kao.relativisticka
transformacija Coulombovog zakona. 1z Lorentzovog zakona sile
lako je izvesti Faradayjev zakon indukcije i Maxwellove jednadzbe
kao dodatne posljedice. Takvu mogucnost pristupa elektromagne-
tizmu demonstrirao je prvi puta 1912 Leigh Page, profesor na
Yaleovom univerzitetu. Cinjenica da je klasi¢na teorija elektro-
magnetizma, kao znanstvena osnova elektrotehnike, bazirana na
makroskopskom pristupu elektricitetu i magnetizmu dopusta da
se zanemare granularne strukture materije i naboja, te omoguduje
veliko pojednostavnjenje teorije. | dok se ograniCenja koja se
postavljaju klasicnoj Newtonovoj mehanici odnose na brzinu
gibanja, na udaljenosti i na veli€inu mase, za sve zakone klasi¢ne
Maxwellove elektromagnetske teorije »razumne granice« za makro-
skopski su pristup dimenzije i naboj atoma i frekvencije reda
velicine frekvencije svjetlosti.

Dalji razvoj elektromagnetske teorije, nastojanja da se obu-
hvate i relativisticki efekti, povezan je imenima Hendrika
Antoona Lorentza (1853—1928), H. Minkowskog (1864—1909)
i A. Sommerfelda (1868—1951). Svojstva elektromagnetskih valo-
va u odnosu na njihovu interakciju s materijom bitno su ovisna o
valnoj duljini Aili frekvenciji/,koji su povezani s brzinom svjetlosti
odnosom ¢ = A -/. Opis interakcije zracenja i materije zahtijeva
kvantnu modifikaciju teorije elektromagnetskih valova. Za mnoge
svrhe svjetlost se moZe prikazati tokom svjetlosnih kvanta, Cija
gibanja su statisticki odredena gibanjem udruZenog klasi¢nog
elektromagnetskog vala. Kvanti i njihova vjerojatnost ne igraju
prakti¢ki nikakvu ulogu u teoriji radio-valova, ¢ak ni kod mikro-
valova. Zanemarujuéi kvante dolazi se u podrucje klasicne elektro-
magnetske teorije, koja je unutar svojih granica potpuno tocna.

Atomizam elektriciteta bio je kao sastavni dio uklju¢en u Fara-
dayjeve eksperimente o elektrolizi 1833 godine. God. 1881 G.
Johnstone Stoney (1826—1911) izloZio je atomsku teoriju elektri-
citeta, a 1891 godine upotrijebio je rijec elektron kao naziv »prirodne
jedinice elektricitetax. H. A. Lorentz je 1895 postavio teoriju
elektromagnetskih i optickih pojava, koja se s jedne strane oslanja
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na Maxwellovu teoriju, a s druge strane na predstavu o postojanju
elementarnih elektricnih naboja povezanih s Cesticama materije.
Ova teorija nakon otkri¢a elektrona nazvana je elektronska teorija.
J. J. Thomson (1856—1940) je 1897 eksperimentalno otkrio elek-
tron i utvrdio omjer njegovog naboja prema njegovoj masi. Ako
je za XIX st. svojstveno da se razvila atomska teorija materije,
za naSe stolje¢e karakteristiCna je crta strukturna analiza materije
na dijelove manje od atoma. Elektron je prva subatomska Cestica
koja je bila identificirana. U prvoj Cetvrtini XX st. opéenito je
smatran sitnim dijelom materije s poznatom masom i poznatim
nabojem, a atom je predstavljen kao si¢uSni sun€ani sustav u
kojem se elektroni gibaju u orbitama oko teSke pozitivno nabijene
jezgre. God. 1924 zapoceo je skup novih razvoja u dinamici atom-
skih fenomena poznatih kao kvantna mehanika, kvantna dina-
mika ili valna mehanika. Kvantna teorija valnih polja spaja u
jedinstvenu cjelinu korpuskularna i valna svojstva materije sa
specijalnom teorijom relativnosti, koju je 1905 razvio Albert
Einstein (1879—1955). Kvantna teorija je podrucje fizike koje
zadire najdublje u osnovne zakone prirode. Te nove ideje raz-
vili su M. Planck (1858—1947), L. de Broglie (1892—), E. Schro-
dinger (1877—1961), W. Heisenberg (1901—), P. A. M. Dirac
(1902—) i drugi. Oni su formulirali drugaciju sliku atomske struk-
ture i sugerirali da elektron moze poprimiti svojstva vala isto kao
i Cestice.

U vremenu kroz koje su nastajala ova otkri¢a i teorije, pri-
rodno je da su se razvijala razliita podrucja primjene. Nicala
je elektroindustrija, razvijala se elektroenergetika, Sirile telekomuni-
kacije i mnoga druga podrucja elektrotehnike, koj su na primjer
sredinom ovog stolje¢a zahtijevala u cijelom svijetu oko 40 mili-
jardi kilovatsati elektricne energije godiSnje. Sva ova podrucja
sa njihovim mnogobrojnim primjenama uzrokovala su nagli raz-
voj elektronike, nove grane elektrotehnike koja je kroz razvoj
poluvodic¢a dobila vitalni znacaj.

U daljem tekstu hit ¢e predstavljena makroskopska elektro-
magnetska teorija, koja predstavlja znanstvenu osnovu elektro-
tehnike, polaze¢i od fundamentalnih Maxwellovih jednadzbi i
kroz pristup preko pojma polja, u obliku prilagodenom za
inZenjersku primjenu.

OSNOVE ELEKTROMAGNETSKE TEORIJE
Elektromagnetska se teorija temelji na Maxwellovim jednadz-
bama i pojmu polja. Stoga treba definirati osnovne veliCine
za predstavljanje polja, opisati Maxwellove jednadzbe koje po-
vezuju polja s nabojima i strujama, uvesti elektromagnetske po-
tencijale i izvesti razliCite oblike diferencijalnih i integralnih jed-
nadzbi za opisivanje elektromagnetskih pojava, te na kraju utvrditi
energetske odnose u elektromagnetskim poljima.

Maxwellove jednadzbe

Elektromagnetsko polje proizvode struje i nestacionarni naboji.
Ograni¢imo li se na makroskopske u€inke polja, mogu se raspodjele
struja i naboja u prostoru, unato¢ korpuskularnoj prirodi elektri-
citeta, opisati funkcijama koordinata i vremena koje su neprekinute
i imaju neprekinute derivacije u ordinarnim tokama.

_Pod ordinarnom totkom razumijeva se totka u Cijem su okoliSu fizikalna
svojstva tvari nepromijenjena. Nisu ordinarne, prema tome, napose totke na
rubnim plohama materijalnih tijela.

Gusto¢a naboja g u nekoj tocki je srednja vrijednost naboja
u jedinici volumena u okoliSu te tocke. Prosjecna je vrijednost na-
boja u elementu volumena tada
= (80)
gdje je SK volumen malog prostornog elementa, koji, iako malih
dimenzija, treba da bude dovoljno velik da sadrzi velik broj atoma.
Volumna gusto¢a naboja moZe se racunati prema jednadzbi
AR
®FK -+ oA K’
Gibanje nabojaCini struju, Cija sejakost definirakoli€inom
naboja koja u jedinicivremena protecekrozplohupovrsine SS u
okolisu promatrane tocke

8/ = JnSS, (81)
gdje je n jedini¢ni vektor normalan na element plohe SS; uzi-



144

ma se da je pozitivan ako je usmjeren prepia van iz zatvorene

plohe.

Raspodjela struje karakterizirana je stru-

vektorom gustoce

je J, koji je odredengustocom naboja i srednjom brzinom giba-

nja v
= qv. (82)
Struja kroz plohu povrSine S moZe se izracunati jednadzbom
I =jjndsS. (83)
S
Iznos ploSne gustoe struje racuna se prema jednadzbi
J = lim
As = o AS”

Elektromagnetsko polje odreduju u opéem slucaju Cetiri vektora:

E, B, D i H. Vektori E i B definiraju se s pomo¢u mehanicke,
tzv. Lorentzove sile, kojom elektricno i magnetsko polje djeluju

na naboj q koji se giba u praznom prostoru brzinom v :

F=q(E+~vx B). (84)
Ako je naboj g konacan i dovoljno malen da ne djeluje na
izvor polja, elektri¢na je sila na njega odredena prvim ¢lanom desne

strane definicione jednadZbe (84), te onaiznosi q E. Vektor E naziva
se jakost elektricnog polja i ratuna se prema jednadzbi

. F :
E=1lim— pri v=0.

q-+04

Kako se naboj g giba brzinom v, postoji i dodatna sila magnet-

skog polja qv x B. Vektor B naziva se gustota magnetskog toka,
a vrlo Cesto se upotrebljava i naziv magnetska indukcija. Na taj
nacin uspostavljena je neposredna veza izmedu mehanickih sila
i vektord odredenih da opiSu strukturu polja. Upotrijebljeni su
zakoni zasile, jer one direktno djeluju na naSa fizicka osjetila.

Preostala dva vektora D i H u neposrednoj su vezi sa izvo-
rima elektromagnetskog polja. Fundamentalno je svojstvo vektora

D, nazvanog gustoéom elektricnog toka, njegova povezanost s
gusto¢om slobodnog naboja g. Definiciona jednadzba (103 a), tj.
njen integralni oblik (173 c), pokazuje da taj vektor efektivho mjeri
gusto¢u nastalog elektricnog toka i da je brojno jednak naboju.
Zbog njegovog posebnog znacenja u podrucju dinamickih elek-
tromagnetskih polja i valova, Maxwell ga je nazvao vektorom

elektricne indukcije. Treba uociti bitnu razliku medu vektorima D
i E: mikroskopski je vektor E srednja vrijednost mikroskopskog

elektricnog polja, dok je vektor D definiran iskljuivo unutar
makroskopskog pristupa. U mikroskopskom pristupu polju

nema potrebe za definiranjem vektora D. Vektor H, nazvan ja-
kos¢u magnetskog polja ili Cesto magnetizirajuéom silom prema
jednadzbi (85), odnosno (173 a), takav je da njegova ukupna vri-
jednost po zatvorenoj krivulji (magnetomotorna sila) efektivno mjeri
totalnu struju obuhvacenu tom krivuljom.

Potrebno je pretpostaviti da su vektori E, B, D i H konacni,
da su neprekinute funkcije koordinata i vremena i da imaju ne-
prekinute derivacije u svim ordinarnim tockama polja. O njihovim
svojstvima na rubnim plohama materijalnih tijela bit ¢ée govora
kasnije (v. str. 156). Maxwell je postulirao da u ordinarnim tocka-
ma u prostoru, u sustavu Kkoji se ne giba, elektromagnetsko
polje zadovoljava jednadzbe

- 0D

rotH =J +— (85)

rot E = o (86)

Nazivamo ih Maxzvellovim jednadzbama. One Cine bazu elektro-
magnetske teorije. JednadZba (85) pokazuje da je magnetsko
polje intenziteta H izgradeno zajednicki gustocama provodnih
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struja J i pomacnih struja dD/dt. Uvodenje c¢lana dD/dt dovelo
je do ideje o prostiranju elektromagnetskog polja konatnom
brzinom. Jednadzba (86) utvrduje da je iznos smanjenja gusto-

¢e magnetskog toka — dBJdt vektorski izvor elektricnog polja

jakosti E. Taj izvor nije ni naboj ni struja, koje smatramo »primar-
nim« izvorima elektromagnetskog polja.

Maxwellovi postulati opravdani su time $to su njihove konse-
kvencije u skladu s eksperimentima kako u parcijalnim slucajevima
elektrostatike, magnetostatike, magnetskih efekata stacionarnih i
sporo promjenljivih struja (gdje pojedini Clanovi jednadZbi mogu
biti zanemareni) tako i u sluajevima brzo promjenljivih struja
i Sirenja promjena, gdje svi Clanovi jednadZzbi moraju biti uzeti
u obzir.

JednadZba kontinuiteta

1z jednadzbe (83) moze se, po analogiji izmedu gustoCe struje
i gustote mase u hidrodinamici, izvesti jednadzba
$jnds = - JedK. (87)
s v
Ovo je integralni oblik jednadzbe kontinuiteta i ta relacija izrazava
odrzanje naboja u makroskopskim razmjerima. Ako je ploha inte-
gracije neovisna 0 vremenu i integral konvergentan, upotrebom
teorema divergencije dobiva se diferencijalni oblik jednadzbe
kontinuiteta 0

div / = (88)

JednadZba (88) oznaCava odrZanje naboja u okoliSu toCke
i zajedno s Maxwellovim jednadzbama Cini sustav jednadzbi koje
odreduju elektromagnetsko polje.

Makroskopska svojstva materije

Svojstva materijala izravno utje€u na odnose u elektromagnet-
skom polju. Buduéi da jednadzbe (85), (86) i (88) ne odreduju u

cijelosti odnose medu veli¢inama polja E, B, D i H, te struja-

ma J i nabojima g koji se takoder pojavljuju u tim jednadzbama,
potrebno je uvesti dodatne relacije za interakciju polja i materije.

Materija se u elektromagnetskom polju ponaSa na odreden
nacin. Stoga je potrebno opisati prirodu sredstva koje se proma-
tra, jer metode rjeSavanja problema polja €vrsto ovise o tome da li
se i kako karakteristike materije u prostoru koji je od interesa
mijenjaju u ovisnosti 0 mjestu, izvorima naprezanja itd. Materija
je homogena ako joj svojstva ne ovise 0 mjestu, inaCe je nehomogena.
Prakti¢ki vazan nehomogen medij je atmosfera. Materija je izotrop-
na ako je njeno ponaSanje neovisno o smjeru bilo kojeg vektora
polja; ako odnosi ovise o smjerovima polja, ona je anizotropna.
Materija je linearna ako relacije izmedu fizikalnih veli¢ina koje
karakteriziraju promatranu pojavu ne ovise o njihovim iznosima.
Kona¢no, materija moze imati i vremenski nepostojana svojstva.

Materijale s kojima ¢emo imati posla pri analiziranju i rje-
Savanju problema polja smatrat éemo po pravilu homogenim,
izotropnim, linearnim i vremenski postojanim.

Podimo od eksperimentalno utvrdene Cinienice da u bilo ko-

joj tocki u polju, u vakuumu ili unutar materije, vektor D moze biti

predstavljen kao funkcija od E i vektor B kao funkcija od H.
Oblik tih funkcionalnih veza ovisi jedino o fizikalnim svojstvima

tvari u okoliSu promatrane tocke. U vakuumu se vektor D od

vektora E i vektor B od vektora H razlikuje samo konstantnim
faktorom:

D = eOE, B = juH, (89a, b)
gdje su e0 i ji0 konstante kojima vrijednosti ovise o prihva¢enom
sustavu jedinica. U jedinicama racionaliziranog sustava temeljenog
na Cetvorci jedinica metar, kilogram, sekunda i amper (MKSA)
numericka je vrijednost konstante fi0 0,4n - 106 H/m, $§to
odreduje i iznos konstante £0 jer je utvrdeno da je brzina svjetlosti
u vakuumu

c= 1 =2997925+ 0,4km/s w 3 *108m/s.

V/i0£0
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Prema tome je

€0 « *10"9= 8,854 - 10" 'F/m.

3BT
U izotropnim materijalima koji nisu feromagnetski, D je

paralelan sa E> a H je paralelan sa B. Odnosi izmedu vektora
su Cesto linearni, pa imamo

D = eE, B = fiH. (90 a, b)
Bezdimenzioni odnosi
i Km=
K= Ted i m Po 91 a,b)

neovisni su o izboru sustava jedinica i obi¢no se nazivaju speci-
ficne induktivne kapadtivnosti. U homogenim sredstvima te su
veliine konstantne i u tom slucaju Kc¢ oznaCuje dielektri¢nost
(dielektri¢nu konstantu), a K moznacuje permeabilitet. Radi jedno-
stavnosti bit ¢e ti nazivi upotrebljavani i onda kada sredstvo nije
homogeno. Opcenito su specificne induktivne kapadtivnosti ska-
larne funkcije poloZaja i karakterizirane su elektromagnetskim
svojstvima materije.

Eksperimentima je utvrdena valjanost odnosa (90 a, b) i (91
a, b) za vise plinova, tekuéina i ¢vrstih materijala ako elektri¢no
polje nije preveliko. lzmjereni su, nadalje, iznosi dielektriCnosti
i permeabiliteta za razliCite materijale, pa se ti podaci mogu
nadi u prirucnicima i drugoj literaturi (v. takoder ¢lanak Elektro-
tehnicki materijali). Dielektricnost nije nikad manja od jedi-
nice. U plinovima ona iznosi ~ 1, u zraku 1,0006, a za Cvrste
tvari ima vrijednosti od 2 do 10. Dielektri¢nost tekuéina znatnije
varira, od 2 za petrolej do 81 za vodu. Permeabilitet moze biti
veci ili manji od jedan; ako je veci od jedan, sredstvo je parama-
gneti€no, a ako je manji od jedan, ono je dijamagneti¢no. U veéini
paramagneticnih i dijamagneti¢nih sredstava priblizno je jednak je-
dan. Za aluminijum je 1,00002, a za bakar 0,999991. K ci K mvari-
raju kada se mijenjaju veliine kao $to su gustoCa i temperatura
sredstva i frekvendja polja, ali mi ¢emo te promjene u daljem tek-
stu zanemariti i upotrebljavati priblizne vrijednosti.

U anizotropnim materijalima svojstva se mijenjaju na razli-
Cite nacine duz razlicitih smjerova u odnosu na tocku promatranja.

Vektor D paralelan je vektoru E i vektor B vektoru H samo duz
odredenih osi. Ako pretpostavimo da su odnosi jo$ linearni, tada
u materijalima kao §to su dielektrid sa kristalnom strukturom
imamo

Dx = EnEx+ Cl2Ey + £13£x

Dj = e2\Ex + e22Ey + e23EZR
D* —e3iEx + £32Ey + £33£7

(92)

gdje su Dx, Dy, Dz kartezijske komponente vektora D. Koefi-
djenti €tJ tih linearnih transformadja komponente su simetri-

¢nog tenzora e, pa se sustav jednadzbi (92) moze pisati ovako:

D=*?E. (93)
i sliCno za magnetsko polje

B = *I?H. (94)

najizrazenija pri interpretadji parametara e i /ti njihovih ten-
zorskih ekvivalenata. Na$ pristup, koji treba da ostane samo fe-
nomenoloski, ne dopusta nam da se ovdje upustimo u dublju
analizu. Na ovaj nacin je postignuta svrha tim $to je svaka supstan-
dja elektromagnetski karakterizirana pomocu minimalnog broja
parametara. Ovisnost tih parametara o fizickim varijablama kao
§to su gustoca, temperatura i frekvendja utvrduje se eksperimen-
tima.

Elektricna i magnetska polarizacija. Za fenomenoloSko
objaSnjenje polarizadje posluzit ¢e nam vrlo pojednostavnjena
atomska teorija materije. Pretpostavimo atom oko Cije se teske
pozitivno nabijene jezgre polumjeraizmedu 10715 3-10"1* m
u eliptiCkim orbitama gibaju negativno nabijeni elektroni. Po-
lumjer elektrona je reda veliine 10-15 m. Srednji orbitalni po-
lumjeri su reda veli¢ine 10-1- m. Udaljenosti izmedu srediSta

te, V, 10

145

susjednih atoma dosezu od ~ 1010 m (u ¢vrstim materijalima)
do 10“8m (u plinovima pod normalnom temperaturom i tlakom).
Iz omjera dimenzija Cestica i elektronskih orbita ocito je da je
Cak i u Cvrstim materijalima slobodan prostor golem u poredenju
s prostorom §to ga zauzimaju elektroni i jezgre. Pri makroskop-
skom promatranju polja u podrucju koje sadrzi materiju nismo
zainteresirani za promjene elektromagnetskog polja u meduatom-
skom prostoru (to je domena mikroskopskog istraZivanja). Za-
nimaju nas samo vremenske i prostorne srednje vrijednosti polja
preko volumena i intervala vremena koji su vrlo mali u poredenju
s naSim mjernim uredajima, ali veliki u atomskim mjerilima.

Naboji udruZeni s atomima materije mogu biti klasificirani
kao slobodni i vezani naboji. U Cvrstim tvarima vezani naboji
su vezani za mjesto nuklearnim ili atomskim silama. Pod djelo-
vanjem narinutog elektromagnetskog polja ili zbog mehanickih
naprezanja u materijalu, oni se mogu relativno pomaknuti za red
veli¢ine dimenzija atoma. Ako nema narinutog polja ili naprezanja,
pozitivni i negativni vezani naboji neutraliziraju medusobno svoje
efekte. Zato kazemo da u neutralnoj materiji ne postoji makro-
skopsko elektricno polje. Gibanja vezanih naboja ograniena su
na pomake unutar dimenzija atoma, slobodni naboji, naprotiv,
mogu se gibati (strujiti) unutar materije od jednog do drugog
elementa volumena, pa i izaéi iz materije.

Narinuto vanjsko elektromagnetsko polje uzrokuje preraspo-
djelu naboja i struja u atomima materije, te u njemu ona vise
nije neutralna. Za tvar Cija je raspodjela naboja poremecena i
koja nije u normalnom stanju kaze se da je elektri¢no ili magnetski
polarizirana. Mjera stupnja polarizacije takvih materijala jesu
makroskopske veli¢ine koje se mogu definirati uvodenjem pomocénih
pojmova, elektri¢nih i magnetskih dipola, Ciji se dipolni moment

>
s obzirom na to¢ku r u prostoru definira, za staticku raspodjelu
naboja, jednadzbom

1
ory = V' -r). e(P) mav,
v
a za stadonamu raspodjelu struja jednadZzbom

m)=J (2 - hx I(p) «dV’.
\

Tada je gustoca dipolnih momenata, elektri€nih P i magnetskih
Ai, odredena izrazima

P = lim~ M —Ilim -
av -*0 AK av -*0 AK
Ove vektorske veliCine nazivaju se takoder vektorom elektricne

polarizacije P i vektorom magnetske polarizacije M. Oni pred-
stavljaju dipolni moment polarizirane materije u jedinici volumena.

Kako poremecaj vezanih naboja u neutralnoj materiji izazvan
vanjskim poljem i nazvan polarizacija povratno djeluje na samo
narinuto polje, rezultantno stanje nastalo interakdjom polja i
materije u promatranom prostoru moze se opisati jednadzbama

P=D- e0E, (95)

B
- . (96)
M = o H.

U vakuumu vektori polarizacije i€ezavaju. U izotropnom sred-

stvu iz jednadzbi (90 a, b), (95) i (96) slijedi

P = (Kt - 1)eOE, 97)
M = (Km- DH. (98)

Veli¢ine
K=Kt- 1 i An= Km—1, (99 a, b)

jesu elektricna i magnetska susceptibilnost. U anizotropnom sred-
stvu susceptibilnosti su simetricni tenzori.

Veé spomenute polarizadje ovise o narinutom polju i mo-
gu se nazvati indudrane polarizacije. U izvjesnim feromagnet-

skim materijalima linearni odnosi izmedu B i H su narudeni.
Za dani H vrijednosti od B ovise 0 magnetskoj, mehanickoj i
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termickoj prethistoriji. Takvo sredstvo moze imati vlastito mag-
netsko polje i u odsutnosti narinutog polja, pa se kaze da je ono
permanentno magnetizirano. Ostanemo li pri definiciji polarizacije
"y

M prema jedn. (96), ona mora sadrZavati sada dva bitno razli€ita
dijela, jedan koji je polarizacija i koji postoji i u odsutnosti vanjskog
polja, i drugi koji je inducirana polarizacija i koji je ovisan o nari-

nutom polju H. Ukoliko se ne mozZe izbje¢i razmatranje fero-
magneta, najcesce se nastoji njihovo ponaSanje prikazati jednadzbom
(90 b) s konstantnim fi, $to zadovoljava pri malim promjenama
Bi H.

Spomenimo jo$ i ferite, koji su, za razliku od feromagneta,
karakterizirani Cinjenicom da interakcione sile u njima nastoje
da susjedne magnetske momente ucine antiparalelnim. Spontani
magnetizam tog tipa nazvan je ferimagnetizmom i pojavljuje se
u oksidima i feritima. Prirodan ferit je magnetit, a postoje i mnogi
sintetski feriti (v. ElektrotehniCki materijali).

Vodici. Preostaje joS da se Maxwellovim jednadZzbama doda
trea i posljednja empiri¢ka relacija izmedu gustoCe struje u
vodljivom materijalu i polja. U €vrstim izotropnim tvarima i
slabo ioniziranim otopinama taj odnos je linearan

7 = xE. (100)
VeliCina «© zove se specifina (elektricna) vodljivost i jednadzba
(100) poznata je kao Ohmov zakon u elementarnom obliku.

Zamislimo stacionarnu raspodjelu struja J po volumenu
vodljivog materijala. Tada se, zbog bezdivergentnog karaktera
strujanja, ono moze predstaviti strujnicama. Ozna¢imo sa 1i 2

dvije toCke na jednoj strujnici, Ciji je element duljine ds, a sa
5 plostinu poprecnog presjeka u ravnini normalnoj na strujnicu.
Plostina 5 ne mora biti beskonacno malena, ali treba pretpostaviti

da je upravo tolika da gustoéa struje J po njoj bude konstantna.
Tada je SnJ -ds = I ds, pa se pomocu (100) dobiva

JI-dT-
1 1 1

OznaCimo li sa U razliku potencijala u stacionarnom polju iz-
medu to¢aka 1 i 2, moZe se gornji izraz pisati u obliku Ohmova
zakona
u=1-R,
gdje koeficijent
2
f ds
H N\
i
predstavlja otpor izmedu toCaka 1 i 2 u stacionarnom strujnom
polju.

Pod vodenjem se razumijeva prijenos naboja od jednog do
drugog podrucja. Svi materijali pokazuju, do izvjesnog stupnja,
sposobnost vodenja. Razlika izmedu dobrih i loSih vodica je gra-
duelna. Najbolji vodi€i su metali; oni imaju kristalnu strukturu
i sadrze slobodne elektrone koji se relativno lako gibaju kroz kri-
stalnu reSetku. Za najveci broj metala x je pri sobnoj temperaturi
reda veli€ine 107 S/m. Vrijednost veli¢ine x opcenito se linearno
mijenja s temperaturom u opsegu od nekoliko stotina stupnjeva.
Neki metali, kao olovo, Ziva i kositar, pokazuju nagli porast vo-
dljivosti pri temperaturi reda veliine 5 K. Ta pojava je poznata
kao supravodljivost (v. Clanak Elektrotehnicki materijali).

Parafinska ulja imaju specifi€nu vodljivost reda veli¢ine 10“ 11
S/m. Ona se upotrebljavaju kao izolatori. Otopine elektrolita
(kiselina, baza ili soli) u vodi imaju specificnu vodljivost oko 102
S/m i struja kroz njih zadovoljava jednadZbu (100). (Vidi €lanak
Elektrokemija.) Ciste tekuéine kao alkohol i voda imaju specificnu
vodljivost oko 10“ 3 S/m i ne mogu biti upotrijebljene ni kao izola-
tori ni kao dobri vodi¢i. Fenomen vodenja u plinovima vrlo je
zamrSen i iskljucit ¢emo ga iz razmatranja (v. ¢lanak Elektricna
praznjenja u plinovima).

Elementi kao silicijum, germanijum i selen su izolatori na nis-
kim, avodicCi na visokim temperaturama; takve elemente nazivamo
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poluvodi¢ima (v. Elektronika, sastavni dijelovi, TE 4, str. 471 i
Clanak Poluvodici).

Preostaje jo§ da se upozori na vaznu Cinjenicu da ne moze
biti permanentne raspodjele slobodnih naboja u vodljivom sred-
stvu (v. dalje jednadzbu 109).

Potpuni sustav jednadzbi polja

Osnovni je zadatak u primijenjenoj teoriji elektromagnetizma
da se rijeSi elektromagnetsko polje, tj. da se rijeSi odgovarajuci
sustav jednadzbi (kojemu su Maxwellove jednadzbe osnovni i
nerazdvojni dio) primijenjen na odredena zadana stanja. Na osnovi
dosadasnjih razmatranja taj zadatak se formulira kako slijedi.

Neka se rjeSava elektromagnetsko polje u prostoru koji je,
opcenito, ispunjen materijom. Za promatrani prostor i materiju
uvedimo neke uvjete. Prije svega prostor moze biti ogranicen ili
neograni¢en (kad se njegove granice nalaze u beskonacnosti), ali
se on zajedno s materijom Kkoja se nalazi u njemu ne smije gibati
u odnosu prema referentnom koordinatnom sustavu, $to ima za
posljedicu da se ni granice toga prostora ne mijenjaju i da nisu
ovisne o vremenu. Ako bi bilo drugalije, tj. ako bi se prostor
gibao, pojavili bi se efekti koji bi zahtijevali da se uvedu novi,
dodatni ¢lanovi u Maxwellove jednadzbe. Za materiju se pretpo-
stavlja da se njeno djelovanje na elektromagnetsko polje moze
izraziti jednadzbama (904a, b) i (100) i da su ti odnosi eksperi-
mentalno utvrdeni i poznati u zadanom slucaju.

Ako su ti uvjeti ispunjeni, onda su u tom prostoru — kojim

teku struje gustoce J i u kojem postoje naboji raspodjele p i egzi-
stira elektromagnetsko polje odredeno vektorima E, B, D i H

— odnosi  medu osnovnim veli¢inama dani sustavom jednadzbi
- B . - 6p

rotH=J+ — ,rotE=- — ,div/ = - (101 a, b, ¢)

D=eE, B=pH, J=«kE. (101 d, e, f)

Sustav (101 a---f) sastoji se od dviju glavnih Maxwellovih jed-
nadzbi koje su vektorske i koje se mogu pisati u obliku Sest ska-
larnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi prvoga reda; od ska-
larne parcijalne diferencijalne jednadzbe kontinuiteta i, ako je
materija izotropna, od tri vektorske ordinarne jednadzbe kon-
stitucije, koje se mogu pisati u obliku devet skalarnih jednadzbi.
Ukupno se, dakle, sustav sastoji od 16 jednadZzbi u kojima se po-

javljuje pet vektorskih funkcija E, B, D, H iJ i jedna skalama
funkcija p, koje treba odrediti. Dakle, 16 jednadzbi i 16 skalarnih
nepoznatih veli€ina, $to znaci da je sustav jednadzbi (101) potpun
i odreden.

Da bi se iz opéih dobila jedinstvena partikularna rjesenja
sustava (101), za svaku posebnu zadadu odredivanja elektromag-
netskog stanja moraju biti zadani svi potrebni rubni i pocetni
uvjeti (v. Diferencijalne jednadzbe, parcijalne). Broj potrebnih
rubnih uvjeta varira od sluaja do slucaja. Ovisi o obliku prostora

unutar kojeg se promatra polje i o raspodjeli veli¢ina E, B, D}

H>J i p, te 0 naCinu na koji je zadana ta raspodjela po rubnim
plohama. Simetrija oblika zadanog prostora i izbor koordinatnog
sustava takoder utjeCu na broj potrebnih rubnih uvjeta. Rubni
uvjeti su najceS¢e kombinirani s pocetnim uvjetima* tj. zadaje se

odredena raspodjela veli¢ina E, B, D, H, J i p po rubnim plo-
hama u jednom trenutku promatranja. To ne mora biti i nije uvijek
tako zadano. Ovdje, medutim, treba posebno ista¢i da u Maxwello-
voj elektrodinamici, kao i u Newtonovoj mehanici, vlada strogi
princip kauzalnosti. To zna€i, ako u nekom pocetnom trenutku t,
po volji zadamo pocetno stanje, Maxwellove jednadzbe odredu-
ju jednozna¢no stanje polja u bilo koje kasnije vrijeme t. Stoga
se pocetni uvjeti propisuju za samo jedan trenutak ii, a potreban
broj pocetnih uvjeta se dobije na taj naCin da se zada potreban

broj funkcija E3B, D, H, J i p, u ovisnosti o varijablama xi9
Xi> x=s 11, ili odreden broj njihovih prvih ili viSih derivacija po
vremenu, zadanih takoder u istom pocetnom trenutku ti.
Sustav jednadzbi (101) djelomiéno ¢emo modificirati primje-
nom vektorskog rafuna i predstaviti ga u obliku koji je CeSce
u upotrebi. Uvedimo stoga dvije sporedne Maxwellove jednadzbe
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tako da na dvije glavne Maxwellove jednadZbe (85)i (86) primijenimo
operaciju divergencije kombinirano s jednadZzbom kontinuiteta
(88), nakon Cega se dobivaju relacije

— (- p+divD)=0, —(divB)=0. (102 a, b)
One kazuju da su izrazi u zagradama u obje jednadZbe konstantni.
Ako pretpostavimo da u beskonaCno dalekom vremenu nije bi-
lo pocCetne uzbude polja, konstante su jednake nuli, pa dobivamo:

divD = p, divB = 0. (103 a, b)
Jednadzba (103 a) naziva se Gaussov zakon, pisan u diferenci-
jalnom obliku, a jednadzba (103 b) kazuje da vektor magnetske

indukcije B nema ni izvora ni ponora, tj. da ne postoje magnetski
naboji. Ove dvije jednadzbe su traZzene sporedne Maxwellove jed-
nadzbe. PripiSemo li ih sustavu (101), uz ispusStanje jednadzbe
kontinuiteta (88), koja je ve¢ sadrzana u njima, dobiva se novi
sustav jednadzbi

dD dB
rot H=1J+ —dt3 rot Em ~di3 (104 a, b)
div D = q, div B = 0, (104 ¢, d)
D = eE, B = jiiH, J = xE. (104 e, f, Q)

Ovaj sustav, premda sadrzi jednu jednadzbu viSe, predstavlja
samo drugi oblik ve¢ prije opisanog potpunog sustava jednadzbi
za proracun elektromagnetskih polja. Sve prije re¢eno vrijedi i u
ovom slucaju.

Valne jednadzbe u homogenim materijalima

Analiza i rjeSavanje polja umnogome se pojednostavnjuju ako
se uvedu novi dodatni uvjeti u odnosu na materiju koja ispu-
njava prostor od interesa. Bavit ¢emo se stoga posebno sa slucajem
da se elektromagnetsko polje analizira u linearnom, homogenom,
izotropnom materijalu (koji ¢e se u daljem tekstu jednostavno na-
zivati homogeni materijal) u kojem su e, //, x jednoznacno eksperi-
mentalno odredene konstante. U tom se slucaju, ako se (90 a, b)
i (100) uvrste u Maxwellove jednadzbe (85), (86) i (103), potpuni
sustav jednadzbi polja reducira na samo Cetiri parcijalne diferen-
cijalne jednadZzbe oblika

dE
T0iH =KE+¢ -1-> rot E

i (105 a, b)

div H = 0, div E = e (105 ¢, d)

Ponajprije moZzemo utvrditi da je ovaj sustav jednadZbi iz-
veden iz potpunog sustava jednadzbi polja i da prema tome u
cijelosti odreduje elektromagnetsko polje u promatranom pro-
storu koji je ispunjen homogenim materijalom, ako su zadani
rubni i pocCetni uvjeti. Zatim, on je i jednostavniji, jer sadrZi
manji broj jednadzbi, tj. dvije vektorske i dvije skalarne diferenci-
jalne jednadZbe, §to u trodimenzionalnom prostoru ¢ini ukupno
osam skalamih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. U sustavu

se pojavljuje Sest skalarnih funkcija, komponenti od E i H, koje
treba odrediti. Na prvi pogled bi se moglo zakljuciti da je sustav
(105) preodreden i da su posljednje dvije jednadzbe u njemu suvis-
ne. Da to nije tako pokazuje Helmholtzov teorem, prema kojem je
vektorska funkcija jednoznacno odredena tek kad su joj propisane
obje operacije, i rotor i divergencija. Ta Cinjenica ujedno oprav-
dava i formalno uvodenje dviju sporednih Maxwellovih jednadzbi
(103 a, b).

Cesto se pokazuje vrlo prikladnim da se prede na sustav
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda, u kojima se

pojavljuje samo po jedan od vektora, ili E ili H. Primjenom ope-
racije rotora na sustav (105) i uz upotrebu identiteta

rotrotH = grad divH — AH, (206)
dobiva se novi oblik tog sustava, koji se sastoji od dvije jednadzbe

dH _

d2H
AH-peg-"-pkKk - 0, (207)
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d2E eE
AE —pe-"T ~ &% 4

Jednadzbe (107) i (108) su vektorske valne jednadzbe za mag-
netsko i elektri¢no polje i predstavljaju novi sustav linearnih
parcijalnih diferencijalnih jednadzbi drugog reda. One su iz-
vedene iz Maxwellovog sustava jednadZbi (105), pisanog za ho-
mogenu vodljivu materiju, pa se u rjeSavanju polja moze poci od
tih jednadzbi, jer su Cesto pogodne za upotrebu. Treba posebno
naglasiti da rjeSenja tih jednadzbi treba jo§ podvrgnuti samim
Maxwellovim jednadZzbama (105). Pored toga rjeSenja moraju
zadovoljavati poCetne i rubne uvjete konkretno zadanog problema,;
sve prije re€eno o tim uvjetima vrijedi i u ovom slu€aju.

-grad p. (108)

U jednadzbi (108) pojavljuje se na desnoj strani ¢lan (t gad p)

koji predstavlja slobodni naboj raspodjele g u vodljivom mate-
rijalu. Jednostavnim se razmatranjem s pomocéu jedn. (88) i
(103a) moze pokazati da u vodljivim materijalima slobodni naboj
iS¢ezava prema relaciji
p = pOexp (109)

g0 je poCetna razdioba naboja (u trenutku t = 0), a omjer ejx = T
naziva se vremenskom konstantom relaksacije slobodnog naboja u
vodiu. Ocito je da se u vodljivom materijalu gusto¢a slobodnog
naboja s vremenom eksponencijalno smanjuje i teZi prema nuli,
te je neovisna o vanjskom (narinutom) polju.

Na temelju jednadzbi (107), (108) i (109) mozemo zakljuciti
da u vodljivim materijalima sustav Maxwellovih jednadzbi (105)
prelazi u valne jednadzbe oblika

d2H dH
AH-pe-"j--uKkg =7
(110 a, b)
92k 5E
AE - pe- N - pk-5C=°

Razmotrimo jo§ neke posebne slu€ajeve koji se mogu izvesti
iz sustava jednadzbi (110). Prvi je kada se promatra polje u dielek-
triku Kkoji je karakteriziran time da nema slobodnih naboja i da
mu je elektri€na vodljivost jednaka nuli, tj. x = 0. Tada sustav
(110) prelazi u neprigusene valne jednadzbe

d2E
~dt2~
koje su jednostavnije od prethodnih i kojima ¢emo se Cesto kori-
stiti pri analizi prostiranja elektromagnetskih valova.

Za staticka magnetska i elektri¢na polja jednadzbe (110) pre-
laze u oblik

d2H
AH - Ug% =0, 0, (111 a,b)

AH =0, AE=0. (112a, b)

To su dvije vektorske Laplaceove jednadzbe, koje sluze za rje-
Savanje razdvojenih elektrostatickih i magnetostatickih polja.
Ako se pretpostavi da postoji jo§ i stalna raspodjela statickih

naboja q ili stacionarnih struja J u promatranom prostoru, ove
jednadzbe prelaze u nove, oblika

AH = —rotJ, AE = 3 grad p. (113 a, b)
To su vektorske Poissonove jednadZbe s pomocu kojih se onda
rjeSavaju staticka magnetska i elektricna polja.

Postoji u elektromagnetizmu cijelo jedno podru€je u kojem
se posebna paZnja posvecuje problemima raspodjele polja i struja
u dobro vodljivim materijalima, npr. metalima, koje ¢emo na-
zivati vodi¢ima. Vodi€i su karakterizirani velikim iznosom omjera
provodnih prema pomacnim strujama. Zato se u Maxwellovim
jednadzbama moze izostaviti ¢lan koji odgovara pomacnim stru-
jama, te one prilagodene za polje u vodicu glase:

- . dH
rotE= —ju—— (114 a, b)

rot I:| —XE, S
¢t

divH =0, divE =0. (114 c,d)
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Na sli€an naCin kao veC izvedene mogu se iz ovog sustava
izvesti difuzione jednadzbe za vektore polja

o/l dE

AH - pk — =0, AE — /["k— (115 a, b)
koje predstavljaju pojednostavnjeni oblik sustava jednadzbi (110).
To su temeljne jednadzbe za rjeSavanje problema skin-efekta,
tj. za izracunavanje raspodjele struja u vodi¢ima. MoZe im se
dopisati nova jednadZba, za raspodjelu struje, koja glasi

:0’

o/
AJ - pk— =0. (116)

Na kraju treba ista¢i da su svi sustavi jednadzbi za rjeSavanje
elektromagnetskih polja, pocevsi od sustava (101) pa do (115) sa
(116), postavljeni na takav nacin da je u njih bila izravno ili po-

sredno ukljucena i jednadzba konstitucije J = K E, §to je imalo
za posljedicu da se raspodjela provodnih struja / i slobodnih

naboja p, uostalom kao i vektora polja E} B, D i H, dobivala
kao izravno rjedenje tih sustava jednadzbi. Trebalo je zadati
samo potrebne rubne i poCetne uvjete. Drugim rijeCima, nabro-
jani sustavi Maxwellovih jednadzbi bili su na€injeni tako da su
raspodjele struja i naboja u prostorima od interesa bili direktno
i jedino posljedica elektromagnetskih polja koja smo rjeSavali.
Cesto ¢emo se, medutim, susretati sa zadaéama u kojima ¢e
ve¢ unaprijed biti poznate ili zadane raspodjele struja i slobodnih

naboja, a proraunavat ¢e se samo vektori polja E, B, D i H. U
tom slucaju zadane raspodjele struja i naboja nazivamo neovisnim
izvorima polja, a to su oni na koje polje ne djeluje, tj. njihova
raspodjela je odredena uzrocima koje u ovakvim vrstama zadaca
ostavljamo izvan dosega primijenjenih sustava Maxwellovih

jednadzbi. U takvim sustavima zadane su funkcije J —J (x>y3z, t)

i 7= Q(>y>z>0j Pa oni ne sadrZze jednadZbu J = K E.
U mnogo prakti¢nih problema koje ¢emo rjeSavati svrsishodno

je gustoCu struje J razbiti u dva dijela
[ =17, +7p, (ii7)

gdje Ji predstavlja gustou zadane struje iz vanjskog izvora (koji
nije obuhvaéen Maxwellovim jednadzbama), tj. gustoéu ne-
ovisne struje, one na koju elektromagnetsko polje koje se racuna

ne djeluje, a 7P predstavlja gustoéu provodne struje, za koju

vrijedi /p= K E} tj. one na koju polje djeluje i koja egzistira u
materijalu specifi¢ne vodljivosti k upravo kao posljedica izra-
Cunatog polja. OCito je da u sve ve¢ nabrojene sustave jed-
nadzbi za gusto€u struje treba mjesto (100) uvesti jednadZzbu (117).

Ovime je zavrSen opCi pregled predstavljanja elektromagnet-
skih polja sustavima diferencijalnih jednadzbi, u kojima se kao

osnovne veli¢ine pojavljuju vektori polja E, B3 D i H. Slijedeci
je korak da se za predstavljanje polja uvedu nove pomocéne funk-
cije poznate kao elektromagnetski potencijali.

Elektromagnetski potencijali

Skalarni i vektorski potencijali. Utvrdili smo da u homo-
genim materijalima, uz zadanu raspodjelu naboja i struja, elek-
tromagnetsko polje odreduje Sest skalarnih funkcija, tj. pro-

stornih komponenata vektora E i H. ProraCunavamo ih iz Max-
wellovog sustava jednadzbi (101), ili (103), ili (105), ili (114),
ili pak iz sustava valnih jednadzbi (107) i (108), ili (110), ili
(111), ili (115) sa (116).

RjeSavanje tih sustava jednadzbi vec¢inom je zamrSeno i tesko.
Jedan od nacina da se teSko¢e umanje jest da se uvedu elektro-
magnetski potencijali, s pomoc¢u kojih se mogu na najjednostav-
niji nacin predstaviti polja. Ti novi matematicki reprezentanti
polja, nazvani vektorski i skalarni potencijali, uveden i sutako da
budu suglasni s Maxwellovim jednadzbama i da zadovoljavaju
jedan dodatni uvjet koji ¢e biti propisan.

Promatramo sustav jednadZbi

- O B
rotH=J+ —a TrotE= ———a
ot

T (118 a, b)
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divB = 0, divD = q, (118 c, d)

B =n H3 D = eE, (118 e,f)
koje definiraju makroskopsko elektromagnetsko polje, proizve-

deno zadanim »nezavisnim« gustoéama struja J i slobodnih naboja
g. Uz izvore treba zadati takoder odgovarajuée rubne i pocetne
uvjete, koji moraju biti u skladu s ve¢ zadanim veli¢inama i su-
stavom jednadzbi, da bi zada¢a imala smisla. Polje je odredeno

parom vektora E i B3tj. sa 6 skalarnih funkcija poloZaja i vremena,
koje treba izraCunati.
Potencijale ¢emo uvesti u sustav (118) na nacin prikazan u

daljem izlaganju. Vektor B je solenoidan, tj. bez izvora, pa se

moZe predstaviti rotorom drugog vektora A, koji se naziva vek-
torskim potencijalom:

B = rotA. (119)

UvrStavanjem ovoga u drugu Maxwellovu jednadzbu (118 b)

dobiva se za jakost elektri€nog polja izraz
GA

E=- — - grad< (120)

gdje je (p skalama funkcija nazvana skalarnim potencijalom. Ne-
gativni predznak pred gradijentom posljedica je definicije poten-

cijala 3 Zelimo da u statickom sluaju E ima smjer od veceg
prema manjem potencijalu.

Netom uvedene veli¢ine A i 9 moraju zadovoljavati potpuni
sustav Maxwellovih jednadzbi. Razmatranje se pojednostavnjuje
ako se ograni€imo na promatranje polja u prostoru Cije granice
nisu ovisne o vremenu i koji je ispunjen linearnim, homogenim,
izotropnim materijalom. Ako (119) i (120) uvrstimo u Maxwellove
jednadzbe (118 a) i (118 d), dobivamo

1 — [3M g\ —
rot rot A + s( + grad—1= 7, (122)
u 012
SA j
—div —dt----div gradJ(p == P (122)

Uvodenjem operatora

AA =grad divA —rotrotA i A<P = divgrad &
mogu se ove jednadZzbe pisati pomocu Laplaceovog vektorskog i
skalarnog operatora u obliku

- d2A / *

d(p\ —
An (p

pe-~2 - gradldiv/:\ + He—1=-pj>

Ap+ " divA) = - | (123 a, b)

Tako smo sustav (118) reducirali na samo dvije jednadZzbe koje
su, medutim, joS uvijek jedna s drugom povezane. Njihovo raz-
dvajanje se moZze posti¢i iskoriStavanjem proizvoljnosti koja je
bila prisutna u definiciji potencijala. Potencijal A nije jo$ jedno-
znacno propisan, jer je prema Helmholtzovom teoremji vek-
torska funkcija definirana jedinstveno tek poSto su joj zadani

i rotor i divergencija. Naime, polje B je definirano preko A s
pomocu (119), pa se vektoru A moze dodati gradijent proizvoljne

skalarne funkcije X. Tako B ostaje nepromijenjen pri transfor-
maciji

A = A0—grad A (124 a)

a da bi i elektri€no polje E ostalo nepromijenjeno, mora skalarni
potencijal bit* simultano transformiran:
0A
P=f+ Yt (124 b)
Transformacije potencijala (124 a, b) nazivaju se baZdarske trans-
formacije (gauge transformations), a invarijantnost polja u ovim
pretvorbama naziva se baZdarska invarijantnost.
Zadavanjem potencijala »preodreduju« se polja, ili, obratno,
jedno te isto polje ima viSe od jednog skupa potencijala. S po-
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mocu proizvoljne funkcije A moguce je, matematicki korektno,
za jedno polje (par B} E) odabrati beskonatno mnogo odgova-

rajucih parova potencijala (A3<9. U tom beskonatnom izboru
mogucih potencijala od posebne su vaznosti dvije grupe poten-
cijala, nazvanih Lorentzovi potencijali i Coulombovi potencijali.
I jedni i drugi dobiju se zadavanjem odgovarajué¢ih dodatnih
uvjeta, a pogodni su jer u prvom redu daju matematicke modele,
tj. pridruzene sustave potencijalnih jednadzbi, kojih rjeSenja se
u potpunosti podudaraju s realnoS¢u i eksperimentalnim cinje-
nicama. S druge strane, par Lorentzovih potencijala pogodan

je jer vodi k valnim jednadzbama koje A i e tretiraju na isti
nacin i jer je to pojam koji je neovisan o izboru koordinatnog
sustava, Sto je posebno prikladno u relativistickoj teoriji polja.
Par Coulombovih potencijala pogodan je zato §to se njime postiZze

najpotpunije razdvajanje potencijala A i (p i njihovih tzv. trans-
verzalnih i longitudinalnih polja, koje nijedan drugi izbor ne
dopusta. U posebnim sluCajevima moZe se izabrati par potenci-
jala tako da (p iSCezava, pa se elektromagnetsko polje moZe prika-

zati samo jednim vektorskim potencijalom A. Velika prednost
sustava Coulombovih potencijala jest u njegovoj jednostavnosti.
Lorentzovo bazdarenje. S namjerom da razdvojimo par

jednadzbi (123 a, b) propisemo za A i puvjet
ivA = —f
div xe dt

Taj dodatni uvjet naziva se Lorentzov uvjet, pa se stoga par po-
tencijala koji ga zadovoljavaju naziva Lorentzovim potencija-
lima. Rjede se upotrebljava naziv Maxwellov uvjet. Primijetimo

(125)

jos da je relacija (125) izmedu potencijala A i (p posljedica jedna-

dzbe kontinuiteta (88) za struje / i naboje qg.
Proizvoljnost sadrzana u (124 a, b) znaci da mi mozemo iza-

brati skup potencijala A, (p tako da Lorentzov uvjet (125) bude
ispunjen. To ¢e biti osigurano ako proizvoljna skalarna funkcija
A zadovoljava jednadzbu

e2A o<?
AA —ne = div A0 + jue dto (126)

gdje su Ao i (pO partikularna rjeSenja jednadzbi (123 a, b).

Uvodenjem uvjeta (125) u sustav (123) potencijali A i (p je-
dinstveno su definirani. To ée separirati parcijalne diferencijalne
jednadzbe (123 a, b), pa se dobiju dvije nehomogene valne je-
dnadZbe oblika

doa

&A - PE-ftr = - [*)> (127 &)
d e

A<p-fieW2?= -T . (127 b)

JednadZbe (127) zajedno sa (125) c€ine skup jednadzbi u svim pos-
ljedicama ekvivalentan Maxwellovim jednadzbama. Po analogiji

s valovima u elasticnom mediju, valovi po A nazivaju se trans-
verzalnim valovima, a valovi po ¢ longitudinalnim valovima.
Provedeni postupak pokazuje ovo: ako su zadani »neovishi«

izvori polja, tj. raspodjela naboja q i struja J u promatranom

prostoru, moze se elektromagnetsko polje odrediti polaze¢i od
sustava jednadzbi (127). To je sustav od samo Cetiri skalarne di-
ferencijalne jednadzbe drugog reda sa po jednom nepoznatom
funkcijom. RjeSenja tih jednadzbi moraju biti podvrgnuta uvjetu
(125), tj. jednoj skalarnoj diferencijalnoj jednadzbi. Za svaku po-
sebnu zadadu rjeSenja moraju biti u skladu s postavljenim rubnim

i poCetnim uvjetima. Nakon 3to su potencijali A i < jednom iz-
racunati, iz jednadzbi (119) i (120) jednoznacno se mogu odrediti

vektori polja E i B.
Coulombovo baZzdarenje. Drugi upotrebljiv par potencijala
za isto polje (E3 B) dobije se ako primijenimo Coulombovo ili
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transverzalno bazdarenje, tj. ako umjesto Lorentzovog uvjeta
(125) izaberemo Coulombov dodatni uvjet

divA = 0. (128)

1z (123 b) moze se vidjeti da skalarni potencijal u ovom slucaju
zadovoljava Poissonovu jednadzbu

A<P=--, (129 a)

koja uvijek odreduje polje u stacionarnom stanju. Kako ovdje
nije bilo zahtijevano da zadani naboj g bude neovisan o vremenu,
skalarni potencijal <9 kao rjeSenje jednadzbe (129 a), slijedi pro-
mjene q bez ikakvog zakaSnjenja, jer ta jednadzba nema clana
62920012 koji bi uzrokovao retardaciju. Svakako, Poissonovu jed-
nadzbu je lakSe rijesiti nego nehomogenu valnu jednadzbu. Do-
biveni istodobni (neretardirani) Coulombov skalarni potencijal (p
uzrokovan je gustoéom »neovisnog« slobodnog naboja Q(x3y 3z 3t).
Kada je jednadzba (129 a) rijeSena, jednadzba (113 a) za odgova-

rajuéi vektorski potencijal A prelazi u oblik

d2A

A A —ne (129 b)

= —jul + n£Srad No)m
i moze biti spremno rijeSena uz zadane rubne i poCetne uvjete,
uzimajuéi @ kao poznat i J kao »neovisni« zadani izvor polja.

Kada su iz (129 a, b) potencijali (pi A izracunati, polja B i E mogu
se jednostavno odrediti iz (119) i (120).

Rezultantno rjeSenje jednadzbe (129 b) za A uzrokovano je
samo transverzalnom strujom, tj. strujomneslobodnihnaboja,

pa je zato pogodno

7=7i + £, (no)
na longitudinalni i transverzalni dio, tako da bude rotJx= 0
i divJt= 0. Iz jednadzbe kontinuiteta

*» -* 00
div] = div/, = -

(131)

koja povezuje longitudinalni dio gustoce struje J s promjenom
slobodnog naboja, i iz (129 a) slijedi

> 00?
Ji = S- grad-*. (132)

Tako je u odredenim zada¢ama pogodno jednadzbu (129 b) pisati

u Clanovima transverzalne gustoe struje Jt3 koja nije povezana
s promjenama slobodnog naboja q

d2A
AA ~ fe~dir= © (133)
Zbog toga se to baZzdarenje i naziva transverzalno baZdarenje.
JednadZzbe (129 a) i (133) pokazuju da se (pracuna iz slobodnog

naboja, ali da on na A ne djeluje, §to je posljedica uvodenja Cou-
lombovog uvjeta (128).

Potencijali u homogenom dielektriku. Elektromagnetska
svojstva dielektrika mogu se najjednostavnije opisati na osnovi €inje-
nica da u njima ne moZe biti slobodnih naboja (g = 0) i provodnih

struja (J = 0), jer im je elektri€na vodljivost jednaka nuli. Prema
tome, u materijalima u kojima nema slobodnih naboja i struja,
u dielektricima (i u dobrim izolatorima), sustav jednadzbi (127)
prelazi u homogene valne jednadzbe Lorentzovih potencijala
oblika

-+  d2A 02p
AA - jJuE-Q~r=0, APp- ne~Q: =0> (134a,b)
i napose u vakuumu i kartezijskim koordinatama one glase

02A =0, a 2p=0. (135 a, b)
Ove su jednadzbe poznate kao dyAlembertove valne jednadzbe.
Coulombovo ili transverzalno baZdarenje vrlo se Cesto upo-

trebljava u podrucjima gdje nema izvora (= 0,/ = 0). U tom
sluCaju <p zadovoljava valnu jednadzbu (134 b), koju zadovoljava
i proizvoljna funkcija A Mi stoga mozemo izabrati takav A
da skalarni potencijal iS¢ezne:

zadanu gustoéu strujeJ rastavitinadvadijela
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=0, (136 a)
pa uopée ne treba promatrati skalarni potencijal. To znai, u

skladu sa (125), da ¢e vektor A imati divergenciju jednaku nuli,
pa elektromagnetsko polje moZze biti izrazeno samo s pomocu

vektora potencijala A, a potrebne jednadzbe postaju

. d2A .
AA - fie 1&{{ =0, divA =0, (136 b,c)
SA
B = rotAy o= AT (136 d, €)

Sustav Coulombovih potencijala (136) u potpunosti zamjenjuje
Maxwellove jednadzbe u dielektriku, tj. u materijalima gdje
nema slobodnih naboja i provodnih struja.

Potencijali u homogenom vodljivom materijalu. U
dobro vodljivim materijalima, sa stajaliSta vrlo kratkih vremena
relaksacije, moze se prema jedn. (109) pretpostaviti da je gustoca
slooodnog naboja u unutraSnjosti uvijek jednaka nuli. Gustoéa

struje proporcionalna je jakosti polja, J = x E3 gdje je x speci-
ficna vodljivost materijala. To znai: pretpostavljamo da je ukupna
provodna struja u takvom materijalu uzrokovana postojeéim
elektromagnetskim poljem i da nema »neovisnih« izvora. Polje
se u takvim slu€ajevima moZe rjeSavati sustavima Maxwellovih
jednadzbi (101) do (104).

Ako skalarne i vektorske potencijale podvrgnemo dodatnom
uvjetu

divA = —jue Ft""/u X<, (137)

moze se elektromagnetsko polje u homogenom vodljivom mate-

rijalu izraCunati s pomocu jedn. (119) i (120) iz potencijala A i (p,
koji mogu biti bilo koji par rjeSenja jednadzbi

d2A dA
~d? ~dt (138 a, b)
02P dp

‘0

To su priguSene valne jednadzbe elektromagnetskih potencijala
u vodljivom materijalu, tj. u materijalu s gubicima. Gubici na-
staju zbog Joulove topline koju proizvode provodne struje u
vodljivom sredstvu. Clanovi jednadzbi s prvim derivacijama

dA/dt i d(p[dt uvode prigusene Clanove u rjeSenja za potencijale,
i to ili po prostornoj ili po vremenskoj ovisnosti, ili po objema.
Primijeni li se Coulombovo bazdarenje, tj. dodatni uvjet

da je divA = 0, dobiva se novi par potencijala za predstavljanje
polja u vodicu, Cije jednadzbe glase:

. d2A 5A .
AA —Jie —jux —, a0t =0, divA —0,
dA (139 a-f)
(=0, B =rotA, E:--at, J = xE.

Dakle, skalarni potencijal je izabran tako da iSCezava, a cijelo
polje je odredeno samo vektorskim potencijalom, koji je odreden

prigusenom valnom jednadzbom i uvjetom div A — 0, te odgo-
varajuéim rubnim i pocetnim uvjetima.

U materijalima koji su izraziti vodi¢i (metalima) u kojima
je omjer provodnih struja prema pomacnim strujama vrlo velik,
pri rjeSavanju ve¢ postavljenih zadaéa mogu se zanemariti
Clanovi s drugim derivacijama u sustavima (138) i (139), pa
one prelaze u jednadZbe difuzije oblika

0®
AAF— /ngA =0, A<p—p«-(|)’i =0.

Preostaje joS da se razmotri u praksi vrlo Cesta zadaca odre-
divanja polja u vodic¢u koji je prikljucen na vanjski izvor struje

(140 a, b)

gustoée Ji3 pa se ukupna gustoéa struje moZze prema (117) pisati
kao / = Ji + x E. Upotrijebimo li uvjet (137), dobiju se iz sustava
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(123 ab), jednadzbe elektromagnetskih potencijala u vodljivom
materijalu

d2A dA

dt (141 &, b)

d2p ap

dt2 dt
pa se iz izraCunatih potencijala, uz pomo¢ (119) i (120), mogu od-

rediti vektori polja.

U metalnim vodi€ima, u kojima zanemarujemo pomacne struje
(nema slobodnih naboja, g = 0, a postoje »neovisne« struje gusto-

¢e Ji), moze se skalarni potencijal ispustiti iz razmatranja i pri-
mijeniti Coulombov dodatni uvjet, pa potrebni sustav jednadzbi
polja glasi:

dA o
AA —/xx — = —iiJi, (142 a)
divA =0, P=0, (142 b, ¢)
- - dA - =
B = rotA, E:-—-—a, J =Ji+XxE. (142 d, e, f)

Potencijali u statiCkim poljima. Iz provedene analize
o€ito je da Ce za statiCka polja, tj. ona u kojima se uzima da nema
vremenskih promjena, pripadni sustavi jednadZbi glasiti kako je
navedeno u nastavku.

Za elektrostaticka polja:

A®= 10, ili AP= ~ ~Q3 Ez — grad (p; (143 a, b, ¢)

za magnetostaticka polja:
AA =0, ili AA = —[, (144 a, b)
divA =0, B = rotA. (144 c, d)

Te potencijalne jednadZbe poznate su kaoLaplaceova i Poisso-
nova jednadZzba.

Hertzov vektor. Pokazano je da se elektromagnetsko polje
moZze rijeSiti izraCunavanjem vektorskog i skalarnog potencijala.

Iz potencijala mogu se vektori B i E dobiti operacijama deri-
viranja. Hertz je pokazao da je moguée pod odredenim uvjetima
definirati elektromagnetsko polje preko samo jedne vektorske
funkcije. Ta nova funkcija, nazvana Hertzov vektor; u stvari

je superpotencijal, iz kojeg se potencijali A i @ mogu dobiti opera-
cijom deriviranja.

OgraniCit ¢emo se na promatranje polja u prostoru ispunje-
nom linearnim homogenim, izotropnim dielektrikom (x = 0),
unutar kojega nema w»neovisnih« provodnih struja ni slobodnih
naboja. Uvedimo sada Hertzov vektor 77, kojemu ¢emo propisati
neke uvjete. Trazimo da se potencijal A iz njega dobiva prema
jednadzbi

077
(145 a)

Uvrstimo (145 a) u Lorentzov uvjet (125), pa se i potencijal ¢
dobiva kao
= —div77. (145 b)

Takoder Zelimo da 77 zadovoljava valnu jednadzbu. Polje B3 E

zadovoljava Maxwellove jednadzbe; to isto je dokazano i za po-
tencijale A i (p stoga Maxwellove jednadZbe mora zadovolja-

vati i Hertzov vektor 77. Tako dobivamo

lie - rot 077 (146 a)
dF*
. 0217 .
E = —pie + grad div 77. (146 b)

Time su ujedno zadovoljene dvije Maxwellove jednadZbe, pa
preostaje da te izraze uvedemo u preostale dvije jednadzbe,
¢ime dobivamo valnu jednadzbu
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dx
All - ixe -gpp-= O, (147)

koju mora zadovoljiti Hertzov vektor. Nakon ovoga moZemo
zakljuciti da svako rjeSenje ove valne jednadzbe po 77 daje rje-

Senje polja B i E za homogeni medij bez struja i slobodnih na-
boja, za koja su Maxwellove jednadZbe zadovoljene. Vazi i obratno:

svakom polju B i E u homogenom sredstvu koje zadovoljava

Maxwellove jednadzbe moZe se pridruziti Hertzov vektor 77
koji zadovoljava valnu jednadzbu (147).

Zbog simetrije sustava Maxwellovih jednadZzbi u prostoru

bez izvora i dok je vektor D solenoidan u podru¢ju u kome nema
slobodnih naboja, jedno alternativno rjeSenje moze biti dano u
obliku

orr

oT 9 -div 77,

A' = jue (148 a, b)

orr ozrr

D' = nerot— , 77 = Jus + grad div77', (148c,d)

gdje vektor 77, koji se Cesto naziva Fitzgeraldov vektor, zado-
voljava jednadZbu

ozr
0i2
Moze se zakljuciti da elektromagnetsko polje, unutar podru-

(149)

¢ja u kojem suei/i konstantni (x = 0) a qi J jednaki nuli, moze
biti predstavljeno dvjema parcijalnim poljima, jednim izvedenim
iz vektora 77 i drugim izvedenim iz vektora 77'. Izvori su tih polja,
razumljivo, izvan podrucja promatranja. Zelimo li dati fizikalno
znaenje Hertzovim vektorima, treba ih dovesti u relaciju s nji-
hovim »izvorima«, koji ¢e se nalaziti u prostoru promatranja.
To ¢emo posti¢i koriStenjem jednadZbama (95) i (96) za elektri€nu
i magnetsku polarizaciju materije koja ispunjava prostor i koja
= =
nastaje pod djelovanjem polja B, E uzrokovanog vanjskim izvo-
rima. Uvrstimo li te relacije u sustav Maxwellovih jednadzbi,
dobivaju se za elektricni Hertzov vektor 77 i za magnetski Hertzov

vektor 77 nehomogene valne jednadzbe

0zr7 P
A77 —n £o /-2

. .oz
AI|‘—Ju0e-&7é =- M,

koje oni moraju zadovoljavati. JednadZzbe (150 a, b) pokazuju da

(150 a, b)

su izvori elektricnog vektora 77 i parcijalnog polja definiranog

iz njega, kao i vektora 77' i parcijalnog polja magnetskog tipa,
elektriCna i magnetska polarizacija materije u promatranom
prostoru.

Ako u promatranom prostoru pored ove inducirane elektricne

polarizacije P i magnetske polarizacije M imamo i takve elek-
tricne i magnetske dipole (definirane elektricnim dipolnim mo-

mentom po jedinici volumena p i magnetskim dipolnim momen-

tom po jedinici volumena m), koji su »neovisnic o materiji i
narinutom polju, koji obi¢no predstavljaju elektri¢ni ili magnet-
ski moment dipolnog oscilatora i uzbudivani su vanjskim izvo-
rima, moZemo uvesti jednadzbe

- B
7= - m.

D = eE + p3 (151 a, b)

Ovdje su p i m izvori »neovisni« od E i 77, a inducirana polariza-
cija je ve¢ ukljucena u konstante ei ju. Konacno je ukupno elektro-
magnetsko polje, pobudivano u zadanom prostoru neovisnim

izvorima p i m3odredeno jednadZzbama

151

7 - 77
+ grad div77 - nrot ,
(152 a, b)

g

077 0 .
77 = £rot—--—-jue-"j- + grad div77,

gdje 77 i 77" moraju zadovoljavati nehomogene valne jednadzbe

0zr7 p
ATT . -
~eir E
(153 a, b)
ATT J.EOZ?T
E 0i2

Prema tome, elektromagnetska polja mogu se prikazati Hert-
zovim vektorima i ovi mogu posluziti pri rjeSavanju polja. Rje-
Senja se ne moraju podvrgnuti nikakvim dodatnim uvjetima,

pa je i to prednost pri upotrebi vektora 77. Medutim, rjeSenja
moraju zadovoljavati poCetne i rubne uvjete konkretno zadanog

problema. Ti se uvjeti redovno odnose na vektore polja B i E3

teZe ih je formulirati za A i (pi joS teZe za Hertzov vektor 77. Ovdje,
dakle, teSkoée rastu s prijelazom od vektora polja na potencijale i
Hertzov vektor. O tome treba voditi racuna pri izboru metoda
za rjeSavanje zadaca.

Metode rjeSavanja polja. U elektromagnetizmu postoje,
u stvari, dva potpuna skupa ideja, tj. dva razli¢ita fundamentalna
nacina misljenja i pristupa problemima. Jedan od njih je metoda
elektromagnetskih polja, koja pripisuje djelovanje kontinuumu
i svu vaZnost pridaje lokalnom polju i njegovim silnicama. Po-
vezan je s takvim imenima kao §to su Gilbert, Faraday i Maxwell.
Drugi pristup je metoda elektromagnetskih izvora (naboja u
mirovanju i gibanju), gdje se pozornost svrata na sile izmedu
elektriziranih i magnetiziranih tijela; taj je pristup povezan s ide-
jama Franklina, Cavendisha i Ampcrea. U razli€itim podrucjima
primjene dominantna je ili jedna ili druga metoda. Tako, npr.,
u prouavanju radio-antena paznja je koncentrirana na naboje
i struje u anteni, a npr. u analizi elektri¢nih strojeva itransfor-
matora teorija polja je stvarno bez premca.

Metoda izvora bliza je naSem svakodnevnom iskustvu i zato
je osnovni pojam elektricnog naboja pogodan. On je ovdje od
primarnog znacenja i definiran je inverznim kvadratnim zakonom.
Pojam potencijala je sekundaran i on je u ovoj metodi predstav-
nik uzajamne potencijalne energije, koja je definirana s obzirom
na naboje. Buduéi da sam skalarni potencijal nije dovoljan da
opise elektromagnetske pojave, uveden je vektorski potencijal,
koji nema niSta zajedniCko s potencijalnom energijom. U me-
todi izvora on je predstavnik uzajamnog Kkinetickog momenta
naboja u gibanju. Pri rjeSavanju po metodi izvora sumiraju se
efekti svih naboja u prostoru. To vodi do integralnih jednadzbi,
tj. do primjene integralnog racuna.

Centralni pojam teorije polja je potencijal. Teorija polja ne
operira s nabojima; oni su u njoj od sporednog znacenja. Pojam
energetskog potencijala iSCezava i potencijal postaje matema-
tiCko svojstvo samog prostora. Kada je jedanput potencijal defi-
niran s pomo¢u naboja, naboji se ispustaju i promatra se samo
potencijal, §to pruza znatne matematicke pogodnosti. Teorija
polja upotrebljava dva potencijala, skalarni i vektorski, za odre-
divanje i ispitivanje lokalnog polja, tj. elektromagnetskog stanja
u okoliSu bilo koje tocke u prostoru. Vaznost pripisana lokalnom
polju €ini teoriju polja idealnom primjenom diferencijalnog racuna.
Temeljni je prilaz teoriji polja kroz ve¢ opisane diferencijalne
jednadzbe. Diferencijalna metoda ima naro€ite pogodnosti pri
rjeSavanju problema u ograniCenim podrucjima, Sto vodi do
dobro istrazenih problema rubnih vrijednosti. Sirina razvoja i
velike moguénosti koje pruza teorija parcijalnih diferencijalnih
jednadzbi €ine metodu polja temeljem na kojem pociva elektro-
magnetska teorija.

Dva pristupa elektromagnetskoj teoriji i problemima pocCivaju
na razli¢itim pridruzenim matemati¢kim tehnikama. Metoda
polja se temelji na diferencijalnim, a metoda izvora (naboja)
na integralnim jednadzbama. Unifikacija i povezivanje tih dviju
metoda je pozeljna, ali tek nakon §to obje budu detaljno opisane.
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Zato treba nakon potencijalne teorije polja opisati i integralnu
metodu izvora.

Integralno predstavljanje

Potencijal tockastog naboja. U mnogim problemima cesto
¢e biti potrebno odrediti elektromagnetsko polje iz zadane raspo-
djele naboja i struja. Pri tome ¢emo pretpostaviti da su zadane
raspodjele izvora polja moguée, tj. da ne protuslove jednadZbama
polja, i jo§ k tome da je ta razdioba strujai naboja»neovisna,
tj. da izracunato polje ne utjeCe na nju niti jemijenja. Da  bismo
rijeSili takvu zadacu, moZemo se odluciti na izraCunavanje elektro-

magnetskih potencijala A i sp Za tu svrhu vrlo su pogodna opca

integralna rjeSenja diferencijalnih jednadzbi potencijala. Da se

pronadu takva opca rjeSenja jednadZbi tipa
1 d29o q
V2di2 = ~

po¢i ¢emo od njihove primjene na najjednostavnije oblike polja.

U jednadzbi (154 a) je uvrSteno e = I/t»2 gdje v ima dimenziju

brzine.

Najjednostavnija raspodjela naboja koju moZzemo promatrati
je ona pri kojoj je naboj malen svagdje osim u neposrednom oko-
liSu izvora. Ovo vodi prema hipotetski idealiziranom modelu
naboja koncentriranog u izvor. Takav se naboj zove tockasti
naboj. Gustoca tako uvedenog toCkastog naboja svagdje je nula,
osim u naboju, gdje je beskonacna. Zamislimo sada tockasti naboj
f(t) koji miruje, ali se njegov iznos vremenski mijenja, tj. iznos
mu je poznat kao funkcija vremena. To je fizikalno nemoguce,
ali ¢e nam ta pretpostavka pomoci da uc¢inimo prvi korak prema
opcem rjeSenju postavljenog problema. Radi jednostavnosti
smjestimo naboj u ishodiSte sfernog koordinatnog sustava i pri-
mijenimo na njegovo polje jednadzbu (154 a). Homogeni dio te
jednadzbe

(154 a)

1 d2

AP i s
mora vrijediti za sve toCke prostora izuzev za izvor. OCito je
da potencijal mora ovisiti samo o radijalnoj udaljenosti od izvora
r i biti neovisan o smjeru. Dakle, zbog sferne simetrije, e je funk-
cijasamo od r i t. Stoga gornja jednadzba pisana u sfernim koordi-
natama prelazi u oblik

1 9/ 2dcp\ 10 2p
\r*e7/ N 9r<=0,

(154 b)

(155 a)

a njeno rjedenje je

L *
P= K ) K ) (155 b)
gdje su/ ig funkcije koje se mogu po volji odabrati.
Analizirajmo rjeSenje (155 b) dobiveno za potencijal zamis-

ljenog tockastog naboja kojemu se iznos vremenski mijenja. Ono

se sastoji iz dva pribrojnika od kojih prvi, —/ J, pred-

stavlja izlazeéi val, €ija amplituda postaje sve manja (zbog fak-
tora I/r) kako se on giba prema van. Slicno tome, drugi Clan
izraza za potencijal (p predstavlja ulazeéi val, koji putuje u izvor
i Cija amplituda raste kako se on giba prema unutra. Valovi se
gibaju brzinom v. Tocno odredivanje funkcija/ i g ovisi o za-
danim uvjetima. Opcenito / predstavlja promjenu koja ¢e na
udaljenosti r biti opaZzena kasnije, tj. sa zakaSnjenjem r/v, a g
predstavlja promjenu koja moZe biti opaZena prije nego 5to je
proizvedena od izvora. Kako je ta pojava u suprotnosti s ekspe-
rimentima u elektromagnetici, hit ¢e pretpostavljeno da je g
jednako nuli. Funkciju/ treba izabrati tako da daje toan naboj u
izvoru. Potencijal nepromjenljivog tockastog naboja iznosa Q
je Q/4trer, pri Cemu se pretpostavlja da je potencijal u bes-
konacnosti jednak nuli, pa je tako i potencijal naboja zadanog
iznosa f(t) jednak

/

frty= H ).

4TFer (156)

ELEKTROTEHNIKA

lako je ovo samo heuristicko razmatranje, koje ne mozemo
nadomjestiti strogim razmatranjem, jer je zamiSljeni model fi-
zikalno nemogude realizirati, ipak nam je rezultat (156) koristan.
To je svakako jedno rjeSenje valne jednadzbe (154 b) s izuzetkom
toCke r = 0.

Retardirani potencijali. RijeSimo sada potencijalnu jed-
nadzbu (154 a) za op¢i slucaj, tj. uz zadanu raspodjelu vremenski
i prostorno promjenljivog naboja gustoée q(xi, x2, x3, t) U
promatranom prostoru volumena V. Pogodno je stoga prika-
zati dobiveni skalami potencijal to¢kastog naboja iznosa /(i)
kao rjeSenje diferencijalne jednadzbe potencijala, uvodeéi po-
opcéene funkcije. Tako se raspodjela gusto¢e promjenljivog toc-
kastog naboja smjeStenog u ishodiSte moze prikazati pomodu

Diracove delta-funkcije kao Q=f(t) - <§r). Tada se rjeSenje
jednadZbe

1 02 1 -

No-gr = - -0 KO, (157 a)
po analogiji sa (136), moZze pisati

/
P= ( - ? ) (157 b)
4neljr

Ucinimo korak dalje k poopéenju problema i smjestimo tockasti

Sl. 96. Definicija varijabli izvora i polja

naboj iznosa/(i) u toc¢ku r', prema si. 96. Tada je gustoa naboja

TZE|r —

<?=/« *i (r-0, 058)
i to tako da je
jQdV =m, (/eV);
v (159 a, b)
Jedv=a P3V).
JednadZba (154 a) prelazi sada u oblik
13 2 1 - -
A il = - —fV>d(r ~ )i (160 a)
i njeno rjeSenje glasi
D0 - (160 b)
Uvedemo li dalje jedini¢nu gusto¢u naboja
Qi=$(t- O *&r- 1), (161 a)
dobivamo kao rjeSenje jedini¢ni potencijal
(161 b)

<Pi(r, t) =
47ce\r —r'|

Konac¢no, ako se uvede kontinuirana raspodjela naboja g(r, t)
po volumenu V, moZe se pisati potencijalna jednadzba
i az® i -

<kp= Ap- "1-foT = - -j-e(r>0» (If2a)
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a ako je g = 0 izvan volumena V3po pravilima racuna s poopce-
nim funkcijama proizlazi da je rjeSenje

e(r,i

1

A=) = 4ne -dVf.

(162 b)

Prema tome je (162 b) jedno rjeSenje opée nehomogene valne
jednadzbe (162 a) za skalarni elektromagnetski potencijal. To se

rjeSenje naziva retardirani potencijal. Zelimo li u tocki r izradunati
retardirani potencijal, u trenutku t3 izazvan nabojem koji je

mi moramo racunati, prema (162 b) s vrijednoS¢u

naboja koja je bila u trenutku Dakle, djelovanje

naboja prenosi se konatnom brzinom z i potrebno mu je odredeno
vrijeme da se prenese u neku drugu toCku (si. 97). Uobicajeno
je da se retardirani potencijal (162 b) piSe krace

1) = (162 ¢)

gdje je 9 neprekinuta funkcija kada je i [g] neprekinuta funkcija.

Sl. 98. Uz odredivanje vek-
torskog potencijala u tocki

Sl. 97. Uz odredivanje skalarnog potencijala
Py prema (163 b)

u to¢ki Pt prema (162 b,c)

Derivacije od psu neprekinute kada su neprekinute i derivacije
od [g]. Ve¢ nam (155 b) pokazuje da (162 c) nije opce rjeSenje jed-
nadzbe (162 a). Tom rjeSenju moglo bi se superponirati i ono koje

bi se dobilo kada bi se stavio umjesto izraza g(r',t —\r —r'\ /v)

izraz q(t'31-f [r —r\lv). To je tzv. advansirani potencijal3 koji
u osnovi odbacujemo. Pored toga, jednadZbi (162c) moZe se do-
dati i bilo koje rjeSenje homogenog dijela jednadzbe (162 a),
§to bi fizikalno znailo da smo polju naboja q u (162 3)
superponirali i neka druga elektromagnetska polja Ciji su izvori
izvan promatrane regije V. Stoga, da bismo mogli re¢i da je
(162 c) rjeSenje jednadzbe (162 a), moraju biti propisani dodatni
uvjeti. Ova razmatranja o jedinstvenosti rjeSenja u (162 c) moci ¢e
se u potpunosti prikazati tek kasnije, kada budu iznesena Kirch-
hoffova rjedenja.

Sli€no kao za skalarni potencijal mogu se dobiti odgovara-
juca rjeSenja vektorske valne jednadzbe (127 a)

1 d2A

AA- v 2 ~dir

Rastavimo li jednadzbu (163 a) u kartezijskom koordinatnom sus-

tavu na komponente, prelazi ona u tri jednadzbe tipa (162 a).
Odgovarajuéi integral retardiranog potencijala glasi

(163 a)

dv’,
r- ril

(163 b)

uz pretpostavku da je / = 0 izvan volumena V (si. 98). Treba
imati naumu da rjeSenja (162c) i (163b) moraju zadovoljavati
Lorentzov uvjet, tj. jednadZbu (125).

Ponekad je vrlo pogodno racunati sa strujom koncentriranom
u geometrijsku liniju, tzv. strujnicu, 3to je naravno fizikalno

153

nemoguce ostvariti. Ako element strujnice oznacimo sa ds'3 rje-
Senje (163 b) za potencijal poprima oblik

A, )y =J- () A
4 k1

- ds’,

lr-r'l

(164)

pri ¢emu se integracija mora izvrSiti po zatvorenoj strujnici s.
Oznaka [i] znaci iznos hipotetske struje koncentrirane u strujnicu.

—-
Na kraju, slicno kao za potencijal ¢=i A3mozZe se rijesiti jed-
nadzba (153 a) za Hertzov vektor

1027 P (3i)

AN dir (1652)
pa njen opéi integral glasi
1 1P] ,
n An-e -dv". (165 b)

Opisani op¢i integrali skalarnog i vektorskog potencijala i
opéi integral Hertzovog vektora rjeSenja su potencijalnih dife-
rencijalnih jednadzbi izvedenih iz sustava Maxwellovih jed-
nadzbi polja. Oni su ujedno rjeSenja za potencijale proizvedene
»neovisnim« izvorima, tj. zadanom raspodjelom naboja, struja
i elektri€nih i magnetskih dipola. Time je dokazana ¢vrsta po-
vezanost izmedu metode polja i metode izvora, a za rjeSenje
problema u elektromagnetizmu, kao alternativa diferencijalnim,
dani su integralni matematicki postupci.

Integral valne jednadzbe. U nastavku opisani postupak
za dobivanje rjeSenja valne jednadZzbe oblika (162 a) povezan je
s imenima Helmholtza, Kirchhoffa i Poissona. Zadaca koju treba
rijeSiti neka glasi: odrediti potencijal (p unutar zatvorenog
podru¢ja V ako su zadane raspodjele potencijala <p i njegova
normalna derivacija dp/dn' po rubnoj plohi 5. Neka je dakle V

podrucje ograni¢eno zatvorenom plohom i neka r oznaluje
to€ku promatranja, koja se uvijek nalazi unutar podrucja volu-
mena V. Metoda koju ¢emo primijeniti u biti je generaliziranje
jednog od rjeSenja Poissonove diferencijalne jednadZbe uz upo-
trebu poopcenih funkcija. Koristit ¢emo se Greenovim teoremom
u obliku

j(u Av —v Au)dV' ~Vv ] a)

v S
gdje 0/9»' oznaCuje derivaciju u smjeru normale na rubnu plo-
hu S3usmjerenu prema van iz prostora koji se promatra. Prin_uje-

nm*o (166 a) na zadani prostor i uvedimo supstituciju u = (pi(r3t)
i v=<(r31). Prema (161 b) (pt je potencijal jedinicnog tockastog

naboja, a <p(r31) je potencijal u tocki izvora. Uz pomo¢ raCuna
poopcenih funkcija i koriste¢i se izvodom iz prethodnog odjela,
izraCunajmo lijevu stranu jednadzbe (166 a). Uvrstimo li

1dpt 1 - -
Ayl=il g?r - T <5(r-r')<5(i
1 d29
u (155 lijeva strana postaje jednaka
\]j(<p1A'P—'PA'PI)dV'dt' = \] \] =
vV —@® V —o0
FLOVE LB Tyt~ ofjdvidin  (166b)
Deriviranjem 6-funkcije dobiva se iz (161 b) da je
9 2fi (167)
St'2 il

47Te\r —r'
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pa sc izraCunavanje integrala (166 b) svodi na izracunavanje Ce-
tiriju parcijalnih integrala. Tako je prvi integral

¢jiVv .gidF -d,".

V —®
(09)
ATTEv2 f S —2<r(nt)dv'dt' =
vV —m®
1 f 1 02 [-* Ir—r'\
- [ - * _
ST T g2 Vol
v
Drugi parcijalni integral od (166 b) jest
00
-—-—J" jipi QdV'dt'
I” —e0
© / [r —r"\
1 ff - V ~* i- )
=~0T K »0 e —dV'A”
v — r“r1
(168 b)
\%
Treci parcijalni integral od (166 b) na isti nacin daje
1f f OMf .., ..,
v2y j* dezdVIC T
vV -00
© e,/ k-r'|\
- - N i i * « i 1 N 1
IZ J/ r—r
-00 1 1
1 f 1 & /- \r-r"\ 168
thev2] &_2{di7jP\rat v )dv: (1689
I konac€no, Cetvrti parcijalni integral od (166 b) jest
tYOr—r)6(t—0 dv'dt' = — ((r, t). (168 d)
vV —®
Integral (166 b) dobiva se zbrajanjem rjeSenja, Sto daje
00
J J(<Pi AP- PA<Pi)dV’dt' =
V -oo0
1 1 f [
- Trtr,0 -~J ~jdr. (169)
v

Preformulirajmo sada desnu stranu identiteta (166 a) tako da uvr-
stimo odgovarajuce vrijednosti za u i v, odnosno za (pt

>J |Pifr, t) r>f) - <p(r, t')~ <t (r,i)J dS' dt".
S -0 (170 q)
Prvi integral daje
j Vlg ds'd,' =
5 — oo
-<p(r, O dS'dr' =
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1 f 1 0 /+ [r—r"\

------- (1700)

a drugi integral nakon deriviranja po n' ima rjeSenje

ds' di' =
-#/m
5 —o0
————— 1dv*" (168 a)
j- —r'| }diS dt —
o T
5 1
1 0 I+ Ir—r\ 0+ <)

+AZ2\AV 't— A ) A |rrl]lds (1700

Desna strana jednadzbe (168 a) jednaka je sumi rjeSenja u (170 b)
i (170 c), pa se njenim izjednaCivanjem sa rjeSenjem lijeve strane
jednadZbe (169), dobiva integral potencijalne funkcije u zadanom
podrucju:

Vv S
3 1 1 fo©"| 0 ->)

ty\
IETIRE

2t + TUrlrra y |r- <17y

gdje je r uvijek unutar volumena V.

Jednadzba (171) jest traZzeni integral potencijala unutar
ograni¢enog prostora V. Volumni integral daje doprinos poten-
cijalu od naboja unutar zatvorenog volumena V> a plodni integral
odreduje doprinos potencijalu od izvora izvan V. Na pocetku po-
stavljena zadaca sada je rijeSena, jer ako su poznati potencijali
< njihove normalne derivacije dcp/dn' po cijeloj rubnoj plohi »S
i raspodjela naboja g po volumenu V, potencijal (p unutar tog
volumena u potpunosti je odreden tom relacijom.

Treba odmah upozoriti da nije moguce potpuno proizvoljno
i neovisno jedne o drugima zadati vrijednosti (pi depldn' po rubnoj
plohi. Zato pretpostavimo da je poznat samo potencijal @u svakom
trenutku po plohi S, uz zadanu raspodjelu g u volumenu V. U
tom ¢e se slu€aju u (171) moéi odrediti svi ¢lanovi u povrSinskom
integralu izuzev onoga koji sadrzi dfpfdn’. RjeSenje za potencijal,
koje sadrzi i plosni integral preko 0g?0w, mora zadovoljavati za-
dane vrijednosti potencijala na plohi S. Odatle ¢ée se dobiti za
09?/0w integralna jednadZzba koja opcenito nece kao rjeSenje imati
jednu proizvoljnu funkciju. U daljem tekstu bit ¢e temeljitije
analizirani grani¢ni problemi i obradeni razli€iti tipovi rubnih
zadaca.

Spomenimo jo$ da tek u slucaju kad promatrani prostor toli-
ko prosirimo da po njegovoj rubnoj plohi 5 budu zadovoljeni
rubni uvjeti = 09%0n' = 0, jednadzba (171) prelazi u (162 c)
i daje kao rjeSenje retardirani potencijal. Takav slucaj redovito
nastupa kad granice protegnemo u beskonacnost, tj. kad se inte-
gracija u (171) obavlja preko cijelog (neograni¢enog) prostora. Tada
tocno pisano rjeSenje potencijalne jednadzbe (162 a) u stvari glasi

1 f [
4*eJ V-7?i

(F neogranicen)

<P(r, t) av', (172 a)

To rjeSenje vrijedi i za konaCan prostor ako je zadana raspo-
djela takva da je na njegovoj rubnoj plohi posvuda ispunjen
uvjet  (p— dep/dn’ = 0.
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Cesto ¢e biti pogodno da se udaljenost izmedu tocke proma-

tranja i tocke u kojoj se nalazi izvor ozna€i sa R = \r —r'|, pa
se rjeSenje za retardirani potencijal pise u obliku

dav'. (172 b)

R

Postoje i druga rjedenja potencijalnih jednadzbi koja su ili
manje opca ili se odnose na jednu odredenu vrstu polja. Ta rjese-
nja su obi¢no povezana s imenima poznatih matematiCara koji su
ih razvili.

Integral jednadZzbi polja. Maxwellove jednadzbe, kao §to je
prije pokazano, mogu biti pisane na razli¢ite naline, ve¢ prema
vrsti zadace, zadanim izvorima polja, rubnim i poCetnim uvjetima,
te ovisno o vrsti materije koja ispunjava promatrani prostor.
Zajednicko za sve njih je diferencijalno predstavljanje polja.
Svojstva elektromagnetskih polja mogu takoder biti izraZzena
odgovarajué¢im sustavom integralnih jednadzbi. Tako se primje-
nom Stokesovog teorema i teorema divergencije na cetiri Maxwello-
ve jednadzbe u diferencijalnom obliku, dobiva slijedeéi sustav
jednadzbi

JHds=s 7"ds+is DndS3 (173 3)

jn —ifBnds (173 b)
())Dnds=Q,  (j)Z?rads = o. (173 ¢, g
5 5

Ovaj sustav jednadzbi predstavlja integralni oblik Maxwellovih
jednadzbi.

Prva jednadzba (173 a) izrazava poopCeni Ampereov kruzni
zakon ili zakon protjecanja, a druga (173 b) je poznata kao Fa-
radayjev zakon indukcije. U obje jednadzbe se pri parcijalnom
deriviranju po vremenu podrazumijeva da se elektri¢ni, odnosno
magnetski tok vremenski mijenja kroz konturu s koja ne mijenja

SI. 100. JB-linije prolaze kroz zatvo-

SI. 99. Z>-linije koje izviru iz naboja
renu plohu S; jednadzba (173 d)

Q u volumenu V; jednadzba (173 c)

oblik (sl. 99 i si. 100). Ako uvedemo pretpostavku da se kontura
moze gibati i deformirati, totalna se promjena toka kroz takvu
konturu moZe uzeti u obzir jednadZzbama

®Ifds= jjnd S + ~j DndS, (174 a)
i 5 5
(§) £ ds= —— J*BndS. (174 b)

Prvi integral na desnoj strani u jednadzbi (174 a) predstavlja
ukupnu provodnu struju 7 koja protjece kroz plohu 5 i obuhvacena
Je rubnom konturom s. Po sllcnostl s gustocom provodne Otruje

J uveo je Maxwell veli¢inu dD/dt kao gusto¢u pomacnih struja.
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Prema definiciji je
<= jBndS (175 a)
staticki magnetski tok, ili tok vektora B kroz plohu 5. Integral
<Pe=J5«d.S (175 b)

predstavlja staticki elektricni tok3tj. tok vektora D kroz plohu 5.
U poglavlju o valnim jednadZzbama u homogenim materijalima

(str. 147) pokazano je da vektori polja E i H mogu biti obuhvaceni
i vektorskim valnim jednadZzbama, pa se moZe ocekivati da se
njihovim rjeSavanjem mogu dobiti integralna rjeSenja oblika (171)
kao i za potencijale. Postavimo zadatak ovako: treba da se
utvrdi integral vektora poljaE i H u zadanom konacnom prostoru
volumena V, s poznatom raspodjelom »neovisnih« izvora polja,
struja J i naboja q. Pri tome su zadani i svi potrebni rubni i po-
Cetni uvjeti, tj. poznate su veliCine polja i njihove prve derivacije
po rubnoj plohi S3koja zatvara volumen V.

Za tu svrhu prilagodimo jednadZbe (107) i (108) i piSimo ih
u nesto izmijenjenom obliku, uklju€ivanjem zadanih »neovisnih«

raspodjela struja J i naboja q:

1 dxE 07 1

~E v2~dt2 fl~dt + T grade> (176 3)
o LaH, tJ 176 b
AR V2 deT TN (176 b)

Rastavijanjem na komponente u kartezijskom koordinatnom su-
stavu prelaze ove vektorske jednadzbe u Sest skalarnih diferencijal-
nih jednadzbi tipa (162 a). Analogno rjeSenju u (171), njihova rje-
Senja nakon slaganja komponenata u vektore glase

E(r,o - - +

1 f I[(«" mgrad') E] -0 1
4k

1
+ ) /I ﬂ 357 fr- r|}\ ds’, (177 @)
) . " grad’) H
H(r 9 = 21 [rot J]—dV—+ A L 7grad) K]
V-r\ ]
1 1 0/7 P
AL i~ '
P > 4 TR |r oy ds'. (177 b)

Ir—r| v Ir r|

Nakon sredivanja, ova rjeSenja mogu se pisati u konacnom obliku
koji je pogodan za upotrebu:

- - 0 L 1 1
Er3) = - —,— I—UA dv' - grad — O gy -
1 dE
x [E]) x grad' n' x it
r—r\ vir —r\
x grad' |[r —r'| + In' grad'-
Ir—rl  v\r —r'l
dE
- grad'jr —r'| ——— —n" x ds\ (178 4a)
ol Ir- rl
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H(r, t) = rot4k
x grad' _ x grad' Ir —r'| +
r r v r —1Tr (. [¥])
+ n H  grad — L L@
[r-r]  *fr-r'\ 0i /
grad' |r —r'| + wx 0D g (178 b)
ar

U gornjim jednadzbama izraz

0[£] 0 - -

“ eF -~
Jedinstvenost rjeSenja

oznaava u stvari operaciju

Pokazano je da se rjeSenja elektromagnetskih problema mogu
dobiti rjeSavanjem sustava diferencijalnih jednadzbi vektora polja
i potencijala ili izraCunavanjem integralnih jednadzbi po zadanim
izvorima, tj. nabojima i strujama. Osobina je parcijalnih diferen-
cijalnih jednadzbi da imaju beskonacan broj jednako valjanih rje-
Senja. Zato je jedan od zadataka primijenjene matematike da
fizikalno interpretira matematicke rezultate. Ako se ocekuje samo
jedna vrsta ponaSanja promatranih pojava, postaje potrebno da se
izdvoji samo jedno od viSe prikladnih rjeSenja. To se postize pri-
mjenom dodatnih ograniCenja izvedenih iz predvidenih fizikalnih
predodzbi. Ograni¢enja se uvode propisivanjem rubnih i poCetnih
uvjeta koje mora zadovoljiti polje. OCito je da se mora dokazati
da ti uvjeti osiguravaju jedinstveno rjesenje.

Ako se rjeSavaju problemi u kojima smo interesiram samo
za rjeSenja koja su valjana u potpuno homogenom prostoru, je-
dinstveno ¢e se rjeenje dobiti iz skupa ogranicenja postavljenih
ponaSanju polja u beskona¢nosti u prostoru i vremenu, osiguravsi
da potpuni podaci o izvorima (u cijelom prostoru i vremenu) budu
dani.

Najvise problema u primjenama elektromagnetske teorije
obuhvaca prostor koji je bar do izvjesnog stupnja nehomogen. Naj-
prikladnije je podijeliti nehomogeni prostor u podrucja od kojih
je svako homogeno. Posto opcenito komponente polja mogu na
rubnim plohama izmedu tih homogenih podrucja biti diskontinu-
irane, bitno je poznavati uvjete koji moraju za polja na svakoj
granicnoj plohi izmedu «dva dijela prostora biti ispunjeni da bi se
osigurala jedinstvenost rjeSenja. Uvjeti na granici su zato od
posebnog interesa i bit ¢e izvedeni iz osnovnih jednadzbi polja u
odjelku koji slijedi.

Promatrajmo konacno pod-
ru€je volumena V koje je iz-
nutra ograni¢eno plohom 5 i
izvana plohom SO. Ploha 5
moZe biti rastavljena u od-
reden broj odvojenih zatvo-
renih ploha St> kao na slici
101. Svojstva su materijala u
volumenu V izotropna, a pa-
rametri e} fi i x mogu biti
proizvoljne funkcije poloZaja.

PovrSine >3 predstavljaju gra- g 101 Uz

nice razliCitih stranih objekata

u polju. Uobicajeni je postu-

pak za dokazivanje jedinstvenosti rjeSenja problema polja, tj.

rjeSenja pridruzenog sustava diferencijalnih jednadzbi da se
e e A <

dokaz jedinstvenosti
rjieSenja

pretpostave dva moguéa rjeSenja (ELZHX i (E2, H2) koja su
u trenutku t — 0 identiGna u svim toCkama prostora V. Treba naci
najmanji moguéi broj uvjeta koji moraju biti zadani za kompo-
nente vektora polja na granicama S i SO s namjerom da ova dva
rjeSenja ostanu identi¢na tokom vremena, tj. za t > 0. Zbog line-
arnosti jednadzbi polja (iskljuceni su feromagnetski materijali)
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razlika polja E = E2—Ex i H = H2 — H t takoder je rjeSenje,
za koje je Stratton s pomodu Poyntmgovog teorema pokazao da
—>

je uvuekjedna_k: nyll kada suilinx E= n x (E2—E|) =0
ilinxH=nx (H2—Ht) = 0, tj. kada su tangencijalne kom-

ponente od Ei i E2ili H! i H2 identi¢ne na grani¢noj plohi (5 +
-f SO) prostora V za sve vrijeme t > 0. Prema tome, u linearnim
i izotropnim materijalima (za koje se ne zahtijeva da budu i homo-
geni) elektromagnetsko polje unutar zatvorenog podrucja V jedin-
stveno je odredeno za sve vrijeme t > 0 sa zadanim pocetnim
vrijednostima vektora elektri€nog i magnetskog polja po volu-
menu Vut = 0, zajedno sa zadanim vrijednostima tangencijalnih
komponenti elektricnog polja ili tangencijalnih komponenti mag-
netskog polja na rubnoj plohi (S + S0) za vrijeme t 0. Pretpo-
stavlja se da u volumenu V nemaizvoraili da su zadani. Dokaz moZe
biti proSiren na anizotropne materijale i na izvjesne vrste neline-
arnih materuala alinei rE:Lmateruale koji imaju viSeznacne odnose

izmedu D iE |I| izmedu B i H. U stacionarnim problemima nismo
interesiram za propisivanje inicijalnih uvjeta potrebnih za opci
teorem jedinstvenosti.

Argumenti jedinstvenosti mogu se primijeniti i na otvorena
podrucja. Ako se SO udaljava prema beskonacnosti, V postaje izvana
neogranicen. Elektromagnetsko polje je u otvorenom (neogranice-
nom) podruc¢ju jedinstveno odredeno ako su izvori po cijelom

—>

—»
volumenu V i za sve vrijeme zadani, ako produkti od (r E) i (r H)
ostaju konacni kad se r priblizava beskonacnosti (uvjet regu-
larnosti polja u beskonacnosti) i ako komponente jakosti polja
zadovoljavaju radijacioni uvjet, koji osigurava da kod velikih udalje-
nosti od izvora polje predstavlja izlaze¢i putujuci val. Otuda je lako
pokazati da potencijalna jednadzba (154 a) za neogranien prostor
ima jedino rjeSenje (172 a), koje predstavlja izlaze¢i val elektromag-
netskog polja. Ovaj teorem je valjan samo ako u promatranom
prostoru nema zapreka.

Uvjeti na granici

U prethodnom odjelu bilo je istaknuto da najvise problema
u primjeni elektromagnetske teorije obuhvaa nehomogene pro-
store, koje onda nastojimo podijeliti u podrucja od kojih je svako
homogeno. Kroz svaku grani¢nu plohu koja razdvaja dva homo-
gena podrucja s razliitim materijalima znacajke e, w i x naglo se
mijenjaju. Makroskopski promatrano, ova promjena moze biti
smatrana diskontinuiranom, pa se mozZe stoga oCekivati da ce i
vektori polja imati na tim mjestima diskontinuitete. Valjanost
Maxwellovih jednadZbi bila je postulirana samo za toCke u prostoru
u okoliSu kojih se fizikalna svojstva materije mijenjaju kontinui-
rano. Zato diferencijalne jednadzbe (104 a-*d) mogu biti primije-
njene samo odvojeno za svako homogeno podrucje. Kako u cije-
loj regiji od interesa, bez obzira
na granice izmedu podrucja s ho-
mogenim materijalima, postoji jed-
no jedinstveno elektromagnetsko
polje, ocito je da je glavna po-
teSko¢a u slijedenju i spajanju
rjeSenja kroz plohe diskontinuiteta.
Da bi se naSla povezanost izmedu
vektora elektromagnetskog polja 0)£
s obje strane plohe diskontinui- g
teta, upotrebijvaju se Maxwellove
jednadzbe u integralnom obliku
(100 a d). Nakon njihove primjene dobiju se za toCke rubne
plohe prikazane na slici 102 ove relacije

n-(B2- /?,) =0, nx (H2- Ht) = Ky (179 a, b)
nx (E2- E,) =0, n- (D2- Dt) = a, (179 c, d)

koje €ine potpuni skup uvjeta na granici kojima se koristimo za
rjeSavanje problema elektromagnetskih polja. Jednadzbe (179 aic)

102. Nérmala na granic¢nu
plohu izmedu dva materijala

kazuju da normalna komponenta od fii tangencijalna komponenta

—
od E ostaju kontinuirane pri prolazu kroz plohu diskontinuiteta,
tj. pri promjeni medija. Relacija (179 b) pokazuje da se tangen-
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cijalna komponenta od H pri prolazu kroz grani¢nu plohu izmedu
dva materijala mijenja diskontinuirano za iznos gustoée plosne

struje K na granici. Ovdje se pretpostavlja da je K vektor neza-
visne gustoce ploSne struje koja je konacna i lezi u5,aza struju
gustoce J se pretpostavlja da je singulama u smjeru normalnom
na plohu S, tj.
K = lim/ Al
Al- o
J -* 00

(180)

Vrlo Cesto se upotrebljava za vektor K i naziv strujni oblog. Ako je

materijal konatne vodljivosti, ne moZe biti ploSne struje (K = 0)
pa relacija (179 b) glasi
nx(H2- HJ =0 (181)
¥
tj. tangencijalna komponenta od H ostaje u tom slu¢aju kontinu-
irana kroz grani¢nu plohu. Na kraju, jednadzba (179 d) kazuje nam

¥
da se normalna komponenta od D pri diskontinuiranoj promjeni
medija diskontinuirano mijenja za iznos jednak plosnoj gustodi
slobodnog naboja a. PloSna gusto¢a naboja a je kona¢na kada volum-
na gustoa naboja postane singulama u smjeru normalnom na
S, 1.
a = lim gAl.

Ai-*o

Q -» oo
Na graniciizmedu dva materijala koja su oba konacno vodljivi
i kojimateku iprovodne struje, relacija koja povezuje njihove
normalne komponente jest

(182)

oa

na2—1J1) — (183)

Iz sustava jednadzbi (179 a—d) proizlaze neposredno odnosi iz-
medu normalnih komponenata od E i H, te izmedu tangencijalnih
komponenata od D i B> pri prolazu kroz grani¢nu plohu 5:

i(*aL |i£) = £, (184a b)

nx"p2— =0, «X 172- = Km
Tako na primjer iz sustava jednadZbi (184) proizlazi da se

u elektrostatickom polju silnice na granici lome prema si. 103.
Za vremenski promjenljiva

polja, koja su od najvece vaz-

nosti za primjenu, uvjeti za

normalneko mponente polja ni-

Su neovisni o uvjetima danim za

tangencijalne komponente. Ta-

ko, za jedinstveno elektromag-

netsko polje na granici izmedu

dva medija zadavanje tangen-

cijalnih komponenata od E na
grani¢noj plohi jedinstveno od-

reduje komponentu od H nor-
malnu na S; zadavanje kom-
= Sl. 103. D~ ili £-Imije prolaze kroz

grani¢nu plohu izmedu dva sredstva i
lome se prema jednadzbi (184)

ponenata od E tangencijalnih
na 5 takoder odreduje normal-

e(Ex2- IE2 + KHX2- Ji/2) SEXEyY +
S = eExEy + fiHTHX <E,2- iE2 +
eEzEx + fiHzZHx eEzE, +

ne derivacije produkata tangencijalnih komponenata od H i od-
govarajuéih metrickih koeficijenata; kontinuitet komponenata od

E tangencijalnih na S ukljucuje kontinuitet normalne komponente
od B, tj. (179 c) sadrzi u sebi i uvjet (179 a) na granici; zadavanje
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komponenata od H tangencijalnih na «Sjedinstveno odreduje nor-
malnu komponentu od E na granici; zadavanje komponenata od
H tangencijalnih [1¥a 5 odreduje i normalne derivacije produkata
komponenata od E tangencijalnih na S i odgol/grajuéih metriCkih

koeficijenata; i kontinuitet komponenata od H tangencijalnih na
5 ukljuuje kontinuitet normalnih komponenata totalne gustoce
struje, tj. uvjet (181) sadrzi u sebi i uvjet

« + @ E2- ~ = 0.

+ «1-N) £ ] (185)

Idealni vodi¢. Zanimljiv je jedan poseban slucaj, kada se
idealan vodi¢ nalazi u podrucju 2. ldealan vodic¢ je materijal u
kojem se pretpostavlja da je X -* oo, pa se naboji gibaju slobodno
ako je primijenjeno elektri¢no polje. Oni ¢e se gibati dok god na
njih djeluje sila, tj. dok sva polja u vodi¢u postanu jednaka nuli.
Svi slobodni naboji u idealnom vodi¢u moraju se po povrsini
vodica raspodijeliti tako da tangencijalna komponenta elektri¢nog
polja na povrsini i ukupno polje u vodi¢u budu jednaki nuli.

Polja su, dakle, iskljucena iz unutrasnjosti vodica; sve su struje
i naboji u beskonatno tankom sloju na povrsini. Buduéi da samo
supravodi€i imaju neizmjernu vodljivost, za svakodnevnu upotrebu
dobra se aproksimacija za viSe prakti¢nih slucajeva postize tako da
se dobar vodi¢, kao bakar ili aluminijum, pri razmatranju elektro-
magnetskog polja izvan njega uzima kao da je idealan. Relacije

(179) za povrsinu idealnog vodica, jer u njemu nema polja, glase:
nxE=0, n-B=0, (186 a, b)
- > —»> =
n-D=a D=na, (186 c, d)
nxH =K,; H= Kxn. (186 ¢, f)

Na povrsini idealnog vodi¢a ne moze biti u elektromagnetskom
polju tangencijalne komponente od E3niti normalne komponente
od B.

Naprezanje i energija

Tenzor naprezanja u polju. Jedan od vaznih uspjeha
Maxwellove teorije elektromagnetskih polja bila je njezina spo-
sobnost da volumnu silu izrazi s pomocu naprezanja u polju
koje se prenosi kroz grani¢nu plohu volumena. Time je omoguéeno
da se mehanicki efekti u polju opiSu s pomoc¢u djelovanja koje se
prenosi kroz prostor preko infinitezimalne udaljenosti, pa je izbjeg-
nut racun sa silama koje djeluju na daljinu.

Neka je elektromagnetsko polje u prostoru volumena V, koji
je ispunjen homogenim materijalom i ogranicen plohé)m S, sa

zadanom raspodjelom nezavisnih naboja q i struja /, predmet
Maxwellovih jednadzbi (104 a—d). Suglasno s jedn. (84), polje
djeluje na naboje i struje u tom prostoru ukupnom volumnom
silom

F =j(eE+J x B)dV, (187a)
Cija je gustoéa u okoliSu jedne tocke u prostoru
/| =gE + JxB . (187 b)

Ta se Cinjenica moZe izraziti i na drugi nacin. Ako se skup jed-
nadzbi polja (104 a...d) uredi i uvede tenzor elektromagnetskog

naprezanja Sy koji se npr. u kartezijikg‘m koordinatnom sustavu

moZze izraziti s pomocu vektora polja E i H i njihovih komponenata
u obliku matrice

iiHxHy eEXEz +
- *1J2 eEyEj + fiHyHx (188)
nHzHy e(Et*- IE2+ /i(H*- \H2
dobiva se relacija
rotE x D + rotH x B = divS —qE =
- —» 0 —» -—a (189)

=/ x B+ ~N£> x B).
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Nakon integracije jednadzbe (189) po volumenu V dobiva se
relacija za ukupnu volumnu silu koja djeluje na naboje i struje

u tom prostoru

x B dV. (190)

v s v
Promatrajmo prvo polje koje je neovisno o vremenu. Tada jedn.
(190) pokazuje da se ukupna sila koja djeluje na naboje i struje

unutar volumena V moZze izraziti integralom vektora naprezanja t
na element povrSine s normalom n:

t=S.n, (191 a)
po regularnoj plohi S koja zatvara volumen V. Po analogiji s

naprezanjem u teoriji elasti¢nosti, 5 je nazvan tenzorom elek-

tromagnetskog naprezanja. Uveo ga je Maxwell, koji je postuli-

rao postojanje etera u cijelom prostoru. Eter je, po njemu, bio u
AN

stanju naprezanja odredenom tenzorom *S i bio je odgovoran
za prenosenje sile od jednog naboja do drugog, slino kao u elas-

ticnom mediju. Danas znamo da komponente od S nemaju fizikal-
ne realnosti i najviSe 5to se moze re€i jest da se sile mogu izra-

Cunati na temelju pretpostavke da postoji fiktivno stanje napreg-
<>
nutosti dano tenzorom S.

o N f
Vektor naprezanja t u jedn. (191 a) moZe se izraziti s pomocu
vektora polja

t=tt+7m=5s(e -ti)E - eeE2n+ (J9J b)
+ fi(H mn)H —i nH 2n,
a njegov modul iznosi
[1=\eE2+ \nH2 (191c)

MoZe se pokazati da u nehomogenom, linearnom izotropnom
materijalu jednadzba (190) prelazi u

j>*SndS =Jj~E£ + J x B - i \E\2grad e - h|H|2 grad/« +

S v
S [-» _\1 (192 a)
T st
pa je sila u tocki volumena V prema Minkowskom
gE +J xB - i \E\2grad e - $\H\2grad ju (192 b)

Ova formula zanemaruje elektrostrikciju i magnetostrikciju, jer
ne uzima u obzir promjenu u e i /u uzrokovanu deformacijom
koju proizvode elektromagnetske sile. Za Cvrste materijale ona
je dovoljno tocna.

Impuls elektromagnetskog polja. Po analogiji s relacijom,
poznatom iz mehanike, da je sila opcenito jednaka promjeni im-
pulsa u jedinici vremena, mogu se u jednadzbu (190) uvesti
relacije

=F= JQE+ IxB,)dV,. (193)
Y

gdje je Gneh ukupni linearni impuls mjerljivih naboja u gibanju, i

_J5xE£dK .1j.ExHdV, (1943

gdje je GEm ukupni elektromagnetski impuls polja sadrzanog u
volumenu V. Jedini¢ni elektromagnetski impuls, ili gustoéa im-
pulsa polja, tada je

*

X H.

1
g:DxB:\-;aE (194 b)

Konagno jednadZba (190) glasi:
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Ako se volumen V toliko poveéa da ploSna naprezanja na granic-
noj plohi Slis€eznu, desna je strana jedn. (195 a) jednaka nuli, pa
dobivamo

Gmeh + Gem —konSt, (195 b)
Sto predstavlja stavak o odrZanju impulsa elektromagnetskog su-
stava. Relacija (195 b) kazuje da se elektromagnetskom polju
moze pripisati svojstvo inercije, slicno inerciji materije.
Prema jedn. (190) i (191) ukupna sila koja djeluje na naboje,
struje i materiju unutar volumena V jednaka je

@) 5ndS= — "Gnth+ Gemj = <) |'e(En)E + ju(Hn)H —

— Y (eE2+ /iH2"]dS =

gE +J x B — —E2grad e — —H2grad +

/[m

+ g2 (Z>XB)j dV. (196)

Jednadzba (19b) pokazuje da, opcenito, u dinamickim elektro-
magnetskim poljima na materiju u volumenu moZe djelovati
rezultantna elektromagnetska sila razli€ita od nule, iako u promatra-
nom prostoru ne mora biti ni slobodnih naboja ni struja. U sta-
tickim poljima to ne moZe biti, jer ako u homogenom prostoru
nema naboja ni struja, i ukupna sila je jednaka nuli. Medutim,
naprezanje i u statickom polju opcenito postoji i razlic¢ito je od
nule.

Energija. Poyntingov teorem. Princip odrZzanja energije
nije do sada bio upotrijebljen u rjeSavanju elektromagnetskih
problema, jer se Zeljelo podvuéi da Maxwellovim jednadZbama
zajedno s rubnim uvjetima i izvorima nije potrebna pomo¢ drugih
principa. Medutim, kako pojam energije Cesto mozZe biti iskoristen
u rjeSavanju problema, i kako su pitanja prijenosa i opskrbe energijom
vrlo Cesto od prvotne vaznosti u tehnickim primjenama, energet-
ski odnosi izrazeni s pomocu vektora polja ne mogu se ignorirati.

Polaze¢i od rada utroSenog u elektrostatickom polju da bi
se toCkasti naboj g prenio iz beskonaCnosti, gdje nema polja,
u tocku u polju kojoj se pripisuje skalarni potencijal 9 moze se
pokazati da je prirast energije toCkastog naboja

W = pmuq. (197 a)
Energija potpunog sistema (2? = 0) od n tockastih naboja je
onda
W = Y Zz<Pi Qt, (197 b)
sl
a ako je naboj raspodijeljen u izoliranom volumenu V zadanom
gustoéom g, onda je

w qaV. (198)

-il-
Konalno se elektrostatiCcka energija moZe izraziti i kao funkcija
vektora polja

W=y jEZ)dK =y £ FE2dV, (199 a)
v v
a ako je materijal u volumenu V nelinearan, tada je
D
W = JJEdD dV. (199 b)
Vo

Slicno je u magnetostatiCkim problemima energija polja u volu-
menu V izraZzena gustoéom struje i vektorom potencijala

w | JA dV, (200)

-T

i s pomocu vektora polja

1r 1r
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te za nelinearne materijale

dBdV. (201 b)

Vo

J. H. Poynting je 1884 prvi pokazao, a iste godine i Heaviside
neovisno od njega* da se iz Maxwellovih jednadZbi uz primjenu
principa odrzanja energije na probleme koji obuhvaéaju elek-
tromagnetska polja, moze zakljuciti da elektromagnetska energija
ostaje u prostoru i teCe kroz prostor. Da dodemo do tog rezul-
tata, promatrajmo volumen V, zatvoren granicnom plohom S
i ispunjen materijalom za koji se pretpostavlja da je krut (tako da
je iskljucena elektrostrikcija i magnetostrikcija), da nema pojava
histereze i da se mogu zanemariti dielektri¢ni gubici (uzrokovani
stvaranjem topline unutarnjim trenjem). U tome prostoru postoji
elektromagnetsko polje, u kojemu je energija rasporedena s volu-
mnom gustoom

D B
w—wE+ M= JEdD + J H dB. (202)
[0} 0

Ovdje je pretpostavljeno da je izraz (202) za gustou energije
akumulirane u elektromagnetskom polju formalno isti kao i u
stacionarnom slucaju, Sto se podudara s opazanjima. Primijenimo
sada na polje u volumenu V3 sa zadanim strujama i nabojima,
Maxwellove jednadzbe (104 a-.-d), uredene tako da dobijemo

. db -
div(Ex H)= - EJ - (203)
Nakon integracije po volumenu V3Kkoji je ograni¢en plohom S3i s
pomocéu teorema divergencije, dobiva se relacija koja predstavlja
Poyntingov teorem

r/-eB -02Z\ M-+ *

/1 - =N -
-i{Ew " HMJ dv=SEJdV +f\ExH)n as. (209)

Jednadzba (204), koja je sukladna s principom odrzanja energije,
moze biti objasnjena kako slijedi. Integral na lijevoj strani jed-
nadzbe, suglasno sa (202), predstavlja iznos promjene (smanjenja)
energije uskladiStene u elektromagnetskom polju i u polariziranoj
i magnetiziranoj materiji u volumenu V. Sto je uzrokovalo taj
gubitak pokazuju dva €lana na desnoj strani jednadzbe. Umnozak

(E J) je iznos topline proizvedene u jedinici volumena u jedinici
vremena (nastale zbog provodnih struja), pa prema tome prvi
Clan desne strane predstavlja snagu izgubljenu u Jouleovoj toplini
u volumenu V. Prema principu odrZanja energije, ravnoteza moze
biti saCuvana s pomocu toka elektromagnetske energije kroz plohu
S koja ograni¢ava volumen V35to je uzeto u obzir drugim ¢lanom
na desnoj strani. Drugim rije¢ima, smanjenje elektromagnetske
energije akumulirane u volumenu V uzrokovan je djelomi¢no
gubicima zbog Joulove topline, a ostatak PNistjeCe napolje kroz
grani¢nu plohu S i dan je integralom

XnjndS =j)ivhndS = PN (205)
5 5
Poyntingov vektor, definiran jednadzbom
N =E x H3 (206)

moze se tumaciti kao intenzitet toka energije u tocki polja, tj.
kao elektromagnetska energija u jedinici vremena (snaga) koja
prolazi kroz jedini¢nu plohu, Cija je normala orijentirana u smjeru

vektora (E x H). U skladu s jednadzbom (194 b), moze se N
povezati s gustoCom elektromagnetskog impulsa relacijom

N 207
o= (207)

Ako je materijal u promatranom prostoru linearan (npr. nefero-

magnetski) i izotropan, gusto¢a je akumulirane energije u svakom

trenutku, prema jedn. (202),
v=ieE2+ i/liHX

pa se Poyntingov teorem (204) reducira na jednadzbu

(208)
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~ JFJ(ieE2 + i,IH1) dV = dv +

\ \ S
Na kraju treba reéi da je energija u elektromagnetskom polju
bila predmetom mnogih rasprava te su bili predlagani drugi oblici
energetskih teorema. Naime, i kad
gija kroz zatvorenu plohu to€no prikazana jednadzbom (205),
ne moze se iz toga zakljuciti definitivno da je intenzitet toka ener-

(209)

gije u promatranoj tacki N = E x H. Poyntingovom vektoru N
moze se dodati bilo koji vektor kojemu je integral preko zatvorene
plohe S jednak nuli. S druge strane, mi smo rijetko suo€eni s
tokom energije kroz to¢ku, a u mnogim primjenama Zelimo znati
iznos energije koja prolazi kroz zatvorenu plohu. Ali ideja o gu-
s_tséi Egerg_ijf u elektromagnetskom polju i o toku intenziteta

N = E x Hvrio je korisna i dobro objaSnjava pojave u prirodi.

Harmonicka polja

U jednostavnim (homogenim, linearnim, izotropnim i vre-
menski postojanim) materijalima jednadzbe polja €ine linearan
sustav. No, moguca rjeSenja su joS uvijek tako opcenita da se
problemi znatno kompliciraju. Pogodno je zato ograniCiti prob-
leme, bez gubitka opcenitosti Maxwellovih jednadzbi, na dvije
posebne vrste vremenskih promjena u polju. Za praksu su, naime,
od najveceg interesa dva slucaja: slu¢aj kad vremenskih promjena
u polju nema — staticka polja — i sluCaj kad su vremenske pro-
mjene polja sinusne — harmonicka polja. Oba ova slu€aja zbog
njihove vaznosti treba obraditi s posebnom paznjom, a slucaj
harmonickog polja jo$ i zbog toga Sto predstavlja osnovu za rje-
Savanje i sintetiziranje (s pomoc¢u Fourierovog teorema) bilo
kojeg linearnog polja proizvoljne vremenske ovisnosti.

Ograni€it ¢emo, dakle, u nastavku naSu paznju na polja koja
se mijenjaju sinusno u vremenu, tj. na ona koja titraju nekom
kruznom frekvencijom o i ¢esto se nazivaju harmoni¢kim mono-
kromatskim poljima. Opisat ¢emo stacionarna stanja i iskljuciti
nelinearne materijale. U ovom slucaju vrlo je pogodno ekspo-
nencijalno ili fazorsko obiljeZavanje, tj. predstavljanje varijabli
polja kompleksnim brojevima. S matematickog stajalista velika
je prednost toga postupka S§to se iz jednadzbi polja moze elimi-
nirati vremenska varijabla.

Tako izraz za sinusnu funkciju po vremenu, pisan ovako:

A = Amcos (cot + a) = Re (Ame>aejai) = Re (AOei@)3 (210a)
gdje je

Aa=Anea, (210 b)

a j = "™ — 1 vodi k predstavljanju realne vremenske funkcije A
s pomoc¢u kompleksnog broja A @B koji se naziva fazor (ili sim-
bolicki vektor). Ovaj se postupak moZe protegnuti i na predsta-
vljanje skalarnih ili vektorskih polja sa sinusnim vremenskim pro-
mjenama uvodenjem prostornog fazora. No, iako je iz matemati-
¢kih razloga pogodno upotrebljavati kompleksne veli¢ine (fazore),
uvijek treba drzati na umu da se fizikalna bit mora predstaviti
realnim funkcijama.

Promatrajmo polja Sto ih proizvode struje i naboji Cije su
promjene u vremenu sinusne. Tako naboj gustoce

g(r, 0)t) =/(r) -cos(ot+ a) = gm-cos (ot + a> (211 a)
u neogranicenom slobodnom prostoru, prema valnoj jednadzbi

(162 a), proizvodi polje koje se mijenja takoder sinusno u vremenu
i Ciji je potencijal prema (162 b) dan izrazom

> / CO-+-+ \
f(r) -coslwt-—--—-- Ir—r'| + al
W oY) = 4. N v AT
(211b)
Na temelju jedn. (210 a, b) mozemo pisati
p(Fwt) = Re (/(?)- e Xmt+ “>), (212 a)
o(13wt) = Re m . 01--1Ir-rl +0dF"). (212 )

4me
v

se prihvatida je ukupna en
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Zbog slicnosti jednadzbi (162 a), (163 a) i (176 a, b), te na osnovi
jedn. (212 a, b), moze se ocekivati da Ce sinusni izvori proizvoditi

sinusna elektromagnetska polja opcenitog oblika:
E (. 0i) = aEEmcos (@t ip kT + aB =
—>—>
= Re T*) =

£0(ne>( Re (E (7, jco)),

—> > — =
H (r, ot) =aHHmcos (0 t 9 & +aH =

= Re (a,, HO(7) e’ f-* F*r)j _ Re ja»), (213 a, b)

gdje je Re matematiCki operator koji uzima u obzir samo realni

dio kompleksne veliCine a a jedini¢ni vektor. Svrsishodno je ispus-
titi simbol Re u samoj matematiCkoj analizi i primijeniti ga tek
na kraju. Tako ¢emo polja prikazati pridruzenim kompleksnim
funkcijama __ (2144, b)

E(r,joo) = at £,(7) e’(«t* *r) = aE|EOQ| e’ ("™ T kr + “£),

= a,HO(r)e*" Tkr)= a, \HO\e* T*r+uh),
gdje su

EO(r) = aE\EO\e ,af = aE(EOr + j£,i)>

] (215 a, b)
HO(r) = a,, \HO\e[a" = a,, (Hot + j//,,,)

fazori elektricnog i magnetskog polia. EO i HO opéenito su kom-
pleksne funkcije poloZaja (ali ne i vremena). Iz (213 ab) je vid-
ljivo da su maksimalne vrijednosti polja jednake modulu fazora,
tj. Em= |£0] i Hm — |HO|, a vremenske se srednje vrijednosti
mogu racunati prema jednadzbama

T

£sr = E(P, i) dt = 0,

o (216 a, b)
Hs, = -i J //[(7, ®l) dt = 0,

gdje je period pune promjene T = 2iz\co = 1//.

Ovakvo predstavljanje je dozvoljeno upotrijebiti samo kada
su posrijedi linearne operacije, tako da se moZe uzeti realni dio
ili prije ili poslije operacije. Tipi¢ne su linearne operacije zbrajanje,
oduzimanje, mnoZenje s konstantom, deriviranje i integriranje:

Re(;40) + Re(B0) = Re(®o 4- B0O)}
Re(a - AQ) = a - Re(/10p>

—Re("0) _ (£ ) -
[Re(~0)di = Re(J™0di).
U slu€aju nelinearnih operacija, npr. mnoZenja, treba prvo iz-
dvojiti realne dijelove pojedinih faktora i onda ih tek pomno-
Ziti. Uvodenjem konjugirano kompleksnih veli¢ina za elektricno
polje
E*(7,jco) = aE EO*(f) e -"&“T*r) = aE|£0|e~" Tkr + ),
EO*(r) = aE|£,| e- KE= aE(E,r- jEO,), (217 a, b)
i slicno za magnetsko polje, mogu se operacije mnoZenja i kva-
driranja prikazati jednostavnijim izrazima. Tako je
\AO\2= A0 -AO0*= A,2+ AS,
Ao+Ao*
ReMo)
Re(™0) *Re(B<) = i (Mo + "o*) (Bo + BO*).

Ocito je da su operacije u Maxwellovim jednadzbama linearne,
pa monokromatski oblik sustava (104aeeed) glasi

4 44 . A4
rot H(rsj co) = 7(r, jco) + j e E(r, j co), (218 @)

rotii(r, joo) = —j oon H(r>j co), (218 b)
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div £(r, joo) = —p(r, j co), (218 ¢)
div H(r, joo) = 0. (218 d)

Sli¢no, jednadzba kontinuiteta (88), postaje
divJ(r,joo) = - joo£(r, jco). (219)

Buduéi da se iz samog oblika jednadzbi moze vidjeti jesu li pi-
sane u kompleksnom obliku, u daljem ¢e tekstu, radi kratko-
¢e, biti ispuSteno oznaCavanje kompleksnih veli¢ina polja. Na-
pomenimo jo§ da Cesto u materijalima koji pokazuju mikroskop-
ske inercijalne ili relaksacione efekte jedan ili viSe parametara
konstitucije moze biti kompleksna frekvencijski ovisna funkcija.
Kompleksni parametri nisu nuzno staticki parametri, ali je

e(j<0), ) <0), x(j<0" efi,x.
a0

Povezanost izmedu kompleksnih polja i potencijala se nesto
pojednostavnjuje, pa jednadzbe (119) i (120) prelaze u oblik

B =rotA,
E=—jmoA —grad 9, (220 a, b)
a Lorentzov uvjet (125) sada glasi
divA = —jcofiecp. (221)

Posebno je zanimljivo ista¢i da u harmoni¢kim monokromatskim
poljima vektorski potencijal i Hertzov vektor postaju identicni,
§to slijedi iz jedn. (145 a)

A = j coliecas. (222)

Valne se jednadzbe za elektromagnetske potencijale pojednostav-
njuju, pa sustav (127 a, b) glasi

AA + co2jueA = —fi/,

Atp+ u)2/ie<p = -jQ

(223 a, b)

a sustav (138 a, b) prelazi u oblik

AA + (co2lie —jufix)A = 0,

A+ (co2fie —j cofix) g —0, (2243, b)

te konacno jedn. (141 a, b) postaju

AA -f (CO2fif —)COjux)A = — fili,
+ (co2/ue — jcolix)cp = 0.

Sustavi jednadzbi (223 a, b), (224 a, b) i (225 a, b) pripadaju poseb-
noj vrsti eliptickih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi poznatoj
pod nazivom homogene i nehomogene Helmholtzove jednadzbe.

Veé je pokazano, da se harmonicke vremenske promjene
mogu zamijeniti operatorom eiw*™ ako su posrijedi samo linearne
operacije. Kod rada s Maxwellovim jednadzbama i valnim jed-
nadzbama polja u kompleksnom podruc¢ju pogodno je uvesti kom-
pleksne izraze za energiju i snagu u elektromagnetskom polju.
U proracunu energetskih odnosa, medutim, pojavljuju se nelin-
arne operacije, pa treba postupati sa mnogo opreza.

Gusto¢a w elektromagnetske energije u svakom trenutku»
prema jedn. (202) i (208\ iznosi u harmonickim poljima

(225 a, b)

w(r, cot) = wHr} cot) + wMricot) = i e[ef, cO*))2+
+ 0 /i (JI(r, oi) , (226)
gdje su trenutne vrijednosti elektricne i magnetske komponente

sz(? Oy =i eEm2cos2 (coitdf4 kr + aB =

= ieEm2(l + cos2 (cot T kr +aB), (227 @)
ZvM&cot) =i nH m2cos2 (cot F~kr + aH) =
= iuHmM2 (I + cos2(cot T kr + a,,)). (227b)

Trenutna vrijednost gustoCe elektromagnetske energije, izrazena s
pomoc¢u kompleksnih vrijednosti, iznosi prema jedn. (226)
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w(r, toi) = i eRe (E(riw)) ' Re (e ,jto)) + i fi Re [H(r, jto)) -
e Re (//(rjto)) = | £(E(r,jto) + £*(r,jto)) + “/~(H(r,jto) +
+ H*£jto))2 (228)

U tehnickoj praksi najceS¢e se operira sa srednjim vrijednostima
energije i snage u harmoni¢kim poljima, pa je realna srednja
vrijednost gustoCe energije u elektromagnetskom polju, racunata
preko jednog vremenskog perioda, dana izrazom

-

ivsr (r, (ot) =y \]w(r3cot) dt=ieEm2+ JnHm23 (229 a)
0

a prikazana s pomoc¢u kompleksnih fazora polja, iznosi

wst(r3cot) = i eE(r3jco) - E*(r3joo) + i fi H(r3jco) - H*(r3joo) =

=i eEOEO*+ i fiHOHO* =i e\EO\2 + i fi \HO\2 (229 b)
i neovisna je o vremenu.

Intenzitet trenutne promjene gustoce energije elektromagnet-
skog polja, ili specificna elektromagnetska snaga, moZe se iz-
racunati iz jedn. (226):

—> —>
. 0a>£(r,toi) dwM(r,cot)
P(r, to i) = pEr, (Ot) + pM(r, (0t) = e drrmeees — etz
A ) —>>
= —i €EmM2mo-sin2 (ot Fkr+ aF) —
—>>
— i PHmM2wsin2 (i kr+ dH =

= —2 owB%sin 2 (ot F£kr + af —

2owMsrsin2 (ot ™ kr + aH3 (230a)
a s pomoc¢u kompleksnih veli€ina
P(r,a)t) = 1 e—O Re|E(r,jto)j .Re™E(r,jto)j j +
+{4]JRej GmReico))) (&b

Budué¢i da je srednja vrijednost gustoce energije u elektromag-
netskom polju, prema jedn. (229 a, b), konstantna, to je dwsrldt =
= Psr = 0, Sto znaCi da nema vremenske promjene srednje gu-
stoée energije u prostoru polja sa stacionarnim harmonickim
stanjem.

Specificni gubici snage zbog Jouleove topline u elektromagnet-
skom polju, koji nastaju zbog provodnih struja gustoce /, mogu
se u svakom trenutku racunati s pomoc¢u jednadzbe

pL(r, @y = E(r3e0t) - A (>4 = 1 (ﬁ%toi),:]?z
\ 1

cos2 (cot pkr + af =

1Jm2/
=T ~r(
Srednji specificni gubitak snage zbog Jouleove topline moZe
se odrediti iz jedn. (231 a) i iznosi

(1 4-cos2(cot™ kr + aB - (231 a)

Pgir J,j Pg(r3@o di = y1£“2: yl*Em =

1o |:

] (231 b)

Poyntingov vektor (206) predstavlja intenzitet toka energije
kroz jedini¢nu plohu u okoliSu tocke promatranja, i u harmonic-
kim elektromagnetskim poljima njegova realna trenutna vrijed-
nost iznosi

1 = »>»> 1 > .
=L E(r3j co) - 7*(r,jco)= TEOJO -

N(r3cot) = E(r, cot) X H(r3cot) — (232 @)

= i Em X Hm- [cos (2 cor=F 2 &r-fgp£ 4- §H) 4- cos (tpE — (H)]13
a ako se trenutna vrijednost ra€una s pomo¢u kompleksnih veli-
¢ina polja,

TE, VvV, 11

161
N(r3cot) = Re(ii(r, jeo)) x Re(//(r, jeo)). (232b)
Srednja vrijednost realnog Poyntingovog vektora, tj. srednja

*

vrijednost intenziteta toka energije je tada dana izrazima
% 1 * _*
(r3 oi)=-—

T
C=x» —*
I N(r3cot)dt = £(Emx Hn) - cos (PE- (PH3

0 (233 a)
a raCunata iz kompleksnih vektora polja iznosi

Ns,(r,(ot) = i Re(£(r, jto) x H*(r, jto))=JRe(£0 x Ha*)
(233 b)
Srednja snaga koja struji u polju kroz jedini€nu povrsinu de-
finirana je tako da je u stacionarnom stanju neovisna o vremenu,
a trenutna vrijednost snage sastoji se prema jedn. (232a) od
dva dijela, jednog koji je stalan i jednak srednjoj vrijednosti, i
drugog koji harmonicki titra s dvostrukom frekvencijom 2 co.
U jedn. (233 b) pojavljuje se tzv. kompleksni Poyntingov vektor,
Cija su svojstva zanimljiva u harmonic¢kim elektromagnetskim
poljima:
N(r,jto) = i E(r,jto) x H*(r,jto) = J(E0O x HO*) =
= }Emx Hme»(w-*») = i Emx Hm[cos (>E- <p,) +
+ jsin(yE- €H] =R + jQ. (234)
Kao §to se vidi, on se sastoji od realnog i imaginarnog dijela,
od kojih prvi predstavlja (realnu) aktivnu srednju snagu koja
struji u elektromagnetskom polju kroz jedini¢nu povrSinu, a
drugi reaktivnu srednju snagu u polju.

Zanimljivo je takoder da ispitamo integral kompleksnog Poyn-
tingovog vektora preko zatvorene plohe S i da tako Poyntingov
teorem (204) prilagodimo harmonickim valovima. U tom cilju
prilagodimo prve dvije Maxwellove jednadzbe (218 a, b) za
kompleksno konjugirane veli¢ine polja (piSuéi ih skraceno)

rot H* = J* —jmeE*3

rotE = —jo/uH3 (235 a, b)

pa pomnoZivsi prvu sa E i drugu sa //*, te odbivsi od druge
prvu, dobivamo

H* -rotE - E -rotH* = —EJ* —)o({uH H* —eE E*).
Nakon integracije unutar volumena V i mnoZenja s faktorom 1/2
slijedi kompleksna relacija za Poyntingov teorem:

i (Ex H*) ndS =

_j\ VEED* dF 4-j@) QeEE* - $juHH*)dV3 (236)
) v

koja izrazava princip odrZanja energije u harmonickom polju.
Uvedemo li prema jedn. (205) PNkao ukupnu prividnu (kompleksnu)
snagu koja u jedinici vremena proteCe kroz zatvorenu plohu S,
dobivamo

PNr3j o) = N(r3jogndS =

— —Tgsr4-j*2co (W Esr —W\ist)- (237)
Teorem (237) kazuje da je u stacionarnom stanju u harmonickom
polju negativni realni dio prividne snage (aktivna snaga) koja
protjeCe kroz zatvorenu plohu S jednak srednjoj koli€ini topline
proizvedenoj u volumenu V3 tj.

Re(PR) = —Re(j)NndS:PS (238a)

a imaginarni dio prividne snage (reaktivna snaga) koja proteCe
kroz 5 jednak je umnoSku 2 coi razlike srednjih vrijednosti ukupne
elektriCne i magnetske energije u volumenu V3 tj.

me N =1Im@ENnNdS = 20 (WET — W Msr). (238 b)
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STATICKA POLJA

Nakon opéeg pregleda osnova elektromagnetske teorije koja
poCiva na Maxwellovim jednadZzbama, u ovom poglavlju anali-
zirat ¢e se svojstva statickih elektricnih i magnetskih polja. Polja
sa stacionarnom raspodjelom naboja i sa stacionarnom raspodje-
lom struja, tj. polja koja se vremenski ne mijenjaju, najjednostav-
nija su, pa ¢e na njima biti prikazane metode za analizu i upotreba
razli¢itih matematickih postupaka rjeSavanja kojima je primjen-
ljivost Sira i opcenitija.

U slucaju statickih polja, tj. onih u kojima nema vremen-
skih promjena, dvije glavne Maxwellove jednadzbe (85) i (86)
postaju neovisne jedna o drugoj, a dodaju li im se dvije sporedne
jednadzbe (103), Maxwellov sustav reducira se na ovaj skup jed-
nadzbi:
za elektrostaticka polja

rotE =0, divD = q, (239 a, b)
za magnetostaticka polja
rotH —J, divB = 0. (240 a, b)

JednadZzbe (239) i (240) predstavljaju
sustava Maxwellovih jednadzbi i iz njih slijedi da se elektrostaticka
i magnetostaticka polja mogu analiziratiodvojeno, jer nema
interakcija izmedu tih polja.

Principi rjeSavanja statiCkih polja bit ée u ovom poglavlju
primijenjeni na brojne tehnitke probleme. Kako su u vecini slu-
Cajeva prakticnih primjena posrijedi vremenski promjenljiva
polja, postavlja se pitanje valjanosti i upotrebljivosti rezultata
dobivenih analizirajuéi staticka polja. Primjenljivost rezultata
statiCkih polja na vremenski sinusoidno promjenljiva polja i
probleme kakvi se u praksi najéeS¢e susreCu, ogranicena je di-
menzijama sistema i frekvencijom polja. Prema izlaganju na
str. 144 elektromagnetsko polje se prostire kroz prostor brzi-
nom v = 1/7jue, koja je u harmonicki vremenski promjenljivim
poljima povezana s frekvencijom / i valnom duljinom Aizrazom

v=rfX. (241)

Ako sa / oznaCimo najvecu geometrijsku dimenziju fizikalnog
sustava koji se razmatra, statitko polje ¢e biti dobra aproksima-
cija ako se moZe zanemariti retardacija polja u tom prostoru, tj.
ako je zadovoljen uvjet

I If

=7 <L

. (242)

koji kaze da su rjeSenja statickog polja dovoljno dobra cak i za
polja visoke frekvencije, ako su geometrijske dimenzije fizikalnog
sistema dovoljno male.

Osnovne jednadZbe elektrostatickog polja

Osnovne jednadzbe (239 a, b) i (90 a) za elektrostaticko polje
proizvedeno stacionarnom raspodjelom naboja g u linearnom,
homogenom, izotropnom materijalu, postaju

rotE —0, divE = e (243 a, b)
Primjenom operacije rot dobivaju se vektorske jednadzbe. Pois-
sonova (113b), koja uzima u obzir lokalnu gustoéu naboja:
- 1
AE = —grad q, (244 a)
i Laplaceova (112 b), koja vrijedi ako nema naboja u prostoru
od interesa:

AE= O. (244 b)

Iz bezvrtloZznog karaktera polja, odredenog jednadzbom (243 a),
slijedi da polje moze biti predstavljeno pomocu skalarnog po-
tencijala (143):

(x.y.2)

E= —grad(® cp(xy.z) -J ef. (245 a, b)
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Konzervativno svojstvo elektrostatiCkog polja moze se tada iz-
raziti jednadZzbom

I Eds = 0. (246)

Konacno se, prema jedn. (143), polje moze rijeSiti s pomocu ska-
larne Poissonove ili Laplaceove jednadzbe za potencijal, zavisno
od toga da li u prostoru ima slobodnog naboja
AP= —- 3 (247 a)
ili ga nema
A9=0, (247 b)
pri ¢emu je g regularan u beskonacnosti, Sto znaCi da je produkt
(R (@ konatan kad R -* oo.

Ako je prostor u kojem promatramo polje ispunjen nehomo-
genim izotropnim dielektrikom, potencijalne jednadzbe (247)
poprimaju oblik

VB8‘Ve+ £ - A= —Q (248)

Slika polja. Kao pomo¢ u prikazivanju statickih polja ¢esto

znatnopojednostavnjgrgmazu slike polja, koje su u vecini slucajeva ogranicene na dvo-

dimenzionalnu ravninu jer se trodimenzionalna polja mogu samo
teSko slikovito predstavljati. Sliku polja u trodimenzionalnom
prostoru Cine linije polja i ekvipotencijalne plohe.

Linije polja mogu biti ili ij-linije, i onda ih nazivamo silni-
cama, ili D-linije, koje nazivamo linijama toka ili strujnicama.
Linije polja definirane su tako, da su u svakoj tocki prostora

vektori E’i 3 (ve¢ prema tome da li se radi o ¢ *linijama ili o
ZMinijama, silnicama ili strujnicama) tangencijalni na te linije,
da je smjer linija i smjer odgovarajucih vektora polja isti, a gu-
sto¢a linija u okoliSu tocke od interesa da je direktno razmjerna

jakosti polja E, odnosno vektoru gustoe elektritnog toka D.
Stoga se iznos elektricnog toka ®e, dan jednadzbom (175 b),
moZe predstaviti brojem strujnica kroz plohu promatranja. Treba
odmah ista¢i da su u neograni¢enom izotropnom homogenom
materijalu ii-linije i D-linije identicne, ali da se razlikuju na
granici izmedu dva homogena materijala ili u nehomogenom i
anizotropnom dielektriku. Na temelju dane definicije lako je
uz pomo¢ analiticke geometrije u prostoru dobiti diferencijalne
jednadzbe silnica u trodimen-
zionalnom koordinatnom pra-
vokutnom sustavu:

dx dy dz (249 )
Ex Ey Ez
cilindricnom sustavu:
do pda dz
F=V-F¥ (249)
u sfernom sustavu:
dr rda rsin#d# 249 ¢)
~& E*

Bilo koje dvije diferencijalne
jednadZbe dane u simetri¢nim
relacijama (249 a, b, c¢) za-
dovoljene su dvjema famili-
jama geometrijskih ploha. Kad
se izraduju dvodimenzionalne
slike polja, linije polja se do-
biju kao presjecene linije tih
dviju familija ploha s ravninom
crtanja. Na takav nacin u
sluaju dva tockasta naboja
jednaka po iznosu i suprotna
po predznaku dobivene su
linije toka prikazane na slici 104, a u sluCaju dva beskonacna
paralelna linijska naboja, takoder jednaka po iznosu i suprotnih
predznaka, linije toka prikazane na slici 105.

U konzervativnom polju geometrijsko mjesto svih toaka ko-
je imaju isti potencijal je ploha. Takve plohe nazivaju se ekvi-

SI. 104. Linije toka (D-linije) izmedu
dva totkasta naboja, jednaka po iz-
nosu i suprotna predznaka



ELEKTROTEHNIKA

potencijalne plohe, a njihovi tragovi u ravnini promatranja ekvi-
potencijalne linije Na slici 106 a prikazane su ekvipotencijalne
linije u polju tockastog naboja g3a na si. 106 b u polju linijskog
naboja A Kako je, prema definiciji, ekvipotencijalna ploha ka-
rakterizirana konstantnim potencijalom, ona je odredena jed-

nadzbom
d<ppBy 3z) = 0,

ili u diferencijalnom obliku, pisano u pravocrtnim koordinatama

(250 a)

0® 007 009
£ dx+" dy + ~dz=0-

<250b>

SI. 105. Linije toka (D-linije) izmedu dva
beskonaéno duga linijska naboja, jednaka
po iznosu i suprotna predznaka

UvodeCi ds = axdx + aydy + azdz kao element puta po ekvi-
potencijalnoj plohi, i uz pomo¢ jedn. (245 a), moze se jednadzba
ekvipotencijalne plohe (250 b) izraziti i u obliku

de=gradtp-ds= —E -ds O, (250 c)

§to znaCi da je ekvipotencijalna ploha karakterizirana time Sto

je vektor jakosti polja E uvijek okomit na nju. Drugim rijeima,
u elektrostatickom polju linije su polja normalne na ekvipotenci-
jalne plohe.

U dvodimenzionalnoj slici linije polja (silnice ili strujnice)
i ekvipotencijalne linije Cine mrezu ortogonalnih trajektorija i ta

ubeskona 1
Ud%enost?

SI. 106. Potencijalna polja: a totkastog naboja, b linijskog

naboja
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mreZa se naziva slika polja. Zbog toga, jedna familija krivulja mo-
Ze biti izvedena iz druge s pomocu jednadzbe

i <2il>

VW e= Konst
koja je pisana za sliku polja u ravnini (x3y).

Slike polja daju ne samo kvalitativnu nego i kvantitativnu
raspodjelu polja u prostoru. Kao S$to je receno, linije toka defi-
nirane su jednadZzbom ®c = konst, a ekvipotencijalne linije
jednadzbom (p = konst, pa ako se ®c i  mijenjaju od linije do
linije u jednakim stupnjevima, dobit ¢e se slika polja s podruc-
jima u obliku krivolinijskih pravokutnika. Na slici 107 polje dvaju

Sl. 107. Slike polja: a dvaju jednakih beskonacno dugih linij-
skih naboja suprotna predznaka, prikazana s pomocu krivoli-
nijskih kvadrata, b dva jednaka i suprotna totkasta naboja

jednakih po iznosu i suprotnih linijskih odnosno toCkastih na-
boja prikazano je s pomocu kvadrati¢nih podru¢ja. Na taj nacin
dolazimo do pojma silocijevi ili cijevi toka3koji je karakteristiCan

Sl; 108. Silocijev

za statiCka polja. Silocijev, prikazana na slici 108, izgradena je tako
da joj osnovice Sxi S2¢ine dijelovi ekvipotencijalnih ploha, a plast
S 3 je sacinjen od linija toka tako da ni jedna strujnica ne prolazi
kroz njega. Zato je elektricni tok <R duz silocijevi konstantan, pa
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jevi u elektrostatickom polju moZe pridruziti pojam dielektri¢ne
vodljivosti silocijevi, koja se izraCunava prema relaciji
5
A=e=—> (252)
gdje »S predstavlja srednju povrSinu elementarne silocijevi, a
/ njezinu duljinu.

Proracun polja iz raspodjele naboja

U prethodnom odjelu pokazano je da je srediSnje pitanje
teorije polja u statickim uvjetima Laplaceova (ili jednostavno
potencijalna) jednadzba (247 b), ili, s laganom promjenom, Pois-
sonova jednadzba (247 a), koja uzima u obzir lokalnu gustocu
naboja. U matematickom smislu glavni zadatak postaje rjesa-
vanje diferencijalne jednadzbe s njoj pridruzenim rubnim uvje-
tima.

Problem se moze preformulirati u zadacu s izvorima, ako
se potencijal u toCki promatranja racuna kao suma doprinosa od
svih pojedinacnih toCkastih naboja, tj. s pomoc¢u jednadzbe (156)
prilagodene za statiCke naboje

1 NT Q
teiioyo20 0 <283*’
koja prelazi u staticki oblik jednadzbe (172) ako je naboj gustoce
g kontinuirano raspodijeljen po volumenu:
_lgdv
2 ii-J-T - 121Jb>
Integraciju treba izvrSiti preko svih izvora (tj. preko cijelog pros-
tora). Nacelno to nije teSko, ali zahtijeva opsezno raCunanje i
postupak je mukotrpan, pogotovu ako je od interesa samo od-
redeno konatno podrucje. U tom slucaju diferencijalna metoda
dijeli prostor u proizvoljan broj podrucja i koristi se rubnim uvje-
tima da potencijal uCini jedinstvenim, pa se ne postavlja pitanje
istrazivanja potencijala izvan izabranog podrucja. Sli¢an postu-
pak u metodi s integralnim jednadZzbama omogucuje upotreba
Greenovih funkcija.

Polje u ogranicenom prostoru. U stvarnosti problemi
elektrostatike najceS¢e obuhvacaju konaCna podrucja prostora,
sa nabojem ili bez njega unutar podrucja i sa propisanim rubnim
uvjetima po rubnim plohama. U takvim slu€ajevima jednadzba
(253 b) nepogodna je i nedovoljna za proracun polja.

Da se postavljeni problem rijeSi, potrebno je upotrijebiti
Greenov teorem u obliku jedn. (166 a). Postupkom sli¢nim po-
stupku primijenjenom za rjeSavanje valne jednadZzbe (162 a) mo-
Ze se Poissonova diferencijalna jednadzba (247 a) za poten-
cijal u statickom polju pretvoriti u integralnu jednadZbu.
Uvrstimo u jedn. (166 a) za u = 8 gdje je Ap— —Qe> a za

—> —>
v = 1jR = 1Jr —'|, gdje je v karakteristicna funkcija Pois-
sonove jednadZbe. Nakon uredenja dobiva se jedno moguce rje-
Senje jednadzbe (247 a) u integralnom obliku

1 Jerv' 1rrlBp 0/1\1 y
“ 4UE R+ 4%TJ [fl drf ~ V 0r(p)J ds” "¢V

v S (254)
koje je vrlo sli€no rjeSenju u jedn. (171). U slucaju da se poten-

<0

cijal ¢p(r) raCuna u tocki koja lezi na rubnoj plohi S(r e S)3jed-
nadzba (254) ¢e se promijeniti tako da se svagdje umjesto faktora

1/(41t) uvrsti faktor I/(27u). Ako r lezi izvan plohe S3lijeva strana
od (254) jednaka je nuli.

Rezultat (254) moze se objasniti kako slijedi. Volumni in-
tegral predstavlja doprinos potencijalu od naboja unutar plohe
S3a plodni integrali uzimaju u obzir doprinos svih naboja izvan
plohe S. Prvi plodni integral je ekvivalentan potencijalu jednosloja
naboja rasporedenog po plohi <« sa gustocom

&P

dri*
a drugi se moze predstaviti kao potencijal dvosloja na plohi S3
Cija je gustoca

(255 a)

r=-ee (255 b)
Drugim rije¢ima, naboji izvan plohe S mogu biti nadomjesteni
dvjema ekvivalentnim slojevima, jednostrukim i dvostrukim,
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gustoce kojih su odredene jednadzbama (255 a, b), a da to ne
utjeCe na promjenu potencijala u unutrasSnjosti. Vazno je pri-
mijetiti da su ovi ekvivalentni slojevi naboja na plohi S upravo
takvi da reduciraju i potencijal i jakost polja na nulu u svakoj
tocki izvan plohe S. Ova zamjena izvora izvan volumena V rub-
nim uvjetima (fizikalno interpretiranim jednostrukim i dvostru-
kim slojem naboja) na plohi S koja zatvara zadani volumen vrlo
je vazan korak u rjeSavanju problema elektrostatike.

U skladu s ve¢ iznesenim, ako se zatvorena ploha  pro-

tegne u beskonacnost, i <p(?) i dq)(?")/dn' na plohi S iSCezavaju
kako r' ->o003i to brze od R~ 1, tada plosni integral tezi k nuli i

rezultat (254) prelazi u rjeSenje (253 b) za cijeli prostor. Drugi
zanimljiv slu€aj nastupa kada je g = O unutar plohe 5. Tada je

potencijal u volumenu V izrazen veliCinama g2(r') i d(p(r')ldn’ na

plohi S3 pa jednadzba (254) postaje integralna jednadzba.
Treba posebno istai da je u rezultatu (254) upotrijebljena

kao supstitucija u (166 a) funkcija v = 1/R3 koja je samo jedna

iz klase funkcija ovisnih o r i r', a koje se nazivaju Greenove funk-
cije. Opcenito Greenova funkcija u potencijalnim problemima

ima znaCenje potencijala u toCki (r) udruzenog s jediniénim toc-
kastim nabojem gustoée <5t —r) smjeStenim u tocki (r'). Drugim
rije€ima, G(r, r') zadovoljava Poissonovu jednadzbu

i(r-r)
A'G(r 1) = (256 a)
i dobiva se kao njezino rjeSenje u obliku
G(r,r) = + F(r3r). (256 b)

Clanu 1/R u Greenovoj funkciji (256 b) dodana je jo3 funkcija
F(r3r")3koja je rjeSenje Laplaceove jednadZbe unutar volumena V:

A'F(r,0 =0, (256 c)
i Cije je fizikalno znaenje da predstavlja potencijal sistema na-
boja izvan volumena V.

U jednadzbi (254) susre¢emo se s problemom zadovoljenja
propisanih rubnih uvjeta za e i dg?ldn' po zatvorenoj rubnoj
plohi S. Odmah treba istai da (254) nije rjeSenje koje zado-
voljava korektan tip rubnih uvjeta. Razlog je za to Sto fizikalno
iskustvo potvrduje da ve¢ samo propisivanje potencijala (p po
zatvorenoj plohi S jedinstveno definira potencijalni problem,
tj. potencijal u volumenu V. To je tzv. Dirichletov problem, a
propisani uvjeti su Dirichletovi rubni uvjeti. Sli€no se propisi-
vanjem normalne derivacije potencijala d(p/dn' po zatvorenoj
rubnoj plohi S moZe jedinstveno, do na jednu dodatnu konstantu,
definirati potencijalni problem, koji se tada naziva Neumannovim
rubnim problemom. OCito je da rjeSenje Poissonove (ili Laplaceove)
diferencijalne jednadZbe s propisanim i dep/dn' po zatvorenoj
plohi S (Cauchyjev rubni problem) preodreduje zadacu. Takvo
rjeSenje zapravo ne postoji, jer je nemoguée neovisno zadati
i dg?ldn' po rubnoj plohi 5. Na strani 156 detaljno su opisani
problemi egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja rubnih zadaca
polja. 1z svega ovoga se moze zakljuciti da rjeSenje (254) zahtijeva
viSe informacija nego Sto je potrebno za jedinstveno rjeSenje
problema.

S poopcenim pojmom Greenove funkcije i njezinom dodatnom
slobodom (preko funkcije F)3 moZe se njezinim uvodenjem u

(166 a) kao v = G(r3r') i izborom F(r, r')3tako da se eliminira
jedan ili drugi od dva ploSna integrala u jedn. (254), dobiti opée
rjeSenje jedn. (247 a) u obliku

NG(r,r)dV’ 092(r)
P _ Joe § QMG TAV'+ e
> SG(r:r) 1
( H)J dy’ (257)
koje se rjeSenje onda moze svesti ili samo na X)irichletove ili

samo na Neumannove rubne uvjete. Sloboda u izboru funkcija
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G prema jedn. (256 b) znali da se moze uciniti plosni integral
u jedn. (257) ovisnim samo o izabranom tipu rubnih uvjeta.
Stoga treba razlikovati nekoliko tipova problema:

1. U Dirichletovom problemu zahtijeva se
GOr,r') = 0 zar'esS3 (258 a)
tj. da Greenova funkcija moze biti smatrana potencijalnom u
tocki r proizvedenim jedini¢nim tockastim nabojem smjeStenim
u r' i sistemom »zamisljenih« naboja tako smjeStenih izvan plohe
5 da se osigura GB = 0 na plohi 5. Moguce je i drugo tumacenje,
pogodno za odredivanje funkcije GD zadanog problema; ono se

sastoji u tome da se zamisli da je 5 uzemljena vodljiva ploha koja
sadrzi induciranu raspodjelu ploSnog naboja gusto¢e 0 = e 6GD0«’,
-4

uzrokovanu tockastim nabojem u r'. Tada prvi ¢lan u ploSnom
integralu (257) iSCezava i rjeSenje je

(258 b)
) Q(r)GOra) dv' - - 4% JI
\ S
2. Sli€no se u Neumannovom problemu zahtijeva
OGN, 1’
Z(n' ) 0zar'gh, (259 a)

tj. da se Greenova funkcija moZe uzeti kao potencijal proiz-
veden jedini¢nim toCkastim nabojem i raspodjelom naboja iizvan
volumena V tako da bude dGNdn' =0 na plohi S, pa to Cini da
drugi €lan u ploSnom integralu u jedn. (257) iSCezava, kao Sto
se Zeljelo. No ovdje moramo biti pazljivi, jer primjena Gaussovog
teorema na jedn. (256 a) pokazuje da je

$(8G/dn")dS'= - 1,
S
pa je joS najjednostavniji moguéi rubni uvjet za GN
OGN, r') 1 ,
dn’ e zareS3 (259 b)
gdje je 5 ukupna povrsSina rubne plohe. Tada je rjeSenje
PO = Vs + A~ j*6(r') GnO* 1) dV'
g
dj;(, ) GNr, r') dS'3 (259 ¢)

gdje je (® srednja vrijednost potencijala preko cijele plohe 5.

Od posebnog praktitnog znacenja je Neumannov »vanjski
rubni problem«, u kojem je volumen V ograni¢en dvjema plo-
hama, jednom zatvorenom i konanom, i drugom u beskonacnosti.
Tada je povrSina plohe S beskonacna, pa rubni uvjet (259 b)
postaje homogen (tj. desna strana je nula) i srednja vrijednost
5 u (259 c) iSCezava.

3. Vec€ je spomenuto da je efekt vanjskih izvora dan povrSin-
skim integralom u jedn. (257). Taj povrsinski ¢lan iSCezava kada
je cijeli prostor uklju€en u volumen V3pa izraz (257) prelazi u
jednostavni volumni integral

@ (r)="J <) G(r,r)dv". (260)

(V -+ neogranicen)

Ako G izaberemo tako da je F = 0, tj. G = 1/R, ako se, nadalje,
5 sastoji od jedne plohe koju smo protegli na beskonacnost i
ako je (pregularan u beskonacnosti, tada jedn. (257), odn. (260)
prelazi u poznati oblik (253 b).

U rjeSenju (257), zbog ograni¢enog volumena V3 postoji
opcenito povrSinski integral, ali postoje vazni posebni slucajevi
kada povrSinski ¢lan u jedn. (257) iSCezava iako su podrucja
promatranja konacna i ograniena. To se dogada ako ne postoji
interakcija izmedu vanjskih izvora i izvora unutar podrucja,
tj. ako je volumen V izoliran, pa vanjski prostor moze biti zane-
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maren jer nema utjecaja na unutarnji. Da bi se odredio potencijal
u takvoj izoliranoj regiji, treba jednostavno s pomocu jednadzbe
(260) sumirati efekte svih naboja unutar tog podrucja. Postoje
tri mogucénosti da se podrucje zatvoreno plohom 5 izolira od
vanjskog prostora. Treba da budu: a) G i spjednaki nuli svuda na
plohi S3b) dG/dn' i dg>/dn' jednaki nuli svuda po plohi S3c) u
svakoj toCki plohe S ispunjena oba prednja uvjeta. Takvi rubni
uvjeti nazivaju se homogenim3a fizikalno se to postize ako se Vod-
ljivi rubovi podrucja uzemlje. Bilo bi matematicki vrlo pogodno
kada bi svi problemi rubnih vrijednosti imali homogene rubne
uvjete, ali to u praksi, naravno, nije tako. OkruZziti podrucje od
interesa uzemljenom plohom, i kad bi to bilo moguée, obi¢no bi
toliko fizikalno izmijenilo funkciju naprave u odredenom sustavu
ili sklopu da bi bila promaSena upravo svrha zbog koje je naprava
i projektirana, a koja zahtijeva interakciju s vanjskim prostorom.

4. Kona€no, promatrani prostor moze biti i bez naboja u
njemu, g = 0. Tada u jedn. (257) za proracun potencijala ostaje
samo plosni integral. Kako je poznavanje veli€ina e ili dg>ldn'
na plohi 5 dovoljno za jedinstveno odredivanje potencijala pu
volumenu V, to i u ovom slucaju, koji predstavlja rjeSenje Lapla-
ceove jednadzbe (247 b), vrijedi sve Sto je ve¢ prije pod toCkom
1i2 ovoga odjeljka reCeno za rjeSenje Poissonove jednadzbe (247 a).

Ovdje opisana integralna rjeSenja imaju svojstvo opcenito-
sti, jer je obi¢no integral invarijantan prema transformaciji ko-
ordinata. Greenova funkcija ovisi 0 geometriji rubova problema i
njeno odredivanje u zadaéama s rubovima proizvoljnog oblika
vrlo je teSko. No kada je Greenova funkcija jedanput nadena,
mozZe se naci i bilo koje rjeSenje homogene ili nehomogene di-
ferencijalne jednadzbe. Greenove funkcije zadovoljavaju jedno-
stavne rubne uvjete (258 a) i (259 b) koji nisu ovisni o detaljnom
obliku Dirichletovih ili Neumannovih rubnih vrijednosti. Vazno
je svojstvo Greenovih funkcija da su one simetricne s obzirom

na koordinate izvora i promatraca, tj. G(r,r') = G(r',r). Taj se
rezultat naziva principom reciprociteta. Za Neumannove rubne
uvjete simetrija nije sama po sebi osigurana, ali moZe biti namet-
nuta kao poseban zahtjev.

Na kraju ¢emo analizirati znaCenje funkcije F(r,r") u jedn.
(256 b). Ona predstavlja potencijal proizveden vanjskom ras-
podjelom naboja, izabran tako da zadovolji homogene rubne
uvjete, tj. da potencijal (ili njegova normalna derivacija) bude
nula na plohi S3 kada se kombinira s potencijalom toCkastog
naboja u tocki izvora r'. Kako potencijal u tocki r na plohi 5 uz-

¥
rokovan toCkastim nabojem ovisi 0 polozaju r' naboja u volumenu
V3 raspodjela vanjskog naboja F(r3r') mora takoder ovisiti o
parametru r'. Zato je metoda odslikavanja fizikalni ekvivalent

—>—>
odredivanju funkcije F(r3r") pogodne da se zadovolje rubni
uvjeti (258 a) ili (259 b). Za Dirichletov problem s vodicima,

—>—»
funkcija F(r3r') moze biti uzeta kao potencijal uzrokovan plosnim
nabojem induciranim u vodi¢u zbog blizine toCkastog naboja u

tocki izvora r\ Ona predstavlja odziv sustava na dovodenje slo-

bodnog naboja u tocku r'.

U svakom slu€aju, tehnika integralnih rjeSenja s Greenovim
funkcijama omogucava da se za svrhu racunanja odijeli podrucje
od interesa od ostalog prostora.

Sustav vodic¢a u elektrostatiCkom polju

Koeficijenti potencijala, indukcije i kapaciteta. Ako u
prostoru od interesa postoji vise nabijenih odvojenih vodljivih
tijela, npr. njih N kao na slici 109 a, tada se potencijal ./-tog tijela
odreduje s pomocu jedn. (253 a i h):

= (261)

gdje RJt znaci udaljenost bilo koje totke na j-tom tijelu od ele-
menata dVt na i-tom tijelu.
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Uvodenjem koeficijenata pJt definiranih izrazom

reicM,

i J R»
Pji* = 4T e{wverts’ 262
J eV, (262)
Vi
jednadzba raspodjele potencijala (261) prelazi u oblik
N
@ = @i (263)
=1

gdje Qi oznaava ukupni naboj na /-tom tijelu. Konatno se po-
tencijali i naboji svih vodljivih tijela mogu povezati matricnom
jednadzbom

P PL2 PIN Qi
<A P21 P22 PIN Q2
<$h PN1 Pn2 Pnn

kojoj (263) predstavlja /-ti redak. VeliCina pJt predstavlja poten-
cijal j-tog tijela proizveden pozitivnim jedinicnim nabojem na
i-tom tijelu, a za sva ostala metalna tijela u tom prostoru uzima
se da su nenabijena. pJt naziva se koeficijentom potencijala i u biti
je konstanta koja izrazava prostornu geometrijsku raspodjelu.

Qt
L — b
/ \
/ orn
/ /| I+ 5 |/ |
i /S* I
/
\ \ C]\l///
i A N
a g b ™

SI. 109. N vodljivih ploha nabijenih na razli¢ite potencijale
(a), i ekvivalentna mreza parcijalnih kapaciteta izmedu vodljivih
ploha ()

Uvijek zadovoljava uvjet

Pn ~ Pji ~ 0. (264 b)
Matrica koeficijenata potencijala pJt je simetriCna, Sto se moze
dokazati kako slijedi. Prema definiciji, potencijal ./-tog vodljivog
tijela je razmjeran radu utroSenom na povecanje naboja na tom
istom /-tom tijelu, dok naboji ostalih tijela ostaju konstantni

A= 007
pa je ukupna energija sustava vodljivih tijela koja miruju dana
jednadzbom (197b), prilagodenom za ovaj slu€aj:

N
Bl =
1=1
jer jepotencijal(pt konstantan po svakom vodljivom
Supstituiramoli izraz za energiju u jedn.(265 a), dobiva se
N Ne N
dQi 1v P 1V
4 VI'W j+2Z" BYQ =ir +2Z [/ “Q,-(265¢)
=1 i=1 i=l
Uvodeéi (263) u (265 c), dobiva se za bilo koji proizvoljni skup
naboja Qt da je

tijelu.

N

(Pji ~ Pu) Qt ~ 0, (266)
i=1
$to je mogucée samo ako je
Pjt=Pij. (266 b)
To je trazeni dokaz simetrije koeficijenata potencijala, od ko-
jih su, dakle, samo njih iN (N + 1) neovisni.

k65a>

ELEKTROTEHNIKA

Simetricna matrica [pJt] opcenito nije singularna i moze
se invertirati, tako da se jednadzba (264 a), pisana u kracem
obliku [tp] = [pji] - [Qly mozZe pisati i kao

[Q = [pjt]-1° [M (267)
Uvodenjem koeficijenta cu tako da bude
lejl=[pirlcj=¢ji", (268 a, b)

gdje je (Fji)p kofaktor ¢lana pJt u determinanti \pji\, moze se
jednadZba (267) pisati i u obliku

[Q] = [ctj] * [<pl (269)

Koeficijenti cu €ine simetricnu matricu i zadovoljavaju uvjete:
N

Cu = Cji3cit™ 0, Cij~ 0 (i4=/), §”cu —0.
i-1
Oni su takoder geometrijske veli¢ine ovisne samo o dimenzijama,
obliku, orijentaciji i smjeStaju svakog vodljivog tijela. Fizikalno,
Cu izraZzava naboj induciran na Ztom vodicu, ako je j-ti vodic
najediniénom potencijalu, a svi su ostali vodi¢i na potencijalu
(p— 0. Zato senazivaju koeficijentima indukcije, izuzev dijago-
nalne elemente cu. Ovi ne mogu imati znacenje naboja induci-
ranog na vodiCu od samog sebe; stoga se ti dijagonalni elementi
nazivaju koeficijentima kapaciteta. S pomocéu tih koeficijenata
moZe se energija sustava (265 b) izraziti u obliku
N N
1V V

(270)

(271)
=11

koji je vrlo koristan za upotrebu, jer se potencijal skupine vodica

moZe opcenito lakSe izmjeriti nego naboj.

Korisno je definirati kapacitet sustava dvaju vodljivih tijela
(si. 110) koja se nalaze u neogranicenom prostoru, nabijena su
nabojem +Q i —Q, a izmedu kojih vlada potencijalna razlika
U= (pi —(p2, kao omjer

Q 2¢
c=V=u- (272
Energija takvog sustava, koji se sastoji od dva vodljiva tijela,
prema (202 b), iznosi
W =\QU,
ili s pomocu jedn. (272):

(273 a)

- _1Q2
w=hcuz2=- %

JednadZbe (272) i (273 b) mogu se jednako dobro upotrijebiti
za izraCunavanje ili eksperimentalno odredivanje kapaciteta C.

(273 b)

- Q,,(265b)

Uvodeci u proraun sustava vodiCa prikazanog na slici 109 a
pojam parcijalnog kapaciteta definiranog relacijama
N
Cg = Cjji
=1
dobiva se ekvivalentna mreza parcijalnih kapaciteta prikazana
na slici 109 b. To vodi k fizikalno oCiglednijem obliku jednadZbe
(269), koja sada glasi
Qi=cnnri+ c2(ni ~ 92)+ -+ CIN(<pi — 9,
Qi =C21(<F —<i)+ C2gR+ -+ C2nR —<H)p (275)

Ctj= Cij, * (274 a, b)

Qs —CNi (N—<pi) + CN2(@N— @) + .... + Cnn$h
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Parcijalni kapacitet Cn poznat je kao vlastiti kapacitet z-tog tijela
(prema beskonacnosti), a Ctj je zajednicki kapacitet izmedu /-tog
i/-tog tijela. Oni takoder zadovoljavaju ove uvijete
Ctj = Cjii Cu > 0 za svez'/. (276)

Skup jednadZbi (275) moZe se zornije interpretirati tako da
se naboj Qi prikaze sastavljenim od dijelova. Jedan je takav
dio Cu <pi koji moze biti pripisan kapacitetu Cu izmedu prvog
tijela i beskonacnosti (ili zemlje ako je ona u blizini), jer je (pt
apsolutni potencijal. Drugi dio naboja €ini iznos C12(<pi —<2>
koji moZe biti pripisan kapacitetu C12 izmedu prvog i drugog
tijela, izmedu kojih vlada razlika potencijala Ui2 = A — <A-
Buduéi da je C21 = Ci2, na drugom tijelu postoji isti i suprotan
naboj Ca: (sfi —<Pl). Konacno se mogu naboju na prvom tijelu
pribrojiti i svi ostali naboji, zaklju¢no s nabojem CIN1 —qN.
Na isti nain mogu se objasniti naboji i na ostalim tijelima u
sustavu na slici 109 a. Svi su ovi kapaciteti veliCine ovisne o geo-
metrijskim odnosima sustava vodiCa.

Cesto je jo$ od interesa izradunati i totalni kapacitet Ct ¢-tog
tijela u sustavu od N vodi€a. On je definiran relacijom

Qi = Ct(ft, 77)

gdje je Qi ukupni naboj na tijelu z, a 9" njegov apsolutni poten-
cijal.

Matri€no rjeSavanje potencijalnih problema. lzraCuna-
vanje potencijala iz zadane raspodjele naboja s pomocu integrala
(253 b) moze i uz relativno jednostavnu raspodjelu biti tezak
zadatak. Medutim, najveCi broj prakticnih problema svodi se na
obratnu zadadu: pronaéi raspodjelu naboja koja Ce odgovarati
danom skupu potencijala. Tako postavljen zadatak mnogo je
tezi i, izuzev nekoliko jednostavnijih sluCajeva, analiticki se ne
moZe rijeSiti. Stoga se mnogi prakti¢ni problemi mogu rijeSiti
samo numeriCkim metodama.

Relativno jednostavna priblizna metoda temelji se na matrici
koeficijenata potencijala. Sastoji se u podjeli vodljivih tijela za-
danog potencijala na dione vodi¢e po kojima su potencijal i ras-
podjela naboja konstantni. Zato se za svaki dioni vodic moZe
uzeti da integral (262) daje koeficijent potencijala

rdv
4nfE ViJ Rji’

Buduéi da se na vodljivim tijelima svi naboji nalaze na povrsini
u obliku plosnog naboja, integral (278 a) prelazi u oblik

] rds
PJi tre Si ‘1( *7

Ta metoda naziva se metoda dionik povrSina. Podjela se moze
uvijek izvrsiti tako da rjeSavanje integrala (278 a) ili (278 b) ne
predstavlja poteSkodu, ili Cak tako da integraciju ne treba ni
obaviti. Jednom kada su koeficijenti potencijala odredeni i matrica
koeficijenata poznata, problem odredivanja raspodjele naboja
po dionim povrSinama rjeSiv je tako da se matrica invertira u
matricu koeficijenata indukcije i kapaciteta i da se ona pomnoZi
s matricom zadanih potencijala, prema jednadzbi (269).

Pji = (278 a)

(278 b)

Osnovne jednadZbe magnetostatickog polja

Glavni cilj elektrotehnike je upravljanje elektromagnetskom
energijom i njena upotreba. U velikom broju prakti¢nih uredaja
i naprava koji se upotrebljavaju u elektrotehnici, kao npr. u trans-
formatorima, rotacionim strojévima i drugim aparatima Kkoji
sadrze feromagnetske materijale, kad oni rade, akumulira se
energija u magnetskom polju. Brojni problemi magnetskih polja
izrastaju upravo iz analize i projekata ovakvih uredaja. Zato
analizi fizikalnih osnova magnetskih polja i matemati¢kim me-
todama njihovog rjeSavanja treba pokloniti punu paznju.

Izmedu statickih elektricnih i magnetskih polja postoji ana-
logija jer se svako magnetostatiCko polje moze prikazati elektro-
statiCkim poljem identi¢ne strukture. Ekvivalencija je Cisto for-
malna, jer u magnetostatici ne postoji fizikalna veli¢ina koja bi
odgovarala slobodnom elektricnom naboju — ne postoje slobodni
magnetski naboji. Dakle, matematicke pogodnosti analogije s
elektrostatikom postoje, ali fizikalna struktura polja proizvede-
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nog stacionarnim strujama bitno se razlikuje od konfiguracije
proizvedene elektri€nim nabojima u miru.

Iz Maxwellovih jednadzbi izvedene osnovne jednadzbe (240
a, b) i (90 b) za magnetsko polje proizvedeno stacionarnom ras-

podjelom struja J u linearnom, homogenom, izotropnom materi-
jalu mogu se pisati u obliku

rotB =1/i7, divB = 0. (279 a, b)

One pokazuju da magnetostaticko polje ima obiljezjavrtloznog

solenoidnog polja i da se moze, kao i svako drugostatiCko polje,

predstaviti B-linijama, tj. linijama polja (silnicama), kojih jednadz-
ba u pravocrtnom koordinatnom sustavu glasi

dx dy dz

5- = |, = &r (280)

Jednadzbe silnica u drugim koordinatnim sustavima podudarne
su s jednadzbama (249 bic).

Primjenom operacije rot na jedn. (279 a, b) dobivaju se vek-
torska Poissonova i Laplaceova jednadzba, analogne jednadzbama
(1128 i (113 a):

AB = —rot (/i/), AB =0, (281 a, b)
za prostor sa zadanom raspodjelom neovisnih struja gustoce /,

i za prostor bez struja (J = 0).
Bitno pojednostavnjenje proracuna magnetskog polja postize

se uvodenjem vektorskog potencijala A, definiranog prema (119)
i (128), tj.
rotA =B, divA —0, (282 a, b)

§to prepoznajemo kao Coulombovo bazdarenje. UvrStenjem defi-
nicija (282) u (281) dobivaju se odgovarajuée diferencijalne jed-

nadzbe (144) vektorskog potencijala u homogenom mediju

AA = -jliJ5 AA =0, (283 a, b)
iz kojih se onda uz zadane rubne uvjetemoze odrediti raspodjela
vektora A upromatranom prostoru, a iz ovog pomocu (282 a)

i raspodjela vektora B.
Magnetski tok ®m ili tok vektora B odreden je jednadZzbom

-
(175 a), no pomocu vektora A moZe se takoder raCunati prema
relaciji

(284)

gdje je srubna krivulja koja zatvara plohu S kroz koju se rauna tok.

Za podrucja bez izvora, / = 0, q = 0, elektrostaticke i ma-
gnetostatiCke jednadZzbe su analogne, pa se moZe uvesti magnet-
ski skalarni potencijal 9/ (mjeren jedinicama jakosti struje), defi-
niran relacijama

2
H = —grada/, (pi2= (pi —<p2 = J H ds} (285 a, b)
1

jer je u podru€ju bez struja: rot H = 0. Polje se tada moZe ra-
Cunati iz skalarne potencijalne jednadzbe

A% = 0, (286 a)

uz zadane rubne uvjete. Za nelinearne, feromagnetske materijale,
u podrucju bez struja, jednadzba polja je

Vop' ' VA* + P * Ap = 0. (286 b)
OcCito je da i u feromagnetskom materijalu, u podrucju male

jakosti polja |/7/] = |—grad 9] ili u podru¢ju malih promjena
permeabilnosti (v/i vrlo mali), ili u podru¢ju gdje su vektori
V@' i v/t okomiti (pa je skalarni produkt \j(p' - VA* = 0)> jec*
nadzba (286 b) prelazi u potencijalnu Laplaceovu jednadZbu
(286 a), Sto umnogome pojednostavnjuje proracun.

Medutim, treba reci da se za proracun statickih i kvazistatickih
magnetskih polja u uredajima i napravama koji se susrecu u praksi
a napravljeni su od nelinearnih feromagnetskih materijala upo-
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trebljavaju poglavito jednadZzbe vektorskog potencijala. Uvodenjem
magnetske reluktancije v kao recipro¢ne vrijednosti magnetske
permeabilnosti (v = I/fi) i iz sustava jednadzbi (2404, b) i (282
a, b) dobiva se diferencijalna jednadzba

VAA —\lvx V x A= —1. (286 c)
RjeSavanjem te jednadzbe, uz zadanu raspodjelu neovisnih struja

/, i uz propisane rubne uvjete, odreduje se vektorski potencijal
u prostoru od interesa. Jednadzba (286 c¢) zamr3ena je i rjeSava
se iskljucivo numerickim metodama uz upotrebu elektroni¢kog
racunala.

Proracun polja s pomocu vektorskog potencijala iz
zadane raspodjele struja. RjeSavanjem bilo kojeg od sustava
diferencijalnih jednadzbi (279 a, b), (281 a, b) ili (283 a, b), uz
zadane izvore i pripadajuce rubne uvjete, moguce je primjenom
jedne od niza matematickih metoda za rjeSavanje diferencijalnih
jednadzbi dobiti rjeSenje problema rubnih vrijednosti u mag-
netostatickom polju. Medutim, kao i u elektrostatiCkim poljima,
metoda izvora i njoj pridruZene integralne jednadzbe pruzaju
niz novih moguénosti za rjeSavanje magnetostati¢kih polja. S
tog stanoviSta osobito je pogodna za primjenu jednadzba (163 b)

za vektorski potencijal A, prilagodena za staticka polja u obliku
(287 @)

Ta jednadzba vrijedi za neograni¢en prostor. Ako je podrucje
s
od interesa ogranieno i izvan njega postoje izvori (7=#0,) treba

primijeniti rjesenja s Greenovim funkcijama, kao u jednadZbama
(257), (258 b) i (259 a, b, c). Cesto je zadaca postavljena i tako

da je uz prostornu raspodjelu struje J zadana i ploSna gustoca

K, nazvana strujni sloj ili strujni oblog i definirana jednadzbom
(180). Tada je vektorski potencijal prikazan izrazom

i Kds!
1112 +35

U mnogim primjenama moze se jednadzba (287 a) pojednostaviti
time Sto se ukupna struja | koncentrira u tanku nit (geometrij-
sku crtu), ako je poprecni presjek vodi€a vrlo mali u usporedbi

(287 b)

SI. 111. Prora€un vektorskog potencijala proizve-
denog elementom strujnice

s udaljenoS¢u R od toCke promatranja (si. 111), paje tada J dV' =
—> —>
;1 ds i konacno, zbog VJ = 0,

Ml R (287¢)

vektor dA

—»
tako da je u promatranoj toCki paralelan sa ds. Mora se, narav-

Integral pokazuje da element strujnice (I ds) tvori

no, oCekivati, da A ->00 kada se toCka promatranja priblizava
strujnici. Jednadzba (287 c) vodi izravno do proracuna indukcije

B s pomodu jedn. (282 a), $to daje poopceni oblik Biot-Savartova
zakona (77), spomenutog u uvodu.
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Vektor jakosti magnetskog polja H3 ako je unaprijed poznato

da je H makar i priblizno konstantan duz puta i da je tangenci-

jalan u svakoj tocki na krivulju puta (kao npr. na si. 112), moze
se i izravno izraCunati iz pojednostav-
njenog oblika Maxwellove jednadZzbe
(240 a), prilagodenog za proracun
polja struje koncentrirane u strujnicu>
koji glasi

(j)// ds = —(j) dtp' = /, (288)

i koji se naziva Ampereov kruzni zakon.
Utjecaj magnetskog materijala. Utjecaj magnetskog ma-
terijala u polju uzima se u obzir preko vektora magnetske po-

larizacije ili krace vektora magnetizacije M, definiranog jednadzba-
ma (96) i (98), koji predstavlja magnetski dipolni moment po je-
dinici volumena ispunjenog materijom. UnoSenje magnetskog ma-
terijala u polje ima za posljedicu pojavu novih €lanova u dife-
rencijalnim jednadzbama (283 a, b), pa se one, da bi se istakao
utjecaj materije, mogu pisati u drugom obliku:

AA = —ju0J —juo - rot M. (289 a)

Ocito se efekt magnetskog materijala moze predstaviti djelova-
njem ekvivalentne magnetizacione struje gustoce

Jm=rot M, (289 b)

raspodijeljene po volumenu magnetskog materijala. Integral mag-
netskog potencijala (287 a), za prostor V u kome se uz izvore

J nalaze i tijela od magnetskog materijala, postaje

=~ fJdv' *0 rAdor Ne e Ld*
4ttd R + 4ttJ R 4] R 5 C
\% Vm Sm
gdje je Vm volumen ispunjen magnetskim materijalom, a Sm
iznos povrSine rubne plohe magnetskog materijala. U integralu
se pojavljuje i ¢lan sa

a)

Km=M x n, (290 b)
koji predstavlja doprinos magnetskog materijala polju izra-
Zzen pomocdu fiktivne plodne struje, tj. pomocdu fiktivnog mag-
netizacionog strujnog obloga Km na povrSini materijala.

Ako u podru¢ju od interesa ima tijela od magnetskog materi-
jala, na grani¢noj su plohi takvog materijala ispunjeni rubni uvjeti
(179 a, b) za vektore B i H3a za vektor A oni glase

n-(A2- At)=0, nx (A2- AY=0, (291a b)

ako je magnetizacija M normalna na rubnu plohu.
Magnetski dipol. Na str. 145 definiran je magnetski di-

polni moment s obzirom na toCku r u prostoru. Jednostavniji
izraz za magnetski dipolni moment dobije se ako se moment
definira s obzirom na ishodiste O relacijom

(f x J) dVv\ (292 a)
Magnetski moment zatvorene strujne petlje kroz koju protjece
struja | definira se s obzirom na ishodiSte izrazom

r' x ds, (292 b)

gdje je  povrsSina plohe koju zatvara petlja s. OCito je magnet-
ski moment vrlo male strujne petlie m=nlS. n je jedini¢ni
vektor normalan na plohu

Vektorski potencijal u tocki r proizveden magnetskim dipo-

lom smjeStenim u tocki r' iznosi

K’—ft+ d 293
—&megra ( (293)

tY
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Mehanicki zakretni moment oko ishodista O kojim magnetsko
— —
polje indukcije B djeluje na dipol m iznosi

Mmth = m x B, (294)
a rezultantna sila koja djeluje na dipol je
Fm= (m *V) B. (295)

Proracun induktiviteta

Ulanceni tok. Totalni magnetski tok kroz zatvorenu strujnu
petlju s proizveden od svoje vlastite struje i, odreden je jednadz-
bom (284). O¢ito, za jednu strujnicu (struju koncentriranu u
geometrijsku krivulju), taj se izraz nee moci primijeniti, jer
A -*00 duZz puta integracije. Ako se, s druge strane, dopusti
konacan presjek vodic¢a kroz koji protjee struja, pojam magnet-
skog toka mora biti proSiren. U tom slu€aju vektorski potencijal
moZe se bilo gdje u prostoru odrediti u skladu s jedn. (287) ako

je poznata i zadana raspodjela struje J po presjeku vodi¢a. Ako
se taj presjek sav razdijeli na elementarne strujnice s iznosom
—

struje JdS'y i za svaku takvu strujnicu izracuna vlastiti ukupni
tok u skladu s jedn. (284), ukupni ¢e integral preko cijelog pre-
sjeka vodica dati ulanceni magnetski tok

ds’,

V=y (296 a)

S S
gdje je | ukupna struja koja protjeCe presjekom vodi¢a 5. Inte-
graciju (296 a) treba izvrSiti po cijelom volumenu zatvorenog
vodica, pa se to, s pomoc¢u formule (200), moze izraziti i ovako:

2W

jAdv =220 (296 b)

Izraz (296 b) povezuje ulanceni magnetski tok zatvorene strujne
petlje s energijom tako izgradenog sustava. Pojam ulancenog
toka od posebnog je znacenja u magnetostatiCkim problemima i
naroCito se upotrebljava za izraCunavanje induktiviteta (pri pro-
raunu transformatora, elektricnih strojeva, prijenosnih linija).

Koeficijenti induktiviteta. Promatra li se jedna strujna
petlja (si. 113), pogodno je uvesti odnos

|:. -1
r

koji se naziva koeficijent induktiviteta ili krace induktivitet petlje

i iskljuCivo je geometrijska veli¢ina ovisna o raspodjeli magnet-

(297 a)

Q, o0

Cb..

Sl. 113. Dvije izvedbe idealizirane Sl. 114, Sustav od N
strujne petlje zatvorenih strujnih petlji

skog polja. Uz pomo¢ (296 b) moze se induktivitet petlje definirati
i s pomoCu energije magnetskog polja sustava kao

L = (297b)

Pojam se induktiviteta moZe proSiriti, opéenito, na sustav
stacionarnih struja. Sustav struja moze biti takav da je algebarska
suma svih struja koje prolaze kroz neograni¢enu (ravnu ili za-
krivljenu) plohu jednaka nuli ili razli¢ita od nule. U prvom slu-
Caju, kada je i = 0, sustav je potpun, sve struje teku u zatvo-
renim petljama (kao na slici 114) i moguce je definirati tok i ener-
giju u konacnim iznosima. Drugi je slucaj fizikalno nezamisliv i
dalje neCe biti razmatran. Dalje, promatrat ¢e se samo linearni
magnetski materijali, koji omogucuju linearne odnose izmedu
struja i polja; za permeabilitet ji pretpostavlja se da je neovisan o
struji. Za potpun sustav strujnih petlji, prikazan na slici 114, pisat
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¢emo jednadzbe (296 b) i (297 b) u obliku prilagodenom za pro-
raun ukupne energije polja

(298 a, b)

M= 27 2 Ljkij*”
j=1k=1

gdje je ¥k ukupni ulanceni tok kroz ¢-tu petlju, proizveden svim
strujama sustava i odreden izrazom (297 a) prilagodenim sustavu
N
yk="Ljtij.
/=i
Velic¢ine LJk su koeficijenti induktiviteta; za j 4=k predstavljaju
meduinduktivitet izmedu petlji / i k} a za j = k predstavljaju
samoinduktivitet ;-te petlje Lkk. Mogu se raCunati na razliCite
nacine, uglavnom Koristeci se definicionim jednadzbama (297 a, b).

Tako je
Lx= 4%,
13
ako se pretpostavi da su sve struje, osim struje ij, jednake nuli.

(299)

(300 a)

KoristeCi se relacijama (284)
(287 ¢) moze se izraCunati par-
cijalni induktivitet izmedu j-te
i ¢-te petlije jednadzbom

r =L XA mdi*

si % (300 b)
gdje je RX udaljenost izmedu

elemenata dsj i dsk. 1zraz (300 b)
poznat je kao Neumannova
formula. Neposredno slijedi iz
nje da je LX= LkJ

Potrebno je primjetiti da
je .raCunanje i mjerenje in-
duktiviteta s pomocu izraza
(298 b) preko energije Cesto
lak3e i jednostavnije nego pre-
ko ulanenog toka y=

Dvije kruZne strujne petlje. Ako kroz dvije kruzne petlje
smjeStene blizu protje€u struje 1'ti 12 (si. 115), magnetski tok
jedne petlje ulangit ¢e drugu i obratno. Ulan¢eni tokovi 1i 2
petlje prema jedn. (299) jesu

g. 115. Magnetsko polje od dvije
kruzne strujne petlje

yi=Luli + Li2lz2>
2= L2ili + L2212

Samoinduktiviteti Ltl i L22) kao i meduinduktiviteti L12 = L 2i

(301 a, b)

mogu se odrediti s pomo¢u Neumannove formule (300 b), koja
preuredena za ovaj slucaj glasi
Zr 2n (302)
2 —ai) da2
cos (a ai) da qal

N2~ n SO riOSr jlz2+ ri2+ r22 —2r!r2cos (a2 —at)

i koja se uvodenjem supstitucije
4rir2
*2+ (r1+ r22
svodi na formu potpunih eliptickih integrala prve i druge vrste,
K(k) i E(k). Nakon uredenja, jednadzba (302) postaje konacno

24 (303 a, b)

L12=nyrir2-hk),
(304 a, b)
Kk) K (k)
Vrijednosti elipti(”:kih( integra)la K(k)3 E(k) i faktora h(k) mogu
se naci u tabelama. Za samoinduktivitete Ln i L22 dobile bi
se, iz poznatih razloga, beskonacne vrijednosti. Da bi se dobile
realnije vrijednosti samoinduktiviteta, treba prvu integraciju

-E(K).
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izvrSiti po kruznici polumjera r, a drugu po kruznici polumjera
(r —a); a je polumjer vodica od koga je nafinjena strujna petlja.
To onda daje 2.

L = firh M - J. (305 a)

1, moZe se upotrijebiti i priblizan izraz

L & jur K -> ) .
Da se istakne samo djelomi¢na ulancenost strujnih petlji
magnetskim tokom, mogu se jednadzbe (301 a, b) pisati u dru-
gom obliku, koji je viSe uobi€ajen u analizi polja transformatora
V, = (Lxi - L12)I, + L12 (Jx+ /a),
(Lxi 2 X+ 78, 306 4, b)
V2= (L2~ L2i)12+ L2l (/i + /2.
Mogu se uvesti nove oznake: Af = L 12 = L 21 jest meduinduktivi-
tet, a5 =Ln —M i S2=L1L22—M jesu primarni i sekundarni
rasipni induktiviteti. Obi¢no se €lan = M (li + /2 naziva
glavni ulan€eni tok, ili samo glavni tok. Ukupna energija magnet-
skog polja sustava dvaju namota iznosi prema jedn. (298)
= kMWl Velz) ~ i ChNil/12*122/j2/1]12 ~h L22122).
(307)
Metoda srednjih geometrijskih udaljenosti. Za prora-
cun induktiviteta sustava ravnih vodic¢a vrlo je pogodna metoda
srednjih  geometrijskih udaljenosti (SGU), Metoda seu biti svodi
na aproksimativno rjeSavanje, podjelom na dvorce povrsine, inte-
>

gralne jednadzbe (287 a) za vektorski magnetski potencijal A.

Ako je alr
(305 b)
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(uklju€ivo i j = i) dobiva se iznos totalnog vektora potencijala
na mjestu elementa dSt

(309)
. . =1 .S/ .
pri Cemu je zbog uravnotezenosti sustava struja nestao Clan sa
Ini?/0* Usporedbom izraza (298 b) za totalnu magnetsku ener-
giju sustava, koju racunamo po jedinici duljine, s jednadzbom
(200) prilagodenom za ovaj slucaj, slijedi ekvivalencija
N N N

(310)
=1j=1 i=1Si
odakle kombiniranjem s jedn. (309) slijedi trazeni izraz za pro-
raun induktiviteta

[ij = — %10 Dy, (311a)

gdje je
InDW = jL - JJin R.jdS.dSj,

S, Sj
Veli¢ina Du predstavlja srednju geometrijsku udaljenost dvaju
likova povrSine St i Sj. Proraun SGU dvaju likova Du ili SGU
lika od samog sebe Dii3 znatno se olakSava primjenom ve¢ prije
spomenute metode dionih povrsina, koja dovodi do numericke
tehnike rjeSavanja. Metoda pociva na Cinjenici da se SGU izmedu
dva jednaka kvadrata stranice a — €ak i u najnepovoljnijem slucaju,
kada se kvadrati dodiruju cijelom jednom stranicom — neznatno

(311 b)

AL 06 razlikuju od razmaka s izmedu teZista
zasu z 2a,
o 02 Dij\j & 1,00655stj, za st = a.
02 Zato likove na slici 116 dijelimo na veéi broj jednakih kvadrata
o1 povrSine A S} kojih ima u i-tom liku ni3 & u /-tom liku ni3 pa jed-
00 nadzba (311 b) prelazi u oblik
"o0i0 5 . 1=nt
mehb 1 nt nj 1 =N
SL 116. Potpuni sustav ravnih vodiga  SI. 117. Vlastita srednja geometrijska InDU = ““"].§. SinRtj= . .In.Il. R (313 a)
kroz koje protjece struja, smjeiten u  udaljenost (SGU) pravokutnog presjeka ntndi= 1y =1 ninjp 1=l
neograni¢enom prostoru J:|
0 az 04 06 08 10
R
SI. 118. Korekcioni faktor K za medusobnu SGU SI. 119. Korekcioni faktor K za medusobnu SGU Sl 120. Vlastita SGU cjevastog
dvaju vertikalnih pravokutnih presjeka dvaju horizontalnih presjeka presjeka

Neka je zadana geometrija sustava od N vodi¢a prema slici
116. Vodici su od neferomagnetskog materijala proizvoljnog oblika
presjeka, okruzeni zrakom i smjesteni u neogranicenom prostoru.
Zadane su struje u svakom vodic¢u i pretpostavlja se jednolika
raspodjela struje po presjilku svakog vodica, tj. Jt = 1tISt; sustav

struja je potpun, pa je £ = 0. Oznacimo li sa dAtJ doprinos
i

vektorskom potencijalu struje koja protjeCe elementarnom povr-
Sinom dSj na mjestu elemenata povrSine dSi3 onda je

AA AT 1 A0 Po TdSj Ri0

J=2n J RTj 2 j~8) nR7,

Ovdje RI0 predstavlja udaljenost elemenata dSt od beskonatno
dalekog vodica, koji predstavlja povratni vodi¢ svake strujnice
sustava. Ukupna struja u tom zamisljenom povratnom vodicu
je nula, zbog toga Sto je sustav potpun. Integracijom jednadzbe
(308) po povrsini Sj i zbrajanjem tih iznosapo/ = 1,2,....,N

(308)

odakle se konatno dobiva relacija za izraCunavanje srednje ge-
ometrijske udaljenosti dvaju likova
ernj)__
D,j=1/ n R,j.
' nt. nj
Na temelju ovih razmatranja izraCunate su vrijednosti vlasti-
te SGU Du za vodi€¢ pravokutnog presjeka i date nasl. 117, a
vrijednosti korekcionog faktora k3 definiranog prema

(313 b)

k=—=1J

- (314)

(gdje je srazmak izmedu teziSta dvaju zadanih likova) za dva pravo-
kutnika postavljena u razlicite polozaje, dane su na sl. 118 i 119.
Vlastita SGU vodica okruglog presjeka jednaka je /),, = re"l/4 =
= 0,7788 r, gdje je r polumjer vodica. Ista ta vrijednost moze se
uzeti s dovdljnom tocnoS¢u i za SGU uzeta. Kao medusobna
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SGU okruglih presjeka moze se uzeti udaljenost izmedu srediSta
krugova. Vlastita SGU cjevastih presjeka prikazana je na si. 120.

DINAMICKA POLJA

Svako konacno i jednoznacno rjeSenje Maxwellovih jednadzbi
predstavlja mogucée elektromagnetsko polje. Temeljno je svoj-
stvo tih jednadzbi da one pokazuju egzistenciju rjeSenja u obliku
putujucih valova, koji predstavljaju transport energije u prostoru
od jedne toCke do druge. Valna rjeSenja Maxwellovih jednadzbi
postoje u viSe oblika: kao ravni valovi* divergiraju¢i i konver-
girajuéi sferni valovi, cilindri¢ni valovi i kao drugi oblici valova.
Transverzalni ravni val je najjednostavniji i elementarni oblik
elektromagnetskog vala. Zato se u mnogim slu€ajevima dinamicko
elektromagnetsko polje analizira s pomoc¢u harmonickih ravnih
valova i s pomocu rjeSenja dobivenih njihovom superpozicijom.
U ovom poglavlju opisat ée se svojstva harmonickih ravnih valova
u neograni¢enom izotropnom mediju, a da se pri tom nece ulaziti
u probleme njihovog nastanka i analizu njihovih izvora.

Svojstva elektromagnetskih valova s obzirom na interakciju
s materijom ovisna su o valnoj duljini A ili o frekvenciji /, koje
su jedna s drugom povezane odnosom (241). Uobicajena je zato
podjela elektromagnetskih valova prema frekvenciji ili valnoj
duljini. Podrucje najkracih valova, duljine ispod 10“6 cm poznato
je pod nazivom X-zraka ili rendgenskih zraka. U starijoj lite-
raturi bio je opcéenito uobicajen i naziv gama-zrake za onu vrstu
X-zraka, koje imaju vrlo veliku energiju i ekstremno malu valnu
duljinu. (I danas se ta podjela ponekad upotrebljava, ali se ona
ne zasniva na razlikama medu energijama i valnim duljinama zra-
Cenja nego viSe na razlici u nacinu njegovog postanka: ako je po-
stanak povezan s procesima izvan atomske jezgre, govori se o
X-zrakama, a 0 gama-zrakama se govori ako one nastaju u atom-
skoj jezgri.) Dalje, sve do A < 3,8 - 105 cm je podru€je ultra-
violetnog (ultraljubiCastog) svjetla. Vidljivo svjetlo zauzima u
spektru elektromagnetskog zraCenja podrucje izmedu valnih du-
ljina 3,8 - 10"5 cm i 7,8 - 10"5 cm, a zatim slijede podrucja
blizeg i daljeg infracrvenog svjetla. Konacno, elektromagnetski
valovi Cije su valne duljine reda veli¢ine milimetara i centimetara
nazivaju se mikrovalovi, a valovi jo§ vecih valnih duljina poznati
su kao radio-valovi ili Hertzovi valovi. Kao §to je ve¢ u uvodu rece-
no, analize u elektrotehnici ograni¢avaju se na podrucje tehnickih
frekvencija, odn. makroskopskih valnih duljina.

Ravni valovi

Da bi se rijeSio bilo koji problem elektromagnetskog polja,
potrebno je naci rjeSenje sustava Maxwellovih jednadzbi, bilo
u integralnom bilo u diferencijalnom obliku. Razli¢iti oblici
sustava tih jednadZbi koji se odnose na vektore elektromagnetskog

polja E i H3kako je to uobi¢ajeno u analizi valova, dani su u jed-
nadzbama (101), (104), (105), (114) i (118). Kao Sto je re-
Ceno, rjeSavanje tih sustava vrlo je teSko; zato se upotrebljavaju
iz njih izvedeni sustavi vektorskih valnih jednadZzbi (107) i (108),
(110), (111), (115). RjeSavanje i ovih sustava jednadzbi joS uvijek
je vrlo zamrseno, pa se stoga uvodi hipotetski model ravnog vala3koji
daje najjednostavnija rjeSenja, matematicki i fizikalno vrlo pregled-
na i pogodna za analizu i sloZenijih dinamickih elektromagnetskih
polja.

U definiranju modela ravnog vala uvest ¢emo pretpostavke
navedene u nastavku. Prostor u kome se promatra elektromagnet-
sko polje neogranicen je i ispunjen homogenim, izotropnim i line-
arnim materijalom (odredenim veli€inama £, p3 k)3 koji se ne
giba. Bez obzira na kvalitet materijala, pretpostavit éemo da

nema ni slobodnih naboja ni neovisnih struja (g 0, Jt = 0), pa
se rjeSavanje polja svodi na rjeSavanje sustava
AH —/ne izH k aH 0
—fne Sk —r O
(315 a, b)
d2E dE
AE —ue Eﬁm_lrjx Tt =0,

koji se sastoji od dvije opée homogene vektorske valne jednadzbe.
Za njihovo rjeSavanje primijenit ¢emo metodu separacije vari-
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jabli, koja se osniva na pretpostavci da se problem matematicki
moZe razdijeliti na dva dijela, jedan koji sadrZi samo vrijeme
i drugi koji sadrzi samo koordinate prostora. Uvedimo zato umje-

—> —> —>—4
sto vektora E i H opc¢i vektor polja W(r, t) i izrazimo ga produktom
W7, 1) = K(r) - T(1), (316)

—> —>
gdje je V vremenski neovisan vektor polja, a T je prostorno neo-
visna funkcija. UvrStenjem rjeSenja (316) u jednadZzbe oblika
(315) dobiva se diferencijalna jednadzba

AT7-/(i) V=0 (317 a)
gdje je
d2T 0T
ME Gt
f(t) = (317 b)
Deriviranje jednadzbe (317 a) daje
a _ 0K d/ -
(ANK)=1T/()+ "K =°) (317¢)

St

jer je Vypa prema tome i AV neovisno o vremenu. Iz jedn. (317 c)
slijedi da mora biti
-y

(318 a)

tj- /(0 je konstanta:

/(0= ~k23 (318 b)
Sto se i ocekivalo u prostorima i materijalima koji se ne gibaju.
Sa —k2 oznacena je proizvoljna konstanta; ona je uzeta negativ-
nom da bi jednadzba (317 a) preSla u Helmholtzovu jednadzbu
oblika

AV + k2V = 03 (319 a)
koja ne sadrzi u sebi vrijeme kao varijablu. Druga separirana
jednadzba ovog sustava, za vremenski ovisan faktor polja, sli-
jedi iz (317 b) i (318 b)

d2T dT
pe a2t HK— + 12 1=0.

JednadZzbe (319 a) i (319 b) matemati¢ki su neovisne, ali ne i
fizikalno, jer se u objema pojavljuje ista konstanta k.

Vektorska jednadzba (319 a) moze se rjeSavati numerickom
tehnikom, ili u odredenom broju slucajeva (uli koordinatnih
sustava), analiticki, metodom separacije varijabli. Ograni¢imo

—=

(319 b)

li se na pravocrtni koordinatni sustav, moze se vektor V(r) ra-

staviti u tri prostorne komponente, koje ¢emo oznaCavati sa Vt(r)3
pa se prema tome sustav jednadzbi elektromagnetskog polja
(315) svodi na rjeSavanje sustava od Sest identi¢nih skalarnih
jednadzbi oblika

AVt+ k2Vt= 0, (320a)
ili kona¢no
d2vt d2vt d2vt
$S +HS +-8?2-+kIV'=0 (320Db)

UobiCajen je postupak da se pretpostavi za svaku pravocrtnu

komponentu vektora polja E i H rjeSenje u obliku produkta
Vi = X(x) - Y(y) -Z(z)3 (320¢)
gdje su X, Y i Z funkcije samo jedne prostorne koordinate. Na-

kon supstitucije jedn. (320 ¢) u (320 b), razlaze se ova posljednja
u tri ordinarne diferencijalne jednadzbe

X dx2

d
1d2y
YAT = ~ky?2 (321 4a,b,c)

Z dz2
gdje su separacione komponente —kx23 —ky23 —kz2 vlastite vrijed-
nosti (njem. Eigenwerte, engl. eigenvalues) pripadaju¢ih im di-
ferencijalnih jednadzbi i o€ito moraju zadovoljavati uvjet

k2= kx2 + ky2 + kx2> (322)



172

a veli€ine X, Y, Z su njihove odgovarajuée vlastite funkcije (njem.
Eigenfunktionen, engl. eigenfunctions). RjeSavanjem sustava
(321 a, b, ¢) dobiva se s pomocu jedn. (320c) i (322) rjeSenje
jednadZbe (320a) u obliku

V,= Vtoe i (k% + k& + k'z) = Viae = >*r, (323)

koje se naziva trodimenzionalni pravokutni zonalni harmonik.
U jedn.-(323) uvedeno je

- — > > — —

r=axx 4 ay + azz i k = axkx + ayky + azkz. (324)
Druga jednadzba iz sustava (319) moze se lako rijeSiti ako se
ograni€¢imo na analizu stacionarnih vremenskih sinusno promjen-
ljivih (harmonickih) elektromagnetskih polja. Tada u skladu s
iznesenim na str. 159 u nju treba uvrstiti

T =c'mt, (325)
pa se kao rezultat dobiva
—o0)2ne -f \ojfix + k2= 0, (326a)
ili
k —" g2jie —)ojfjIx (326 b)

Broj k se obi¢no naziva valni broj; opéenito je kompleksna velicina.

Ocito je to modul vektora k u jedn. (324).

Konatno se rjeSenje vektorskih valnih jednadzbi (315 a, b)
moze pomocéu jedn. (316), (323) i (325) pisati po prostornim
komponentama u obliku elementarnog vala, tj. prostorno-vremen-
skih harmonika

W,(r,t) = Wn ei@" +h* + W tl eK*" “ ]
To je valjano uz sva ve¢ spomenuta ogranicenja.

(327)

Treba posebno ista¢i da vektor k iz jedn. (324), kojemu je
modul odreden jednadzbom (326 b) i koji se naziva valni broj,
odreduje smjer prostiranja elementarnog elektromagnetskog vala.
Ocito je da se rjeSenje jedn. (327) sastoji od dva elementarna

»putujuca« vala, jednog koji se prostire u smjeru —k i drugog
koji se prostire u smjeru +k. Suma ovih elementarnih valova,

za svarjeSenja po k, Cini trostruki Fourierov red, spomoc¢u kojeg
se nakonsumacije po o dobiva rjeSenje za val bilo kojeg prostor-
nog oblika i proizvoljne ovisnosti o vremenu.

Opcenito se moze zakljuciti da bilo koja linearna kombinacija
rjeSenja (327) mora biti takoder rjeSenje, jer u neograniCenom
prostoru nisu propisani rubni uvjeti koji bi iskljucili bilo koje
partikularno rjeSenje. Zelimo li dobiti samo jedno rjesenje, moraju
biti propisani odgovarajuc¢i dodatni uvjeti, koji ¢e odrediti jedin-
stveno rjeSenje jednadZbi (315 a, b). Proizvoljno, pretpostavimo
zato da je

V = H = ayH(z2), (328)
ne garantirajuci a priori da e takvo rjeSenje biti nadeno. Jednadzba
(320 b) prelazi tada u oblik

d2H

— +k2H =0, (329 a)

a njeno rjeSenje je u skladu s jednadzbama (323)i (327) za har-
monicka polja

H =a, Hleim+**>+ ayH2eK' “ ©»>, (329 b)

gdje su Ht i H2 opéenito kompleksne konstante neovisne o koor-
dinatamﬁ prostora i o vEmenu. Uvodeci slicne pretpostavke za

—4

vektor E, tj. uvjet da je E = E(z), i uz pomo¢ druge Maxwellove
jednadzbe (218 b), dobiva se kao rjeSenje jednadzbe (315 b)
relacija

E = «ElekdM+ k‘z) + axE2ei(** ~ k‘z\ (330)
Uvede li se prema jedn. (326 b) >funkcija prostiranja« kao
yQ «0 = jkz(j o) = afft>) + jp(co) = /j Glix — (02ie, (331)

tada je prigudna funkcija

(332 a)
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fazna funkcija

(332 b)
a unutarnja impedancija materijala
Ei E2 )(on —
wi=1m=- & (333)
U ovim izrazima je ¢ = 1///i e, afazna brzina vala je
V=% -5, (334)

Unutarnja impedancija kojom materija reagira na prostiranje
elektromagnetskog vala u njoj opéenito je kompleksna veli¢ina
i moze se izraziti i kao

0J )
tanp=-j . (3354, b, c)

1/a2 + p1'
Konatno se moZe zaklju€iti da se dobivena rjeSenja (329 b) i

(330) mogu pisati i u obliku

E = ax (fixei0i+ + E2e)®“ vz),
- > E2 ., \ (336 a, b)
H=ayl - +
ili u realnom podrucju
E = ax[|"i| tazcos (eot + {3z + *Ei) + |"2|e az *
.cos ()t —ftz + aE2)]j (337 a, b)

Hi=* \ - ]JEil wrcos(cot+ (iz + Oel — <p) 4-
+ \EA cos (pjt —Pz £ aE2 —(p)
\Z\ L]

RjeSenja (336) i (337) nazivaju se transverzalnim elektromagnetskim
(TEM) uniformnim ravnim va-

X lom, kojemu je vektor E (pa

! prema tome i H) linearno

! / {% polariziran. Sastoje se opéenito

/ od dva ravna vala: prvoga,

Ty sa komponentama (JE1, Hi),

/ y/ kojemu energija putuje u ne-

y / gativnom smjeru osi z brzi-
/ nom v; i drugoga, s kompo-

Sl. 121. Direktna i inverzna kompo- nen_tama (E“2, H2), kO_jI_ pre-
nenta ravnog TEM vala nosi energiju u pozitivnom

smjeru osi z (si. 121). Sred-
nja vrijednost kompleksne energije koju oni prenose kroz prostor
u jedinici vremena po jedini€noj povrsini odredena je Poyntin-

govim vektorom N prema (234).

Veé opisano matematicki najjednostavnije rjeSenje Max-
wellovog sustava jednadzbi predstavlja ravan elektromagnetski
val koji ima ova svojstva: a) da je transverzalan, tj. da postoji
uvijek jedna ravnina (ravnina konstantne faze), u kojoj se na-

4 ¥

laze vektori E i H, koja je okomita na smjer prostiranja ener-
-4 -4

gije valom; b) da su vektori E i H uvijek jedan na drugom norr11¥alni

u svakoj toCki prostora; c) da su u svakom trenutku vektori E i H
u jednoj tocki prostora fazno pomaknuti za kut < tj. da vektor

H zaostaje za kut <pprema E za svaki val koji putuje u jednom
—>

smjeru; d) da su kod uniformnog vala vektori E i H u jednom
trenutku konstantni i ne ovise o koordinatama toc¢ke u ravnini
konstantne faze.

Proracun skin-efekta

Posebno je od interesa analiza struja koje pod utjecajem si-
nusnih elektromagnetskih polja teku u dobro (ali ne idealno)
vodljivim materijalima, takvim kao $to su metalni vodici, u po-
drucju tehnickih frekvencija. Harmonicka elektromagnetska polja
upravljaju se opcenito prema jednadzbama (315a,b), ili (138 a, b),
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ili (1414, b), ili (2244, b), ili (2254, b). Dobar vodi¢ karakteri-
ziran je u elektromagnetskom pogledu velikim omjerom provodnih
prema pomacnim strujama, Sto se u praksi svodi na uvjet
X
OE
gdje e u metalu iznosi priblizno e0- OCito je da je taj omjer
za odredeni materijal ovisan o frekvenciji polja i da u prirodi ima
i materijala (morska voda, vlazno tlo) koji mogu biti svrstani i medu
vodiCe i medu izolatore, sve u podru¢ju tehnickih frekvencija.
Kada je uvjet (338) ispunjen, mogu se pomacne struje zanemariti,
pa jednadzbe polja prelaze u oblik

100, (338)

AE yX =0 AH -

gdje je prema jednadzbama (331) i
te priguSna i fazna funkcija

Y=+ iP*™(1+j) p&/i OnX
Unutarnja impedancija (333) dobrog vodica jest

y2H = 0, (339 4, b)
(338) funkcija prostiranja,

aiji X, a (340 a, b)

(341)

tj. magnetsko polje fazno zaostaje za elektri€nim poljem u dobro
vodljivom mediju za kut /4.
Dubina prodiranja. Zadaéa koju treba analizom rijeSiti

—> —>
prikazana je nasi. 122. Struje gusto¢e J = x E teku u smjeru osi
X U polubeskonacnoj ploc¢i ogranicenoj s lijeve strane ravninom
X, Y. Magnetsko polje je u smjeru osi y. RjeSenjem sustava (339)
dobiva se raspodjela polja u vodicu

E = axHO e~"“*.ei(*~iz+It4),
(342 a, b)
H = ayHOe

Ocito je, prema jedn. (342 a),
da je struja potisnuta prema
povrsini vodi¢a i da je koncen-
trirana u sloju uz povrsinu,
koji je to tanji Sto je frekven-
cija polja veéa. Mjerilo de-
bljine toga sloja, odnosno pro-
diranja elektromagnetskog po-
lja u vodi¢, jest velicina

=2 Poolima G9
koji se naziva dubina prodi-
ranja. To je ona udaljenost
od povrSine u vodicu na kojoj

amplituda gustoce struje padne na iznos—J0 " 36,8% J0 (/0

je amplituda gustoce struje na povrsini vodica). PraktiCki se uzima
da je na dubini 5 d gustoéa struje pala na nulu (to€nije 0,7%
/0). Amplituda strujnog obloga ili struja po jedinici popretne
duZine moze se odrediti iz jednadzbe

© ) © _ (344)
K = Jsz = jnEdz = jxHO@+ j)j/”~ e~azdz = HO.
2=0 0 0

Amplituda strujnog obloga jednaka je amplitudi jakosti magnet-
skog polja na povrsini vodica.

Gubici po jedinici povrSine mogu se racunati s pomoc¢u Poyn-
tingovog vektora kao

1 1 i/ou 1 ii/cu

N = -JEOHOcos<p=y /V y-£ .f= =T y~*"~K2 (345)
Ekvivalentni otpor koji odgovara gubicima po jedinici rubne
povrSine moze se odrediti iz jednadzbe

(346)

K2 r 2x xd’
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§to pokazuje da su gubici ekvivalentni
onima koji bi nastali u hipotetskom sluc¢aju
kad bi strujni sloj bio realiziran tako da se
sva struja koncentrira u sloj dubine d uz
povrSinu i da je unutar sloja konstantne
gustoCe. Dubina prodiranja je u bakru,
npr., pri frekvenciji 50 Hz, d & 9,4 mm,
pri frekvenciji 100MHz,d&7,1 10" 3mm.

Ravna plo¢a. Da bi se odredila
raspodjela struje J po presjeku besko-
nacne plo¢e od vodljivog materijala s
danim ji. i x>debljine 2 a, kroz koju pro-
tjeCe sinusna struja jakosti K po jedinici
visine, frekvencije cd, uz zadanerubne uvjete prema  si. 123,
tj. uz zadano magnetsko polje HA i HB na povrsini s obje strane
treba najprije rijeSiti jednadzbu (339 b), Cije rjeSenje zbog
N

H = ay-H(z) uz pomo¢ jedn. (326 b), glasi

_ HA+ HB coshyz H\ —HB sinh”z
2 coshy a 2 sinhya3

Sl 123. Uz proracun
skin-efekta u ravnoj ploci

("47)

a ondaiz poznatog magnetskogpolja (347) izracunati pomodu

prve Maxwellove jednadzbe (rot I—_|>= JY
6H H\ + HB sinhvsu

J ———= -y \
dz 2 coshya 2

H\ —HB coshvs

sinhtf
(348)
Rubne vrijednosti polja HA i

z HB povezane su sa strujom

koja protjeCe kroz plo¢u po

jedinici visine K relacijom

+a

+0

A/\

> K jjdz =HA-H B (349)

gdje je za / trebalo uvrstiti
vrijednost iz jedn. (348).
Ocito je da su rubne vri-
jednosti polja odredene izno-
som struje kroz plo€u, i to
bez obzira na naCin kako je
ona raspodijeljena po presjeku
ploCe. Tako je za usamljenu
plou prema si. 124 a, zhog
simetrije, HB= —HA= —
HO) a iz jedn. (349) slijedi da
je HO = K/2, pa se s pomocu

jed. (347) izraCunava raspo-
djela polja u ploci:
s K sinhyz 350
T Zsinhya’ (3509)
a raspodjela gustoce struje je
K coshyz
(350 b)

I =Y sinh ya
Dijagrami raspodjele gustoce
struje i magnetskog polja po
presjeku usamljene ploce u
ovisnosti o parametru 2 ajd
dani su na slikama 124 b i c.
Omjer debljine ploce 2a i du-
bine prodiranja d, reducirana
debljina ploCe, za izabrani je
materijal i odredene dimenzije funkcija samo frekvencije.

Za sustav koji Cine tri paralelne beskonacne ploCe kroz koje
protjeCe simetri¢ni sustav trofaznih struja Kx= /C0eJ0, Kn =

Sl. 124. Raspodjela struje i polja u
usamljenoj beskonagnoj plo€i

= /COexp i~ Ky, = KOexp j~J, rubne vrijed-
nosti polja na povrSinamaploca jesu//iA= 0; HIB= HUAI= KX;
HilB = HiUA = —iCiH; HulB = 0. Dijagram raspodjele struja

u pojedinim ploama, izracunatih iz rubnih uvjeta s pomocu
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jedn. (348), dan je na si. 125. Zanimljivo je da se kao posljedica
racuna pokazuje i mjerenjem dokazana Cinjenica da uz potpuno
simetricnu raspodjelu u dvije vanjske ploce simetri€nost nije
ostvarena i u srednjoj ploci, u kojoj su uz to vrijednosti struja
i faznih pomaka na grani¢nim plohama vrlo razlicite. Dakle, s
obzirom na srednju ravninu kroz srednji vodi¢ postoji samo geo-
metrijska, ali ne i elektromagnetska simetrija sustava.

SlI. 125. Graficki prikaz amplitudne i fazne raspo-
djele struja po povrsini beskona€nih plo¢a kojima
protje€e trofazni simetriéni sustav struja

Sliénim postupkom se s pomocu jednadzbi (347), (348) i (349)
moZze za bilo koji raspored beskonalnih plo€a kroz koje protjeCe
bilo kakav sustav struja odrediti raspodjela magnetskog polja i
gustoée struje po presjeku tih ploca.

Okrugli vodi¢. Jednadzbe polja (339 a, b) treba razviti u
kruznom cilindri€nom koordinatnom sustavu, pa one za usamljen
okrugli vodi€¢ polumjera g0) kroz koji protjeCe struja | poprimaju
oblik

d2E 1 dE
352 ’\-----@--dp-’\ N E —0,
e2H i sh / i\
Eregr K gMr=o
gdje je prema jedn. (331) i (338) k2= —y2= —jofix
Jednadzbe (351 a, b) jesu Besselove diferencijalne jednadzbe i nji-
hova su rjesenja

(351 a>h)

ko Jo(kg)
x 2twgo /i (kg0) 5
/ /1(* e) (352 a, b)

H = 9ng0Ji (kg0)

gdje su JOi Jt Besselove funkcije prve vrste nultog i prvog reda
(v. Specijalne funkcije u c¢lanku Funkcije). lzrazi (352 a, b)
odreduju raspodjelu polja i struje po kruznom popre¢nom pre
sjeku usamljenog ravnog beskonac¢no dugog vodica.

Proracdun skin-efekta u sustavu ravnih vodica

Problemi skin-efekta u sustavima ravnih vodi€a mogu se rje-
Savati na dva nacCina: integralnim i diferencijalnim postupkom.
Integralni nacin temelji se na koriStenju opéeg integrala vek-
torskog potencijala (309) u cilindri¢nim sustavima i pojma SGU
(jedn. 311). Primjenjuje se uglavnom u tipovima problema gdje
se rubovi promatranog podrucja protezu u beskona€nost, tj.
u otvorenim sustavima. U zatvorenim sustavima vodica, kakvi
se najceSCe susreCu u elektricnim strojevima, prikladan je za
upotrebu diferencijalni nacin, gdje se upotrebljava Helmholtzova
jednadzba. Ovdje su moguca dva pristupa, s pomocu zadanog
napona ili s pomocu zadane struje.

Opisimo ukratko nad matematiCki model sustava ravnih vodi-
Ca, koji je u presjeku prikazan na si. 126. Skup paralelnih ravnih
vodic¢a proizvoljnog oblika presjeka smjeSten je unutar podrucja
omedenog valjkom €iji trag predstavlja krivulja Cnasi. 126. Granica
podru¢ja moze biti i u beskonacnosti; ako nije, na njoj treba da
budu zadani odgovarajuci rubni i po€etni uvjeti. Zadana je ukupna
struja svakog vodi¢a. Dodatni uvjeti jesu da su vodiCi smjesteni
u zraku te je pretpostavljena jednolika elektricna vodljivost po
njihovom popre¢nom presjeku. Uzima se, nadalje, da su vodi€i
gradeni od neferomagnetskog materijala.
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Veli€ine polja s kojima raunamo jesu: ploSna gustoéa struje
—>> —»>

J(@st) i elektromagnetski potencijali A(g,t) i (p(g31). JoS ¢emo pret-
postaviti da su sve veli¢ine sinusoidno vremenski promjenljive,
tj. da prema (210 a) vrijedi, npr. za vektorski potencijal:

A(e, t) = Re [¢fe) e™]. (353)
RjeSavanje s pomocu integralnih jednadZzbi. Ako se

vektorski potencijal A moZe dovesti u odnos sa gusto¢om struje J
uz pomo¢ integrala oblika

aQ) = | Ke') K(e,e)ds', 7 eS, (354)

gdje je K(g>g') poznata funkcija i integracija se obavlja po svim
povrSinama presjeka vodiCa, gustoa se struje J moZe izraziti
u obliku Fredholmove integralne jednadzbe

J(@) = x Ui —jcox ] J(gh K(g, g') dS".
5
Funkcija Ui predstavlja u stvari od vanjskog izvora narinuti
napon po jedinici duljine i ona je ovdje uvedena kao izvor elektro-
magnetskog polja. U1 = 0 definira pasivni vodic.

Ukoliko su frekvencije dovoljno niske, Ut mozemo zadati pre-
ko povrsina presjeka pojedinih vodica, i to kao konstante. MoZemo
zakljuciti da C¢e unutar promatranog podrucja broj razlicitih
konstanti Ui bez obzira na broj vodi¢a odgovarati broju faza.

Treba uociti da za sustave ravnih vodi€a funkcija K ima oblik

(355)

—K 0 - In (g, g")3gdje je K 0 pozitivna konstanta. Kompleksna kon-

stanta Ui zadana je za svaki vodi¢, bilo neposredno bilo uvjetom
JV (e0dS'= [Ut - ,>"(e")]d5'=/,, (356)
si si

Integracija se obavlja po povrSini presjeka i-tog vodic¢a. Priblizno

rjeSavanje upotrebom integralnih jednadzbi dolazi u obzir gotovo

iskljucivo ako je granica C raCunanog podrucja (v. si. 126) u besko-

nacnosti.

Analiticko rjeSenje razdiobe struje moguce je u vrlo ograni-
¢enom broju slucajeva (sustavi beskonacnih ravnih paralelnih
plo¢a, puni i Suplji usamljeni okrugli vodici, usamljeni pravokutni
vodi€), a i tada se Cesto rjeSenja pojavljuju u obliku beskonacnih
redova, neprikladnih za prakti¢nu primjenu. Stoga se mora za-
mijeniti funkcija J(g) apstraktnim vektorom (jednostupaénom
matricom) [/] €ija je svaka komponenta priblizna vrijednost plos-
ne gustoce struje u nekoj tocki, ili preko neke male povrSine podrucja
raCunanja. Ve¢ je napomenuto da se integralna jednadzba upotreb-
ljava samo za otvorene sustave, tj. s granicom u beskonacnosti.

Sve povrsine presjeka vodic¢a podijelimo na ukupno N dionih pre-
sjeka ASi. Uvedimo, zatim, pojam srednje geometrijske udalje-
nosti dionih povrSina oznacenih indeksima i i k s pomocu formule

l i x
«As, Ase | | MQLA(AS,) - d(ASY).

ASi ASk
Veli€ina Dik ima svojstvo simetrinosti Dki = Dik i odgovara
prosje€nom iznosu vektorskog potencijala preko jednog dionog
presjeka Sto ga stvara struja jednoliko rasporedena po drugom dio-
nom presjeku. Ako i-ta komponenta pridruzenih vektora [7]
i [A] oznacava prosje€nu vrijednost plosne gustoce struje, odnosno

(357)
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vektorskog potencijala preko /-tog dionog presjeka, jedn. (355)
pretvara se u oblik

[3] + imx{A[-KIUA = [0], (358)
gdje je [C/J vektor s komponentama jednakim faznoj konstanti
Ui one faze kojoj pripada /-ti dioni presjek, a jednadZba (354)
pretvara se u ovu:

[Al = [K] -[/1, (359)
gdje je [/C] matrica N x N koja odgovara »jezgri« (kernelu)
K(p, p') s Clanovima Kik = — KO0 - AS In Dik. Valja primijetiti

da takav oblik »jezgre« uvjetuje da suma struja mora biti jednaka
nuli. Ako taj uvjet nije zadovoljen, npr. ako je posrijedi usamljeni
vodi¢, zamiSlja se povratni vodi¢ u obliku okruglog tankog valjka
polumjera R, koji obuhvaca podrucje proracuna i po Cijem plastu
struja teCe jednoliko rasporedena. Unutar takvog valjka iznos je
vektorskog potencijala konstantan i iznosi (u0/2 ) Ipoy - In (1/R).
Najzgodnije je zamisliti da je R jednak jedinici duljine, ¢ime su
sve teSkoce izbjegnute. Konacno je
[1 + ja>x [K] B]- k [U\ = [0]. (360)

Jedn. (360) predstavlja u matricnom obliku napisan sustav od
N jednadzbi s N kompleksnih nepoznanica. Ako vrijednosti
konstanti Ui nisu poznate, treba dodati jo$S toliko jednadzbi
koliko zadani sustav ima faza. Oblik je tih jednadZbi

TAASA= 7, (361)

k
gdje je I ukupna struja faze. Opcenito se sustav jednadZbi (360)
i (361) moze pisati

M1 -[/1 = [S],

[I'l = [A(]"1- [SI

[J] je kompleksni vektor (jednostupana matrica) nepoznatih
ploSnih strujnih gustoéa produljen za nepoznate kompleksne
konstante C/I3 [M] je matrica kompleksnih ¢lanova, a [*9 je po-
znati kompleksni vektor. Dimenzija matrice [Ai] je m —N + n,
gdje je N ve¢ uveden kao ukupan broj dionih presjeka, a n je
ukupan broj faza.

Ako je [A] = [Al + j[£], a [AN']"1= [C] + j[D], vrijedi

[C]1= IM] + [B] [A]-1

[ = - [AI-I [B][CI,
pa je time odredena inverzna matrica [Ai]”1 Sustav (362 a, b)
rjeSava se inverzijom dviju matrica [A] i [C] reda m. Pri tom
se [A]"1 moze Cesto odrediti neposredno, bez proracuna na ra-
Cunalu. Drugu olakSavajuéu okolnost predstavlja Cinjenica da
su sve spomenute matrice simetricne. Ipak, inverzija matrica
velike dimenzije ostaje glavni problem proracuna. Na si. 127 pri-

(362 a, b)

Sl. 127. Graficki prikaz raspodjele vr$nih vrijednosti struja po povrSinama
presjeka ravnih vodi¢a trofaznog sustava

kazana je raspodjela struja u trofaznom sustavu ravnih vodica
pravokutnog poprecnog presjeka.

RjeSavanje s pomocu diferencijalnih jednadzbi. Trans-
formacijom Maxwellovih jednadZzbi u sustavu zadanog napona
problem proracuna skin-efekta u vodiCu svodi se na rjeSavanje
Helmholtzove diferencijalne jednadzbe primijenjene u dvodi-
menzionalnom pravokutnom koordinatnom sustavu:

dzA

OJT + - jStRA = - fiTE U, (363)

uz zadani napon po jedinici duljine Ui i poznate rubne uvjete.
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PoSto se odredi A> moze se racunati i gustoéa struje
J=xE=xUx —joxA. (364)
Ukupna struja koja tece vodiCem je tada
I =jJdS =xj (t/i —jo A)dS. (365)
st Si
U sustavu zadane struje treba alternativno rijeSiti jednadzbu
d2A  d2A | .
-N2+ - f*xA = - IxXJi3 (366)

pri ¢emu je gustoéa struje iz vanjskog izvora Jt zadana. Gustoca
vrtloZznih struja po presjeku je

Jy= —joxA, (367 a)
i mora zadovoljavati uvjet
Jiyds = —J JoxAds = 0. (367 b)
St St
Diferencijalne jednadzbe Helmholtzovog tipa (363) ili (366)

rieSavaju se numerickim metodama koje su opisane u iduéem
poglavlju ovog Clanka.

NUMERICKO RJESAVANJE POLJA

U elektromagnetskim poljima obi¢no je najpogodniji matema-
tiCki opis problema u vidu parcijalnih diferencijalnih jednadzbi
oblika

Fp=g (368)

koje predstavljaju opCi izraz fizikalnih zakona primijenjenih
na probleme. Svojstva i podjela tih jednadzbi potanko su opi-
sani u prvom poglavlju ovog €lanka, a ovdje ¢emo nabrojiti ne-
ke koje su najceS¢e u upotrebi:

Laplaceova jednadzba

Ap=0, (369 a)
Poissonova jednadzba
Ag=-~1, (370 a)
Helmholtzova jednadzba
Ap + k2<p=0, (371 @)
difuziona jednadzba
! 372
Ay =a* Ht’ (372 8)
valna jednadzba
AP —pe o = 0, (373 a)
jednadzba elektromagnetskog potencijala
3
AQ-pe—2=-17. P P (374 a)
Vektorski oblici tih jednadzbi jesu:
AA =0, VA =0, (369 b)
AA = —ul/, VA= 0, (370 b)
AA + k2A = 0, VA =0, (371 b)
1 dA
a2 dt VA =0, (372 b)
d2A
AA -pe-~p =0, VA =0, (373 b)
d2A I~ 0
AA —pe-gp- = —ud> VA = —pe o (374D)

Velicine @ i A (skalarni elektricni i vektorski magnetski po-
tencijal) opcenito su funkcije triju koordinata prostora
(*i, xB*3) i vremena (t). Svojstva materijala su opisana veliCi-

nama £, ji i x, a veliCine qi J predstavljaju gustoce elektricnih
naboja i struja. Oznakama A<p= div grad (pi AA —grad div A —
— rot rot A oznaCeni su skalarni i vektorski Laplaceovi operatori.
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Dvodimenzionalna polja

Ograni¢imo razmatranja na dvodimenzionalna polja u pravo-
kutnom pravocrtnom koordinatnom sustavu. Elektromagnetski
potencijali mogu biti funkcije samo dviju prostornih koordinata:

e

(P= (p(x3y) i A = azA(x3y). Gustote izvora polja mogu se u
tom slucaju definirati kao a = a(x3y) (ploSna gustoca slobodnog

naboja u ravnini x,y i J = azJ(x3y) (plodna gustota struje).
Ocito je da su na taj nacin obuhvacena dvodimenzionalna cilin-

dricna polja, tj. ona u kojima se veli€ine ¢=i A ne mijenjaju duz
trece koordinatne osi z, ili ako se mijenjaju, onda na takav nacin
da to ne utjeCe na raspodjelu polja u ravnini x,y. Takav je slu-
Caj, npr., kod proracuna poprecnog polja ravnog neuniformnog
transverzalnog elektromagnetskog vala koji se prostire po pri-
jenosnoj liniji u smjeru osi z.

Sada se mogu uvesti dva vazna pojednostavnjenja. Ako se
uzme u obzir da su u pravocrtnom sustavu skalarni i vektorski

Laplaceov operator jednostavno povezani tako da je AA =
= ax AAx + dy AAy -f az AAZBtada je u dvodimenzionalnim
> >

cilindricnim poljima: AA = az AA.

Usredoto¢imo paznju na statiCka elektricna i magnetska
polja, te na sinusno vremenski promjenljiva elektromagnetska
polja (za koja se u prostoru od interesa moZe zanemariti retar-
dacija). Kod prvih, statickih polja, sve su veli€ine neovisne o
vremenu, pa su potencijali realne funkcije koordinata ravnine:
(P =tp(xy) i A =A(xy). Kod drugih, sinusnih polja, uvodi
se eksponencijalni faktor ejesi Sto vodi k uvodenju kompleksnih
funkcija za potencijale <p(By) = <t(x,y) + j<Pi(*>30 i A(x3y) =
= AT(x3) -f j~Afoj~rkako je to opisano u odjelu o harmonickim
poljima (str. 159). (Radi jednostavnosti ispuSteno je posebno
oznaCavanje kompleksnih funkcija.)

Kona€no, mogu se za potencijale pi A3u dvodimenzionalnim
statiCkim i sinusno promjenljivim elektromagnetskim poljima,
diferencijalne jednadzbe (369) i (374) svesti na jednadzbu oblika

o2awv 02w

o* + ep:/« + *. (375)

To je nehomogena Helmholtzova jednadzba u kojoj je u = u(x3y)
nepoznata potencijalna realna ili kompleksna funkcija koordi-
nata ravnine, / koeficijent koji moZe biti predstavljen realnom ili
kompleksnom konstantom i ¢ija vrijednost je nula u statiCkim
poljima, g = g(x3y) realna ili kompleksna zadana funkcija ko-
ordinata ravnine, koja moZe biti i konstantna i jednaka nuli.
Ova jednadzba pripada posebnoj vrsti eliptickih parcijalnih
diferencijalnih jednadzbi.

Helmholtzova jednadzba (375) primijenjena na sustave cilin-
driénih dvodimenzionalnih statikih i kvazistatickih polja omogu-
¢ava u proracunu elektri€nih rotacionih strojeva i transforma-
tora rjeSavanje problema povezanih s proraunom magnetskih
polja generiranih istosmjernim ili sinusnim izmjeni¢nim stru-
jama jednolike raspodjele, i takoder proracunavanje raspodjele
struja, tj. skin-efekta, u vodi¢ima i namotima strojeva i transfor-
matorima. S pomoc¢u jedn. (375) rjeSavaju se takoder problemi
proracuna elektri¢nih polja u uredajima i aparatima u visokona-
ponskoj tehnici, te polja neuniformnih ravnih transverzalnih
elektromagnetskih valova sinusnog oblika u prijenosnim susta-
vima ravnih vodica.

Pogodno je pri rjeSavanju razlicitih sloZenih problema line-
arnih magnetskih polja op¢u jednadzbu (375) pisati za vektor-
ski potencijal kao

d2A  d2A

SS+W +F=0, (376)

gdje veli¢ina F poprima razliCite oblike. Tako je
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i (376) prelazi u Poissonovu jednadZbu;

c) za pasivni vodi¢ u kojemu seinduciraju vrtloZzne struje
F=-jcojuxA (379)
i (376) postaje homogena Helmholtzova jednadzba;
d) za prostor koji nije vodljiv (x=0)
F=0, (380)

i (376) postaje Laplaceova jednadZzba.

Elipticke parcijalne diferencijalne jednadzbe

Opéi je oblik dvodimenzionalne linearne elipticke diferen-

cijalne jednadZzbe ovaj:
oM 0«
o2 T ¢ dy2 (381)
Promatramo li elektromagnetsko polje u prostoru koji je ispu-
njen homogenim materijalom, koeficijenti u jednadzbi (381) su
konstantni, pri ¢emu mora biti ispunjen uvjet: a> 0, ¢> 0.

Jednadzba (375), koja je odabrana za primjer rjeSavanja,
samo je jedan poseban slucaj opée eliptiCke jednadzbe (381),
za koju su koeficijenti: a= c= 1, d =e= 0. U problemima
statiCkih i kvazistatiCkihelektricnih i magnetskih polja, kada
u polju nema naboja ni struja, veli€ine/ i g isCezavaju (/ = g = 0)
i jedn. (375) prelazi u Laplaceovu jednadzbu. Ako su u takvim
poljima prisutni naboji ili struje Cija je raspodjela odredena funk-
cijom g = g(x3y)3uz/ = 0, jednadZba (375) prelazi u Poissonovu.
U problemima skin-efekta, tj. odredivanja raspodjele sinusno
promjenljivih struja u sustavima ravnih vodiCa, funkcije / i g
opéenito su razli¢ite od nulei (375) predstavlja nehomogenu
Helmholtzovu jednadZbu.

RjeSavanje pojedinih problema elektromagnetskih polja pred-
stavljenih parcijalnim diferencijalnim jednadzbama oblika (375),
koje pripadaju opcoj jednadzbi eliptinog tipa (381), svodi se
na rjeSavanje tih jednadzbi uz zadovoljenje pridruzenih rubnih
uvjeta svojstvenih za svaki prakticki problem zasebno. RjeSa-
vanje jednadzbe (375) sastoji se u pronalazenju svih ili gotovo
svih mogucih rjeSenja jednadzbe, izmedu kojih, zatim, treba
izabrati odredenu kombinaciju rjeSenja koja zadovoljava postav-
ljene rubne uvjete za problem koji se promatra. Analiticke me-
tode rjeSavanja eliptiCkih jednadzbi, integralna rjeSenja (s po-
mocu Greenovih funkcija) i separirana rjeSenja (s pomocu vlas-
titih funkcija), provedive su u relativno ogranicenom broju slu-
Cajeva, pa ne zadovoljavaju danaSnje potrebe teorije polja.

Priblizne numericke metode rjeSavanja diferencijalnih jed-
nadzbi polja, uz upotrebu suvremenih brzih elektronic¢kih racu-
nala, pruzaju najvece prakti€ne mogucnosti za proraun elek-
tromagnetskih polja. U upotrebi su dva nacina numerickog rje-
Savanja: metoda kona€nih razlika (diferencija) i metoda konacnih
elemenata. Dok se ova druga tek pocela primjenjivati, metoda
konacnih razlika ye¢ je Siroko primijenjena u rjeSavanju elektro-
magnetskih polja i bit ¢e detaljnije opisana.

Problemi rubnih vrijednosti

Svi problemi elektromagnetskih polja koji se prikazuju elip-
tickim diferencijalnim jednadZbama udruzeni su s rubnim uvje-
tima i tako tvore probleme rubnih vrijednosti. (V. i ¢lanak Di-
ferencijalne jednadzbe, parcijalne.) Rubni uvjeti imaju oblik spe-
cifikacije ponaSanja rjeSenja u neposrednoj blizini rubne plohe,
a fizikalno mogu biti uzeti kao da su ekvivalentni raspodjeli iz-
vora po toj plohi. RjeSenje parcijalne diferencijalne jednadzbe
eliptickog tipa funkcija je koordinata tocke u ravnini promatranja,
ali takoder i komplicirana funkcionala njenih rubnih vrijednosti,
rubne krivulje i koeficijenata jednadzbe.

U dvodimenzionalnim poljima govori se o rubnoj krivulji C
ili jednostavno o rubu, Ciji oblik mora biti propisan u svakoj

a) za vodic priklju¢en na zadani napon UI3 u kojemu se uzimazadaéi. Postoje otvoreni i zatvoreni rubovi. Rub je zatvoren ako

u obzir skin-efekt
F- (377)

ijednadzba (316) je nehomogena Helmholtzova jednadzba;
b) za vodi¢ u kojemu se zanemaruje skin-efekt

F=nx Ui

7ja)n XA + jit X U I3

(378)

potpuno okruzuje podrucje rjeSenja, ¢ak i ako je dio ruba u bes-
konacnosti, a otvoren je ako se proteZze prema beskonacnosti,
a da rubni uvjeti nisu propisani duz dijelova u beskonacnosti.
Kaze se i za podruCje promatranja da je zatvoreno ako mu je
rub zatvoren, tj. ako je potpuno okruzeno rubnim uvjetima;
inace je otvoreno.
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Problemi rubnih vrijednosti obi¢no se razlikuju po prirodi
rubnih uvjeta; ili varira geometrija ruba ili je propisano pona-
Sanje polja na rubu razli¢ito. Razmotrimo prvo utjecaj ruba.
Za elipticke jednadzbe koje se rjeSavaju numeri€ki, rub treba
da bude zatvoren, tj. da obuhvaéeno podru¢je promatranja u
ravnini treba da ima konacnu povrSinu i da su u svim to¢kama
rubne krivulje propisani odgovarajuéi rubni uvjeti. Oblik ruba
uvjetuje i izbor koordinatnog sustava. U pravocrtnom koordinat-
nom sustavu u ravnini pogodno je da je zatvorena rubna krivulja
saCinjena od pravaca paralelnih s koordinatnim osima.

Svakom tipu jednadzbe polja odgovara odredeni skup rubnih
uvjeta koji ¢e dati jedinstvena i stabilna rjeSenja. Kao Sto je re-
Ceno, za elipticke jednadZzbe preferirani su zatvoreni rubovi,
na kojima moZze biti propisano nekoliko tipova rubnih uvjeta.
Razlikujemo ove tipove rubnih uvjeta: Dirichletove, Neumannove,
Churchillove i »mijeSane« U daljem tekstu bit ¢e ukratko opisani
problemi rubnih vrijednosti za elipticke jednadzbe udruzene s
nabrojenim tipovima rubnih uvjeta.

Dirichletov unutradnji problem. Neka je 5 ograniCeni
skup tocaka u ravnini Cije je unutraSnje podrucje D jednostavno
povezano i Ciji je rub C regularan. Ako je v = v(x,y) kontinui-
rana funkcija kojoj su vrijednosti propisane u svakoj tocki rubne
krivulje C, Dirichletov problem je taj da se odredi funkcija u =
= u(x,y) koja je kontinuirana preko D + C i definirana tako

da zadovoljava jednadzbu (375) u podrucju D i jednadzbu
u=v narubu C.
Dirichletov problem daje jedinstveno i stabilno rjeSenje

jednadzbe (375) i nema nikakvih dodatnih ograni¢enja s obzi-
rom na propisivanje vrijednosti funkcije v na rubu C. Ako je
zadano v(x,y) — 0 na rubu C, rubni uvjeti se nazivaju homoge-
nim, za razliku od nehomogenih, kada je v 4= 0.

Neumannov unutradnji problem. Ako je v = v(x,y)
kontinuirana funkcija propisana u svakoj tocki ruba C koji obu-
hvaé¢a konatno podrucje D, Neumannov problem je taj da se od-
redi funkcija u = u(x,y), kontinuirana i definirana preko D + C,
tako da u podrucju D zadovoljava jednadZbu (375) i da se njena
normalna derivacija Ow/Oh podudara s vrijednostima funkcije v
u svakoj tocki ruba C (Ow/Ow = v).

Takvi problemi imaju beskonacan broj rjeSenja, od kojih se
bilo koja dva razlikuju samo za jednu dodatnu konstantu. Da
bi se dobilo jedinstveno rjeSenje Neumannovog rubnog problema,
potrebno je propisati dodatni uvjet, tj. zadati joS i vrijednost
rieSenja u samo jednoj tocki, koja moZe biti u podrucju proma-
tranja D ili na rubu C.

Da se osigura egzistencija rjeSenja unutraSnjeg Neumannovog
problema, postavljaju se za pojedine oblike jednadZbe (375)
jo§ neka dodatna ograni¢enja s obzirom na propisivanje vrijed-
nosti

OnO0h = v(P) na C(P e C).
Za Laplaceovu jednadzbu, f =g =0 u jedn.
uvjet egzistencije rjeSenjalest

(382)
(375), nuzdan

j v(P)ds = 0,

c
a za Poissonovu jednadzbu, / = 0 i g = g(x>y) u jedn. (375)
taj uvjet glasi

(383)

| v{P)ds= - f gas.

c D
Helmholtzova jednadzba, / 40 u jedn. (375), ne postavlja ni-
kakva ograni¢enja u smislu propisivanja vrijednosti normalne
derivacije rjeSenja na rubu C. Mi smo u ovom slu¢aju slobodni
u izboru v(P) = 0«/Ow, P eC.

Churchillov unutrasnji problem. Ako je v = v(x>y)
kontinuirana funkcija propisana u svakoj tocki P rubne krivulje
C, koja zatvara konacnu povrSinu D} Churchillov problem se
sastoji u tome da se izrauna funkcija u = u(x,y), kontinuirana i
definirana preko D + C tako da zadovoljava jednadzbu (375)
na povrsini D i jednadzbu

(384)

AN+ ku = v(P) (385)
u svakoj' tocki od C. RjeSenja problema ovog tipa su jedinstvena.

TE, v, 12
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Problem »mijeSanih« rubnih vrijednosti. U problemima
Dirichleta, Neumanna i Churchilla funkcija u ili njena normalna
derivacija du/dn ili linearna kombinacija obiju bila je propisana
preko cijele krivulje C koja je zatvarala podruCje Z), u kojemu
je jednadZzba (375) bila zadovoljena. U problemima »mijeSanih«
rubnih vrijednosti uvjeti razliitog tipa propisuju se na pojedi-
nim dijelovima C. U problemima ovog tipa treba odrediti funkciju
u = u(x>y)koja zadovoljavajednadzbu (375) u podrucju D, i

u = v(P)y PeCly

du

== wp), PeC2 (3863, b)

gdje jeCi -f C2= C rubna krivulja podru¢ja D3a funkcije v =
= v(x,y) i zv.= w(x,y) su propisane. Problemi ovog tipa imaju
takoder jedinstveno rjeSenje.

OC¢ito je da su fizikalni zakoni, pa prema tome i parcijalne
diferencijalne jednadzbe zajedno s propisanim rubnim uvjetima,
samo idealizacija odredene fizikalne situacije. Postoje tri kri-
terija koja moraju biti zadovoljena kod svakog dobro formuli-
ranog problema rubnih vrijednosti ako on .treba da reprezentira
realnost. Ti kriteriji jesu: problem treba da ima rjeSenje (krite-
rij egzistencije), rjeSenje mora biti jedinstveno i stabilno (kri-
teriji jedinstvenosti i stabilnosti). Za svaki realni fizikalni problem,
ako na$ matematiCki model odgovara stvarnosti, mogu se ispravno
postaviti rubni uvjeti. No ponekad ih ne znamo, a vrlo je Cesto
njihovo propisivanje zamrdeno. lako je odredivanje ispravnih
rubnih uvjeta, koji C¢e dati jedinstveno rjeSenje, matematicki
problem, u mnogim prakti€nim situacijama pomo¢i ¢ée nam fi-
zikalno zakljuCivanje da postavimo ispravne rubne uvjete.

Metoda konacnih diferencija

Metoda konacnih diferencija je numericka metoda koja se
primjenjuje za aproksimativno rjeSavanje fizikalnih problema
Ciji su matematicki modeli problemi rubnih vrijednosti opisani
u prethodnom odjeljku. RjeSavanje elektromagnetskih polja
metodom konalnih diferencija sastoji se od nekoliko dijelova:
a) izbora odgovarajuceg sustava mreze, koji se sastoji od pravokut-
nih, trokutastih, ili heksagonalnih konaCnih elemenata; b) pre-
tvorbe temeljne diferencijalne jednadzbe polja (375), odn. (376),
i rubnih uvjeta u skup jednadzbi konacnih diferencija, s pomocu
aproksimacije Taylorovim redom; c) rjeSenje skupa jednadzbi
konacnih diferencija, koja daju traZene veliCine polja.

Izbor sustava mrezZe. Iz opisa metode proizlazi da se nume-
ricki proracun elektri¢nih i magnetskih polja temelji na diskret-
noj predodzbi tih polja, pri €emu se upotrebljavaju konaéni
elementi plohe s nepromjenljivim svojstvima unutar njih. Da bi
se formirali takvi elementi, treba u ravninu promatranja ucrtati
mrezu. lzboru odgovarajueg sustava mreze treba pokloniti
dovoljno paznje. Mreza moze biti razliitog oblika, a na si. 128
prikazani su pravokutni, trokutasti i heksagonalni oblici koji
zadovoljavaju zahtjevu da su jednadzbe diferencija za sve ¢vorove
mreZe istog oblika. NajceS¢e se upotrebljava pravokutni oblik;

0 b c
Sl. 128. Oblici mreza: a pravokutna, b trokutasta, ¢ heksagonalna

on ¢e i ovdje biti primijenjen. lzbor oblika mreze Cesto ovisi 0
geometriji polja. Treba opcenito nastojati izabrati takav oblik
da se sve rubne linije podudaraju s linijjama mreZe. Zakrivljene
rubne crte zamjenjuju se stepeniCastim konturama, dijelovima
mreze.



178

Fina, tj. gus¢a mreza omoguc¢ava veéu to¢nost numerickog
proracuna polja, no istodobno stavlja veée zahtjeve za prosto-
rom u memoriji elektroni€kog racunala i produljuje trajanje
prorauna. Kao kompromis moze se izabrati fina mreZza u pod-
ru€ju oko rubova, a za unutradnje povrsine razli€itih regija u
polju moZe se upotrijebiti grublja mreZa. Kasnije e biti pokazano
(v. str. 180) da izbor veli¢ine mreze utjeCe i na konvergenciju
procesa racunanja u problemima proracuna skin-efekta.

Svojstva materijala unutar jednog elementa mreZe uzima se
da su konstantna, pa se tako svakom elementu pridruZuje odre-
dena vodljivost i permeabilnost. UnoSenjem tih podataka u me-
moriju racunala nastaje, npr., »slika« vodljivosti polja. Alternativa
je u tome da se za razliCite tipove rubnih ¢vorova (toCaka) mreze
upotrijebe posebne jednadzbe za proratun polja, pa da se stroj
programira tako da se kontrolira poloZaj svakog ¢vora u mrezi.

Jednadzba konacnih diferencija. Elipticnu parcijalnu
diferencijalnu jednadzbu (376) Helmholtzova tipa nemoguce
je eksplicitno rijeSiti u sltiCaju geometrije i rubnih uvjeta kakve
susreéemo u elektriénim strojevima i transformatorima. Na jedan
aproksimativan nacin moguée je tu jednadZbu transformirati
u jednadzbu diferencija valjanu u skupu toCaka mreZe raspo-
dijeljenih preko ravnine koja predstavlja poprecni presjek ci-
lindricnog polja. Postupak se sastoji u tome da se u okoliSu toCke
O (si. 129) funkcija A = A(x,y) razvije u Taylorov red:

1 [dA} 1) idA\
Axy) = A0+w (x- x,)% Jo+ -ji(y - yo ) +
1 ,fd2AaN 1 19 *A\
+ 2% *(Q) T)o+ 2ZI¥~: \Sy2o+
+ (- *O(ym (387)
y

SI. 129. Podjela pravokutnom mrezom (a), i dio
mreze u okolisu tocke O (6)

Zanemarenjem u jedn. (387) €lanova reda viSeg od drugog i uvr-
Stenjem tako izraCunatih drugih derivacija u diferencijalnu jed-
nadzbu (376), dobiva se njoj ekvivalentna jednadzba diferen-
cija za svaku ordinarnu tocku u promatranom polju, tj. alge-
barska jednadzba oblika

F+ 2)a, A,
i=1,2,34, (388)

gdje su koeficijenti at funkcije geometrijskog rasporeda i znacajki
materijala i za homogeni materijal jesu

2 2

hl (hl + hz h2(h2+ ¢45
( ) Y (h2+ ¢ (389 a, b, ¢, d)
B = agx] + *3)" w4 K(h2+ hd).

Ovaj algoritam izveden je ocito uz pretpostavku linearne pro-
mjene veliCine A preko elemenata mreze i pruza veliku prednost
u namjeri da se pojednostavni logika racunskog programa za
razliCite tipove pravokutne mreze.

Najjednostavniji slu€aj nastupa za jednoliku pravokutnu
mrezu, kada je ht =h2=h3= h*=h, pa se prema jedn.
(388) i (389) dobiva

AO=i(Ai+A2+A3+A4 + hoF). (390)

Jednadzba diferencija za tocku na rubu. U prethodnom

odjeljku izvedena je diferencijalnoj jednadzbi (376) ekvivalentna
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jednadzba diferenciji (388). Ona je valjana za svaku ordinarnu
tocku mreze u polju u okoliSu koje se svojstva materijala ne mi-
jenjaju. TocCke na rubovima zahtijevaju posebno razmatranje,
jer rubni uvjeti moraju biti zadovoljeni. Stoga ¢éemo za nekoliko
tipova rubnih to€aka izvesti jednadzbe diferencija, koje su posebni
slucajevi opc¢e jednadzbe (388) i istodobno zadovoljavaju uvjete
kontinuiteta na rubovima. Zanimljive ¢e biti aproksimacije di-
ferencija za rubove izmedu dva podru€ja, koji mogu biti npr.
Zeljezo i zrak, ili dva podrucja od kojih kroz jedno protjece struja,
a kroz drugo ne.

Ravni rub izmedu dva podrucja. Neka se dva razlicita homo-
gena podrucja dodiruju u ravnom rubu prema si. 130. Pretposta-
vit éemo u opéem sluaju da su znaCajke materijala e3jui x razli-

Cite i da je u svakom podrucju druga
vrijednost veli¢ine F u jednadzbi (388),
tj. F, i Fb. Ako je odnos permea-
biliteta
— %
JI= P (391)
i ako su na granici izmedu dva po-
drucja zadovoljeni opCi rubni uvijeti:
a) kontinuitet potencijala: Aa= Ab,
b) kontinuitet tangencijalnih kom-
ponenata jakosti magnetskog polja:

© ©

SI. 130. Uz izvod algoritma za

togk bu izmedu d
0CKU naggd;,lugg’le u dava 1 dAa_ l dAb
fi» dn jub dn *

tada je za raznoliku pravokutnu mrezu algoritam potencijala
hth2h3h4 f ("Oi (AJ2 N

hth3+ h2n4 \2cRhi + h3 » h2(h2+ hA
R(Ab3 R FbhY+ F, h3'
" h3aRht-fhy T K(h2+hy ¥ 2(KAL+ADJ

Ocito je da se ve¢ u tako jednostavnom sluCaju dolazi do za-
mrSenijih oblika jednadzbe (392), koje onda nastojimo S$to vise
pojednostavniti. Tako je za slu€aj jednolike pravokutne mreze
i za razliCite oblike granica izmedu dva podrucja algoritam poten-
cijala dan na si. 131.

Rub simetrije. U poljima koja su geometrijski simetriCna,
linije toka (silnice) su normalne na rub simetrije, pa u tockama
na rubu mora biti zadovoljen uvjet

dA
dn ~ o«

Rub na kojemu je iznos potencijala konstantan. U dvodimen-
zionalnim cilindriénim poljima, ako je primijenjen pravocrtni
koordinatni sustav, linija konstantnog vektorskog potencijala,
A = konst, jest silnica. Naime, ako je A —konst, tada je po toj
liniji

(392)

(393)

8A dA
dA = — dx+ — dy = n (—Hydx + Hxdy) = 0.

Odatle slijedi da je:

dc  Hx
394
dy Hv (394)
tj. linija konstantnog vektora potencijala jest silnica u magnet-

skom polju.
Rub na kojemu je iznos normalne derivacije zadan. Neka je
sredstvo s obje strane ruba isto i neka je iznos normalne deri-

A
vacije potencijala zadan na rubu: Bt = % o Ako sa AulAv
oznaCimo potencijale u tockama odmah do ruba s unutarnje
i s vanjske strane, potencijal je u fiktivnoj toCki izvan polja
Av=AuT2hBt. (395)

Rub Zeljezo—zrak. 1z opéih uvjeta na granici izmedu dva sred-
stva u magnetskom polju zaklju€ujemo da na rubu Zeljeza prema
zraku moraju biti zadovoljeni odnosi:

mfle_\(::)Fc. Jé{r\ﬁer ’ (fi(t)Fe (\(éil

(396 a, b)
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Ako pretpostavimo da je juFe -* 0o, uvjet (396 a) postaje identi-
€an s uvjetom (393), a rub se po svojim svojstvima ne razlikuje
od ruba simetrije.

Rub zrak—vodi¢ kroz koji protje¢e struja. Uvjeti na rubu
definirani su kao u prethodnom sluCaju, uz pretpostavku da
vrijedi jiiv= juzr = fiQ Iz jednadzbe (396 a) slijedi

(¥).-(£), <Méc>
Sto znaCi da su i iznosi normalnih derivacija potencijala na
rubu zrak—vodi¢ kojim protjece struja jednaki.

Postupci rjeSavanja jednadzbi diferencija

Kada su diferencijalne jednadzbe i rubni uvjeti jednom pred-
stavljeni njihoviiji aproksimativnim ekvivalentima, jednadz-
bama konacnih diferencija, za njihovo rjeSavanje mogu biti
primijenjene razliCite metode.

Vektorski potencijal u svakom ¢voru mreze u polju povezan je
s pomocu algoritma (388) sa potencijalima u susjednim ¢vorovima
linearnim algebarskim jednadZzbama. Broj tih jednadZbi, koje
su opcenito kompleksnog oblika, jednak je broju ¢vorova u ko-
jima su potencijali nepoznati. Jedinstveno rjeSenje skupa jed-
nadzbi diferencija (388) postoji, ali je problem stvarnog izracu-
navanja rjeSenja tezak, jer treba simultano rjeSavati veliki broj
jednadzbi. Rezultirajuéi skup jednadzbi moze izravno biti slo-
Zen u matricnu jednadzbu

[sI - [A] = [C], (397)
gdje je [A] vektor (jednostupacna matrica) nepoznatih kompleksnih
vrijednosti A u c¢vorovima, [C] odgovarajuci vektor zadanih
kompleksnih napona ili struja izvora, i [5] matrica koeficijenata
¢vornih potencijala. Matrica [5] sadrzi koeficijente koji se izra-
Canavaju iz jedn. (389), (392), (393), (394), (395) i (396), ili se
oCitaju sa si. 131. Za polje od (N x Ai) toCaka, matrica [S] ima
(N x M)2 ¢lanova. Zbog golemog broja c¢lanova matrice [5],

179

od kojih je relativno mali broj razli¢it od nule, mnogo je lakse
izraCunati vektor [A] iterativnim postupcima nego inverzijom
matrice [5].

Iterativni postupak sukcesivne nadrelaksacije. Postoji
nekoliko iterativnih postupaka koji mogu biti upotrijebljeni za
rieSavanje matricne jednadzbe (397). Vrlo je djelotvoran iterativni
postupak sukcesivne nadrelaksacije. Postupak se temelji na
poopéenoj Newton-Raphsonovoj metodi, koja se upotrebljava
za priblizno rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi. Primijenimo

je na matri¢nu jednadzbu (397),
koja je matri€ni oblik skupa

2 % %% 3% jednadzbi (388) i rubnih uv-
jeta za sve tocke u polju. Uz
26 27 28\ 29 30 pretpostavku da matrica koe-
ficijenta »S nije singularna
20 2 22 23 24 i da su joj dijagonalni ele-
menti jedinice, Sto je slucaj
kad su problemi polja ispravno
74 15 16 17 18 . . ~
postavljeni, moZe se ona ras-
taviti u tri matrice oblika
8 9 70 m 72
[S]1 = [t + [1] + [17], (398)
12 3 4 - 5 6 gdje je [I] jedinicna matrica,

a [L] i [U] su donja i gornja
trokutasta matrica. Tada se
za rjeSenje jednadzbe (397) u
(n + 1)-voj iteraciji, postupkom sukcesivne nadrelaksacije, dobiva

[Alkn- 0 =[A}W +

Sl. 132. Redoslijed raCunanja poten-
cijala u polju s pravokutnom mrezom

aj_

+ [CI-[A]n),(399)

gdje je a opcenito kompleksna konstanta zvana faktor nadre-
laksacijeiliubrzanja.  Pri upotrebi jednadzbe (399) za rjeSavanje
izraza (397)poredak izraCunavanja potencijala u toCkama mreze

oznacen je brojevima od 1do 36 na slici 132. Tako primjenom

SI. 131. Algoritam potencijala za to¢ku na rubu izmedu dva podrucja
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jednadzbe (399) na tocku O u mrezi, za koju vrijedi jednadzba
(390), dobiva se:
NO("+0 = ANo(n) + ali(A~n+0 + + A3M +
AN4n) + h1F) - AOM], (400)
Ovaj se postupak Cesto naziva i Liebmannovom ekstrapolacijom.
Postoje i drugi, ne tako djelotvorni postupci iterativnog rje-

Savanja jednadzbi oblika (397). Tako se prema Jacobijevu po-
stupku rjeSenje dobiva algoritmom:

[Afn+» = - ([L] + [U]) [Ap> + [CL (401)
a po Gauss-Seidelovu postupku
[Afn+1>= - [L] [Alin+x) - [U] [A]M + [C]. (402)

Ispitivanje faktora nadrelaksacije. Ispitivanju ovog za
konvergenciju iterativnog postupka veoma vaznog faktora pokla-
nja se veoma mnogo paznje. Pokazalo se svrsishodnim utvrditi,
makar i priblizno, iznos optimalnog faktora nadrelaksacije a(B3
s pomo¢u kojeg se uz najmanji broj iteracija postize Zeljena
to€nost potencijala prema jedn. (399). Konvergencija procesa
je najbrza. Postoji nekoliko naCina da se pokuSa odrediti opti-
malni a0. Tako se on moze raCunati iz izraza

0= ——- 2
1+ JN —p2

gdje je u vlastita vrijednost Jacobijeve matrice koja se dobiva
iz jedn. (398):

(403)

[71 = [U] + [L\. (404)

Kako je analiticko odredivanje faktora nadrelaksacije zamrseno,
jer vodi kod odredivanja vlastite vrijednosti y na rjeSavanje ma-
trica, u praksi se Cesto pomaZzemo pribliznim postupcima. MozZe
se primijeniti postupak sukcesivnog priblizavanja optimalnoj
vrijednosti faktora nadrelaksacije pracenjem toka iterativnog pro-
cesa s pomocéu vektora pomaka [E|B). Vektor pomaka definira
se kao

[Eln) = [AIM - [Ain~X), (405 a)

a norma se vektora pomaka uvodi kao

Hp
(405 b)
L H

N je ukupni broj to€aka u polju, a p se uzima jednako ili 1, ili
2, ili oo, ve¢ prema tome da li se racuna linearna, euklidska ili
maksimalna norma. Cesto je i ovaj nagin praenja neprikladan,
pa je za manje probleme polja iskustvo pokazalo da se a0 moze
odabrati poku3avanjem, imajué¢i na umu da realna vrijednost

faktora nadrelaksacije varira u granicama 1” a " 2.
Ispitivanjem i analizom utvrdeno je da se za rubne probleme
polja Dirichletova, Neumannova ili mijeSanog tipa u polju pravo-
kutne geometrije sa (Ai x N) toCaka mreZze moZe u jednadzbi

(403) vlastita vrijednost u racunati prema jednadZzbi

1 T m

=1t \cosa? + cosN7 > (406)
ako polje ima samo realnu komponentu. Takoder je utvrdeno
da se u kompleksnim poljima jednadzba (406) moZze primijeniti u
obliku

[=2TIin(C® +3B‘)> @
pa se s tako izraCunatim  moze iz jedn. (403) odrediti optimalni
faktor nadrelaksacije. Uz k2~ 0,1 moze se uzeti da je a0 izra-
¢unat iz jedn. (407) i (403) zaista optimalan. Ako je k2> 04,
proces raCunanja je divergentan. Ovaj se faktor raCuna prema
formuli k2 = 2(h\d)23 gdje je h Sirina mreze, a d dubina prodi-
ranja polja prema jedn. (343). Sigurno je da se i vrijednosti fak-
tora nadrelaksacije moraju nalaziti u odredenim granicama,
da bi dobivena rjedenja zadovoljavala jednadzbu (397). Da bi
se dobila rjeSenja za potencijal koja bi u gubicima zbog skin-
-efekta imala to¢nost od p & 1%, potrebno je da se odabere
mreza sa

hA 02d3 (408)
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Sto odgovara koeficijentu k2~ 0,08. Za te vrijednosti koefici-
jenta k2 njegov je utjecaj na aneznatan, pa se optimalni faktor
a0 moze racunati prema jedn. (406) i (403) i u problemima skin-
-efekta. Iskustvo pokazuje da nije potrebno odabirati h mnogo
manje od 0,2 d.

Jo§ se jedan zakljucak namece. Pri proracunu skin-efekta u
bakrenim vodiCima, uvazavajuci fizikalni uvjet (408), razmaci
u mrezi (na frekvenciji 50 Hz) ne bi smjeli biti ve¢i od 2 mm.
Ako je broj to€aka u polju ogranien brzinom ili kapacitetom
memorije stroja na, primjerice, 4000 -*5000 toCaka, tada je naj-
veCa povrSina presjeka vodiCa koja se moze izraCunati 2 dm2
Jasno je da tog ograni¢enja nema za polja gdje se skin-efekt ne
uzima u obzir.

Dodatno ubrzanje i pracenje konvergencije

U cijelom numerickom postupku rjeSavanja problema polja
najvise se vremena rada elektronickog racunala utroSi za rje-
Savanje konacnog skupa jednadzbi diferencija. Stoga su znatni
napori ucinjeni da se pronadu postupci za ubrzanje konvergen-
cije iterativnih metoda. Sva dosadasnja istraZivanja su pokazala
da su glavnim uzrokom vrlo spore konvergencije, ili pojave osci-
lacije, ili, pak, divergencije iterativnog postupka: a) velike razlike
u permeabilitetu na rubu Zeljezo—zrak, koji je ukljucen u polje,
unato¢ Cinjenici da se za Zeljezo u pogledu ovisnosti B = B(H)
uzima da je linearno; b) ovisnost permeabiliteta o indukciji ¢i =
= ju(B)3u problemima u kojima se za Zeljezo uzima da je ne-
linearno; c) postojanje singulariteta u polju, tj. podrucja s diskon-
tinuirano raspodijeljenom gustoéom struje (domena primjene
Poissonove i Helmholtzove jednadZbe).

Postoji nekoliko nacina da se konvergencija dodatno pospjesi:

a) Postupak »forsiranja« polja. Postavljaju se razli€iti pogodni
fizikalni uvjeti da bi se konvergencija potencijala ubrzala korek-
cijom izvora u polju.

b) Blok-relaksaciona tehnika. Temelji se na fizikalnim prin-
cipima, tj. na primjeni Ampéreova kruznog zakona.

c) Linijska iteraciona tehnika. Svi potencijali na jednoj
liniji raCunaju se iz potencijald dviju susjednih linija mreZe.

NumeriCko rjeSenje jednadzbi diferencija sukcesivnom nad-
relaksacijom nikad nije egzaktno. U veéini problema polja rezul-
tati, koji su aproksimacija to¢nih rezultata, zadovoljavaju ako
se zna koliko su oni blizu egzaktnim rezultatima. To svojstvo
iterativnih rjeSenja naziva se konvergencijom. TeSko je pitanje
kako mijeriti kvalitet pribliznog rjeSenja, kako utvrditi Kriterij
konvergencije. Postoji nekoliko kriterija za pracenje konvergen-
cije: normom vektora pomaka, s pomocu gubitaka vrtloznih
struja, s pomoéu Ampéreova zakona.

Pracenje konvergencije normom vektora pomaka. Za
tu svrhu koristan je pojam norme vektora pomaka, uveden jedn.
(405 a, b). Tokom iterativnog procesa on mora teziti nuli. Tako
se moze propisati po volji mala koli¢ina e, pa kad je ispunjen
uvjet

ipii & (409)
proces raCunanja se zaustavlja. Obi¢no se propisuje e = 0,1%.
Smatra se da je takav naCin zaustavljanja iterativnog procesa
obi¢no nesiguran i zbog toga se rjede primjenjuje.

Praéenje konvergencije s pomoéu gubitaka vrtloznih
struja. Gubici su vrlo osjetljiv kriterij pracenja konvergencije
procesa racunanja. Cesto se za pracenje toka proracuna gubitaka
upotrebljava kriterij DP koji se izracunava prema formuli

DP = (- 2P<"-3)+ 9p(» -2 _ 18 A+ iip 00)/p (»-
(410)
gdje su p(.n~Z)} p(n~  p(n>gubici uzrokovani vrtloz-

nim strujama u Cetiri uzastopne iteracije.
Prema toj metodi iterativni postupak je zavrSen kad je
DP ~ 5.10“4

u dvije uzastopne iteracije.
Pracenje konvergencije s pomoéu Ampéreova zakona.
Prema Ampéreovu kruznom zakonu

(411)

<|>/lds= £/ (412)
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mozZe se pratiti konvergencija procesa ako se odabere takav put
integracije da se unaprijed zna kolika je struja obuhvacena tim
putom. Dovoljno je, za zaustavljanje procesa, da se uzme da
je pogresSka u izraCunatoj struji

P A 0,1%. (413)

Program proracuna

Algoritam potencijala (388), prilagoden tocki (/,J) u polju
prema si. 133, opcenito se moze izraziti ovako:

N(,3) = [@iA(- 1)+ a2A(l, - 1)+

£a3A(l+ L)+ cull(,/ + 1)+ F. (414)

A(LI+)
AM ")
(?H{ll » ’A(It‘]Sl»)A(IEIJ)
A(l-13)
HI~D)
‘A(-D)
2 3 1 M
a b

Sl. 133. Obiljezavanje tocaka mreze u FORTRAN-u. a MreZe
polja, b okoli§ tocke (/, J)

Na si. 131 dane su takoder odgovarajuce jednadzbe za razliCite
rubne slucajeve. Da bi se izbjegao veliki broj razli¢itih jednadzbi
koji bi se na taj nacin dobio (Sto bi u daljem postupku kompli-
ciralo program proracuna), pogodno je jednadzbu (388) i sve
rubne jednadzbe izraziti samo jednom jednadzbom oblika

AO= 3 (Ai -hA24 A3+ A4 + BOh2F)3 (415)

Definiranje
pocetnih vrijednosti

Sl. 134. Blok-dijagram
dijela programa za proracun
torskog potencijala A

iterativnog
vek-

koja vrijedi za jednoliku pravokutnu mrezu. BO je koeficijent
koji se pripisuje svakoj tockiu polju i mozZe poprimiti vrijednosti:
u prostoru bez struje BO= 0, u prostoru sa strujom BO = 1,
na ravnom rubu B0 = 0,5, u vrhu pravokutnog ruba B0 = 0,25.
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Na rubu izmedu zraka i Zeljeza, za koje se pretpostavlja da
ima juFe = ooi moze se preslikati to¢ka u zraku do ruba u
tocku u Zeljezu. Prema tome problem jednadzbi na granici sa
fi = oo moze se rijeSiti proSirenjem mreze za po jednu liniju,
na kojoj se uzima da su vrijednosti potencijala A jednake poten-
cijalima u simetri€no smjestenim to¢kama u polju. Opet se moze
upotrijebiti jednadzba (415). Isto vrijedi i za rub simetrije.

Na si. 134 prikazan je blok-dijagram iterativnog dijela programa
za sluCaj kad je cijelo polje obuhvaéeno jednom jednadzbom
(415). Dijagram je vrlo pojednostavnjen, pa nisu upisana nikakva
ubrzanja procesa iteracije koja su normalno primijenjena.

SI. 135. Raspodjela nelinearnog magnetskog polja pod jednim polnim korakom
u istosmjernom elektricnom stroju, prikazana linijama A = konst

51. 136. Detalj raspodjele toka u komutacionoj zoni istosmjernog stroja pod
punim teretom

Rezultati numerickog prorauna nelinearnog magnetskog
polja u popre€nom presjeku istosmjernog elektricnog stroja,
pod jednim polnim korakom, prikazani su na slikama 135 i 136.
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ELEKTROTERMIJA, grana nauke i tehnike koja obraduje
probleme pretvaranja elektricne energije u toplotu. Proucava
principe, procese, naCine i postupke zagrevanja te se bavi kon-
strukcijom i primenom elektri€nih grejala (pe¢i) i drugih po-
mocénih i prateéih uredaja. Elektricno zagrevanje se primenjuje
u industriji, gradevinarstvu, brodarstvu (v. Brodska elektrotehnika,
TE 2, str. 521), poljoprivredi, medicini (terapeutska i KkirurSka
dijatermija, v. Medicinski aparati) i domacinstvu (v. Elektricni
kuéanski strojevi, TE 4, str. 100).

U ovom ¢lanku promatrat ¢e se uglavnom elektrotermija u
uzem smislu, primenjena u metalurgiji.

Za pocetak razvoja elektrotermije moZe se uzeti 1843 godina, kada je Joule
pronasao zakon pretvaranja elektricne energije u toplotu. Prvi patent za elektri¢no
grejanje dobio je J. Y. Simpson 1859. Proucavajuci vrtlozne struje J. B. L. Fou-
cault je samo godinu dana docnije (1860) ucinio daljnje za elektrotermiju vazno
otkri¢e konstatujuc¢i da elektromotorne sile indukovane u provodnicima uzro-
kuju njihovo zagrevanje. Razumevanju tih pojava mnogo je doprinela teorija
elektromagnetne indukcije (J. Cl. Maxwell 1870). Slede¢i krupni koraci u razvoju
elektrotermije bili su prva uspela izvedba elektroluéne pe¢i (W. Siemens 1879)
i pronalazak indukcione peci (Kjellin 1899). Najnoviji elektrotermicki postupci,
zagrevanje dielektriénim gubicima i mlazom elektrona, poceli su se primenjivati
u praksi tek posle drugog svetskog rata.

Privredni znacCaj elektrotermije. U preimucstva elektro-
termiCkog grejanja ubraja se to Sto se za to potrebna elektricna
energija vrlo ekonomiCnim prenoSenjem moze srazmerno lako
dostaviti na svako mesto i u svakom trenutku, za svaku snagu
postrojenja, aparata ili uredaja, pomoéu srazmerno jednostav-
nih sistema za napajanje, te se lako pretvara u toplotu. UtroSak
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termiCki postupci uopSte su veoma znacajni za grejanje, posebno
u industriji. Vaznost elektrotermije u industriji moZe se oceniti
na osnovu podataka iz tabl. 1.

Ti podaci dokazuju da su elektrotermicka postrojenja vrlo
krupni, a ponegde i najveéi potrosaci elektricne energije u in-
dustriji razvijenih zemalja. Zbog toga, i ne racunajuci sa potros-
njom domacinskih elektrotermickih aparata, potro$nja elektricne
energije u elektrotermicke svrhe predstavlja uopste najznacajniju
stavku ukupne svetske potroSnje elektricne energije.

PROCESI PRETVARANJA ELEKTRICNE ENERGIJE U TOPLOTU

Pretvaranje elektricne energije u toplotu dogada se tokom
Cetiri osnovna procesa:

1. Kretanjem elektri€nih naboja u bilo kojem sredstvu dio
kineticke energije pretvara se sudarima sa Cesticama sredstva
u toplotu (v. Toplinski u€inak elektri€ne struje, str. 113 i 118).
To je u stvari suStina pojma »elektricni otpor materijala«, pa se
on za razliku od drugih elektri€nih otpora naziva delatni (radni,
realni, »omski«) otpor. Pri tome je potpuno svejedno da li je sred-
stvo — troSilo — direktno ukljuceno u strujni krug (zagrevanje
elektriCnim otporom), ili promenljivo magnetno polje u njemu
uslovljava pojavu elektricnog polja koje uzrokuje struju (tzv.
zagrevanje indukcijom).

2. U naizmenicnom magnetskom polju sredstvo je ovisno o
magnetskim svojstvima, izloZzeno uzastopnoj promeni magnetizo-
vanja pa se zbog unutarnjeg deformisanja dio energije pretvara
u toplotu. To je tzv.. zagrevanje magnetizovanjem. Ako sredstvo
pokazuje i magnetostrikcijska svojstva (v. Magnetostrikcija, Elek-
trotehnicki materijali, str. 56) usled titranja molekula deo
se energije pretvara u toplotu. U provodljivim sredstvima do-
lazi do indukcije, te stvaranja toplote kao u prvom procesu.

3. U naizmeni¢nom elektricnom polju uzastopnom promenom
polarizacije dielektrika deo energije pretvara se u toplotu (v.
Elektrotehnicki materijali, str. 73 i 74). To je tzv. zagrevanje
usled dielektricnih gubitaka.

4. Naelektrisane mikro-Cestice (elektroni, joni) mogu se ubr-
zavati elektricnim poljem, te usmeravati elektricnim ili magnet-
nim poljima prema nekom objektu. Sudarom ¢e cestice vecinu
energije predavati objektu u obliku toplote. To je tzv. zagrevanje
mlazom Cestica.

Ovi se procesi mogu u istom postupku i medusobno isprepli-
tati.

Nacini zagrevanja. Objekt se mozZe zagrevati na dva nacina,
direktno i indirektno. Direktno se zagreva izazivanjem jednog od
navedenih procesa na objektu. U tom slu€aju on mora imati neka
odredena svojstva potrebna za proces: provodljivost, magnetna ili

Tablica 1
INDUSTRIJSKA POTROSNJA ELEKTRICNE ENERGIJE ZA ELEKTROTERMIJU U NEKIM ZEMLJAMA

Zemlja Austrija Francuska Italija Japan Norveska Jugoslavija

Godina 1969 1969 1969 1962 1962
Ukupna potro$nja elektricne energije u indu-
strijske svrhe GWh 9 975 69 048 63 168 63 755 16 000 11 345
PotroSnja elektri€ne energije u industrijskim
elektrotermi¢kim postrojenjima GWh 2615 15025 11 442 22210 10000 4231
PotroSnja u industrijskim elektrotermickim po-
strojenjima prema ukupnoj potro3nji u indu- 26,2 21,7 18,1 34,5 62,5 37,2
strijske svrhe %

elektricne energije lako se meri, izbor postupaka elektrotermic-
kog grejanja je srazmerno Sirok, elektrotermicka postrojenja,
aparati i uredaji srazmerno su jednostavni, zauzimaju malo pro-
stora, lako se instaliSu i omoguéavaju zagrevanje tatno odredenih
zona. Nadalje, tim se procesom grejanja moZze lako upravljati,
automatizovati ga, regulisati njegov toplotni reZzim i pri tome
posti¢i velike toplotne stepene korisnog dejstva, faktore snage i
faktore opterecenosti pogona. Takvo grejanje ne menja atmosferu
u sistemima u kojima se upotrebljava, pa ni vakuum, osigurava
dobre uslove rada i malo ili nikako ne deluje na atmosferu pro-
storija ni na okolis.

Zbog toga, usprkos nedostacima kao Sto su ponekad veliki
investicioni troSkovi i visoka cena elektricne energije, elektro-

dielektri¢na svojstva itd.,
kojima ¢e se nalaziti.

Indirektno se zagreva objekt primanjem toplote od grejaca
(v. Elektrotehnicki materijali, str. 68). Toplota se sa grejata moze
prenositi na tri osnovna nacina (v. Prenos topline): 1. provo-
denjem (kondukcijom), tj. direktnim dodirom objekta i grejaca
ili preko fiksnog posrednika dobre toplotne provodljivosti, 2.
prenoSenjem (konvekcijom) preko posrednika u kome moZedo-
¢i do strujanja (i to makrostrujanja) tecnosti ili gasa, te 3. zra-
Cenjem (radijacijom) elektromagnetskih talasa u tzv. infracrve-
nom (IC) podrucju (v. Infracrvena tehnika).

sve u onom podru€ju temperatura na

| ovi se naCini prenosa toplote u praksi isprepli¢u, pa se ne-

kada koristi meSovito prenoSenje na dva ili sva tri nacina.



