FOTOMETRIJA — FUNKCIJE

upada na disperzijsku prizmu, a pri izlazu iz nje leéa L 3 fokusira
snop na pukotinu P2, koja je smjeStena na ulazu kucista K po-
crnjenog s nutarnje strane. Le¢om L 4 stvara se povecana slika pu-
kotine P2 na katodi fotocelije C. Neutralno-sivi filtar F apsorbira
rasprieno svjetlo, a koso je polozen da ne dode do viSestruke re-
fleksije.

SI. 45. Prikaz prolaza svjetla kroz prizmu kon-
stantne devijacije

Ako se ne usporeduju dva svjetlila nego se Zeli odrediti faktor
transmisije nekog filtra ili otopine, stavlja se na mjesto T plan-
paralelna kiveta, odnosno filtar.

U novije se vrijeme sve viSe upotrebljavaju registracijski spek-
trofotometri kod kojih se s pomoc¢u motora cijeli spektar auto-
matski prevodi preko izlazne pukotine monokromatora, a po-
sebnim se uredajem vodi pisaljka po izvodnici valjka koji se jed-
noliko okrece. Na plastu valjka pricvriéena je papirna traka s
ucrtanom mreZzom. Na vremenskoj osi ubiljeZzene su duljine vala
a na ordinatnoj osi ubiljezena je skala mjerene veliCine.

Jedan od osobito dobro razradenih takvih uredaja jest regi-
stracijski spektrofotometar po Hardyju, shematski prikazan na
si. 46. Tri su bitna dijela tog uredaja: dvostruki monokromator
s dvije prizme po 60°, fotoelektricni fotometar s integracijskom
kuglom i registracijski uredaj.

Zaruljom Z preko kondenzora osvijetljuje se ulazna pukotina
Pi monokromatora. Snop svjetla prolazi zatim kroz prvi disper-
zijski sustav Di i pomoénom le¢om Li nacini se oStra slika pu-
kotine Pi na zrcalu Z. Okomito na zrcalo pomice se oStrica jedno-
strane pukotine P2, kojom se izdvaja uski dio spektralnog snopa,
a taj se onda dovodi u drugi disperzijski sustav D2. Konacno se
na izlaznoj pukotini P3 monokromatora dobiva Cista vrpca spektra
od svega 10 nm Sirine. Pomicanjem cijelog stalka S sa zrcalom
po pravcu okomitom na ravninu zrcala dovode se razliciti dijelovi
spektra na pukotinu P2.

Svjetlo iz pukotine P3ulazi u polarizacijsku prizmu Ri i izlazi
linearno polarizirano. Takvo svjetlo prolazi Wollastonovom polari-
zacijskom prizmom W, u kojoj se snop svjetla razdvaja u dva sno-
pa medusobno okomito polarizirana, koji zatim prolaze kroz ana-
lizator R2i zatim se dvoleéom Ld stvaraju povecane slike puko-
tine P3na standardnoj bijeloj povrSini A i na mjernoj povrsini
B unutar integracijske kugle. Na njoj je prozorci¢ od opalnog
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stakla O, kojemu se svjetljivost mjeri fotocelijom P. Zakretanjem
polarizatora R1 pode$ava se odnos osvjetljenja na plohama A
i B. Analizator R2 smjeSten je u 3upljoj osovini sinhronog motora
(nije naznacen), te tako naizmjence slabi i jaca osvjetljenje na
A i B. Ako se na plohi B nalazi uzorak koji selektivno apsorbira,
razlikovat Ce se svjetljivosti A i B, pa Ce struja fotocelije biti naiz-
mjence jaCa i slabija, i to frekvencijom sinhronog motora. Po-
jaCalom i preko tiratrona izmjeni€na komponenta struje dovodi
se do balansnog motora M2, koji onda zakreée polarizator Ri
za odredeni kut a dok se svjetljivosti povrSina na plohama A
i B ne izjednaCe. Zakretanje polarizatora Ri moze se ocitavati
na bubnju sa skalom Sk, Cije se zakretanje prenosi na pisac. Kutni
zakret polarizatora uz koji nastaje izjednacenje svjetljivosti jest
mjera za relativnu reflektanciju mjerene povrSine u odnosu na
standardnu bijelu povrSinu. Graf registracije prikazuje onda kri-
vulju rasporeda relativne refiektancije. U koliko se, pak, radi
0 odredivanju krivulje rasporeda relativne transmitancije r, stavlja
se na obje plohe A i B standardna bijela povrSina, a u jedan snop
se stavlja filtar F za koji se odreduje krivulja.

Suvremena nastojanja u fotometriji idu za tim da se
$to bolje razviju objektivne metode i da se poveca to€nost mje-
renja. lzraduju se mnogostruko primjenljivi prijenosni uredaji,
vrlo razradeni spektralni fotometri ili, bolje re€eno, radiometri,
jer sluze i za mjerenja u ultraljubi¢astom i infracrvenom podrucju
zraCenja.

U programu Generalne konferencije za mjere i utege za go-
dinu 1975, Savjetodavni odbor za fotometriju postavio je i pro-
blem eventualne redefinicije jedinice »kandelax konvencional-
nim fiksiranjem veliCine Km (maksimalne svjetlosne ucinkovi-
tosti).
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K. Kempni

FUNKCIJE su u modernoj matematici vrlo opéeniti pojmovi
1 podudaraju se s pojmom preslikavanja. Neka su zadana dva
skupa (bilo kakvih elemenata) X i ¥ i neka je zadano neko pra-
vilo / kojim se svakom elementu x e X (znak e Cita se »element
od«) pridruzuje jedan (i samo jedan) elementy e Y. KaZe se tada
da je pravilom / zadano preslikavanje skupa X u skup Y. Element
y koji odgovara elementu x oznaCuje se sa/ (x), tj. pise sey =
=f (x). Cesto se kaZe da je j; funkcija od x, premda, strogo uzevsi,
to nije tocno, jer jey oznaka za element skupa Y, a nije funkcija
u smislu preslikavanja (nego je / funkcija koja svakom elementu
x pridruzuje pripadni element y). Simbol x predstavlja bilo koji
element skupa X i naziva se nezavisna varijabla (promjenljiva),
ay je element skupa Y i naziva se zavisna varijabla. Skup X je
podrucje definicije funkcije, ulazni skup ili domena. Skup Y je
podrucje vrijednosti funkcije, izlazni skup ili kodomena. Svakom
X iz skupa X pridruzen je, dakle, jedan (i samo jedan) element
od Y, no time ne moraju biti iscrpeni svi elementi od Y. Kaze
se jo§ da je funkcija uredena trojka (X, ¥,/). (»Uredena« znaCi
da je bitan poredaj u kojem su elementi X, ¥,/ te trojke napisani:
prvi element X je podruCje definicije, drugi element ¥ je podrulje
vrijednosti, tre¢i element / je funkcija ili pravilo pridruzivanja).
Druga je uobiCajena oznakaf : X -> Y (tj./ je preslikavanje skupa
X u skup Y) ili samo /, zatim *h>/(x), xe X, f (*)e Y (. ele-
mentu x je pridruzen element /(*), x je element od X ,f(x) je
element od ¥) ili samo xy-*>f(x), a u starijoj literaturi Cesto se
pisey =/ (x) ili samo/ (). Element x se zove original, a pridru-
Zen element/ (jc) je njegova slika. Ako je npr. podrucje definicije
i podrucje vrijednosti skup realnih brojeva R, i ako se svakom
realnom broju pridruZzi njegov kvadrat, onda se za tu funkciju
pise x X2, x e R} x2e R, ili samo x\-+x2 (kad je jasno o kojem
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se podrucju definicije i podru¢ju vrijednosti radi). U starijoj oz-
naci pisalo bi sey = *23&to je ujedno jednadZzba grafa te funkcije
ako se x iy interpretiraju kao pravokutne koordinate (si. 1). Gra-
ficki prikaz, kraée graf, ove funkcije jt parabola. Opcenito se
pod grafom funkcije razumijeva skup
uredenih parova (*,/(*)), dakle skup
F = {(*>/(*)) /I (x)6Y). (Citaj:
F je skup parova (*,/(*)) gdje je * element
od X, s/(*) element od Y.) Pri tom se
vise ne mora misliti na neku sliku u
ravnini kao S§to je to bilo u gornjem
primjeru.

Da se izbjegne pojam »pravila« pri-
druZivanja (Sto je logicki Cistije), moZe
se definicija funkcije neSto preudesiti
pomoéu pojma kartezijskog produkta. f5|-k_l; Gri{iék; prikaz
X x Y dvaju skupova X i Y. Pod tim v%rl](uctggmx Igoo):’dinuatr?(l;er;
produktom razumijeva se skup uredenih  sustavu x,y je parabola
parova (*,30 gdje je xeX}yeY, ft.
X x Y= {*30:xeX, yeY}) Funkcija / :X ->Y moZe
se tada shvatiti kao podskup kartezijskog produkta X x Y, da-
kle kao skup F e X x Y (znak c znafi »sadrzan u«) sa
svojstvom da za svaki x e X postoji jedan i samo jedan y e Y,
takav da je (x}y)eF.

Jednakost funkcija. Dvije funkcije /i i/2 smatraju se jed-
nakim ako imaju isto podrucje definicije X i isto podrucje vri-
jednosti Y i ako za svaki x e X vrijedi /i(*) =/;,00- Ako su Xy
i X Z}odnosno Yi i Y2podru¢ja definicije, odnosno podrucja vrijed-
nosti za funkcije }x i/2 te ako je Xx”™ X2i Yi”™ Yu aza svaki
xe X x vrijedi/i(*) = f2(x), onda se/l zove restrikcija (suzenje) od
123 a/2 je ekstenzija (prosirenje) od f x. Ako je Y{ = Y2 (5to je najva-
Zniji slucaj), onda se restrikcija fx funkcije f2 na uZe podrucje

. definicije X | oznaCuje safl = f2 \Xx. OCito je uz zadani f2 i za-
dani X\ Xi restrikcija fx jednoznatno odredena, dok obrat
ne vrijedi.

Nacini preslikavanja. Ako je X podrucje definicije presli-
kavanja (funkcije) / : X ->Y i A podskup od X, tj. A ~ X, onda
se pod slikom f(A) skupa A razumijeva skup svih slika f(x) za
koje je x e A. Inverzna slika ili original skupa B N Y jest skup
svih elemenata x e X za koje je f(x)eB. Ta se inverzna slika
oznaduje saf ~1(B). No pojedini elementi od Y mogu imati vie
originala pa stoga f~1 kao inverzno pridruZzenje elemenata ne
bi bila funkcija jer nije jednozna¢no. Time je opéenito elementu
yeY pridruZzen podskup od X. Stoga, promatra li se partitivni
skup skupa X, tj. skup podskupova od X, koji se oznaCuje sa
2X onda se inverzno pridruzenje / -1 moZe shvatiti kao funkcija
f~1:Y >2X pri ¢emu se onim elementima od Y Kkoji nemaju
originala u X (ako takvih ima) moZe pridruziti prazni skup 0
(tj. skup bez elemenata) koji je takoder podskup od X, dakle ele-
ment od 2X

Ako su pri preslikavanju skupa X u skup Y iscrpeni svi ele-
menti od Y, tj. svaki element od Y ima (barem jedan) original,
onda se kaze da je to preslikavanje skupa X na skup Y ili surjek-
cija. Ako u preslikavanju/ : X -* Y svaka slikaf(x) e Y ima samo
jedan original (ali svaki element od Y ne mora imati original),
onda se govori o (/"-preslikavanju (Citaj: jedan-jedan presli-
kavanje) ili injekciji. Ako je preslikavanje i surjekcija i injekcija,
tj. svaki element od Y ima original, i to samo jedan, onda se govori
0 obostrano jednoznatnom preslikavanju ili bijekciji, Ako za dva
skupa X i Y postoji bijekcija, onda su oni ekvipotentni. Klasa
medusobno ekvipotentnih skupova je njihova potencija ili kardi-
nalni broj. Za neki skup X biljezi se njegov kardinalni broj sa
kard X. Za konacne skupove je to broj njihovih elemenata. Ako
je / ;X -» Y bijekcija, onda je inverzno pridruZzenje takoder
funkcija, tj. f~1:Y X koja se naziva inverznom funkcijom
od/. | onda ako je/ :X ->Y injekcija, postoji inverzna funkcija
/ 71, ali ona tada nije definirana na cijelom skupu Y, ve¢ na slici
f(X) skupa X, tj. na skupu {/(*) : * e X }, dakle na skupu svih slika
/(*). elemenata x od X.

SloZena funkcija. Ako su/ : X =>Y ig:Y Z dva pre-
slikavanja, a h \X " Z takvo preslikavanje da za svaki *e X
vrijedi h(x) —£[/(*)], onda se piSe./? ~ g °f i govori se o kom-
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poziciji preslikavanja ili o slozenoj funkciji. Lako se vidi da za
operaciju kompozicije vrijedi zakon asocijacije (fog) oh=1/ o
°(g oh).

Porodice elemenata. Mnogi matematicki objekti koji su
funkcije u smislu prijasnje definicije poznati su pod posebnim
nazivima. Npr. preslikavanje (funkcija) x :N ->X, gdje je N
skup prirodnih brojeva, a X bilo kakav skup, zove se niz na skupu
X. Funkcijska vrijednost x(n) biljeZi se obi¢no kao xni naziva se
n-tim Clanom niza. Niz se oznaCuje sa {*,} ili, opSirnije, sa xT}
*23*33 ... *nb...... Nezavisna varijabla n prima vrijednosti prirod-
nih brojeva i zove se indeks. Poopéenjem pojma niza mozZe se
smatrati porodica (familija) elemenata iz skupa X. Naime, to
je preslikavanje A -» X gdje je A skup indeksa. Svakom indeksu
AgA pridruZzen je jedan (i samo jedan) element x e X. Kao §to
se niz sastoji iz elemenata skupa X koji su numerirani, tj. imaju
indekse koji su prirodni brojevi, tako se porodica elemenata iz
skupa X sastoji iz elemenata toga skupa koji imaju indekse, a ti
su indeksi elementi nekog »skupa indeksa« (i ne moraju biti pri-
rodni brojevi).

Svojstva  funkcija. Funkcija moZe imati svojstvo monoto-
nosti ako su podrucjedefinicije i podru€je vrijednosti uredeni
skupovi. Najpoznatije je uredenje realnih brojeva po veli€ini:

ako su a i b realni brojevi, onda je ili a ~ bili b ~ a (ili oboje, a
tada je a = b). Znak ™ Cita se »manje ili jednako«, a mjesto a * b
moZe se pisati b A a (b vece ili jednako a). Ako je a ~ bia #6
(znak =E &ita se »razliGito«), onda se pise a < b (a manje od b)
ilib> a (bvete od a). Neka jef : X ->Y funkcija gdje su X i Y
skupovi realnih brojeva. (Tada je to realna funkcija realne va-
rijable.) Ako x 5" povlati f(x) /(*'), funkcija je uzlazna
(ili raste), ako x * x povlaci f(x) ~ f(x'), funkcija je silazna
(ili pada). U oba se slu¢aja ona naziva monotona. Ako x < x' po-
vla€i/(x) < f(x"), funkcija je striktno (strogo) uzlazna, ako * <
< povlaci f(x) >/(*'), funkcija je striktno (strogo) silazna. U
oba slucaja je ona striktno (strogo) monotona. Ako je funkcija
striktno monotona, onda postoji inverzna funkcija koja je takoder
striktno monotona. Obje su funkcije striktno uzlazne ili obje
striktno silazne.

Ako su elementi podrucja definicije X uredeni parovi bro-
jeva (*,30, govori se o funkciji dviju varijabli (*,3;) I->-/(*,y ) 3ako
su ti elementi uredene trojke, Cetvorke itd., opcenito rc-torke,
onda se radi o funkcijitrij n varijabli.

Operacije nad funkcijama. Za realne funkcije realne vari-
jable (ili viSe realnih varijabli) kojima je podrucje vrijednosti
skup realnih brojeva R, a imaju zajednicko podrucje definicije,
mogu se definirati operacije zbrajanja, oduzimanja i mnoZenja.
Ako su/ ig dvije funkcije *H>/(*) i *H->g(*)5 onda su funkcije
[+£3 f-g> f'g definirane sa *i->/(*) +£(*), *H>/(*) —£(*),
*1-*m/(*)E(*). Ako je g(x) 4=0 za svaki x iz podru¢ja definicije,

onda se definira i dijeljenje, tj.~ je definirano sa xh->77-r. Dalje

X
se definira mnoZenje funkcije s realnim brojem A dagkle A/, sa
* ¢/(*). Za operacije zbrajanja i mnozenja funkcija, te za mno-
Zenje funkcije s brojevima, vrijede uobiCajeni zakoni komutacije,
asocijacije i distribucije. To znaCi da vrijedi: / + g =g -f/,
f'g =g'f3 (f+g) + h=f+ (g + h)i (/*g)'h=Ff (g h)
f*(g'+ h)y-f -g'-v'f- hl a +v)'f= ¢-f+vf> *.(/+
+*) =W + A-* arj)-f=Kri-f), A-/=/m L

Sliéno vrijedi ako se radi o funkcijama s kompleksnim funkcij-
skim vrijednostima i o kompleksnim brojevima kojima se funkcije
mnoze. Isto tako se moZe raditi i o funkcijama kompleksne va-
rijable.

Vektorski prostor. Ako je skup funkcija S takav da za/,
ge S i svaka linearna kombinacija A/ + Ag tih funkcija pripada
skupu S, tj. Xf + g e S za svaka dva realna, odnosno kompleksna
broja A'i/,,onda taj skup S tvori vektorski prostor. Funkcije se
pri tom nazivaju vektorima, a realni, odnosno kompleksni koe-
ficijenti su skalari.

Nacini zadavanja i vrste funkcija. Ako je preslikavanje
/ zadano u obliku 3>= /(*) gdje jef(x) neki izraz koji uvrstavanjem
pojedinih vrijednosti x prima pripadne vrijednosti y, govori se
o eksplicitnoj (ili eksplicitno zadanoj) funkciji. Ako je preslikavanje
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zadano u obliku F(x,y) = 0, dakle kao jednadzba iz koje se uz
zadani x odreduje pripadniy, govori se o implicitnoj (ili implicitno
zadanoj) funkciji. Takva jednadzba Cesto odreduje viSeznacno
pridruZenje jer uz zadani x ima viSe rjeSenjay. Takvo viSeznacno
pridruZenje nije funkcija u prije definiranom smislu. No, u starijoj
literaturi, a ponegdje i danas, upotrebljava se i za viSezna€na pri-
druZenja izraz »funkcija« pa se tako razlikuju jednozna¢ne (mono-
dromne, uniformne) funkcije (a to su funkcije u prije definiranom
smislu) i viSeznacne (polidromne, pluriformne) funkcije Kkoje
predstavljaju viSezna¢na pridruZzenja. Napose algebarske jed-
nadzbe, tj. izjednacenja polinoma u x iy s nulom, opéenito odre-
duju viSeznacno pridruzenje. Ako se one promatraju u kompleks-
nom podrucju, tj. dopustaju li se kompleksne vrijednosti za x iy3
onda se moze takvo pridruZzenje »uniformizirati«, tj. u¢initi jedno-
zna€nim, upotrebom tzv. Riemannovih ploha (v. dalje Funkcije
kompleksne varijable). Takva se ploha sastoji od viSe primjeraka
(listova) ravnine kompleksnih brojeva i ti su listovi na odreden
na¢in medu sobom povezani. Na temelju algebarske jednadZzbe
mozZe se tada uspostaviti jednozna¢no pridruZenje izmedu toCaka
kompleksne ravnine (ili jednog njezinog dijela) kao podrucja
definicije (pri ¢emu toCke predstavljaju kompleksne brojeve kao
vrijednosti nezavisne varijable) i toCaka viselisne Riemannove
plohe. Takvo pridruZenje naziva se algebarska funkcija. ViSe-
znatna pridruZenja dobivaju se Cesto i onda kada se promatra
inverzno pridruzenje koje pripada nekoj funkciji. Npr. ako je
funkcija definirana sa y = sinx, onda je inverzno pridruzenje
beskonacno mnogoznaéno i piSe se x = Aresiny. Ogranici li
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druZenje) i piSe se x = are siny (v. dalje Elementarne funkcije).

Specijalni su slucaj algebarskih funkcija racionalne funkcije
(koje se mogu definirati i u realnom podrucju) i to cijele racionalne
funkcije ako se vrijednosti zavisne varijable y odreduju kao vri-
jednosti polinoma u x, tj.

y = a0+ a¥% + ax2+ ... + amxn,

gdje su a0, al3a2)...., anrealni brojevi (odnosno kompleksni bro-
jevi ako se funkcija definira u kompleksnom podrucju), a razlom-
ljene racionalne funkcije ako je y odreden kao vrijednost koefi-
cijenta dvaju polinoma u x, tj.

ap + a\X + ax2+ ...
b0 + btx + b2+ ...

+ a,xn

y = + bnxm'

Prirodno podrucje definicije takvih funkcija je skup realnih,
odnosno kompleksnih brojeva za koje je izraz na desnoj strani
smislen. Za cijele racionalne funkcije to je skup svih realnih,
odnosno kompleksnih brojeva. Za razlomljene racionalne funkcije
izuzete su nultoCke nazivnika.

Realne funkcije realne varijable i kompleksne funkcije kom-
pleksne varijable koje nisu algebarske nazivaju se transcendentne
funkcije. Napose su elementarne transcendentne funkcije: poten-
cija s iracionalnim eksponentom, zatim trigonometrijske (ili cir-
kularne) funkcije, hiperbolne funkcije i njihove inverzne ciklo-
metrijske ili arkus-funkcije i area-funkcije, zatim su transcendentne
eksponencijalna funkcija i njezina inverzna, logaritamska funkcija
(v. dalje Elementarne funkcije).

Realna funkcija realne varijable zove se neprekinuta (nepre-
kidna, kontinuirana) u to€ki x0 (pod »tockom« misli se tocka na
brojevnom pravcu koja odgovara broju *0y>ako za svaki (ma kako
maleni) e > 0 postoji broj 1 > 0, da za svaki x iz podrugja defi-
nicije funkcije / koji pripada okolini (x0 —rj, x0 + rj) to¢ke x0
(tj. skupu brojeva x za koje je x0—r < x < x0+ rj) vrijedi
[/[(*) — o) < £ Kraée: u blizini tocke x0 funkcijske vrijed-
nosti moraju biti blizu funkcijskoj vrijednosti f(x0), kako to ilu-
strira si. 2.

Realne funkcije realne varijable definirane na nekom intervalu
mogu se razvrstati prema Baireovoj klasifikaciji (koja ipak ne
obuhvaca sve takve funkcije). (R. L. Baire, 1874— 1932.) Funkcije
Baireove klase O jesu sve neprekinute funkcije (a te se mogu pre-
dociti kao jednoliko konvergentni redovi polinoma). Opéenito
su funkcije Baireove klase n one koje su predoCive kao konvergentni
redovi funkcija klase < n, a da same nisu klase < n.
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Funkcija realne varijable xY->f(x) derivabilna je (ili diferen-
cijabilna) u tocki x0) ako postoji konaCan limes f'(x0) kvocijenta

* - *
diferencija/( o+ h)-/(*9 , kada h tezi prema nuli (si. 3). To

znagi: postoji broj f'(x0) sa svojstvom da za svaki e > 0 postoji
rj> 0 takav da za \h\< r1j vrijedi

/(*o0+ h) - f(x0) sy <o

f'(x0) zove se derivacija funkcije / u toCki x0. Geometrijski de-
rivabilnost znaCi postojanje tangente u toCki x0 s koeficijentom
smjera f'(x0). Ako je funkcija u svim toCkama podrucja definicije
derivabilna, ona se zove glatka.

Za funkcije kompleksne varijable definicija derivabilnosti
(ili diferencijabilnosti) je analogna (v. dalje).

Medu funkcijama realne, odnosno kompleksne varijable ima
znatan broj onih koje su posebno vazne, naro€ito u primjenama,
i nazivaju se specijalnim funkcijama, npr. elipticke, Besselove,
kugline funkcije itd. (v. dalje Specijalne funkcije).

y |, dobiva se funkcija (jednoznacno pri-

SI. 3. Funkcija realne varijable je deri-

vabilna u tocki *o flko postoji konatan

limes Kkvocijenta diferencija f'(xo0), koji

geometrijski ima smisao koeficijenta smjera
tangente u toj tocki

Sl. 2. Realna funkcija realne

varijable je neprekinuta u

tocki *o ako su funkcijske

vrijednosti u blizini *o blizu
/(*0)

Funkcionali i operatori. Ve¢ je re€eno da se za neka pre-
slikavanja upotrebljavaju umjesto rije€i »funkcija« neki drugi na-
zivi (npr. »niz«). Napose se to Cini kada je podrucje definicije skup
elemenata koji su sami funkcije, npr. realne funkcije realne va-
rijable. Ako se takvim funkcijama pridruZuju (jednoznacno)
brojevi, onda se to preslikavanje zove funkcional. Npr. kada se
racuna duljina luka krivulje koja ima jednadzbu y =/(*), gdje
je I derivabilna funkcija, npr. u intervalu [0,1], onda je duljina
luka L dana sa

L= jo r1+ [/'(*)]2dx.

Time je svakoj derivabilnoj funkciji definiranoj u intervalu [0,1]
pridruZzen neki broj L i takvo preslikavanje predstavlja funkcional.

Ako je i podrucje vrijednosti skup funkcija (npr. kompleksne
varijable), onda se preslikavanje naziva operator. Npr. Laplaceovom
transformacijom

®
f(p)= (1;e-"F(0 dr

pridruzuje se funkciji F realne varijable funkcija / kompleksne
varijable. Pise li se za to

f =& {F}

onda je simbol za takav operator. No, i simbol — je operator

jer funkciji / pridruzuje njezinu derivaciju /. Opcenita definicija
operatora ne sadrzi uvjet da su elementi podrucja definicije i
podrucja vrijednosti funkcije, nego se potpuno poklapa s defi-
nicijom funkcije, odnosno preslikavanja. No, redovno se izraz
operator primjenjuje kada se radi o pridruzivanju funkcija funkci-
jama. Posebnu vaznost imaju linearni operatori. Oznaci li se ope-
rator sa T, onda je operator linearan ako za ma koja dva broja
X i A vrijedi
T{A/i + rjf2} = XT{/i} + T{/2},
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gdje sufi i/2 ma koja dva elementa iz podrucja definicije opera-
tora T. Pri tom je dakako bitno da sa/xif2i svaka linearna kom-
binacija A /i+”~/2 pripada podrugju definicije operatora, tj.
da doti¢ni skup funkcija tvori vektorski prostor.

D. Blanusa

ELEMENTARNE FUNKCUJE

Pod pojmom elementarnih funkcija uobicajeno je shvacati
skup E realnih funkcija realne varijable koji sadrzi slijedece osnovne
elementarne funkcije: polinome i racionalne funkcije, opée ekspo-
nencijalne funkcije, logaritamske funkcije baze a, op¢e potencije,
trigonometrijske funkcije i inverzne funkcije koje su u vezi s tri-
gonometrijskim funkcijama. Zatim skup E sadrZi: a funkcije
koje se dobiju pomocu cetiriju osnovnih aritmetickih operacija
(zbrajanja, mnoZenja, oduzimanja i dijeljenja) s osnovnim ele-
mentarnim funkcijama, b funkcije koje su kompozicije od kona¢no
mnogo osnovnih elementarnih funkcija.

Primjeri elementarnih funkcija jesu:

* * *
XV->3X2 —0,9% + 2; S*6+4r3+ 3T —7

%4 - 2xs + 17*4 - 12’
*h>ex; 10*;* mlog *j *H>In*;
*H->sin*; etan*; -are sin*.

Navedena definicija elementarnih funkcija obuhvaéa i funk-
cije za koje se to ne bi ocekivalo, npr. *h>|*| Sto se moze
pisati i *\->)/*2.

Vazan je podatak da su derivacije elementarnih funkcija ele-
mentarne funkcije, ali neodredeni integral elementarne funkcije
nije nuzno elementarna funkcija. Tako npr. nisu elementarne

funkcije:
J e~*2d*; fcos(*2)d*; Jsin(*2)d*;
cd* . .
3 In* (integral-logaritam, 0 < * 4&1);
in*
Si(*) : JfSIZ d* (integral-sinus);

Ci(*) R g (integral-kosinus, x 4= 0);

da* I
= F(k,(p) (elipticki integral I vrste).

L /(1 —x2 (1 —k2x2)

Navedene funkcije su zbog vaznih primjena, npr. u teoriji vjero-

jatnosti, vodenju topline, optici, elektrotehnici itd. dobro prou-

Cene i tabelirane.
Polinomi. Funkcija / :

svaki x e R

R ->R naziva se polinom ako je za

n
+ atx -f a0 = £ akxk

k=0
gdje su an, an I5__ , ai3 a0 neki odabrani realni brojevi. Ti se
brojevi nazivaju koeficijenti polinoma. Broj an) an 4 0, naziva se
vode€i, 4 broj aQ slobodni koeficijent. Ako je an= an,| = ----=
= aL= a0 = 0, onda se polinom / naziva nul-polinom. Ako je
za svaki * e R f(x) = a03aQ4=0, onda se polinom / naziva kon-
stantni polinom i njegov je stupanj 0. Polinom je stupnja n ako
je an 4 0. Stupanj nul-polinoma se ne definira.

Neka su/ ig polinomi stupnja «, odnosno m, i neka je za * e R

/(*) = anxn-fa, ¥ 1+ ...

I(*) = £ akxRh  *(*)= E bkx\
k=0 k=0
Polinom / jednak je polinomu g, f = g, onda i samo onda ako
jen=miak=bk(k = 0,1 2, ... n). Polinomi se zbrajaju, odu-
zimaju i mnoze po pravilima elementarne algebre. Kvocijent po-
linoma/ ig,//g, ne mora biti polinom. Medutim, za svaka dva
polinoma/ i g sa n» m jednoznatno su odredeni polinomi qir
takvi da jef = gq + r, i da je stupanj polinoma r manji od stu-
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pnja polinoma g. Ako je r = 0, onda je/ djeljiv sag. Ako/ ig
nemaju zajednickih djelitelja razli¢itih od konstantnih polino-
ma, onda se kaZe da su/ i g relativno prosti polinomi.

Polinomi su neprekidne funkcije i imaju derivacije svih re-

n
dova. Ako je/ polinom i/(*) = £ ak<xk>onda je derivacija/' po-
R k=0
linoma/'(*) = £ ak- k - *fc l. Za «-tu, odnosno« -f 1 derivaciju
k—0
vrijedi / (N)(*) = ann\ odnosno / (n+1)(*) = 0.
Funkcije kojih se vrijednosti lako raCunaju jesu polinomi
i racionalne funkcije i zato se koriste prilikom aproksimiranja
dane funkcije. U teoretskom pogledu tu je vazan Weierstrassov
poucak. Naime, ako je / neprekidna realna funkcija/ : [a, b] >R,
onda za svaki e > 0 postoji polinom p :R ->R sa svojstvom da
za svaki x e [a b] vrijedi |/(*) —/>(*)| ™ e. Opcenitiji poucak
o aproksimaciji izriCe se s pomocu tzv. Bernsteinovih polinoma
vezanih uz danu funkciju /. Neka je dana funkcija/ :[0,1] ->R.
Polinom

*m«-B (L) ()me<n- -

jest stupnja n, i to je Bernsteinov polinom su binomni koefici-
|

jenti. OCcCito je Bn(0) = /(0), Bn(1) = /(z). Ako funkcija /
ima m-tu neprekidnu derivaciju, onda je

lim[max [B®X /&1 =0 ¢=012...«).
n »m |

Posljednjom tvrdnjom izriCe se da polinomi Bnuniformno aprok-
simiraju /, a £-te derivacije BK) uniformno aproksimiraju deri-
vaciju /(@ na intervalu [0, 1].

Ako se aproksimira funkcija/ :[a, b] -> R, onda se pojavljuje
slijedeéi problem. Neka su poznate totke (**,/(*0)3 (i= 0, 1,
2,....n) grafa funkcije /. Trazi se polinom stupnja n za koji ¢e
vrijediti p(xi) =/(*,), (i=0,12,..«), tj. da se p podudara
sa/ u (n+ 1) vrijednosti. Neka je

>(*) = X0* *k
k=0
onda je moguce iz jednakosti

I(*<) = p(xi) = £ <k*f, (i=0,12,.n)
k=0

odrediti koeficijente ak trazenog polinoma (Lagrangeov inter-
polacijski polinom). U praksi je Cest slufaj da brojevi *, tvore
aritmeti¢ki niz, t. *1 = *0-f~ *2=*0+ 2h,...xn=x0+
+ nh, ili da postoji neka druga zavisnost medu njima. U tak-
vim se sluCajevima za aproksimaciju funkcije / dobivaju poli-
nomi (tzv. interpolacijski polinomi) Newtona, Stirlinga i Bessela.
Umjesto da se traZi polinom «-tog stupnja pnza koji je />«(*<) =
=/*N> (j=0,1,2,... «), moZe se traziti polinom, npr. stup-
nja m, koji prolazi $to »blize« toCkama (*i5/(**))- U takvim sluca-
jevima najceS¢e se susrecu slijede¢e dvije vrste aproksimacije:

m
1. Promatraju se razlike At=/(*,) —£ a***, (i= 0, 1,2,
k=0
....n). To su odstupanja polinoma p stupnja m na mjestu *f od
funkcije / na tom mjestu. Prirodno je zahtijevati od polinoma

n
p da A = £ A2ima najmanju vrijednost. Uz taj uvjet metodama
t=0
analize odreduju se koeficijenti aki (k = 0, 1,2,.... w). Za tako
dobiveni polinom kaZe se da aproksimira funkciju / u smislu
metode najmanjih kvadrata ili kraée u smislu sredine. U takvoj
vrsti aproksimacije vaZni su trigonometrijski polinomi.

2. Trazi se takav polinom p stupnja m da d = max |/(*) —
X

— p(x)\ bude najmanji. Takva vrsta aproksimacije je ve¢ spo-
minjana kao jednolika ili uniformna. Znatne su matematicke po-
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teSkoce prilikom takve aproksimacije. U vezi s tom aproksima-
cijom spominju se:

a) Cebisevljevi polinomi. To su npr. polinomi:

I, *  2x2-1, 4*3-3x, 8 —8j2+ 1, itd

-V . . .
Opcenito za CebiSevljev polinom stupnja n vrijedi: za WX\ ~ 1
Jest ni
T fr) — . ' Vi _ ox2_ _(\ _
1<w —i .3.5 _([@Zn—1) XTdax{l

Osnovno je svojstvo CebiSevljeva polinoma ovo: neka je pn
skup svih polinoma stupnja n s vode¢im koeficijentom 1. Neka je

zadani polinom pn,d = max |/>,(*)]. Vrijednost d ovisi o poli-

x2\n -\,
X) 2

nomu pn. MoZe se pokazati da d poprima najmanju vrijednost
za onaj polinom za koji je

Pn(x) = v’l‘Tnix),

gdje je Tn CebiSevljev polinom. Taj se rezultat moze izreci
ovako: Cebisevljev polinom najbolje aproksimira nul-funkciju

na [-1,1]

IE)V ] Y SR o % Q (i ko

b) Tayldrovi "polinomi.” Neka je zadana funkcija / : [a, a + X]
->R koja je neprekidna i neka postoji/' u (a, a -f x). Tada vrije-
di Lagrangeov poucak (poucak srednje vrijednosti) /(a + Xx) =

=Ka)+ xAa+ ® gdje je <9 broj i vrijedi 0 < O < 1 Opce-

nitije vrijedi
f(n  x) = f(a) 4-—BAX AN AXD 4 9(X) =
! 2%
+ s f(n~1)fa)_ _ f {n)(a + Gx)*,,'

Dobiveni polinom je Taylorov polinom funkcije /. Taylorovim
polinomom funkcije / najceS¢e se sluzimo za izra€unavanje vri-
jednosti funkcije /(*) ako su poznate vrijednosti/() (a), (i —0,1,

2, — n). Na primjer
n ~ 2 u™x1L
e*= £ A7+ eOx= 1+ r*)- m
k=0
ki

XX, : . onv 'ST Ak
1 1 2 1 « ! - n L Z, (- Ry 4 -

X1 _ 11
o uzmemo e~ |+ x+ —,on a je npr.e 2_ —~

P A o .
4 g Boffeska je manja od 17

Od vrlo velikog su znacenja homogene linearne diferencijalne
jednadZzbe drugog reda, y" + ai(x)y' + a0(x)y = 0. Kao rje-
Senja takvih diferencijalnih jednadzbi pojavljuju se vrlo vazni
polinomi kao S§to su npr.

ci\l Cegendreovi polinomi, prw’ = ’\if'ldn-Jr —Ij", po= L.
2 -wlax

1k il
d YHermiteovi polinomi, /1,(*) = (—n" e 2 ! —'233
/lo =1
e) Laguerreovi polinomi, L,0) = e* — («“), LO= I

(Detaljnije o tim polinomima i njihovim svojstvima vidi dalje
Specijalne funkcije.)

Racionalne funkcije. Neka su/ i g polinomi. Funkcija r =

= /—n'aziva se racionalna funkcija. Domena funl1<ci'j'e r jest skup
svih x e R za koje je g(x) ## 0. Racionalna funkcija r = — smatra

fi , onda i samo ako je f gl =
M

se jednaka racionalnoj funkciji

(* —*0* (X~—~XI)K - - W(*

e
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Zbrajanje i mnoZenje racionalnih funkcija definira se na uo-
bi¢ajen nacin, tj.

r-fn = S——32-j  rri= -

gl ggl

Za zbrajanje, odnosno mnozenje racionalnih funkcija vrijede
pravila analogna pravilima za zbrajanje, odnosno mnoZenje ra-

cionalnih brojeva. Primjeri racionalnih funkcija jesu funkcije
izraZzene sa:
1 3x —7 1
6’ X2+ 2x + 47 (x-5)3
Xs + "x3- x2- 7x+ 4 2 3x + 2
x3+ 5x —1 x3+ 5x—1

Racionalna funkcija r = —naziva se prava racionalna funkcija
g9

ako je stupanj polinoma/ manji od stupnja polinoma g (uspore-
diti s nazivom pravi razlomak). Ako je stupanj polinoma/veci ili
jednak stupnju polinoma £, onda se dijeljenjem polinoma/ s po-

linomom g moZe r napisati tako da vrijedi jednakost r = h -\---é—,

gdje su i ¢i polinomi i — je prava racionalna funkcija. Ako su
poznati korijeni polinoma g, onda ¢e za svaki x e R vrijediti

XK (*2+ Pl x + ii)*1(*2+ Pl x + VIf1* - - (X2+ P X+ ?2))%
K+ K+ .+ K+20+ 82+ .. +s)=m
gdje je m stupanj polinoma g. Realni korijeni polinoma g jesu

Xi)X2)___spripadnim viSestrukostima kx, k2 kt. Kompleksni
korijeni polinoma g jesu korijeni Jednadizja X2+ px + 2, =0,

2_4 <o, (t=12,....01, s pripadnim vi$estrukostima
j2;__Sj. Prava racionalna funkcija mozZe se napisati tako da
za svaki x jz (jornene vrijedi

2 iZx

~ bm(* -** ) T m(*- XY2m - (* - Xi)K M2 +pix +QiYI m(x2+Pix + 2Y2m - (24pjx + )J~

ki s, sj
XT" Bk XT Csx + Ds XT' Esx + Fs

*2 4 Z (%20 K+ )+ -0+ A C2+ Pl 7))
s=1 s=1

Za racionalnu funkciju r kaze se da je prikazana pomocu parci-
razlomaka. Primjer: treba odrediti A, C, D tako da vrijedi

3x2+ a—2 /1 + D

a2+ N —2 .
"2

B—xr—x—1 (" DTHFI T KT

Oc¢ito mora biti

3x2-hx —2=A (x2+ 1) + Cx+ D)(x—1)= (A +
+ C)x2+ (D - C)x + (4 - £

Dakle mora biti

A+ C=3, D-C I, A-D = -2,
. ~=1 C=2 D=3
Za funkciju
2x2 + 4jc
A —1)2(x + 2) @2 F* —1)2
rastavijanje u parcijalne razlomke bilo bi oblika
., M2 . BI CxXX +-£)i c2n + )2
x —1  Gc—1)2 a+ 27 j2+x—1 @2+ x—1)2

Racionalne funkcije su neprekidne funkcije. Derivacija racio-

nalne funkcije je racionalna funkcija i vrijedi

Neodredeni integral racionalne funkcije moze se izraziti racio-
nalnom funkcijom, logaritmom i funkcijom arkus-tangens pa
je stoga elementarna funkcija.
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Opée eksponencijalne funkcije. Neka je dan pozitivan
realan broj koji je razli¢it od jedan, a > 0, a 4 1. Svakim tak-
vim brojem definirana je funkcija /: R >R za koju je /(*) =
= a*. Takve funkcije nazivaju se opée eksponencijalne funkcije.
Bitna svojstva funkcije / jesu:

1) za svaki x e R,f(x) > 0, 2)

zasvaki *,y eR je/ (* +y) =

= a(xty) = ax - ay = /(*) -

«f(y)> 3) ako je a > 1, onda je

| strogo uzlazna funkcija, a ako

jea< 1, ondaje/strogo silazna

funkcija, 4) za svaki y0O> 0

postoji samo jedan x0 takav da

je/ (*0) = y0. Opce eksponen-

cijalne funkcije su neprekidne i

derivabilne funkcije. Grafovi

nekih opCih eksponencijalnih o ) & i prikazi nekin ekspo-
funkcija prikazani su na si. nencijalnih funkcija u pravokutnom
4. koordinatnom sustavu X,y

Iznimnu vaZnost u mate-
matickoj analizi i njenim primjenama ima opéa eksponencijalna
funkcija kada je a = e, gdje je priblizno e 2,718 281 82, ili

preciznije e = lim <4 ) Broj e je iracionalan broj, ¢ak tran-

scendentan broj. Ta funkcija naziva se eksponencijalna i u ve-
zi su s tom funkcijom / i tzv. hiperbolne funkcije. To su:

*
sinh* ¢ Ze (sinus hiperbolni),
* + ~
cosh* = ¢ 2 ¢ (kosinus hiperbolni),
tanh* = SN - (tangens hiperbolni)
" cosh*  e* + e-x g P '
% COsh* e+ e-x (kotangens
coth sinh* ex—e 0, hiperbolni).

Nekada se, posebno u starijoj literaturi, hiperbolne funkcije obi-
ljezavaju sa sh, ch, th i cth. Grafovi hiperbolnih funkcija prikazani
su na si. 5.

SI. 5. Graficki prikazi hiperbolnih funkcija

Neposredno iz definicije hiperbolnih funkcija slijede jedna-
kosti: za svaki x,y e R vrijedi

cosh2* —sinh2* = 1,
sinh (*+y) = sinh x coshj» + cosh* sinh3’,
cosh (* £ y) = cosh * coshy % sinh *sinhy.

Funkcije sinh, tanh, coth neparne su, a cosh je parna funkcija.
Funkcije sinh i tanh su strogo uzlazne, dok je cosh strogo silazna
na (— oo, 0) i strogo uzlazna na (0, oo). Funkcija coth je strogo
silazna na (—o0050) a takoder i na (0, oo). Graf funkcije cosh
naziva se lancanica. Naime, lanac uc¢vri¢en na krajevima zauzme
polozaj koji se prikazuje nekom cosh funkcijom.

Logaritamske funkcije baze a. To su inverzne funkcije
op¢ih eksponencijalnih funkcija. Takva funkcija zapisuje se tako
da je /(*) = loga*. Neka je g pripadna opéa eksponencijalna
funkcija, g (X) = ax. Prema tome za kompozicije f °g i g °f vri-
jedi: za svaki *e R je (/o0g) (x) =f(g(x)) = log«ax = x, od-
nosno za svaki * > 0 je (g ©/)(*) = £(/(*)) = aloggx = *. Do-
mena funkcije xi->-logax jest skup *e R, * > 0. Ta funkcija ima
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ova svojstva: 7) loga(xy) = logfi* -f logay za svaki *> 0iy > 0,
2) loga- = - loga*, *> 0, 3) loga 1= 0, logiU= 1, 4) *|->loga *

jest strogo uzlazna funkcija za a > 1, a strogo silaznaza a < 1.0d
svih logaritamskih funkcija baze a najznacajnije su ove dvije: * h>
logio * i * H”loge *, tj. slucajevi a = 10, odnosno a = e. U prvom
je sluéaju uobitajeno pisati log* (umjesto logi0*), a u drugom
In*(umjesto loge*). Za dani *>0, log* naziva se dekadski lo-
garitam, dok se In * naziva prirodni logaritam. U izvjesnom smislu
dovoljno je poznavati samo funkciju *H>In * jer vrijedi log« * =

= za svaki * > 0. Broj logae je modul logaritama ba-

ze a. Specijalno,

* = r_ * = . In* = r-j—= =
log* = gnll—uln M -In*, M IrnI'U loge = 0,434 294 481 9,

odnosno In* = ’Mlogx, ivrl’\r=InI0 2,302 585 509 30.

Grafovi funkcija *»>log* i * In * prikazani su na si. 6.

Sl. 6. Graficki prikazi specijalnih ekspo-

nencijalnih funkcija /(x) = 10* i f(x) =

= e* i njihovih inverznih, logaritamskih
funkcija /(*) = log x i /(*) —Inx

Area funkcije. Funkcija sinh je bijekcija sa R na R. Prema
tome postoji inverzna funkcija sinh-1 :R -*R koja se naziva
area sinushiperbolni ipise sinh“l = arsinh.Kako je  za svaki

g

__g-Jf
xeR y= sinhx= -----—-u- , odnosno * = sinh-1.y, slijedi 2y =
= ex— e-Jf. MnoZenjem sa e*dobiva se (e*)2—2y e*—1=0,
odnosno e*=y + [/ y2+ i. Kako jee* > 0 iy < Vy2+ 1 sli-
jedi da mora biti ex=y -f Vy2+ 1, odnosno *=In(.y + Vy2+ 1)
Dakle, za svaki y eR je sinh“? = arsinhy = In (y +
+ ly2+ I)*

Analogno ¢e biti za funkciju tanh: R ->R. Ta je funkcija
bijekcija sa R na (—1, 1), dakle, tanh-1: (—1,1) ->R i dobiva se

¥ = tanhx, x =tanh-ly = 51In —\1-_-_-);=V artanh v, tji.  za svaki
ye (—1,1) vrijedi
%
tanh-1~ = artanh” = L In lz_lv_

Funkcija cosh je parna, dakle ona nije bijekcija i prema tome
nema inverznu funkciju. Medutim, ako se promatra restrikcija
te funkcije na skup svih *, ~ 0,3;~ | onda je to bijekcija na
skup svihy ~ 1. Ta se restrikcija oznatava sa Cosh, a pripadna
inverzna funkcija sa Cosh-1. Dakle, zay "~ 1 vrijedi:

* e-*
y = Cosh* —-—--mmmm- , odnosno * = Cosh* 1" =
= In(3+ \h2 1) = arcosh”.
z i *4&0 jo y=cothes SEMT_ L _erre
& svad 8y = Ol SinnE T fanhr e —
* bi > 1. Dakle, * = coth-ljp za \y\> 1. 1z jednakosti

y = coth *, izlazi €2*= . +—%, odnosno * = % Iny—--_-l- t).
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1 + 1
za svaki y, \y\ > 1, vrijedi coth ly = arcothjy = — mX-_-j.

Funkcija coth-1 nije definirana jedino zay e [, 1].

Opca potencija. Za opc¢u eksponencijalnu funkciju vrijedi
(ax)y = axy i za svaki * > 0 je elnjf = *. Polazeéi od tih svojsta-
va moze se pomocu svakog realnog broja c definirati funkcija/
R+-+ R ,fW eclnx, gdje je R +skup svih * > 0. Funkcija
/ naziva se opéa potencija. Osnovna svojstva takvih funkcija jesu:
1) 0o0c= ecIn(*y) = ec(,;n*+In)) = e cIn* -eclny = xcyc; 2)/(*) = *c
je strogo uzlazna za ¢ > 0, odnosno strogo silazna za ¢ < 0;

Primjeri takvih funkcija jesu: xy->x2= e2 x; x\-*-x017 -
—0.171nxp Grafovi nekih opcih potencija prikazani su na si.
7. Te su funkcije neprekidne i derivabilne.

SI. 7. Grafi¢ki prikazi nekih opcih
potencija

Trigonometrijske funkcije. U praksi je uobiCajeno kutove
izraZavati stupnjevima. Tako npr. ispruzenom kutu pripada 180°,
pravom kutu 90°. U matemati¢koj analizi za mjeru kutova upo-
trebljava se radijan. IspruZzenom kutu pripada n radijana, pra-

1
vom kutu---* radijana, gdje je# priblizno 3,14159. Veza izmedu

2 180
tih dviju mjera dana je jednako$¢u a° = ----a (radijana), a (ra-

dijana) = - a°. Tako se dobiva da vrijedi

180

360° < 2n radijana
180°< T 3
90° <

é;tﬁ "
270° <3

Neka je zadan desni pravokutni sustav (X O Y)> (vidi si. 8 a)
i neka je / rotacija ravnine za kut a (radijana) oko tocke O (u
pozitivnom smislu ako je a pozitivan). Tocka v4(l, 0) s tom rota-
cijom neka se preslika u tocku A' (a).

U ocjnosu na koordinatni sustav (X O Y) koordinate tocke
A' (a) neka su (sina, cosa). Pod djelovanjem skupa svih rotacija oko

1" <*0,000 005 radijana
V <-->0,000 291 '
1°*.>0,017 453

57° 17'44,8"«->1 "
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tocke O, tocka A opisuje jedini€nu kruznicu sa srediStem u tocki
O. Na taj na€in zapravo su definirane dvije funkcije koje nazivamo

sinus, odnosno  kosinusi vrijedi:
sin : R ->R, za svakiaeR, sina = ordinata tocke A'(a).
cos : R ->R} za svakiae R, cosa = apscisa tocke A'(a).

Nadalje se definiraju funkcije tangens i kotangens

i m cosa.
= - = + = g )
S a =2k + 1) VE cota = _1j a #kn
Funkcije sinus, kosinus, tangens i kotangens nazivaju se tri-
gonometrijske funkcije. To su neprekidne i derivabilne funkcije.

Grafovi tih funkcija prikazani su na si. 8b i c
Neposredno iz definicije funkcija sin i cos izlazi: za svaki

xeR vrijedi cos2* -f sin2* = 1 Dalje je sin 0 —0; -
3m T
=1;sinkt=0;sin— = —1; sin =0;cos0—1; cos—=
[ TN
=0; cosht= —1, cos— =cosl——I =0, cos2t= 1.

Funkcije sin i cos su periodiCne funkcije, tj. vrijedi: za svaki
* g Uvrijedi sin (* + 2tc) = sinx; cos(* -f 2n) = cos *. Funk-
cije tan i cot periodi¢ne su funkcije s osnovnim periodom TG tj.
tan (* + W) = tan*, cot (* + ) = cot*. Neka su x,y e R, onda

vrijede tzv. adicijski poucci:
sin (* £ y) = sin * cosy d= cos * siny,
cos (* £ y) = cos *cosy T sin *sinjy.
o . sin * S
UvaZavajuci da je tan x = --——-- -, 0dnosno cot* = ——— i spo-
cos Sin

menute adicijske poutke za sin i cos dobiva se

tan* * tanj>

L+ =
tan @ y) 1 tan* tany *
cot* cotyy =F 1
* + =
cot(* £ y) coty £ cot*
Neki odnosi za funkcije sin i cos koji se Cesto upotrebljavaju jesu:
za svaki x,y e R vrijedi:

) . X X —
sin* + sinj> = 2sin-Y cost Y

cos* + ADB; = 2 cos TH Ve XY ,
sinxsin® = — [A0S(* —y) — QB (X + )],
cos* cos® = — [cos(* —y) -f cos (* + y)]>
sin* cos = — [sin(* —y) + sin (* + y)].

Iz adicijskih poucaka izlazi: za svaki * e R jest sjj (* + y) =

Sl. 8 Trigonometrijske funkcije, a Definiranje funkcija sinus i kosinus na jedini¢noj kruznici u pravokutnom koordinatnom sustavu,

graficki

prikaz funkcija f(x) = sinx i /(*) = cos v,

c graficki prikaz funkcija /(*) =tanx i /(x) = cotx
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= ABX, a:sh - sin x, sin 2x = 2 sinx cos x3cos 2x =
1 .
= cos2x —sin2 U trigonometriji trigonometrijske funkcije
Cesto sluze u vezi sa stranicama i kutovima danog trokuta. Vazni
L L. . . sina sin 3

su slijede¢i poucci: tzv. sinusov poucak: 2r
siny L. . . . . .
- gdje je r polumjer opisane kruznice trokutu Cije su stra-
nice a, b, ¢, i kutovi a, /?, y; tzv. kosinusov poulak: c2 = a2+
4-b2 —2abcosy (si. 9a). Za povrsinu trokuta P vrijedi: 2P =
=acsinp = absiny = 6csina. Za pravokutan trokut vrijedi:

a

b
sina=cos3 =—, cosa= sinf/i= —, tana = cotB=

tan =

cot a Py (si. 9 b). Sliénu primjenu imaju

=Yy,

trigonometrijske funkcije u sfernoj trigonometriji.

SI. 9. Primjeri primjene trigonometrijskih funkcija, a i b Oznake u trokutu
za kosinusov i sinusov poucak, c vektorsko prikazivanje i zbrajanje trigono-
metrijskih funkcija u pravokutnom koordinatnom sustavu

Brojni su prirodni zakoni i pojave koje se opisuju funkcijama
*y>A sin (adx + (), gdje je A > 0 amplituda, o> 0 frekven-
cija i (p poCetna faza. Takve su funkcije perioditne s periodom

T =20 jer je A csin T {2C 4y \ 4 <p}=A sin cox 4 (p 4
4-2t) = A sin(cox 4 B Zbroj funkcija x\-> Ax sin(gjx 4
+ (fi), xh> A2sin(cox 4 <P) s istom frekvencijomjest

X N osin (a; jc 4- <p), gdje je

A= 1A\ A\ 4 2A , A2cos (92 — <Pi) *

— .
tan @ = A xsin™! 4- Az2sin(p
A 1cos(pl4* A 2cos (p2

Ako se funkcija x t-> A sin (cox + 9 reprezentira radijvektorom
kome je duljina A i zatvara sa osi * kut @ onda se pri takvoj re-
prezentaciji zbrajanje funkcija svodi na uobicajeno zbrajanje
vektora (si. 9c).

Funkcija x A sin (co jc 4- 9 moZe se pisati tako da je

A sin (cox 4- (p) = A sin(pcos X + A sinco x cos e =
=a -cos®xb - sinox,

gdje je a= Asin® b = Acos(p, b2= A2

Ako su r,, odnosno T2 periode periodi¢nih funkcija /, od-

nosno g, onda su funkcije/ + g;f-g; — periodi¢ne samo u slu-
g

. TIX
Caju da Je= nije racionalan broj, onda

*2

f 4- g nije periodi¢na funkcija nego tzv. gotovo periodi¢na funkcija.

. . Tx
racionalan broj. Akolz—
2

je poli-
xeR

polinomi. Trigonometrijski

Trigonometrijski
takva da je za svaki

nom Sn funkcija Sn:R R

Sn(x) =4-al cos cox-fFh{sin wjc4-a2cos 2 @x + b2sin2 cox +

a0

+ ...+ a,,cosna)x + bnsinna)x- . (akCQskcox + b/tSmkcox).

k=1

21T
To je periodi¢na funkcija s osnovnhom periodom T — — . Takvi

se polinomi upotrebljavaju kada se Zeli aproksimirati neka pe-
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riodi¢na realna funkcija f :R R s periodom T. Aproksimira
se u smislu sredine (metoda najmanjih kvadrata), tj. sa zahtjevom

T

da sn bude takav da vrijednost integrala — / U(x) - Sn(x)]2dx
0

bude minimalna. Upravo taj zahtjev daje koeficijente za Sn:

T t
ak = -jJf{x) cosk(ox -dx; Jf(*)sink(ox -dx.
0 0
k=012..«)).
Tako odredeni koeficijenti ak i bk nazivaju se Fourierovi koeficijenti
zadane funkcije /. Za svaki x e R za koji postoji lim s, = S(x)
definirana je funkcija x 5(x) za koju se kaze da je Fourierov red

zadane funkcije /. Za svaku ogradenu po odsjeccima neprekidnu
funkciju / na (0, T) njezin Fourierov red konvergira u smislu
T

bk =

sredine, tj. lim  [/(x) —~(a})]2- dx = 0. Ako za funkciju / vri-

n-*-00
jedi: 1)/ je po odsjeccima neprekidna na (0, T)} 2) na intervalu
(0, T) f ima konacan broj maksimuma i minimuma (Dirichletovi

4- n cos "w N+
k=i

4- bksin keo x] konvergira k funkciji / za svaki x e (0, T) za koji

je / neprekidna. Za svaki x iz (0, T) gdje / ima prekid, taj red

konvergira k vrijednosti

1(* -0)4-/(*4-0)
2

uvjeti), onda Fourierov red funkcije/ tj. ~

Vazan je jo§ jedan Weierstrassov poucak o uniformnoj aprok-
simaciji neprekidne funkcije, ali ovaj put s trigonometrijskim
polinomima. Ako je / : [0, T] ->R neprekidna funkcija sa svoj-
stvom da je/(0) = f(T)3onda za svaki e > 0 postoji trigonome-
ftrijlsijapolinom Sn)

sin ™ 0 *],

Sn(x) = + 2 [akcosk cox 4-
2 k~1

T=—,takav da je |/(*) —S,,X)|< e za svaki xe(0, T).

Ortogonalnost trigonometrijskih i drugih funkcija. Niz
funkcija 1, cos @ sin .., COS WX, sin«m ..., ima
a+T

svojstvo J fi(x) *fj(x) dx = 0, gdje je T perioda i gdje su /, ifj

a
bilo koje dvije razliCite funkcije navedenog niza i u bilo koji re-
alan broj. Za taj niz funkcija kaZe se da je ortogonalan na intervalu
[0, T]. Analogno svojstvo imaju i nizovi nekih drugih funkcija.

Na primjer, moZe se pokazati da vrijedi:

|
— za polinome Cebiseva Tmi Tnjed Tmx) Tn( x )y ~ds=0
odnosno %Zza m—n #:0-,110dnosno tzzam=n=0.
— za polinome Legendrea Pm i Pnje j Pmx) Pn(x) dx =

zam 4=

dmn, gdje je dmn nula akb'je m + w, odnosno ! ako
2 »4-1
jem=n.

zapolinome LaguerreaL miLnje e *Lmx)Ln(x)dx=(n!)26m.
J

za polinome Hermitea HmiHnjere_XZ Hmx) Hn(x) dx =
=2n-ni\'z - Smn. _00

(Opsirnije v. dalje Specijalne funkcije.)
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Arkus funkcije. Funkcija sinus je periodi¢na funkcija. Prema
tome za nju ne postoji inverzna funkcija. Ako se uzme restrik-
c 7C]

_ ~29~11 °n<"a J ta restr® c*a mono*
tona, striktno uzlazna neprekidna funkcija. S njom se uspostavlja

bijekcija s intervala ~ interval [—1, 1]. Za tu restrikciju

postoji inverzna funkcija koja se naziva arkus sinus i piSe arcsin:
[—1.1

=y ekvivalentno je sa sin™ = x. Analogno se definira funkcija
arkus kosinus. Naime, restrikcija funkcije kosinus na [0,4] je
bijekcija sa [0,%] na [—1,1]. Prema tome postoji inverzna funkcija
te restrikcije i to je arccos funkcija. Za svaki x e [—L,1] arccos x =
=y ekvivalentno je sa cosy — x. Restrikcija funkcije tangens

= = za koju vrijedi: za svaki xe [—l, 1] arcsinx=

na ~ }y ™ je bijekcija sar— na R. Dakle, za pripadnu
inverznu funkciju arkus tangens vrijedi: za svaki xe R jearctan x=y
ekvivalentno sa tan™ = Xx. Restrikcija funkcije kotangens na
(0,7u) je bijekcija sa (0,tc) na R. Pripadna inverzna funkcija je arkus
kotangens i vrijedi: arccotx=.y ekvivalentno je sa cot® = x.

SI. 10. Graficki prikaz arkus funkcija koje
su inverzne trigonometrijskim funkcijama,
viSeznacne i oznacCene sa Are. Ako se ogranice
unutar podruc¢ja najblizeg ishodistu, gdje su
jednoznacne, oznatavaju se sa are (npr. x =
= siny za bilo koji x y = Aresinx, ali za

y = arc Sinx; itd.)

Tako ce npr. biti: arcsin 0 = 0, arcsin 1 = — arcsin (—1) =

pu LS
= ——, arccos0 =y, arccos (—1) =T, arccos 1=0, arc-

tan 0=0, arctan 1= ~ , arccot0 = arccot 1 = -j. Grafovi

arkus funkcija prikazani su na si. 10. P. Javor

FUNKCIJE KOMPLEKSNE VARIJABLE

Teorija funkcija kompleksne varijable proSiruje diferencijalni
i integralni ra€un sa skupa realnih brojeva (brojnog pravca) R
na skup kompleksnih brojeva (kompleksnu ravninu) C. Osnovni
pojmovi (funkcija, limes, neprekidnost, derivacija, integral) os-
taju formalno nepromijenjeni, ali se njihov sadrZaj bitno mijenja.
Osobito diferenciranje i integriranje dobivaju novo znacenje i
dubinu; u isto vrijeme funkcionalni prostor primjene ovih ope-
racija postaje vrlo suZen. Naime, samo analiticke funkcije, koje
tvore usku, ali centralnu klasu kompleksnih funkcija, mogu se
slobodno diferencirati i integrirati.

U Sirem smislu, teorija funkcija kompleksne varijable je vrlo
opsezan i slozen dio matemati¢ke analize. Ona obuhvaca, osim
klasi¢ne teorije, koja je krajem proSlog stoljeéa primila konaéni
oblik, brojna zasebna podrucja (teoriju cijelih, meromorfnih, uni-
valentnih i pseudoanalitickih funkcija; teoriju normalnih fami-
lija, rubnih vrijednosti i rubnih problema; teoriju aproksimacije
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i interpolacijei probleme ekstrema; analitiCke funkcije na Rie-
mannovim plohama, analitiCke funkcije s vise varijabli).

Teorija funkcija kompleksne varijable usko je povezana s
drugim matemati¢kim disciplinama. Osobito veza s funkcionalnom
analizom dovela je do plodnih i vaznih sinteza (npr. prostori i
algebre analitickih funkcija; rubne vrijednosti analitiCkih funkcija
i distribucije).

U toku prosSlog stoljeca teorija funkcija kompleksne varijable
bila je u srediStu matematiCke analize. Osnivaci teorije su A.
Cauchy (1789—1857), K. Weierstrass (1815—1897) i B. Riemann
(1826-—1866). Njihove Cetiri metode dominiraju: metoda komplek-
snog integrala (Cauchy) i redova potencija (Weierstrass), te har-
monijskih funkcija i preslikavanja (Riemann).

Povezani i Cisti rezultati, Siroka primjena i stalna prisutnost
u razvoju matematicke analize — karakteristi€ne su crte teorije
funkcija kompleksne varijable.

Skupovi to€aka u ravnini. Skup C kompleksnih brojeva
z = x + iy Kkoji se mogu pisati i z =r(cos + isin<ili z =
= re ¥ identificira se sa skupom R2 to¢aka (x,y) i pomocu me-
trike d(z1}z2) = \zi —z2\ (si. lla) definira izvjesne skupove
specijalne strukture od vitalnog znacenja za teoriju analitiCkih

SI. 11. Kompleksni broj z\ je u pravokutnom
koordinatnom sustavu jednoznacno prikazan
tockom s koordinatama (xi,yi). a Udalje-
nost izmedu dvije tocke

d = ]/x2 —xi)2 + (y2 —yi)2>
b okolina totke zq prikazana je u ravnini
krugom polumjerae sa srediStem u zq

funkcija (o operacijama medu skupovima v. Diferencijalni racun,
TE 3, str. 288).

Pojam okoline je fundamentalan. Skup tocaka A(z0, e) =
= {z : \z —>0| < €} zove se e-okolina tocke zO (si. 11b). Geo-
metrijski, to je skup svih toCaka koje leZze u unutradnjosti kruga
srediSta z0 i polumjera e

Skup E & C je omeden (ogranien) ako se sve njegove tocke
nalaze u nekom krugu \z\ < r. To¢ka z0 je to¢ka gomilanja skupa
E ako se u svakoj njenoj okolini nalazi bar jedna tofka iz E raz-
licita od z0, dakle beskonaéno mnogo toCaka iz E. ToCka skupa
E, koja nije njegova toCka gomilanja, izolirana je totka. Tocka
gomilanja 20 moZe, ali ne mora pripadati skupu E. Skup E je
zatvoren ako sadrzi svaku svoju to€ku gomilanja. Svaki beskonacan
i omeden skup toCaka iz C ima bar jednu to¢ku gomilanja (Bol-
zano-Weierstrassov poucak). Omeden i zatvoren skup iz C zove
se kompaktan skup.

Tocka z0 je unutarnja tocka skupa E ako, i samo ako, postoji
bar jedna njena £-okolina sadrzana u skupu E, tj. A(z0ie) ¢ E.
Skup E je otvoren, ako je svaka njegova toCka unutarnja toCka.
Skup E je povezan ako se proizvoljne dvije njegove tocke mogu
spojiti poligonalnom neprekidnom krivuljom koja se sastoji iz
toCaka skupa E. Skup iz C je povezan ako se sastoji iz jednog ko-
mada.

Otvoren i povezan skup zove se podruCje (oblast). Tocka z0
je rubna {grani¢na) toCka podrucja ako se u svakoj njenoj e-oko-
lini nalaze tocke koje pripadaju i koje ne pripadaju podrucju.
Rub Qgranica) podruc¢ja je skup svih njegovih rubnih tofaka. Po-
dru€je D kome je pridruZen njegov rub postaje zatvoreno podru-

¢je (u oznaci D). Omedeno i zatvoreno podrucje je kompaktan
skup.
Studij kompleksnih funkcija proSiruje se na neomedena po-

pol dira ravninu C u to€ki z = 0, moZe se pokazati da izmedu
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toCaka kugle K s iskljucenim sjevernim polom i to¢aka ravnine C
postoji obostrano jednoznacno preslikavanje. Ono se moZe pro-
duljiti na cijelu kuglu K, uvede li se beskona¢no daleka tocka oo
ravnine kao slika njenog sjevernog pola. Otvorena (kona¢na) rav-
nina C kojoj je dodana to¢ka z = 0o postaje zatvorena (proSirena).

Dakle, C = C U {oo}. O¢igledno, postoji samo jedna beskonacno
daleka toCka. Kugla K, identificirana s ravninom C naziva se
Riemannova kugla, a navedeno preslikavanje stereografsko pres-
likavanje.

Pod okolinom to¢ke z — oo podrazumijeva se skup tocaka koje
zadovoljavaju neku nejednakost \z\> r, tj. skup toCaka izvan
nekog kruga, sredista z = 0 i polumjera r.

Niz (zn) konvergira prema to¢ki z = oo, lim zn= oo, ako za
<«

svako M > 0 postoji prirodan broj n0O, takav da n ~ nO povlaci
|zn] > M. (Niz (zn) tezi prema tocki z — oo nezavisno od naci-
na na koji se njegovi Clanovi udaljavaju u beskonacnost.)
Funkcija. Neka su D i D* dva podrucja iz C. Neko pravilo
koje svakom elementu z e D pridruZzuje jedan i samo jedan ele-
ment zve D* naziva se funkcija definirana u podrucju D s vrijed-
nostima u podrucju D*. Ako je funkcija oznacena sa/, piSemo zv =
=f (z) ili zY->f(z). Element z e D je varijabla {argument), a
element w e D* je vrijednost {slika) funkcije / u tocki z. Skup D
naziva se podrucje definicije, a skup D* podrucje vrijednosti funkcije/.

Umjesto termina »funkcijax (iz D u D*) u upotrebi je termin
»preslikavanje« (skupa D u skup D*) koje se oznacava saf :D ->
->£)*. Obi¢no se skup D* ne precizira nego se jednostavno pise
/ :D >C,

Svaka funkcija / :D -* C mozZe se prikazati u obliku f(z) =
= u(x,y) + iv(x,y)3 gdje su u i v realne funkcije, definirane
u tom podrucju (z = x -fiy). Obrnuto, umjesto funkcija (x,y)
\-+u(x,y), (x,y)\->>v(x3y), definiranih u podru€ju D, moZe se
promatrati funkcija z  f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Funkcija u
je realni dio od/, u = Re(/), afunkcija v imaginarni dio, v = Im(/).

Za razliku od realnog slucaja, geometrijski nije moguée pot-
puno predociti funkciju zv = f(z) niti nacrtati njen graf, jer je za
to potreban prostor R4 (vrijednosti varijabli z i zv predo¢uju tocke
u dvodimenzionalnom realnom prostoru). Zbog toga za to sluze
dvije kompleksne ravnine. U ravnini C = Cz (s koordinatnim
sustavom O xy) zadaje se podrucje definicije funkcije i njena
svojstva. U ravnini C = Cw (s koordinatnim sustavom O uv)
promatra se podrucje njenih vrijednosti kao rezultat preslikavanja
(radi jednostavnosti stavlja se zv = u -f iv).

Limes funkcije. Neka je funkcija z I->f(z) —u(x,y) -f
H iv(x,y) definirana u podrucju D (osim mozda u tocki zOe D).
Funkcija f tezi (konvergira) limesu (granicnoj vrijednosti) zv0e C
kad z teZi prema z0, ako za svako e > 0 postoji <5 > 0 takvo da
vrijedi \f(z) —2v0 | < e za sve totke z e D koje zadovoljavaju

uvjet 0< \z —z0\< d(e). To se oznatava lim f(z) = zv0 ili
z-*20

f(z) > a0z ->20).

Neka je z0 = x0 + iyo> zvQ= uQ+ iv0. Slijede¢e tvrdnje su
ekvivalentne:
1) limf(z) = a0;

z-*z,,
2) za svaki niz (zn) iz D koji konvergira prema z0 lim f(zn= 210;
n ->00
3) lim u(x,y) = w0, lim v(x}y) = vO.
X -+X0 X-+x0
y-*y0 y-*y

Prema definiciji, f(z) tezi prema zv0 nezavisno od nacina na koji
toCka z teZi prema zO0. Svojstva limesa realnih funkcija (zbroj,
razlika, umnoZzak, kvocijent) prenose se direktno i na funkcije
kompleksne varijable.

U prethodnoj definiciji toCke z0 i zv0 nalaze se u konacnosti.
Odgovarajuc¢a definicija za z0O = 00 i zv0e C formulira se na sli-
jede¢i nacin: neka je funkcija z\->f{z) definirana u nekoj okolini
totke zQ— 0° (osim mozda u toCki z0 = 00). Funkcija / tezi
limesu 2v0e C kad z teZi prema oo3 ako za svako e > 0 postoji
M(e) > 0 takav da || > M(e) povladi \f(z) —2v01< e.

Sli€no se definira limes funkcije u slu¢aju zO£C, 20 = 005 te
Zqg= 00, 20 = OO.
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Neprekidnost funkcije. Funkcija / :D ->C je neprekidna
u tocki z0eD ako za svako e > 0 postoji <5() > 0 takvo da vrijedi
\Kz)—f(z0)\< e za sve toCke zeD koje zadovoljavaju nejed-
nakost |¥ —~01< <5(). Drugim rijeima, za svaku e-okolinu
A(zv0, e) totke 20 = f(z0) u ravnini Cw postoji neka ¢-okolina
4(z0, ® koju / preslikava u e-okolinu.

Iz ove definicije slijedi ekvivalentna definicija: funkcija /:
:D ->C je neprekidna u tocki zOe D ako je limf{z) = f(z0). Ako

z-+-20

ova jednakost vrijedi za sve tocke z0e D, funkcija/ je neprekidna
u podru€ju D. Takoder, funkcija / je neprekidna u podrucju D
i na njegovom rubu L ako f(z) -+f(z0) kad z ->z0 preko vrijed-
nosti iz D = D UL.

Polinom kompleksne varijable je neprekidna funkcija u rav-

p(2)

nini C. Racionalna funkcija 2 &dje su p i g polinomi,

neprekidna je funkcija u svakoj toc¢ki zOe C u kojoj je ~("0) 4 0.

Skup svih neprekidnih funkcija / :D ->C, oznai se sa C[D].
Ako je A g C[D], f2e C[D], tada je (a/x+ pf2 e C[D], (/1/2)e
e C[2)] za svako a, p e C. Skup koji sadrzi zbroj i umnozak svojih
elemenata kao i njihov umnozak s elementima iz C, zove se al-
gebra. Prema tome, skup neprekidnih funkcija kompleksne va-
rijable, definiranih na bilo kojem podru¢ju D cz C, jest algebra.

Pojam analiticke funkcije. Neka je D podrucje iz C. Funk-
cija/ :2) ->C je diferencijabilna u toCki z0e D ako

lim /(go + Az) - /(z0)

A2-*-0 Az

postoji (nezavisno od nacina na koji kompleksni prirast Az tezi
prema nuli). GraniCna vrijednost tog izraza zove se derivacija
funkcije f u tocki z0 i oznaCava se saf'(z0). Funkcija/ je diferen-
cijabilna u podrucju D ako je diferencijabilnau svakoj tockico
U tom sluCaju pridruZzenje zOh>f'(z0) definira novu funkciju
f':D ->C. Diferencijabilna funkcija je neprekidna.

Funkcija / :D ->C je analiticka (holomorfna) u podrucju
D & C, ako je diferencijabilna u svakoj tocki tog podrucja. Funkcija
/ je analiCka u toCki z0 e D ako je diferencijabilna u nekoj oko-
lini tocke z0. Opcenito, funkcija je analiticka na nekom proizvolj-
nom skupu E &= C ako je analiticka u nekom podrucju D koje
sadrzi skup E.

Za funkciju ™~ ->f(z) kaze se da je analicka u tocCki z = oo,
ako je funkcija 2\->f j analititcka u tocki z = 0.

Analiticka funkcija definira se Cesto pomocu reda potencija.
Funkcija/ : D -> C je analicka u podru¢ju D ako za svaku tocku
z0e D postoji neka okolina A (z0,r) u kojoj se funkcija / moZe

00
predo€iti konvergentnim redom potencija, tj. f(z) = £ cn(z—
n=1o0
—"0)”, z e A(z@r). U tom slucaju kaze se da je z0 obi¢na (regu-
larna) tocka funkcije /. ToCka zO0 je singularna (osobita) ako / nije
analitiCka ni u jednoj okolini A(zO,r).
Primjer 1. Funkcije z\-+amzn+ an-iZn~Y+ ... + a0>ez sin z,
cos z su analiticke u ravnini C, ali nisu analitiCke u ravnini C.

Funkcija z Q7O_) 5 gdje stupanj polinoma p nije visi od stupnja
polinoma ¢> analitiCka je svuda u ravnini C, osim u toCkama z0
u kojima je q(z0) = 0.

Primjer 2. Svaka grana pridruzenja (»viSeznatne funkcije«)
z Inz=1Inr|+i(argz + 2ktt), z -E0, analititka je funk-
cija u ravnini C, prerezanoj duz negativne realne osi, tj. u podrucju

D=C—{z:Re(® " 0, Im(z) = 0} i vrijedi (Inz)' = 7 Takoder,

svaka takva grana je analiticka funkcija u bilo kojem jednostruko
povezanom podruéju koje ne sadrzi tocku z = O (prije svega, gra-
na je funkcija, jer se vraéa na pocetnu vrijednost kad varijabla z
opiSe bilo koju jednostavnu zatvorenu krivulju u takvom podrucju).
Opéenito, ako je funkcija 22 f(z) analititka u jednostruko po-
vezanom podrugju i f(z) 0, onda je svaka grana pridruZenja
2h>Inf(z) = In\f(z)| + i (arg/(z) + 2k ) analiticka funkcija
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u tom podrucju (k = 0, = 13db 2, ....)- Sve $to je reCeno za grane

n
pridruZenja zh*>\nz vrijedi za grane pridruZenja z rZ ze
eC, n> 1.

Pravila diferenciranja (v. Diferencijalni racun) realnih funkcija
vrijede ocigledno i za analiticke funkcije.

Zbroj, razlika i umnozak analitickih funkcija u podru¢ju D
je analiticka funkcija u tom podrucju. Opcéenito, skup analitickih
funkcija u podrucju D je algebra. Kvocijent analiti¢kih funkcija
je analiticka funkcija u svim toCkama iz D u kojima se nazivnik
ne ponistava.

Cauchy-Riemannove jednadzZbe pripadaju grupi funda-
mentalnih rezultata teorije analitiCkih funkcija i osobito su vazne
u njenim primjenama (teorija potencijala, mehanika fluida).

Egzistencija derivacije funkcije kompleksne varijable zavisi
od diferencijabilnosti njenog realnog i imaginarnog dijela kao
funkcija iz R2 u R.

Ako je funkcija z f(z) = u(x,y) -fiv(x,y) diferencija-
bilna u toc¢ki z = x + iy, parcijalne derivacije funkcija u i v
postoje u tocki (x,y) i zadovoljavaju uvjete

dtt(*,3Q _ ~Ax>vy)du(x,y) _ _ dv(x,y)
dx dy 3 dy dx

Te se jednadzbe zovu Cauchy-Riemannove jednadzbe. Dobivaju
se neposredno iz definicije derivacije. Stavljaju¢i Az = A* iAz =

. R . dv du dv
= i Ay slijedi respektivnof'(z) = — + i—,f\z) = -1—+ —.
Usporedivanjem izlaze Cauchy-Riemannove jednadzbe. One
su nuzni uvjeti za diferencijabilnost funkcije /. Onisu i do-

voljni ako su parcijalne derivacije (prvog reda) funkcijau i v ne-
prekidne. Dakle, da bi funkcija z I-*f(z) = u{x, y) + iv(xy)
bila analiticka u podru¢ju D cz C, nuZno je i dovoljno da funkcije
uivimajuu tom podrucju neprekidne parcijalne derivacije i zado-
voljavaju Cauchy-Riemannove jednadzbe. Cauchy-Riemannove
jednadzbe usko su vezane s harmonijskim funkcijama.

Neka je D podrucje iz C, (x3y)i-> P(x3y) realna funkcija iz
D u R. KaZe se da je funkcija P harmonijska u podru¢ju D, ako
ima neprekidne parcijalne derivacije drugog reda u tom podrucju
i zadovoljava Laplaceovu jednadzbu

ep e _ 0
dx2  dy2 ~ 7

Ako je funkcija z *->f(z) = u(x3y) + iv(x3y) analiticka u po-
drucju D, onda su uiv harmonijske funkcije u tom podrucju. Obr-
nuto, zadanoj harmonijskoj funkciji (x3y) u(x3y) u jednostruko
povezanom podru¢ju moZe se uvijek pridruziti harmonijska
funkcija (x,y) v(x3y) takva da funkcijaz h->f(z) = u(x3y) +
+ i1v(x¥) bude analiticka u tom podrucju.

Izmedu vektorskih polja i analitickih funkcija postoji duboka

i jednostavna veza. Neka je zadano vektorsko polje A = {AXAYy}
u jednostruko povezanom podruju D ¢ C. Pretpostavlja se da
su komponente polja i njihove parcijalne derivacije neprekidne

funkcije iz D u R. Ako je polje harmonijsko (divA = 0, rotA =
= 0), onda postoji analititka funkcija F :D -* C sa svojstvom
F'(z) = Ax —iAy. Obrnuto, ako je zadana analiticka funkcija

F :D -»C, onda u podru¢ju D postoji harmonijsko polje A =
= {AX3AYy} sa svojstvom Ax —iAy= F\z)3zeD.

Funkcija z\->F(z) = U(x3y) + i F(x,3/) koja se naziva kom-
pleksni potencijal vektorskog polja, najvaZnija je u njegovoj Kka-
rakterizaciji (odgovarajuéi termini za funkcije U i V zavise od
prirode polja).

Integracija u kompleksnom podrucju. Prije definicije
kompleksnog integrala treba definirati neke klase krivulja i Kkla-
sificirati podrucja.

Neka su th->x(t)3 tt->y(t) neprekidne funkcije parametra
t na konacnom intervalu a » t ~ b. Neprekidna krivulja u ravnini
C je skup uredenih to¢aka z = x + iy odredenih jednadZbom
z = z(t) = x(t) + ijy(0 kad t raste od a do b. Neprekidna krivulja
je jednostavna ili Jordanova krivulja, ako razli¢itim vrijednostima
parametra t (osim mozda za t = a i t = b) odgovaraju razlicite
vrijednosti z(t). Jordanova krivulja je zatvorena ako je z(a) =
= z(b).
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Poucak (C. Jordan, 1838—1922). Svaka zatvorena Jordanova
krivulja L dijeli ravninu C na dva podru€ja kojima je ona zajed-
nicki rub (si. 12a). Jedno podrucje je unutarnje i omedeno (u
oznaci int(L)), a drugo je vanjsko i neomedeno (u oznaci ext(L)),
tj. C =1L Uint(L) U ext(L).

SI. 12. Prikazivanje podru¢ja kompleksnih brojeva u ravnini, a
Zatvorena Jordanova krivulja L dijeli ravninu C na dva podrucja
kojima je ona zajednicki rub, b viSestruko povezano podrugje, ¢
pretvaranje viSestruko povezanog podru¢ja pomocu prereza p\ u
Jednostruko povezano podru€je, d odabiranje prikladnih krivulja
za izraCunavanje integrala analitiCke funkcije u pretvaranjem
viSestruko povezanog podrucja u jednostruko

Jordanova krivulja je glatka ako su derivacije rh>x'(0> t
h>y'(t) neprekidne i [x'(0] + |y(0| 40 u intervalu [a3b]. Ona je
dio po dio glatka ako se sastoji od kona¢nog broja glatkih krivulja.

Radi kratkoce, termin zatvorena (otvorena) krivulja oznacavat
¢e ubuduce jednostavnu dio po dio glatku zatvorenu (otvorenu)
krivulju, ponekad nazivanu zatvorena (otvorena) kontura.

Ako pri obilazenju zatvorene krivulje L podrucje int(L) ostaje
uvijek s lijeve strane, krivulja L je pozitivno orijentirana (u oznaci
L ili L+). Otvorena krivulja orijentirana je pozitivno parametri-
zacijom, tj. u smislu koji odgovara rastu¢im vrijednostima para-
metra t.

Podru€je D c: C je jednostruko povezano ako je omedeno jed-
nom zatvorenom krivuljom; ono ima svojstvo da svaka zatvorena
krivulja r u njegovoj unutraSnjosti omeduje jedan njegov dio,
tj. 'm\.(T)c:D. Na primjer, takvo je podrucje dio ravnine omeden
kruznicom ili trokutom. Podrucje je viSestruko povezano ako je
omedeno s vie zatvorenih krivulja L1,L 2-.-. bez zajednickih
toCaka koje leze u unutradnjosti zatvorene krivulje LO (si. 12 b).
Ako je broj unutarnjih krivulja n kaze se da je podrucje (n + 1)-
-struko povezano. Takvo podrucje ima n »3upljinac. Na primjer,
kruzni vijenac je dvostruko povezano podrucje.

Pomocu prereza dvostruko povezano podru¢je moZe se pret-
voriti u jednostruko povezano: ako se proizvoljna tocka unutarnje
krivulje Li spoji ravnom crtom s nekom to¢kom vanjske krivulje
LOiuzme u obzir dva ruba prereza (si. 12 c), dobiva se jednostruko
povezano podrucje, jer se njegov rub moZe obié¢i po jednoj zat-
vorenoj krivulji (podrucje «-struko povezano postaje jednostruko
povezano pomocu n—I prereza).

Pojam reda povezanosti prenosi se lako i na neomedena po-
druc¢ja kad se ima u vidu stereografsko preslikavanje. Na primjer,
okolina togke z = 00, ukljugujuéi ovu tocku, jest jednostruko po-
vezano podrucje; ista okolina s iskljuéenom tockom z = 00 jest
dvostruko povezano podrucje.

Neka je funkcija zb-"f(z) = u(x3y)+v(x3} definirana u podrucju
D. isieka je L c: D krivulja s poCetnom tockom a i krajnjom toc€-
kom fi. Podjela krivulje L je bilo koji konacan ureden skup tocaka
71 = {a = Zg3zI3.... £fc_i, Zh,-.. zn—3zn—/?}, pri cemu su toc¢-
ke poredane u smislu porasta parametra t. Norma podjele n
je pozitivan broj

|| = max |zk—zk-x| = max |Azk|, 1~ k ~ n.

Geometrijski, norma podjele je najveca stranica upisanog poli-
gona krivulji L. Na svakom parcijalnom luku Lk = [zk-13zK]
odabere se proizvoljna tocka £*e Lk. Skup svih takvih toCaka,
pridruzenih podjeli &3 oznadi se sa a = {fl3CH-- O} Sada,
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za svaku podjelu n i svaki pridruzeni skup c, formira se Rieman-
nov integralni zbroj funkcije /:

S(n,a-,f)= £/(E*) Azk.
k=i

Ako ti integralni zbrojevi teZe konacnoj grani¢noj vrijednosti
JeC kad [|*r]|->0 nezavisno od podjele n i priduZzenog skupa
<, kompleksni broj / zove se integralfunkcije f duz krivulje L i obi-

ljezavaj/~) d”. Drugim rijeCima, broj J je integral funkcije/ ako za

L
svako e > 0 postoji broj 6(e) > 0 takav da za sve podjele n sa
svojstvom || n || < <5€) i sve pridruZzene skupove a vrijedi \J —
- S(n,o;fH)\ < e

Ako je funkcija/ : L -> C neprekidna, tada je integrabilna

duz krivulje L, tj. postoji.
L

Tvrdnja neposredno slijedi iz jednakosti

J/0)dz = [u(x,y) + iv(x,y)] (dx + idy) = J [u(x}y)dx —
L L L
—v(x3y) dj;] + iJ [v(x,y) dx u(x,y) dly], jer su funkcije u

L
i v neprekidne na krivulji L (v. Integralni racun).

Integral neprekidne funkcije z\->f(z) duz krivulje L definira
b

se Cesto pomocu jednakosti JCa) dsr = J f[z(tj] z'(t) dt, gdje
L a
jet z(t) parametarska reprezentacija krivulje L (@ » t " D).
Integral na desnoj strani postoji, jer su, prema pretpostavci, funk-
cije t  z(t)3 z h>-f(jz) neprekidne na L.
Iz definicije kompleksnog integrala slijede neka njegova svoj-
stva koja su sli€na svojstvima realnog Riemannovog integrala.

1) Integral je linearan, tj. ako su funkcije zy-"f"z), z\->f2(z)
neprekidne na L, onda je

J [«(2) + j32(*)]dz =a]j /,(*)dz + pJf2(2)dz;a 0e C.
L L L
2) Integral je aditivan u odnosu na put integracije, tj.

ff(z)dz = if(z) dz + /00 dz.
LiuL? Li L2
3) Promjena orijentacije na putu integracije povlaci negativan
predznak integrala: J f(z) dz = —J f(z) dz.
L- L
4) Procjena apsolutne vrijednosti integrala odredena je rela-

cijom 1J f(z) dz | ~ J\f(z) | \dz\. Ako je s duljina krivulje L

L L r
i \f(z) 1™ Ai nalL, onda je |If(z)dz\ N Ms.

L

Cauchyjev poucak. Vrijednost kompleksnog integrala opce-

nito zavisi od funkcije i krivulje integracije. Medutim, postoje
uvjeti pod kojima on ima uvijek istu vrijednost.

Poucak | (Cauchy). Ako je funkcija z\-+f(z) analitickau jedno-

struko povezanom podrucju D, tada je integral te funkcije duz bilo

koje zatvorene krivulje r iz D jednak nuli,tj. / /0)dz = 0.

r
U Cauchyjevom izvornom dokazu bitna je pretpostavka o

neprekidnosti derivacije f':D ->C (prema definiciji, analiticnost
funkcije / osigurava samo egzistenciju derivacije/'). U tom slucaju
dovoljno je primijeniti Greenovu formulu i Cauchy-Riemannove
jednadZbe. Medutim, E. Goursat (1858—1936) otkrio je da je
navedena pretpostavka suvisna.

U mnogim situacijama vaznija je opcenitija formulacija (druga
verzija) poucka 1:
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Poucak 2 (Cauchy). Ako je funkcija zv-*Kz) analiticka u je-
dnostruko povezanom podru¢ju D omedenom krivuljom L i

neprekidna u podrugju Z), tada je Jf(z) dz = 0.

L

Cauchyjev poucak je fundamentalan u teoriji analitiCkih funk-
cija, jer ima dalekoseZzne posljedice. Gotovo svi rezultati teorije
(Cak i oni vezani za diferenciranje) na neki nacin zavise od njega.

Neke njegove neposredne posljedice jesu (pretpostavlja se da
uvjeti poucka 2 ostaju isti):
z
1) Integral Jf(z) dz ne
70

zavisi od krivulje integracije koja

leZi u podru¢ju D, a spaja toCke z0i z e D.
z

2) Ako su z0)z bilo koje tocke iz D i F(z) = jf (0 d£, tada

je F analiticka funkcija u podru€ju D. Osim toga, F'(z) = /(#),
tj. F je primitivna funkcija od /. Za svaki par toCaka zi}z2e D
22

vrijedi J f(z) dz = F(z2) —i? ), pod uvjetom da put integracije

leZi u Sodruéju D.

Ako je funkcija analitiCka u viSestruko povezanom podrucju,
onda se ne moZe zaklju€iti da je njen integral duZ svake zatvorene
krivulje u tom podru€ju jednak nuli. Medutim, vrijedi ovaj re-
zultat: ako je funkcija z \->f(z) analiticka u viSestruko povezanom
podrucju D, omedenom izvana krivuljom LO, aiznutra krivuljama
Lk(k = 1,2,....n) (si. 12d), te ako je neprekidna u zatvorenom

podrugju D, tada je J f(z) dz = 0. Ovdje je krivulja L orijentiran

L

rub podruéja D, tj. L=LOUL\ U
n

glasi J70)dz= 2 /| f(z) dz. U dokazu pretvori se podrucje D

LO k=1 Lk
odgovarajuéim prerezima u jednostruko povezano, a zatim pri-

U.... UL~ Alternativna formula

mijeni poucak 2. Specijalno, ako je n = l,onda je: J f(z) dz

Lo
.~ f(z) dz. Na temelju ove jednakosti, kod izracunavanja in-

tegrlala, moze se odabrati prikladnija krivulja (obi€no kruZnica),
a da se vrijednost integrala ne promijeni.

Cauchyjeva formula. Vrijednosti analiticke funkcije / :D
-» C zadane su na rubu L podru¢ja D. Treba odrediti njene vri-
jednosti u podrucju D.

PouCak 1 (Cauchy). Ako je funkcijaz  f{z) analitiCka u je-
dnostruko povezanom podrucju £), i ako je F proizvoljna zatvo-
rena krivulja u tom podrucju, tada je

o
No df

za svako z e int(i?.

Ta se formula moze poopditi tako da se integrira duz ruba
podrucja D:

Poucak 2 (Cauchy). Ako je funkcija zh*>f(z) analiticka u je-
dnostruko povezanom podrucju D omedenom krivuljom Li nepre-

kidna u podru¢ju D, tada je

©) o

za svako z e D.

Ova verzija Cauchyjeve formule prikladnija je za primjenu
od prve (poucak 1). Ona se interpretira kao reprezentacija analitic-
ke funkcije pomocu krivuljnog integrala pa se naziva i Cauchyjev
integral. Njeno znacenje je u tome $to odreduje vrijednosti funk-
cije / u podrucju analitiCnosti ako su te poznate samo na rubu
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podrucja. Ova Cinjenica moze se kratko izraziti: Cauchyjeva for-
mula rjeSava rubni problem analitickih funkcija.
Cauchyjev integral jednak je nuli za sve totke 2 e ext(L), jer

je tada funkcija £ C/--(-Q-Eanalitiéka u podrucju D. Za primjenu

interesantan je slucaj kad se to¢ka z = t nalazi na krivulji L. Oce-
vidno, tada Cauchyjev integral nije definiran, ali se moZe interpre-
tirati na razlicite nacine kao specijalna grani¢na vrijednost. Tako
npr. u znaCenju tzv. Cauchyjeve glavne vrijednosti, vrijednost in-
tegrafa J'e/»

Poucak 2 vrijedi u slucaju kad je podrucje D viSestruko pove-
zano, a njegov rub L orijentiran.

Sa stanovista primjene analiti¢kih funkcija na rjeSavanje rubnih
problema matematicke fizike i tehnike vrlo je vazan integral Cauchy-
jevog tipa

*()=-LfrO0dr,
\ 2mJr -z
L

gdje je (p : L -* C proizvoljna neprekidna funkcija. Ako je funkcija
(p neprekidna u Holderovom smislu, grani¢ne vrijednosti lokalno
analitiCke funkcije 0 kad z ->te L postoje i odredene su Ple-
meljevim formulama (Josip Plemelj, 1873—1963).

Pomocéu poucka 2 izvode se Cauchyjevi integrali za derivacije

funkcije /. Funkcija 2- E:Z/_fm je analiticka u podrucju D, jer
—z

je £e L. Funkcija (2, ) i-> -ict-m--je neprekidna za ze D3 £e L.
z

Radi toga, moZe se Cauchyjeva formula diferencirati po 2 pod

znakom integrala. Operacija se moZe neogranieno ponavljati,

jer se uvjeti o analitiCnosti i neprekidnosti integrala ne mijenjaju.

Dakle, ako vrijede uvjeti poutka 2, onda je

= d?

= f-JogL -
1 (; 27].18 (i =2z)"+l
Prema tome, funkcija koja je analiticka u podrucju D, ima u njemu
derivacije svakog reda, koje su analiticke funkcije u istom podrucju.
Zanimljivo je primijetiti da realne funkcije realne varijable nemaju
takvu zakonitost u gradi.

Taylorov red. Medu najjednostavnije i najvaZnije redove
funkcija spadaju redovi potencija. To su redovi oblika

2 ¢, (z—an=Q+ Ciz —a) + .. 2eC,

n—0
gdje su kompleksan broj a i niz kompleksnih brojeva cn zadani.
Brojevi niza zovu se koeficijenti reda koji se promatra u nekoj
okolini tocke (sredista) a.

Konvergencija reda takvog oblika ispituje se pomocu formule

+ en(z —a)n+ ...

limsup )/ cn

Ako je \z —a| < R3red konvergira apsolutno; ako je 2 —a|> R3
red divergira; za 0 < r < R3red konvergira uniformno u krugu
A<z r) = {2 :\z —a\ * r). Broj R, koji jedini ima navedena
prva dva svojstva, zove se polumjer konvergencije reda, 0 ~ R ~ 00.

Iz Cauchyjeve formule izlazi jedna izuzetno vazna posljedica:
reprezentacija analitickih funkcija pomocu redova potencija.

Neka je funkcija 2 /(2) analititka u krugu A(a3R) = {2:
: |2 —a\< R}. Bilo koju kruznicu {£:|f —a\ =1r}3 r< R
oznati se sa L. Prema Cauchyjevoj formuli, za 2 e int(L):

» - | C',ija«

gdje se Cauchyjeva jezgra moZe napisati u obliku

1 = 1 1
C—2 C—a 2 —a'
T"a
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Kako je - T2 < 1, bit e

& -k ['"+m + --r1 +N "+ -7
Ta se jednakost moZe integrirati, jer je beskonacni red uniformno
konvergentan na L. Vodeci racuna o formuli za derivacije anali-
ticke funkcije, dobije se

I(*) = I(a) + oot o

Sliéno kao u realnom podrucju taj se red potencija zove Taylo-
rov red funkcije 2 »->/(2) u okolini to¢ke z = a; u okolini togke
2 = 0 izlazi Mac-Laurinov red. Dakle, ako je funkcija 2 H>/(2)
analitiCka u krugu A<z, R), onda se ona moZe (jednoznacno)
u tom krugu razviti u Taylorov red koji konvergira uniformno
na kompaktima iz A(a}R). Za taj se red potencija kaze da pre-
docuje funkciju / u krugu A(a, R).

Prema tome, analitiCka funkcija moze se razviti u okolini
svake totke 2 = a u podrudju analitiénosti D u Taylorov red
koji konvergira bar u nekom krugu iz D. Polumjer kruga konver-
gencije jednak je udaljenosti srediSta a do najblize singularne
tocke funkcije. Na rubu kruga konvergencije lezi bar jedna singu-
larna tocka funkcije.

Obrnuto, postavlja se pitanje: da li je zbroj konvergentnog
reda potencija analitiCka funkcija? Odgovor je pozitivan: zbroj
svakog reda potencija u njegovom krugu konvergencije je anali-
ti€ka funkcija. Svaki takav red je Taylorov red svoga zbroja.

Prema navedenom slijedi zakljuCak: pojam analiticke funkcije
kao diferencijabilne funkcije u svakoj toCki podrucja definicije,
ekvivalentan je s pojmom analiticke funkcije kao funkcije koja se
moze razviti u okolini svake takve tocke u red potencija. To svoj-
stvo nema samo veliko znaCenje za izgradnju teorije analitiCkih
funkcija, ve¢ ima Siroku primjenu kod rjeSavanja razlicitih prak-
ticnih problema. Takoder, ono pokazuje veliku unutarnju pra-
vilnost kompleksnih funkcija za razliku od realnih funkcija (realne
varijable) kojima razvoj u red potencija nije nikako jednostavan
(v. Diferencijalni racun).

Razvoj funkcija zi->ez} sin 2, cos 2, sh2, ch2 u Taylorov
red (u okolini ishodista) formalno je isti kao u realnom slucaju.
Umjesto realne varijable x dolazi varijabla 2 e C, a dobiveni re-
dovi konvergiraju u krugu polumjera R = 00.

N((f)ka je 2t->/(2) analititka funkcija u to¢ki a s razvojem/(2)

= 2

n=0
u tocki a ako i samo ako je cn= 0 zan< m3cm#0. To znaCi
da se /(2) moZe izraziti u obliku f(z) = (2 —a)ny(z)3 gdje je g
analitiCka funkcija u tocki a \g(a) # O.Nultocka analiticke funkcije
je izolirana, tj. oko nje postoji dovoljno mali krug u kome se funk-
cija vise ne poniStava. AnalitiCka funkcija u podru¢ju D3 koja se
ponistava u beskonatno mnogo razli€itih to¢aka s limesom u
unutradnjosti podrucja D, identicki je jednaka nuli u tom podrucju.
Analiticka funkcija, koja nije
identicki jednaka nuli u po-
dru¢ju D3 ima samo konacan
broj nulto¢aka na svakom kom-
paktu iz D. Posebno je vazan
ovaj rezultat: ako funkcije /
i g3 analiticke u podrucju D,
primaju iste vrijednosti u bes-
konatno mnogo razliCitih to-
Caka koje konvergiraju u unu-
traSnjosti podru¢ja D3 onda
su one identiCki jednake u
tom podrugju, tj. /(2) =
= g(z)3 ze D (pouCak identi-
¢nosti).

Laurentov red. Taylorov
red je prikladno sredstvo za predcCivanje analitiCkih funkcija u
krugu. Medutim, od velikog je zna¢enja moguénost takvog pre-
doCivanja u podru¢jima drugaCijeg oblika, na primjer u kruz-
nom vijencu (si. 13). Polazi se od pretpostavke da je funkcija

cn(z — a)n Kaze se da funkcija / ima nultocku m-tog reda

SI. 13. Predocivanje analitickih
funkcija u podruju koje ima
oblik kruznog vijenca
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z H>/Cs) analiticka u kruznom vijencu K — {z :r< \z —a\<
< R}> te se opiSu kruznice L = {£:|f —a |= /?1}, 1= {f:
:|C—a\ = rt} tako da bude r< rt < RL< R. Neka je z pro-
izvoljna ¢vrsta toc¢ka iz kruznog vijenca Kt = {z :rt< |z —
— a\<R\). Prema Cauchyjevoj formuli za viSestruko podrucje,
bit ce

f AOLdC.

C—z

» f >KLdC i
27tiJ C— z 2tzii

Sli€no postupku za razvoj u Taylorov red slijedi:

=c°+Ci(z—a)+ — +c,,(z—a) + — ,

li(z) = 2713

gdje je
AC)
2 (f - «)
red kvocijenta

Takoder, razvijajuci jezgru u geometrijski

<1, slijedi:
. /(0 c-- 4 -
12(2)= ~ 2713 = (z - a)2
@z- ar

s koeficijentima

Gn 2iri/ £—tan+'d” (" 12>
Na taj se nacin dobije razvoj

(2 - a)"
«=0 n—l( ) n=—00

Na temelju Cauchyjevog poucka, formule za koeficijente mogu
se prikazati samo jednom:

f“))Trrfdc h—0+1,£2 ...,

;nmrj C- a
gdje je r bilo koja kruznica sa srediStem u to¢ki z = a i polumjera
Q r<ag< R.

Taj se razvoj zove Laurentov razvoj funkcije zv->f(z) sa sre-
distem u to¢ki z = a. Red za/ 1(2) je regularni dio, a red za/2(2)
glavni dio razvoja. Ocevidno, Taylorov razvoj je specijalan slucaj
Laurentovog razvoja.

Poucak (P. Laurent, 1813—1854). Ako je funkcija z\->f(z)
analiticka u kruznom vijencu K = {z :r< \z —a\< R}, 0"
r< R~ 00, tada se ona moze razviti (jednoznaéno) u Lau-
rentov red koji uniformno konvergira na kompaktima iz K.
Koeficijenti reda odredeni su navedenom formulom.

Obrnuto, ako Laurentov red konvergira u kruznom vijencu
iC, onda je njegov zbroj analiticka funkcija u tom vijencu. Svaki
takav red je Laurentov red svoga zbroja.

Laurentov razvoj je osnovno sredstvo za prou€avanje svojstava
analitickih funkcija u okolini nekih to€aka u kojima se analiticnost
narusava.

Singulariteti. Tofka ae C je izolirana singularna tocka
funkcije z\->f(z) ako je funkcija / analiticka u okolini A\a,r) =
= {z:0< \z —a|< r} ove toCke za neko r > 0 (tocka a ne
pripada okolini A'Oz, r)). Postoje tri tipa izoliranih singularnih
toCaka analitickih funkcija.

1) Tocka a je uklonjiva (prividna) singularna tocka funkcije
/ ako postoji konagna graniéna vrijednost lim/(2). Funkcija /

Z—a
moze se tada analitiCki produljiti u tocku a, tj. definirati njena
vrijednost u toj toc¢ki pomocu limesa. Na primjer, funkcijaf(z) =

sin z . Lol . -
= e (z 4 0) ima uklonjivi singularitet u tocki 2 = 0; /(0) =
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2) Totka a je pol funkcije / ako je limf(z) = 00 i lim —~ = 0.
1 "a z-»af(2'
Funkcija-j moZe se analiticki produljiti u to€ku a pridruZujuci

joj vrijednost nulu. Na primjer, totka z = 1 je pol funkcije 2

3) Tocka a je bitna singularna toc¢ka funkcije / ako limf(z) ne
z-*a

postoji. Na primjer, tocka z = 0 je bitni singularitet funkcije

zi->ez(z 4£0). Toctka z =i je bitni singularitet funkcije
2|->sin----—-- ! (z &)
Ako je aeC izolirana singularna tocka funkcije z\-*-f(z)9

onda se ona moZe razviti u Laurentov red u kruZznom vijencu
A'(a, r). Oblik ovog razvoja zavisi od naravi singularne tocke a.

TocCka a je uklonjiva singularna tocka funkcije z\-+ f(z)}ako
i samo ako Laurentov r&%voj funkcije / ne sadrZi glavni dio. U

tom je slu€aju f(z) = £ cn(z —a)n, te je limf(z) = cO.
n=0 z-t+a
ToCka a je pol funkcije z \->f(z)3 ako i samo ako glavni dio

Laurentovog razvoja funkcije / sadrzi samo konacan broj ¢lanova:

C-n
I(*) = @ - a)n+ + 6328 k@0 - a)k
Tu je tocka a pol «-tog reda(c_,, £ 0). Funkcija z\->(z —a)rf(z)
ima uklonjivi singularitet u tocki a, lim (z —a)f(z) = c_,,.
z-*a

Tocka a je bitna singularna togka funkcije 2 \-+f(z)> ako i samo
ako glavni dio Laurentovog razvoja funkcije / sadrzi beskonatno
mnogo Clanova. Vladanje analiticke funkcije u blizini bitne siii-
gularne tocke precizira Weierstrassov poucak: ako je a bitna sin-
gularna totka funkcije 2|->/(2), onda za svaki unaprijed zadani
broj A e C postoji niz zn -> a takav daf(zn) ->A(n ->00). Drugim
rijeCima, za svaki A e C i e > 0 postoji z e A\a3r) takav da vrijedi
[f(zn) —A | < e. C. Picard (1859—1941) dokazao je precizniji
i dublji rezultat: u svakoj okolini bitne singularne tocke a, ana-
liticka funkcija prima svaku vrijednost beskonatno mnogo puta,
osim mozda jedne. Na primjer, funkcija 2 h->elJ (2 4 0) prima
svaku vrijednost beskonéano mnogo puta osim vrijednosti A = 0.

Pojam izolirane singularne tocke proSiruje se i na beskonatno
daleku tocku.

Tocka 2 = 00 je izolirana singularna totka funkcije 2*->/(2)
ako je / analiticka funkcija u nekom kruznom vijencu r < \z\ <
< 00. Pri tome, ako je lim/(2) konagan, beskonacan ili ne postoji,

z—®
tocka 2 = 00 je (respektivno) uklonjivi singularitet, pol ili bitni
singularitet. Laurentov razvoj funkcije / u okolini tocke 2 = 00

dobiva se iz Laurentovog razvoja funkcije £h>F(s) = / u oko-

lini tocke £ = 0.

Prema prirodi singularnih toCaka definiraju se dvije jednostavne
klase analitiCkih funkcija.

Funkcija / : C ->C je cijela funkcija, ako i samo ako je ana-
liticka u otvorenoj ravnini C. Dakle, cijele funkcije nemaju singu-
larnih to¢aka u ravnini C. Na primjer, polinomi kompleksne
varijable, funkcije 2h->ez sin2, cos 2, te njihove kombinacije
su cijele funkcije. Cijela funkcija, omedena u ravnini C, svodi se
na konstantu (Liouvilleov poucak). U proSirenoj ravnini C, svaka
cijela funkcija razliita od konstante ima u toc¢ki 2 = co izoli-
rani singularitet. Za polinom «-tog stupnja tocka 2 = 00 je pol
«-tog reda. Za cijelu funkciju, koja nije polinom, toka z — co
je bitna singularna to€ka (takve cijele funkcije neki autori nazi-
vaju cijela transcendentna funkcija). Svalaa) cijela transcendentna

funkcija mozZe se razviti u red potencija £ c,,zns beskonacno ve-
«=0

likim polumjerom konvergencije. Obrnuto, svaki red potencija

koji konvergira u ravnini C, definira cijelu transcendentnu funk-

ciju.
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Cijela funkcija koja ne prima dvije vrijednosti iz skupa C
je konstanta. Odatle slijedi da cijela funkcija, razli¢ita od konstante,
prima svaku konacnu vrijednost osim mozda najvise jedne (Pi-
cardov prvi poucak). Vazne priloge teoriji cijelih transcendentnih
funkcija dao je Mihailo Petrovi¢ (1868— 1943).

Za funkciju / :D -* C kaZzemo da je meromorfna u podrucju
D3ako i samo ako je analiticka svuda u tom podrucju osim u toc-
kama koje su joj polovi. Na svakom kompaktu iz D ona mozZe
imati samo konacan broj polova. Neka je M[D] skup svih mero-
morfnih funkcija u podru€ju D. Ako su funkcije / i g elementi
tog skupa, onda su njegovi elementi i funkcije / + g, f —¢>

hf, fg{Xe C). Takoder e M[D] uz uvjet g(z) "0, zeD.
Svaka funkcija / e M[C] moZe se predocCiti kao kvocijent dviju
cijelih funkcija (bez zajedniCkih nultoCaka). Takva funkcija moZe
imati bitni singularitet u to¢ki z = oo. Svaka funkcija feM [C]
je racionalna funkcija.

Residuumi. Neka je funkcija z i>»f(z) analiticka svuda u
omedenom podrucju D <amC osim u izoliranoj singularnoj tocki
aeD. Neka je L D bilo koja zatvorena krivulja sa svojstvom
aeint(L). Residuum (ostatak) funkcije f u tocki a je broj

Res[/(z),a] = ¥;{Ji f(z)dz.

Kad se razvija funkcija/ u okolini to€ke a u Laurentov red i inte-
grira duz L, izlazi Res [f(z)3a] = c_x. Dakle, residuum analiti¢ke

funkcije / u izoliranoj singularnoj tocki a je koeficijent ¢lana P 2
u njenom Laurentovom razvoju. Od integriranog reda preostao

je samo koeficijent c“L, Cime se tumaci naziv residuum.

Ocigledno, residuum u uklonjivoj singularnoj to€ki jednak
je nuli. Ako je to€ka a pol reda w, jednostavnim postupkom dobije se
iz Laurentovog razvoja formula

1 dn~-

Res [f(z)Sa] = (n — 1y dzn

Za pol a prvog reda ta formula ima jednostavan oblik:

Res[/(s), a] = lim {(z - a)f(z)}3
z-*a

gdje je izraCunavanje krivuljnog integrala analitiCke funkcije
zamijenjeno s izracunavanjem njenih derivacija.

U teoretskim istrazivanjima i prakticnim primjenama bitan
je poucak o residuumima: ako je funkcija z\-+f(z) neprekidna
u podruc¢ju D i analitiCka svuda u podru¢ju D osim u konac-
nom broju singularnih totaka akeD (k = 1,2,....,«), tada je

i f(z) dz = 2= i X Res [f(z)3ak,
k=\

gdje je L orijentirani rub podrucja D.

Lokalna distribucija nultocaka i polova analiticke funkcije
vezana je uz pojam logaritamskog residuuma. Neka je funkcija
z i->f(z) analiticka svuda u zatvorenom podru¢ju D = D UL
osim u kona¢nom broju polova koji leze u njegovoj unutradnjosti.
Pretpostavlja se da je f{z) 40 na orijentiranom rubu L. Ako
je P broj polova, a N broj nultoaka funkcije / u unutradnjosti
podrucja, tada je

m ' N = 2t 3 f(z)

Taj se integral zove logaritamski residuum funkcije f (svaka se nul-
tocka i svaki pol broje toliko puta koliki je njihov red).

Neka je toCka z — oo izolirani singularitet analitiCke funkcije
z ->f(z). Residuum funkcije f u toCki z = oo je broj

Res [f{z)300] = JI(*) dz,

Lr
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gdje je LT proizvoljna kruznica \z\ = r, orijentirana u negativnom
smislu, izvan koje je funkcija/ analiticka svuda osim u tocki z =
= oo. Iz definicije slijedi da je ostatak funkcije/ u tocki oo jednak
koeficijentu ¢lana \\z s negativnim predznakom u njenom Lau-
rentovom razvoju u okolini totke oo.

Ako je funkcija z\->f(z) analitiCka svuda u proSirenoj ravnini

C osim u konatnom broju izoliranih singularnih toaka ak (k =
= 1,2,...n) ukljutujuéi i to€ku an= oo, zbroj svih njenih
1t

residuuma jednak je nuli: £ Res [f(z)3ak] = 0.
=i

Teorija residuuma ima vrlo korisnu i efektivnhu primjenu kod
izraunavanja nekih realnih integrala koji se ne mogu elementarno
integrirati. Bit metode sastoji se u tome da se vrijednost realnog
integrala odredi pomocu prikladno odabranog kompleksnog in-
tegrala na koji se moZe primijeniti poucak o residuumima. U jedno-
stavnom slucaju, podintegralna funkcija kompleksnog integrala je
analiticko produljenje u kompleksnu ravninu zadane realne funk-
cije. Medutim, opce pravilo za definiranje takvog kompleksnog
integrala ne postoji. Kako ¢e se odabrati podintegralna funkcija i
krivulja integracije zavisi od svakog pojedinog slu€aja. Bududi
da se obi¢no radi o nepravim realnim integralima, mora se jo$
pokazati da oni zaista postoje (konvergiraju).

Neki integrali oblika Jf(x) dx izraunavaju se na temelju

—00
ovog kriterija: ako je funkcija z\-+f(z) analiticka svuda u podrucju
{z :ImCz) » 0} osim u konaénom broju izoliranih singularnih
todaka ak(k = 1, 2,....«) koje leZe u unutra$njosti tog podrugja, te

akoje|/(2)] za dovoljno velike \2\'i p > 1, M > 0, tada je

\2\
(04}
1/(*)dx = 2 Tl'ikZ\ Res [/(*), ak].
J =

—00

Tu se krivulja integracije L sastoji iz segmenta [—, r] kruZnice
Lr sredista z = 0 i polumjera r, u €ijoj se unutradnjosti nalaze

sve tocke ak. Kadr -*00,J/0)dz h-0.
Lr
Za A> 0ip = 1 pod istim pretpostavkama (uz modificirani
dokaz) vrijedi formula
00
Teimx/(*) dx = 21izi X " Res[erA*f(2), aK].
J k=\
—00
Kako je e** = cos Xx -f isin XX,
rovih integrala

izlaze vrijednosti Fourie-

00 00

Jf(x) cos Ax dx, J f(x) sin Xx dx. Na primjer, za a > 0,
—00 —00
x> 0, slijedi

xcos Xy f S X sin Xx
— x =0, dx =
+ a2 X2T N2

Potpuna analiticka funkcija. Pojam analiticnosti, kako se
vidi iz izlaganja, odnosi se iskljuivo na »jednoznacne (uniformne)
funkcije« u zadanom podrucju. Pri tome, nije se postavljalo pitanje
o njihovoj prirodi izvan podrucja (lokalna kompleksna analiza).
Medutim, u izvjesnom smislu, pojam analiticnosti obuhvaca i
»viSeznatne (multiformne) funkcije«. One se javljaju kod prosi-
renja podru¢ja definicije analitickih funkcija.

Analiticka funkcija/ sa svojim podru¢jem definicije D zove se
analitiCki funkcijski element i oznaCava sa (/, D). Za funkcijski
element (/2, D2) kaze se da je direktno analiti¢ko produljenje elemen-
ta (fi3D{)3 ako skup DI n D2 nije prazan, te ako je f*z) = f2(js)
u podruéju Di n D2. Ako postoji lanac (/I5Dx)3 (/2, D23... (/...
Dn) elemenata, gdje je (fKBDK) direktno analiticko produljenje
elementa (/*_1, /)*_!), onda je element (fn3Dn) analititko produ-
ljenje elementa (/I5Dx).
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Potpuna analiticka funkcija F je skup koji se sastoji od zadanog
funkcijskog elementa i svih moguéih njegovih analiti¢kih produ-
ljenja. AnalitiCke funkcije komponente zovu se grane funkcije
F. Unija svih podru¢ja u procesu analitickog produljenja je po-
drucje definicije funkcije F. Ako pri tome postoje razli€ite grane
u nekom podru€ju, funkcija F je viSeznac¢na. Na primjer, F(z) =

n
=1Inz, z-170, F(z) = y- 1ze C. Naprotiv, funkcija F(z) =

R T je jednozna€na u podru€ju C — {1}. Konstrukcija pot-

pune analiticke viSeznatne funkcije vodi do njene Riemannove
plohe na kojoj postaje jednoznacna (globalna kompleksna analiza).

Konformno preslikavanje je bitni dio geometrijske teorije
analitickih funkcija. Metoda konformnog preslikavanja primjenjuje
se na prakticne probleme mehanike fluida, teorije elastinosti,
elektrostatike i drugih podrucja tehnickih znanosti.

Opca svojstva. U podru€ju D a Cz u kojem je funkcija w =
= f(z) analitika, odabere se proizvoljna to¢ka z0. Neka su L5
L 2 bilo koje dvije krivulje u tom podrucju kojima je sjeciste tocka
z0e D (si. 14a). Kako analiticka funkcija / preslikava podrucje
D na neko podru¢je D* cz Cw) toCka z0 preslikava se na tocku
w0, a krivulje Lt,L 2 na krivulje r i3r 2 sa sjeciStem u toCki w0
(si. 14b). Ako je f'(z0) 4=0, moZe se dokazati da je kut izmedu
krivulja L1iL2 s vrhom u tocki z0) jednak po veliCini i smislu
kutu izmedu krivulja A, A s vrhom u tocki wO (svojstvo odrza-
nja kutova). Osim toga, svi elementi lukova ds koji izlaze iz tocke
z0 preslikavaju se na elemente lukova dS = Ads, gdje je A=
= |/'(*0)|. Prema tome, oni su svi umanjeni (A< 1) ili uvecani
(A> 1) u istom omjeru A koji zavisi samo od totke z0OeD.

SI.  14. Prilikom preslikavanja po-

drucja D u D* analitickom funkcijom

zadrZzavaju se kutovi izmedu odgo-
varajucih krivulja

Za preslikavanje z\->f(z) kazemo da je konformno u tocki
Zq ako ima svojstvo odrZzanja kutova u toj toCki. Preslikavanje /
je konformno u podrucju, ako je konformno u svakoj tocki podrucja.

Iz navedenog izlaganja slijedi zakljucak: ako je funkcija w =
= f(z) analiticka u tocki z0 i f'(z0) # 0, onda je preslikavanje
| konformno u tocki ~o- Ako je funkcija w =f(z) analiticCka u
podru€ju D i f'(z0) + 0 u svakoj tocki zOe D, preslikavanje /
je konformno u podrucju D.

Dakle, funkcija / preslikava male trokute s vrhom u tocki z0
na male sliéne trokute s vrhom u toc¢ki w0. Opcenito, mali likovi
iz okoline toc¢ke zO preslikavaju se na slicne male likove iz oko-
line tocke 2\0.

Kako je f'(z) =0 u dovoljno maloj okolini tocke z @ postoji
okolina tocke wOu kojoj je definirana inverzna analiticka funkcija
z = f~\zv). Prema tome, izmedu okolina to¢aka z0 i w0 postoji
obostrano jednoznacno preslikavanje odredeno funkcijom w =*
= /(%).
I(Dr)eslikavanje/ podru¢ja D a Czna neko podru¢je D* <Cw
je konformno ako je obostrano jednoznacno i konformno u svakoj
to¢ki iz D. Ta vrsta preslikavanja je bitno svojstvo analitickih
funkcija koje su univalentne, tj. koje u razli€itim to€kama podrucja
primaju razli€ite vrijednosti.

Funkcija / :D ->C preslikava podru¢je D konformno, ako
i samo ako je u tom podru&ju: 7) univalentna; 2) analiti¢ka i
3) f'{z) + 0 za svako z b D. Uvjet 3 moZe se iskljugiti, jer je po-
sljedica uvjeta 1 i 2.

Osnovni problem. Zadana su dva podru¢ja D i D*. Treba od-
rediti analicku funkciju koja jedno od tih podrucja preslikava
konformno na drugo. Taj problem u opéem sluCaju nije rjeSiv
niti postoje dovoljno jednostavni algoritmi za njegovo rjeSenje. Na
primjer, viSestruko povezano podrucje ne moZe se konformno
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preslikati na jednostruko. Takoder, nije moguce konformno pre-

slikati ravninu Czili Cz na neko omedeno podrucje iz Cw. Pokuaj
da se takva analitiCka funkcija odredi, vodi do kontradikcije. Rie-
mannov poucak rjeSava u opéem obliku problem konformnog pre-
slikavanja jednostruko povezanih podrucja, tj. dokazuje egzisten-
ciju analitickih funkcija koje tako preslikavaju: svako jednostruko
povezano podrucje D u ravnini C, kome se rub ne sastoji samo od
jedne tocke, moze se konformno preslikati na nutrinu kruga
[«;] < 1. Ako funkcija w = f{z) preslikava uz uvjet f(z0) = 0 i
arg/'C”o) = a, ona je jednoznacno odredena (z0e ae R zadani
brojevi). Riemannov poucak ne pokazuje kako se konstruira funk-
cija f.

Opéi principi. U Riemannovom poucku radi se o preslikavanju
unutradnjosti podrucja D na unutradnjost jedinicnog kruga (po-
dru€ja D* ¢ Cw). Postavlja se pitanje o prirodi pridruzenja nji-
hovih rubova.

Neka su D i D* jednostruko povezana podru€ja s omedenim
rubovima L i L*. Ako funkcija zy-*-f(z) preslikava konformno
D na D* onda preslikava L na L* obostrano jednoznacno i ne-
prekidno uz odrzanje orijentacije na L. Drugim rijeCima, funkcija
/ je neprekidna i univalentna na L.

Veliko znacenje za praksu konformnog preslikavanja ima obrat
ve¢ navedenog principa: neka su D i D* jednostruko povezana
podruc¢ja s rubovima L i L*, gdje je L omeden. Ako je funkcija
z  f(z) analitiCka u podruCju Z), neprekidna na D = D UL i
preslikava obostrano jednoznacno L na L* uz odrZanje orijenta-
cije, onda ona preslikava konformno podruc¢je D na D*.

Primjeri. U operacijama s konformnim preslikavanjem vazna

je bilinearna (Mobiusova, homografska, razlomljena linearna)
az +b
funkcija w = f(z) = FSRUr gdje su a, b, ¢, d zadani kompleksni

brojevi, ad — bc -E0. Bilinearna funkcija ima ova osnovna svoj-
stva:

1) Preslikava konformno ravninu Cz na Cw; 2) preslikava kruz-

nice na kruznice (shvacajuéi pravac u proSirenoj kompleksnoj
ravnini kao kruznicu koja prolazi beskona¢no dalekom to¢kom);
3) ako je neka funkcija univalentna i analitiCka u ravnini Cz osim
u jednoj tocki, onda je ona bilinearna.

Uloga bilinearne funkcije dolazi naro€ito do izrazaja kod ovih
preslikavanja: svako konformno preslikavanje kruga \z\ < 1 na

7 —
krug k| < | predogeno je formulom f(z) = eia gdje

je a neka to€ka iz kruga |«| < 1, ae R. Svako konformno presli-
kavanje poluravnine Im(*) > 0 na krug Ww| < 1 ima oblik f(z) =

z —a
= elGi ----- g, gdje je Im(a) > 0, a e R. Svako konformno presli-
kavanje poluravnine Im (z) > 0 na poluravninu Im(w) > 0 ima

. z+b S
oblikf(z) = g,zgqrjedsu a, b, ¢, d realni brojevi,ad —bc > 0.

Takoder, moze se odrediti funkcija koja preslikava konformno
poluravninu ImCs) > 0 na unutraSnjost poligona (Schwarz-
-Christoffelov integral).

Osim bilinearne funkcije, naro€ito je vazna funkcija 2ukovskog

z\r*f(z) = Ona ima Siroku primjenu kod rjeSavanja

konkretnih problema konformnog preslikavanja vezanih za hi-
drodinamicka istraZivanja. Mitrovié¢

SPECIJALNE FUNKCIJE

RjeSenja mnogih diferencijalnih jednadzbi, koje se pojavljuju
prilikom rjeSavanja problema u matematici, fizici i tehnici, jesu
vrlo sloZene funkcije. Te su funkcije posebno proucene i nazivaju
se specijalne funkcije. Neke se od njih mogu svrstati u elementarne
funkcije, dok su druge transcendentne. NajceS¢e se nazivaju po
matematiCarima koji su ih proucavali i dali rjeSenja.

U ovom su ¢lanku dane najvaznije specijalne funkcije, a po-
treba za njihovim uvodenjem pri rjeSavanju diferencijalnih jed-
nadzbi bit ¢e prikazana u nekoliko slijede¢ih primjera (v. Dife-
rencijalne jednadzbe, TE 3, str. 265).
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Titranje  pravokutne  membrane.
Membrana sa stranicama a i b ucvr-
$¢ena je na rubu. Kartezijev koordi-
natni sustav stavlja se s ishodistem
u jednom vrhu membrane, a susjedne
stranice leZze na osima (si. 15). Po-
mak toCke na membrani s koordina-
tama x,y u €asu t oznacen je sa u (X,
y, t). Uz pretpostavku o homogenosti
i jednolikoj napetosti membrane i ako
su pomaci dovoljno maleni u odnosu na dimenzije membrane,
funkcija u zadovoljava valnu jednadzbu:

du 6w 1 da
ei2 N2 N erz;

pri tome je v =1/— P je napetost, a g gustoéa membrane. Ugvrs-

SI. 15. Pravokutna mem-
brana

r
¢enost membrane na rubovima izrazena je rubnim uvjetima
u(o,y, t) = u(a,y}t) = u(x, 0,0 = u(x, b}t) = 0.
Nadalje, pretpostavlja se poznatim poloZaj i brzina svakog djeli¢a
membrane u pocetnom ¢&asu (t = 0), tzv. pocetni uvjeti:

Wx,y,0) = @(xy),

Poku$a li se rijeSiti valna jednadZba uz pocetne uvjete i postavku

Om
gt O:0) = y>(xy).

u(x,y, t) = X(x) Y(jy) 7X0, dobije se jednadzba
X 1 Tm
X Y +v2 T

i uvjeti X(0) = X(a) = Y(0) = Y(b) = 0. Bududi da lijeva strana
jednadZbe ne ovisi o t iy, a desna ne ovisi 0 x3to su one jednake
konstanti. Oznaci li se ta konstanta s —a2 dobiva se
vy LT
_y = azdgatEe

Jednakim postupkom s drugom od tih jednadZbi dolazi se
do druge konstante —p2, te valna jednadzba prelazi u sustav jed-
nadzbi :

X" + axX =0,

X" + axX =0, X(0) = X(a) = 0,
Y" + P2y = 0, y(©0) = Y(b) = 0,
T" + via2+ P2T = 0.

Prva i druga jednadZba ovogsustava imaju rjeSenja samo ako

imaju oblik a — = — , nm=123, ...,

i tada je (do na konstantni faktor):

1z

X(x) = Xn(x) = sin-g-Y(X): Y m(x) - sin M y.

Tada je rjeSenje trece jednadZzbe:
T(t) = Trnm(t) = crmcos a)mt .+ drmsin (ommt,

pri tome su com i dm proizvoljne konstante. Buduci da je valna
jednadzba linearna i homogena, pored X Hx) Y mly) Tnm(t) bit
¢e njeno rjeSenje i svaki zbroj od kona€nog broja tih rjesenja, a
uz dovoljno dobru konvergenciju, i beskonatan red
00
\ AT mz
?m~a Xsln~b~y cdmcos

n,m=\
PokuSaju li se zadovoljiti pocetni uvijeti rjeSenjem u obliku bes-
kona¢nog reda, dobivaju se ove relacije:

« ’(x,y> 1+ deIn Mmr'

. vV ~ WC . iz
<P(x>y) = > CnmSin ---é--X Sin —bk  y>
nm=1
Y=y = % o)mdmmsin Nz o sin MY
i a b ¥

n,m—1
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trigonometrijskih  funkcija:

n £k
k,

Zbog svojstava ortogonalnosti

konstante c¢cm i dmm jesu:

b dej dy (p(x3)sin 2 X sin

- fdx (dy v>(*,y)sin— * sin .
nm alSO)thJ J( y v>(*1y) | o y
0 0

Teorija Fourierovih redova sada omogucuje da se, uz izvjesne
pretpostavke o funkcijama (pi  dokaZze da beskonacni red s kon-
stantama crmi drmstvarno konvergira i predstavlja funkciju w(x,:y, t)
koja je rjeSenje valne jednadzbe uz postavljene rubne i pocetne
uvjete.

Titranje kruzne membrane. Kruzna membrana radijusa r ucvrs-
¢ena je na rubu (v. i TE 3, str. 285).

Ravninski polarni sustav g, P(X = gcos<p Yy = gsin<P
stavlja se s ishodistem u srediSte membrane. Tada jednadZba
titranja ima oblik:

I_A7 dunl du - 1 o2t
g dg v £ g2 d(2 v2dt2’
Rubni uvjet jest
w(r, @ i) = 0,
a pocetni
du
v =f(Q.(p), gt Bf0) = g{Qup).

gdje su/ i g zadane funkcije. Postavkom u (g, t) = R(>) ix(<p)
T(t), slicno kao kod pravokutne membrane dobiva se sustav obic-
nih diferencijalnih jednadzbi:

T" + ca2v2T - 0
0" +n20 =0

R" + — R
Q

a) i n su konstante, o realno, n =0, 1,2, 3,..... RjeSenja prve i
druge jednadZbe ovog sustava su sinusi i kosinusi; medutim,
tre¢a jednadzba ne moze se rijesiti s pomoc¢u elementarnih funk-
cija. Da bi se problem rijeSio metodom analognom kao kod pra-
vokutne membrane, potrebno je posebno prouciti (i po mogué-
nosti tabelirati) rjeSenja ove jednadzbe. Zatim treba naci odgova-
rajuca svojstva ortogonalnosti tih rjeSenja, kako bi se mogli od-
rediti koeficijenti u beskonaénom redu umnozaka rjeSenja svih
triju jednadzbi a da bi taj red zadovoljio pocCetne uvjete.

Laplaceova jednadZba. TraZe se rjeSenja Laplaceove jednadzbe
u kugli radijusa g sa zadanim rubnim uvjetom (v. i TE 3, str.
277).

U prostornom polarnom sustavu r}ft,(p (x = rsin &cos B
y = rsin&sin (@ z = rcos#), s ishodiStem u srediStu kugle,
Laplaceova jednadzba glasi:

1 a/ 2du\ , 1 8 /. dul , 1 dau
r20r\ drj r2sin# dp\ 6#/  rxin2&dtp2 9
rubni uvjet jest:
u(q. # 9 = F& P
Postavkom u(r,#, (9 = R(r) O(#) O(sp) dobiva se sustav jed-
nadzbi :

0" 20 = 0,
R"+ —R'— 7R =0,
r r

)y 8- 0.

<, +clg«e-+ (i - "

| sada rjeSenja trece jednadzbe nisu elementarne funkcije.
Zajednicka je ovoj jednadzbi i tre¢oj jednadzbi sustava koji
opisuje titranje kruzne membrane, te Citavom nizu drugih jed-
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nadzbi koje se pojavljuju u sliénim problemima, da imaju oblik

y'Xe) 7> (7)) + <Iy(x) = o.
Pri tome se funkcije p i g mogu shvatiti kao funkcije kompleksne
varijable, koje su analiticke u kompleksnoj ravnini ili u njenom
dijelu. Zbog toga se za proucavanje rjeSenja takvih jednadZzbi
moze iskoristiti teorija analitickih funkcija.

Dobro proucena rjeSenja takvih jednadzbi jesu ono S$to se
obi¢no naziva specijalne funkcije. Pored toga, pod imenom spe-
cijalnih funkcija pojavljuju se i neke druge (takoder dobro prou-
Cene i tabelirane) funkcije, koje nisu rjeSenja jednadzbi nave-
denog oblika, ali se Cesto susreéu u razli¢itim problemima fizike
i tehnike (npr. gama- i beta-funkcija te Jacobijeve eliptiCke funk-
cije).

U ovom ¢e se prikazu upotrebljavati ove oznake:

ol = 1, n\=1*2..... -n, n=1223,..
(-DHr =1 @n+ Ot = 1-3*5-...-2n+ 1),
n=12 3,..
("= 61.
Vk) K{n —Kkp\
[a] = najveci cijeli broj manji ili jednak a.

Eulerovi integrali. Funkcije definirane Eulerovim integra-
lima Cesto se upotrebljavaju u matematici, fizici, tehnici a posebno
u statistici i teoriji vjerojatnosti. To su tzv. gama-funkcija i
beta-funkcija.

Gama-funkcija definirana je tzv. Eulerovim integralom druge
vrste:

rw - f dt.

To je nepravi integral na gornjoj i na donjoj granici, koji kon-
vergira za svaki kompleksni broj z = x + iy u desnoj polurav-
nini, tj. ako je Rez = x > 0. Nadalje, r(z) je u cijelom tom po-
dru€ju analiticka funkcija. Graficki je gama-funkcija prikazana
na si. 16.

SI. 16. Gama-funkcija

Primjenom parcijalne integracije nalazi se:

@ 1

T 0] «
r(*+1)=J e~ttzdt=[-e~ttz] +z | e-itz~Idt

0 0

Umnozak e-i tz tezi k nuli, kada t tezi prema nuli ili prema neiz-
mjerno. Slijedi vazna funkcionalna jednadzba:
r(z+ 1)=zr(z), Rez > 0,
ili opcenitije:
r(z+n=@-fn—0@+n—=2)...2T (),
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Buduéi da je

n=201 2.

Dakle, gama-funkcija moze se shvatiti kao proSirenje pojma fak-
torijela na kompleksne brojeve.
Podrucje definicije gama-funkcije moze se proSiriti tako da

to je za svaki r(n + 1) = n\

ona postane funkcija analiticka u cijeloj kompleksnoj ravnini
izuzev toCaka 0, —1, —2, —3,...., gdje ima polove. Naime, ako
se napiSe: T(z) = (p(z) -f o(z), gdje je
1 00
(p(2) = Je_itz~1dt, 0){z)=J e-i tz~xdt,
0 1

onda drugi integral konvergira za svaki kompleksan broj z i de-
finira funkciju « koja je analiticka u cijeloj kompleksnoj ravnini.
Za Re z > 0 dobije se:

1 00 00

0n=0 n=0
Medutim, ovaj red konvergira ne samo za Rez > 0 nego iza
svaki kompleksan broj z razli¢it od 0, - 1, —2,...., i u tom po-

drucju predstavlja analiticku funkciju.
Dakle, proSirena gama-funkcija moze se definirati sa:

- Db
1(z + nf

r(2) = le-tiz-|di+2 - 24=0,-1,-2,...
I n=0
Funkcionalna jednadzba vrijedi i za tu proSirenu gama-funk-
ciju. Nadalje, slijedi lim [(2+ n) T(M)] = D h=012,.,
dakle sve su tocke 0, —1, —2,.... polovi prvog reda gama-funk-

cije s residuumima:

)=(‘1)"

Res r(z

Neki identiteti koji ukljuCuju gama-funkciju jesu:
_k
2) = Sinrc2

r(. +i\) . (2n — D Jite

r(z2)r(l -

n=2012...

i n=0,12...

mta™Mi)r(Exi),,r (i

= r(z), n=1,2,3,....

(C = 0,577 215 7.... je Eulerova konstanta)
1 00

x >0,

r(x) = 12tzx  2e Xy>(x),
gdje je
[00]

Posljednji oblik gama-funkcije zove se Stirlingova formula,
a njena je vaznost u tome $to opisuje asimptotsko ponaSanje gama-
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-funkcije za velike vrijednosti x. Naime, funkcija * ima svojstvo

07 tpx) A g, *> 0, pa je: lim J -

odnosno: r(x) ~ za velike x.

Ta relacija omogucuje i priblizno raunanje faktorijela.
Beta-funkcija definirana je Eulerovim integralom prve vrste:

i
=jyp- (I —y)o-ldy,

0
Beta-funkcija moze se prikazati

Rep > 0, Req> 0.

s pomoéu gama-funkcija:

~ o= np)r(q)

(Pa) r(p+ )’
a time se i podru€je definicije beta-funkcije proSiruje na sve vri-
jednosti p i q razlic¢ite od 0, —1, —2, .... Iz takvog prikaza beta-
-funkcije te veé navedene vrijednosti gama-funkcije r(n -f 1) =

=n\ injedi'
In +m- 1)
r%“ﬁi) \om—
Besselove funkcije. Laplaceova jednadzba prikazana u ci-
lindricnom polarnom koordinatnom sustavu dovodi do tzv. Bes-

selove jednadZbe.

Besselova (ili cilindri¢na) funkcija prve vrste v-tog reda defi-
nirana je redom:

n,m=

1
K\T(y + k + 1y
k=0

Ako je v prirodan broj ili nula, Jv je funkcija analiticka u cijeloj
kompleksnoj ravnini. Opcenito je to viSeznacna funkcija s raz-
graniStem u nuli (viSezna€nost dolazi od faktora xv).

Za v= —l1, —2, —3,.... u redu kojim se definira funkcija
Jw(x) pojavljuju se ¢lanovi koji u nazivniku imaju vrijednosti ga-

ma-funkcije u polovima. Podrazumijeva se da je -, — - = 0, zato
i (—m)
§to je
lim ' =0 (m=0,12—); tada slijedi:
z--—m *\z)
I_.(*) = (-)"AW, «=012 ...

Jv je rjeSenje Besselove diferencijalne jednadzbe:

)y @) =

Buduéi da se u toj jednadzbi v pojavljuje samo u kvadratu, Jv
i su rjeSenja iste jednadzbe pa opce rjeSenje, ako v nije cijeli
broj, ima oblik

y ) + ryAx) o+ (1

y(x) = ClIv(x) -f c2J-V(x)

(ct i c2 su proizvoljne konstante).
1z reda kojim se definira Besselova funkcija dokazuju se re-
kurentne relacije
2
Jv+i(x) = ---VIv(x) — Jv-i(x)

VL (X) = IvAi(x) — 2Iv(x);
odatle je

Jv+i(x) = — Jv(x) — Jv(x),

Jv-i(x) = — Iv(x) + JIp(X).

Iz posljednjih dviju jednadzbi slijede relacije:

TE, V, 4

|/2 1>
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Uzastopnom primjenom ovih relacija dobiva se:

/1 d

\'m
W dx)

= xv-mv-m(x)i m =

Te relacije omogucuju da se iz poznavanja funkcije Jv za neko
v odredi za bilo koji cijeli broj m.

Kao §to ¢e se vidjeti na primjeru titranja kruzne membrane,
vazno je odrediti nul-tocke Besselovih funkcija, tj. rjeSenja jed-
nadzbe Jv(x) = 0. U vezi s tim, ako je v~ 0, vrijede slijedece
tvrdnje:

1) sve su nul-toCke Besselove funkcije Jv realne i ima ih pre-
brojivo mnogoj

2) ako je x0 nul-tocka od Jv, tada je i —xO0 nul-tocka od Jv;

3) svaka nul-tocka x0 + 0 od Jv je jednostruka (tj. J¥ (x0) 4 0);

4) izmedu dvije uzastopne pozitivne nul-tocke funkcije Jv
nalazi se to¢no jedna nul-to¢ka funkcije Jv+x i to€no jedna nul-
-to€ka funkcije X.

Besselovom diferencijalnom jednadzbom izvodi se slijedece
svojstvo ortogonalnosti Besselovih funkcija: neka su cot i co2 dvije
pozitivne nul-toCke funkcije Jv, v~ 0. Tada je

' 0 ako je a){ & o02
x v{o) {x) Ivcox)dx = {
0 i *y;?o(fo) ako je

Za Besselove funkcije cijelog indeksa jest:

al = c2=

k=0
Iz tog reda i izraza za J-n(x) dokazuje se identitet:

e2' "m= ¢

n——oo

Jn(x)z".
Dakle, Besselove funkcije cijelog indeksa pojavljuju se kao koe-

ficijenti u Laurentovom razvoju funkcije e kompleks-
. . . . LU
ne varijable 2 oko bitnog singulariteta z = 0. Funkcijae ~v })
zbog navedenog identiteta naziva se funkcija izvodnica Besselovih
funkcija cijelog indeksa. Navedeni red konvergira za svako
x i svako 2 4=0.
Metodama se teorije analitickih funkcija iz funkcije izvodnice

izvodi integralni prikaz Besselovih funkcija:

JIx) = N ) ei»*-*F>in*>d9>
0
a odatle za realne x slijedi
n
Jn(x) = — J cos(ncp —xsin~dip.
0
Posljedica te relacije jest:
[In(*) 1501, n—0,1,2 _ x realno.

Besselove funkcije druge vrste ili Neumannove funkcije definirane

NV(Y) = Jv(x) CI)SSKV—J-V(X)

ako v nije cijeli broj, odnosno sa

N o0 = fux) ¢ CCS?TV Jv(x)

ako je n=0,% 1, £ 2, .. Te su funkcije- takoder rjeSenja
Besselove jednadzbe i s pomocu njih se moze opce rjeSenje na-
pisati kao

y(x) = Cid,(x) + 2N «x),
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bez obzira da li je v cijeli broj ili nije. Neumannove funkcije ta-
koder zadovoljavaju jednakost

N .n(x) = (-1 )nNn(x);

te rekurentne relacije Besselovih funkcija.
U upotrebi su i tzv. Besselove funkcije trece vrste:

(x) = Jux) + iN v(x)
H?2\x) = Jux) - i NWXx).
H¥X naziva se i prva Hankelova funkcija, a H «) druga Hanke-
lova funkcija.

Pri rjeSavanju problema titranja kruzne membrane dobiven
je sustav jednadzbi u kojem tre¢a jednadzba nije elementarno
rieSiva. Ona se supstitucijom R(g) = y@@ g), x = g svodi na
Besselovu diferencijalnu jednadzbu sa v = n. Opce je rjeSenje
te jednadzbe cyJn(x) + c2Nn(x). Medutim, funkcija Nnnije ne-
prekidna u ishodiStu pa je kao rjeSenje prihvatljiva samo Jn(x).
Rubni uvjet daje

n=201,2,....

/,(cor) = 0.

Ova jednadzba ima prebrojivo mnogo pozitivnih rjeSenja, koja
se numeriraju tako da je 0< co < a(")< w(> ... Sli¢no
kao pri titranju kruzne membrane rjeSenje problema, uz zadane

00 00
poCetne uvjete, traZi se u obliku u(g}q),t) = £ £ [ark cos to"t
n=0k=\
aBn(p -\ brksinQip tcosncp + cnk GOSO)(t sinn(p - drk
sin ot sinn @ J,, @>(J)g). Pocetni su uvjeti
00 00
Ko><p) = E E (ankcosn(p + cnksinn(p)Jn(mkn) q)
n—0 k—\

00 00

o< = E E oj[nibnkcosn(p +dnksinn(p)In@)n)g).
n—0/k=1

Relacije ortogonalnosti Besselovih funkcija omoguéuju da se
izraCunaju koeficijenti:
r 2n

9K = 700 oON]2 [ [d~1(Q.,q~)J0(@)[0)Q)
0 0

0 0

r 2n

8K oK)l ;J pd’;J d(pf(Q.(p)cosn(pIn(cin)Q)

r 2z

2 -
tr20)in)[J'n(a)@1)r)]2J gdgjdcp g(g}pcos n<pIn(cokn) a)
0

r 2k

J QdQj d(pH{Q,a))smn(pIn(o)kn)Q
0 0
r 2n

Tzr2 [I'n(0)kn)r)]

2

~ 7Tr 20k Pn(kyry) ° 9997 A(PI(G.(P)sinn(pIn(@)rg).
0o

0

dnk

n, k= 1,2,3,

FUNKCIJE

Uz dovoljno dobra svojstva funkcija/ ig, red u(g, (p t) s koe-
ficijentima danim prethodnim relacijama konvergira i predstavlja
funkciju koja zadovoljava jednadZbu i rubne i poCetne uvjete..

Vrijednosti Besselovih funkcija, kao i njihove nul-to¢ke, vrlo
su detaljno tabelirane.

Graficki su Besselove funkcije J0, J{ i J2 prikazane na si. 17.

Besselove funkcije poludjelog indeksa (/,,+1, n cijeli broj) po-
javljuju se pri rjeSavanju valne jednadzbe u prostornim polarnim
koordinatama, pa su u vezi sa sfernim valovima. Zbog toga se
Cesto nazivaju sferne Besselove funkcije.

Upotrijebivsi red koji definira Besselovu funkciju Jw(x) za
v = \ i vrijednost gama-funkcije r (n + £) dobiva se

@®
TFTi_i/A Y (-»)**“+1 i
n Vinx,=j (2k + 1) Fa
Sli¢no je

Cos

Odatle, i iz rekurentnih relacija za Besselove funkcije slijedi:

n=2012,

Tako je npr.
I\ {X)

J 1= —
2

Modificirane Besselove funkcije definirane su sa

00

LW = i-,Mix)= (i)"2 WIITvA" k+1}(y ).
k=0
One zadovoljavaju jednadzbu
y ) + — (I + y(x) =

i rekurentne relacije

(11)

Drugo linearno nezavisno rjeSenje navedene jednadzbe koju za-
dovoljavaju modificirane Besselove funkcije jesu Macdonaldove
funkcije:
v+ 0j£lj£2> ...
2 Sin7TV

Kn[x) = lim Kvx) n—0,+ 13+ 2, ...

Hipergeometrijska funkcija. Diferencijalna jednadzba

x(x —y"(x) + [(a+ P+ )x —yly\x) + apy(x) = 0
naziva se Gaussova ili hipergeometrijska jednadZba. Primjenjuje
se u mnogim podruc¢jima fizike i tehnike, posebno pri rjeSavanju
problema u fluidima. Ta je jednadzba veoma vazna zbog €injenice
da se mnoge jednadzbe drugog reda na nju svode supstitucijom.
Vrijede slijedeée tvrdnje:

1) Pretpostavi li se da funkcije p i q u jednadzbi

Yoy « p(X)Y(x) + aq(X)y(x) = o

zadovoljavaju slijedeéa tri uvjeta:
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a) p i g su analiticke funkcije u kompleksnoj ravnini s uku-
pno najvide tri singulariteta xi} x2 *3;
b) (x —xi) (x —x2) (x —*3)p(x) i —xiv (x — xi)2
(lc —x3)2q(x) su funkcije analitiCke u cijeloj kompleksnoj ravnini;
drugim rije€ima, xi,x2,x3 su polovi najviSe prvog reda za p i
najvise drugog reda za q;
2 IR 1/
c¢) funkcije P(x) ----------;(ZP\\QJ i Q(*) = ><4"]\))J su ana~
litiCke u ishodistu.
Tada se jednadZba svodi na hipergeometrijsku supstitucijom
oblika
ax -f b> /[ dz —b \
cx + d'
2 b, ¢, d}r, s su kompleksni brojevi; ad —bc= 1
2) Neka funkcije p i q zadovoljavaju slijedece uvjete:
a) p i g su analiticke u kompleksnoj ravnini s ukupno najvise
dva singulariteta xI3 x2;
b) x —*0 (x —x2)p(x) i
analiticke u cijeloj kompleksnoj

(x —XV\)2(x —x2)2q(x) su
ravnini;

c) su analiticke u

ishodistu.
Tada se ova poopcena jednadzba svodi na hipergeometrijsku

supstitucijom oblika z —ax + bzv(z) = z (z — 1);

a, b, r, s su kompleksni brojevi, a 4 0.
Jedno je rjeSenje Gaussove jednadzbe, ako je y + 0, —1, —2,
hipergeometrijska funkcija F(a, p, y; x). Ona je definirana
tzv. hipergeometrijskim redom

=V ny)n° =n)T(1%n)
Y —_ -
13 O“Y'.z”@h)T(y +n)
n=
Ako je a = ft = y — 1, to je obi¢an geometrijski red *

n=0

kojim je definirana hipergeometrijska funkcija konvergira za svaki
kompleksan broj x s apsolutnom vrijedno$¢éu \x\ < 1. Prema tome,
hipergeometrijska funkcija analiticka je u krugu [#] < 1. Ona
se produljuje do viSeznacne analiticke funkcije u cijeloj ravnini
s razgranistima u 11 00. Jedna je od formula za analiticko produ-
ljenje te funkcije [za Re ft >1 0iRe (y—P)>0]

F(a,p,y,x) = FAY (L *>av(@1 - tx)~adt.
0
Opce je rjeSenje jednadzbe u krugu |jc|] < 1
y(x) = CiF(a, p,y; x) + cxlF@@+ 1—y,p+ 1- y,2 - y;X

y&£0,i 1 d2 ...
U krugu \x —11< 1 opée je rjedenje dano sa
y(x) = oxF(a, P,

1+a+P- y;1- Xx) +

+ cAl- x)v~a~PF(y — P,y —a,1+y—a—
«+P~y*0=x1 2,
Napokon, u podrucju

|*| > 1 opée je rjesenje
y(x) = c,rojili,1+ a - y’]_+ a- /3:-M +

+ Cix~PF"p, L + P—y, 1l + p—a;—j;

a- 0#0,+ 1, + 2, ..

Za izuzetevrijednosti parametaraa, p3y jedno od rjeSenja nije
definirano ili su oba medusobno proporcionalna, pa sedrugo
linearno nezavisno rjeSenje mora posebno odrediti.

Jacobijevi polinomi. Ako je parametar P u hipergeometrij-
skoj funkciji negativan cijeli broj ili nula, iS¢ezavaju svi koeficijenti
u redu F (a, p,-y; x) osim kona€no mnogo njih:

CD.(n\r(y)rfa+k
'X) ( U r@r@y +Kx -’

p; 2x); p(P.a)(n _
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tj. hipergeometrijska funkcija je u tom slu¢aju polinom. U vezi
s tim definiraju se Jacobijevi polinomi P @\q):

‘F\p +g+n —n, p-f 1,

4
Tu je n=20,1,2,....,ap i q su kompleksni brojevi razliciti od
—1, —2, =3, ... P(p'g) je polinom n-tog stupnja. Iz definicije

Jacobijevog polinoma ,i Gaussove jednadZzbe slijedi da je Pp'Q
rjeSenje jednadzbe
(- x2y" (0 +[q-p-(p +a+ 2)xIy'(x)+
+n(p+qg+n+ Dyx) =0.
Stovise, P@p ¢ (x) je do na konstantni faktor jedino rjesenje ove
jednadzbe ograniceno za x = | i x = —l.
Buducdi da je P@p' ) polinom to¢no «-tog stupnja, lako se vidi
da se svaki polinom Q m-tog stupnja moZe prikazati u obliku:

Q(x) = cOP -~ (jc) + cxP[* @) (jc) + ... + ej**’ {x).
Takav je prikaz mogu¢ za bilo koje Cvrste vrijednosti za /> q 4&

= —1 —2,... Koeficijenti ¢0,cl 9 ,cm su jednoznatno od-
redeni sa Q (no, naravno, ovise o izboru p i Q).

Rodriguesova formula

R S (R (R R

vrlo korisno prikazuje Jacobijeve polinome.
p>—1

Odatle se, ako je
q > —1, moze izvesti slijedeée svojstvo ortogonalnosti:

i
I 1-x)7(1+ xYP,p'*,Pm' ‘Xx)dx =
-1
i0 m 4=n
2"*“+1lr(p + n+ \)T(qg + n+ 1)
\n\(p + g+ 2n+ \)r(p + g+ n4 1
Svojstva Jacobijevih polinoma jesu jos:
Pf'-'>\-x) = (-1 )nPrf-p\x)

@n+p+qg)(l- x2-2P An(x) -

= 2(n + p)(n + q)PH-i\x) + n[p —qg—(2n + p + q)x] P(p’a\x)
(2n+p + g+ V[(2nIplrg)(2n+p+q + 2)x+p2—q2P(P\x) =
=2(n+ D> +p+ag+ D@n+p+ q)PAVW +
+ 2(n + p)(n + q)(2n + p + g+ 2)P(pf(x)

dm p{p.i)(x\ _ J_~ n+ m+ P+ A A p(P+m,q+m)(x\
r(n +p+qg+ Y

dxm " >3} 2m n~m K}
(I - x)P+Udx) + (L + x)PE+QH)(x) = 2p (P'dx)

-Aft + n+ 1),

P(P.Q)(_ noit-jj

Pn (1)_ n\r(p+\) 3 n ( ; C n\T(q + 1)
Funkcija izvodnica Jacobijevih polinoma jest
29*“1 00
Nzo(l —i + + 1+ [2)-«= QP
* n=0
R =R(x,t)= ]\ - 2xt + t2.
Red konvergira za [ij< 1 i —1” x" 1
Legendreovi polinomi. Jacobijevi polinomi za p —q= 0
nazivaju se Legendreovi polinomi:
Pn(x)=rg¢"0)(x) n=0,1,2,.....

Oni su rjeSenja Legendreove diferencijalne jednadzbe
1 —x2y"(x) —2xy\x) + n(n + I).y(*)'= 0.

Stovise, vrijedi slijedeca tvrdnja:
Neka je y 40 rjeSenje jednadZbe

(1 —x2y"(x) —2xy\x) + Xy(x) =.0
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ograni¢eno u totkama x = 1 i x = —1 Tada je A= n(n+ 1)
za neko n=0,1,2, iy je proporcionalno Legendreovom po-

linomu Pn.

Formule za Jacobijeve polinome veoma se pojednostavnjuju
ako je p = q= 0 (a mogu se tada i mnogo jednostavnije doka-
zati). Tako je Rodriguesova formula

e — g 1?2 -
Svojstvo ortogonalnosti jest
0 n+=m
i P,,(x)Pn*)dx = 2
- 12« +1 s

rekurzivne
@n+ \)9xPn(x) = (n+ 1)P,(*) + nPn_x{x)y
@2n+ DP,(*) = Pri(x) - P,-i(X).

Funkcija izvodnica jest

Nadalje relacije jesu:

i [04)
L—= = £/%(*)<’
| 1 —tx + t2 (n:)O
Svojstva Legendreovih polinoma, koja se izvode iz gornjih
jednakosti, jesu:

(li] < i, i=s*=si).

P.(-x) = (-1)nPnX),
Pnd) = (-1)"P.C-1) = 1,
0 n neparno

A0y = # .72+ D

NX(*) = kZ\(4W - 46 + 3)P2n-2k+i(x)y

Pin-1(x) = kzl (4w - 46 + 1I)Pn—2kx)>

Integralni prikazi Legendreovih polinoma. Ako je / funkcija
analiticka u kompleksnoj ravnini, tada se njene derivacije mogu
prikazati s pomocu Cauchyjeve formule:

1) = IfL f —
7w 2tci J (£ — a)m+
c

gdje je C neka kruZznica sa srediStem u x. Uzme li sef(x) = "]7

(x2 — 1)", dobiva se pomoc¢u Rodriguesove formule:

_ 1 I’f (i2- l)" dl
P.(X) 2NHT Y (F-x )"+

To je tzv. Schlaflijeva formula. Odabere li se za C kruznica oko
x radijusal/l —x2, (—l < x < 1), varijabla integracije je tada
C= * + I/TTPeiip, 05 %~ 27T, itom supstitucijom Pn(x)

prelazi u oblik:
2n

Pn(x) ={2L\1/L —x2sin( —i*]" d(p.
0
Odatle posebno slijedi da je

IV*) ~ 1 za—l~rx~ 1

Iz svojstava ortogonalnosti i iz Cinjenice da je svaki polinom
linearna kombinacija Legendreovih polinoma, moZe se dokazati
da se svaka funkcija/ na segmentu —1 ~ x ~ |, koja zadovoljava
odredenim uvjetima, moZe prikazati konvergentnim redom Le-
gendreovih polinoma:

© 1

1) =~ c.Pn(x), cn= («+y) Jf(x)P.,,G{)dx.
n=0 -1

FUNKCIJE

Drugo linearno nezavisno rjeSenje Legendreove diferencijalne
jednadzbe jest

"2 1 In+l n+22n+3 1\
S ATEDT x*+ \~2 "— 2 ;?j.
Postoje i slijedec¢i prikazi za funkciju Qn:
I(» + 2A)!Ir (* + m)
= o0Jv+t y\' e T b N x ~2k > *)
@) FES(M)ir( + A+)
On(x) =J [x + Vx2- icht] dt,

Nekoliko po€etnih Legendreovih polinoma jesu:

Po(x) =1, Pi (x) = P2(x) = | (3x2- 1),

P*(*) =\ (5x3- 3x), P4(x) = | (35a4- 30x2+ 3),

Ps(x) = \O (63xs —70a:3+ 15a;),

P6 (%) = 4, (281 —315%4+ 105x2-5).

Legendreovi polinomi PO, Piy P2, P 3 i Pe graficki su prikazani
na si. 18.

SI. 18 Legendreovi polinomi Po(x),

. P4(*) i P6(X)
¢ebisevljevi polinomi. Cebisevljevi polinomi prve vrste T,
do na faktor su specijalni slu¢aj Jacobijevih polinoma:

2m\ n(-12 -12, N L.1-*\
IR *) - 27 2 )m

AN
T.(0 -

r, je rjeSenje jednadZbe
(L - a2 /r*) —*/(*) + = 0.
Supstitucijom x = cost ta jednadzba prelazi u

?2"+ n*y = 0.

Opce je rjeSenje te jednadzbe funkcijay(t) = A cosnt+ B sinnt
Prema tome izvorna jednadzba ima za opce rjesenje

y(x) = A cos (warccos x) + B sin (n arccos ).
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Moivreovom formulom (cost + isint)n = cosnt + i sinnt Relacije ortogonalnosti jesu:
moZe se dokazati da je i 0 mj=n
] r Tn(x) Tm(x) dx= -~ m=n 40
cos (,,arccos *) = V. L. 1A (» 7 *3 (2x)" ~ * mn- X 2
2(n—k\ k iz m=n=0
=0
0 m#n
J\nN—x2 Un(x) Um(x)dx = & =
sin («arccos x) = [[i —x2 & (—0*~ ~  (2x)n" x~ 1

k™o 1z relacija dobivenih s pomoéu Moivreovih formula te iz kona¢-
Buduci da polinom r,(x) mora imati oblik opcegrjeSenja i jer nih izraza za Tn(x) i Un(x) slijede jo§ po dva eksplicitna prikaza
je cos (« arccos x) polinom, a sin (n arccos x) nije, slijedi da je

Cebisevljevih polinoma:
Tn(x) = Ancos (« arccos x). Medutim, r, (1) = cos (narccos 1) =
= 1. Prema tome je A, = 1 T,00 = ~[(* +Vx2—D"+ (x —\™2— 1)1,
Dakle, CebiSevljevi polinomi prve vrste mogu se prikazati

T,,(x) = cos (n arccos Xx).

Grafickisu  CebiSevljevi polinomi prve
prikazani na si. 19.

unpg = & vx2-1 y+l- (x - Ix2- 1)nd
vrste TOITI - Ti

1(2x)n
k=0
Iz relacija ortogonalnosti slijedi da su u razvojima funkcije po
CebiSevljevim polinomima
00 00

Ix) = I ar(x)= S M/(x),

koeficijenti dani sa
nA 1 f
0 «J
-1

Cebisevljevi polinomi druge vrste definirani su sa 2 T.(0/(x) I

nd yThi2 «-1,273,...0
2+ 1 02,2 4
(2n + Lym - 00 = 1

S+ O ne2.-nyn b. = \] t,,(x) /(x)dx, n=012,

-i
Oni zadovoljavaju diferencijalnu jednadZbu

Prvih nekoliko CebiSevljevih polinoma jesu:
1 - x2y"(x) - 3xy\x)+ n(n+ 2)y(x) =0,

TO(x) — 1, T, (X) = X, T2(x) = 2x2,
odakle se sli€no kao u prethodnom problemu izvodi (x) = 4x3 —3x,

sin [(« + 1)arccos x] T4(x) = 8x4- 8x2+ 1, r5x) = 16x5- 20x3 + 5x,
u-(x) = v or oA T6(x) = 32x6- 48 x4+ 18x2- 1;
Iz svojstava Jacobijevih polinoma ili direktno iz konacnih UO(’f) =1 U.(x) = 2x t/,(x) = 4x2- 1,
izraza za Tn(x) i Un(x) izvode se slijedece relacije: Ui(x) = 8x3—4 x, Ud(x) = 16x4 - 12x2 + 1,

(—2Yn\ r d-
@2»)! r1 * dx"

redy2i U5(x) = 32x5- 32x3+ 6x,
UB(x) = 64x6 - 80x4 + 24x2- 1.
J__d'r K+ 121
@n+ DI /1-x2166 0% ~ *) J’
BH() = 2x T, —T. (%),

— h* i — timm
U.+(X) = 2xU,,(X) - Pk(x) = (1 - "2 ~"P6x) = 2~ 1a -~ 2)2 _

PridruZzene Legendreove i kugline funkcije. PridruZzene
Legendreove funkcije P™ definirane su relacijom

[(X2- 1)1]
k=0,1,2,..; m= 0,1,2,....6.
u*(x) = Th+1(*),
Posebno je Pi(:c) = Pk(x). Veza s Jacobijevim polinomima je sli-
T.(3) = 11.x) - x &, () jedeca:
1- x2 = X r,,(x) - 1, +1Xx), m
1 12_1xt3 = Tal) + 2 £ TkX)tk p2(x) = a - Dzpitiw e
T k=\ Odatle slijede relacije ortogonalnosti:
(Kl i I 0 n =k
i P2()Pg(Xx)dx = 2 (n+ m\
Y-2tx+ti 1 —I1>~ X>- x- 1) -1 (Pg(3) G )

2w+ 1(h—m)!
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Nadalje, uvrStavanjem izraza Pf(x) u Jacobijevu jednadZzbu dobije
se da je pridruzena Legendreova funkcija rjeSenje jednadzbe

(1 - x2y"(x) - 2xy\)+ (k{k+\)~y")y(x) =o.

Za m = 0 ta se jednadzba svodi na Legendreovu jednadZbu.
Za pridruzene Legendreove funkcije vrijede rekurzivne re-
lacije:
(Zn + )xP"n(x) = (» —m + OPSVii*) + (» + m)P"LI(x),
(x2 - >»+

JAPM = (n-m + DP"+I(x) -

Pomocdu tih funkcija moguce je rijeSiti Laplaceovu jednadZzbu
danu u uvodu. Treca jednadZzba iz sustava jednadzbi na koje je

Laplaceova jednadZzba rastavljena, supstitucijom cos§ = x,
(cos #) = 0($), prelazi u.
1- x2y'\x) - 2xy\x) -f —nN yM = 0.

Isto kao i kod Legendreove jednadzbe vrijedi slijede¢a tvrdnja:

Ako je y +0 rjesenje ove jednadzbe ograniceno u x = 1 i
x = —1, tada je X= «(« -f ) zanekon=m m+ lra+ 2,..
a je proporcionalno pridruzenoj Legendreovoj funkciji P,,.

Buduéi da je zahtjev ograni¢enosti sadrzan u problemu, to
je X= «(« + 1)

Tada je opce rjeSenje druge jednadzbe u sustavu jednadzbi
R(r) = A rn + Br~n~l. Zahtjev ograniCenosti u ishodiStu daje
B = 0, tj. R je proporcionalno sa rn. Nadalje, opce rjeenje prve
jednadzbe jest linearna kombinacija funkcija sinme i cos m<
a mozZe ga se pisati i kao @(p) = C eim{p+ D . Prema tome,
rjeSenje Laplaceove jednadzbe uz postavljeni uvjet trazit ce se
u obliku

anmrnYy(&, <),

gdje su:
Yn(P>¥) = erd@Ini(cos#),
ms=, —«, —<+ 1,...., «.
Supstitucijom x = cos # relacije ortogonalnosti pridruZzenih Le-
gendreovih funkcija prelaze u
0 n”k
jn (cos"Pjrcostsintd# = 2 («+ m!
2¢ + 1(« —w)!
Nadalje vrijedi
Paid

1z posljednje dvije relacije slijede relacije ortogonalnosti za funkcije
m.

n: )
jVI#sin #YJ*(#, (0) Yic{d',(p)

0 0
fo m# [ili « Fk
41}(« + M)! 7 .,
I2» + 1)(»-H)! m- I"'n~k
(potez oznacava kompleksno konjugiranje).
Rubni uvjet zadan u problemu i relacije ortogonalnosti omo-
gu€uju da se izracunaju koeficijenti u redu koji je rjeSenje La-
placeove jednadzbe:

_ 2« + ) («—\m\)! . oY YTV

Gi(« + m|) d#sin#F(#,9?) Y™(d'i (p).
Opet se, kao i u problemima titranja pravokutne i kruzne mem-
brane, mozZe dokazati da, uz izvjesne uvjete na funkciju F(&3(p),
red konvergira prema funkciji koja zadovoljava Laplaceovu jed-
nadzbu i zadani uvjet.
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Homogeni polinom P n-tog stupnja u varijablama x,y,z
naziva se harmonijski polinom, ako zadovoljava Laplaceovu jed-
nadzbu :

Uvrste li se u P polarne koordinate r, #, (p} zbog homogenosti
dobiva se P(x,y3z) = r" Y(#, 97). Svaka tako dobivena funkcija
Y zove se kuglina funkcija «-tog reda. Kugline funkcije «-tog
reda sve su to¢no linearne kombinacije funkcija (m= —,
-« 1, «)
n
Y{» f) = | e-V.. (#%*»).
Posebno, medu kuglinim funkcijama «-tog reda ima togno 2« + 1
linearno nezavisnih.
Laguerreovi polinomi. Laguerreovi polinomi definirani su sa

Ln(X) =e 7 n=0,\,2,....

Iz definicije slijedi

vy 2

k=0
i vidi se da je Ln polinom «-tog stupnja. S pomodu tog izraza
moZe se dokazati slijede¢i razvoj:

(X" e~Ky

(*)*m’

1 -LL- vV 1

inTe -'=2/~TL"Wi"
n-0

1*1) < 1)

Nadalje vrijede rekurzivne relacije:
(«+ DLnx) = (« + DLnKx) - Ln+Yx),
(2« - x + DL,(x) = Ln+i(x) + n2Ln_j(x).
Kombinacijom tih relacija izvodi se da Ln zadovoljava jednadZbu
xy"(x) + (L - x)y\x) +ny() = Q

Iz navedenog razvoja slijedi:

1 _tnsm
(-0(-0 & o

Integrira li se lijeva stranu po x od O do oo, dobiva se rezultat:

<zxLn(x) L, ().

1

= 1 tns\
1—ts

IzjednaCavanje koeficijenata uz trsmu tom redu i u redu koji se
dobije integracijom desne strane, slijede relacije ortogonalnosti
za Laguerreove polinome:

f 4

A 0., «4=m

J c~xLnx)Lm(x) dx = ( 2 n==m,

0
Prema tome, u razvoju funkcije / po Laguerreovim polinomima:

f(x) = E anLn(x)
n=0

koeficijenti su dani sa

an=

(«

Kod izraCunavanja integrala u ovoj relaciji, ¢esto se moze upo-
trijebiti metoda analogna dokazu relacija ortogonalnosti.

U primjeni, posebno u kvantnoj fizici, susreu se i tzv. pri-
druzeni Laguerreovi polinomi:

n=0"1,2,...; m=20,12,...n
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L%je polinom (n-m)-tog stupnja i rjeSenje je diferencijalne jed-
nadzbe

xy"(x) -f m+ 1 —x)y'(x) -f (n —m)y(x) = 0.
Iz definicije pridruZzenih Laguerreovih polinoma i iz svojstava
polinoma Ln izvode se relacije:

(-1)
(- iy
J

J
(n+ L7 = (n+ 1) —L7(x) - AL " +i{x),

2n- m- x+ 1)E"(*) = n2 + 7 wA AL+ ()

Relacije ortogonalnosti slijede slicno kao i za obi¢ne Laguerreove
polinome:

0
| X-e~r L”+(x) L%+k(x) dx = | [(m+ «!)]
0 " wl Aton

Hermiteovi polinomi. Definicija je Hermiteovih polinoma

Hn je rjeSenje Hermiteove diferencijalne jednadzbe:
y"(x) —2xy'(x) + 2ny (x) = 0.

Ta se jednadZba pojavljuje kod problema harmoni¢kog oscilatora
u kvantnoj mehanici. Neka svojstva Hermiteovih polinoma jesu:

Hn(x) = 2nH,,_i(x), Hn+0O) = 2xHn(x) - 2nHn_i(*),
[fJ
(-1)*»!
k=0
2 Hn(x)fi},
w=0

R R Y I

Jacobijeve elipticke funkcije. Funkcija definirana integralom

dt

D
F &k m
=k I k2sin2t

naziva se nepotpuni elipticki integral prve vrste, a broj k zove se
modul od F. Promatrana kao funkcija kompleksne varijable (p,

0< k<1,

F(sp3k) je viSeznacna (toCnijeoo-znatna) analiticka funkcija.
Njoj inverzna funkcijaoznaCava se saam(«, k) ili, krace, am(w):
P- am(w), u = F(p, k),

am(w) zove seamplituda od u. To jeopet 0o-zna¢na analiticka

funkcija s razgraniStima:

umn= 2mK + 2n+ 1)iK", mn=0% 1% 2,..
gdje je

I3

X = X (*)-"F ( =J d

M- oA
0
7
7

K'= KW = K (I/r~)= dr

Acos2t + k2sin2t

am(«) je i periodicka funkcija s periodom 4iK":
am(« -f 4i K" = am(w).
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Dalja su joj svojstva
am(—)= —am(w); am(« + 2K) = F + am(w);
am(« + 2i /C) = ri— am(«).
Jacobijeve eliptiCke funkcije definiraju se sa
snu = sin (am(tt)); cnu = cos (am(w))m
dnu= ]\ —k2sn2u-
Ako se Zeli ista¢i ovisnost o modulu k, piSe se sn(w, k), cn(u, k)
i dn(w, 6); sn se Cesto naziva elipticki sinus, a cn elipticki kosinus',
sn, cn i dn su (jednoznacne) analiticke funkcije s polovima u
toCkama um. Nadalje, one su i dvostruko periodiCke:
sn(m+ 4K) =sn(u+ 2iK') = snu,
cn(u+ 4iC) = cn(u+ 2+ 2iiC) = cnw,
dn(m+ 2K) =dnWw+ 4iiC) = dnu.

Funkcije sn, cn i dn pojavljuju se u nekim problemima me-
hanike, npr. kod gibanja asimetricnog zvrka, kome su sva tri mo-
menta inercije medusobno razliCita.

Neke relacije za Jacobijeve elipticke funkcije jesu:

sn (—u) = —snu, cn(-«) = cnw, dn(—u) = dn(u);
sn2u + cn2u = 1;
1 —cn2u cn2u + dn2u
1+ dn2u 1+ dn2u
dn2u + k2en2u -f 1 —k2
dn2u —
1 + dn2u
Sh(u -f v snucnvdnv + snvcnudnu
(u ) 1 —k2sn2usn2v
. _cnucnv —snusnvdnudnyv
on(u+v) = 1 —k2sn2usn2v
dnudnv —k2snusnvcnucnv_
dn (u + v) =

1— k2sn2usn2v

iam(«): dnu, —dsnuz cnudnu,

du du
& cnu= —snu o(#?ur'h —dnu¥2—k snucnu,
sn = (I —sn2u) (I —k2sn2u),
(cl«CnN) =~ —cn2 ~ —k2-k2cn2u),

(£')l (I —dn2u) (dn2u + 1 —k2).
Napokon je, za grani¢ne vrijednosti modula k:

lim sn (u, k) = sinu, limcn (u, k) = cos u, limdn (u, k) = ;
k—*d k-*0 Js)

Er>nlsn (u, k) = th u, &j_mlcn (u, k) = JID’II dn (u, k) = N

hu
H. Kraljevi¢
Tendencije razvoja funkcionalne analize. Dinamican

razvoj moderne matematike doveo je do stvaranja velikog broja
vrlo apstraktnih pojmova koji su potrebni da se analizira logi¢ka
struktura pojedinih matemati¢kih disciplina. Pri tom se pojav-
ljuju strukturalne podudarnosti koje omogucuju dublje razu-
mijevanje i medusobno obogacivanje pojedinih dijelova matema-
tike. U okviru toga dobio je i pojam funkcije svoj sadasnji ap-
straktni sadrzaj kao preslikavanje jednog skupa u drugi. Time
su, napose, obuhvaceni i pojmovi operatora i funkcionala, koji
su centralni u funkcionalnoj analizi, dalekosezno razvijenoj ma-
tematickoj disciplini Sto se nadovezala na teoriju integralnih jed-
nadzbi. Pored toga se uvelike istrazuju svojstva specijalnih funk-
cija i ispituju nove takve funkcije koje se pojavljuju u sve kompli-
ciranijim primjenama matematike, uz svestranu upotrebu elek-
tronic¢kih racunskih uredaja. Takav se razvoj i dalje nastavlja i
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dovest ¢ée do sve dubljih i dalekoseznijih matematickih saznanja
do sve opseznijih i svestranijih mogucnosti primjene matema-

tike u razlic¢itim podrucjima ljudskih djelatnosti, a osobito u teh-

ni¢kim znanostima. D. Blanusa
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