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NajceS¢a su klizanja povrSinskog raspadnutog materijala, te
klizanja u lutitskim sedimentima (gline, lapori, Skriljavci). Nesta-
bilnost ¢vrstih stijena pojavljuje se uzduz slojnih ploha, pukotina
ili pri nepovoljno poloZenim slojevima s uloScima glina ili
lapora.

Veliko znaCenje imaju inzenjerskogeolodki radovi u gradnji
naselja i vecih industrijskih objekata. Tu su vazni prirodni
uvjeti mjesta i reljef, inZenjerskogeoloSke i hidrogeoloske karakte-
ristike tla, eventualna aktivnost fizicko-geoloSkih procesa.
Podru¢je s pogodnim prirodnim uvjetima ne zahtijeva velike
pripremne radove. Nepovoljni prirodni uvjeti (klizista, jaruge,
brezuljkasti reljef, visoka razina podzemne vode, mogucnost
plavljenja povrSinskim vodama) znatno oteZavaju inZenjersku
pripremu terena za gradnju, a mogu je i potpuno onemoguditi.

Jugoslavija se ubraja u seizmicki najaktivnija podrucja u
Evropi, pa zato pri projektiranju objekata valja paziti na moguce
djelovanje potresa. Na podruc¢jima istog predvidivog stupnja
intenziteta potresa Cesto postoje tla, koja se medusobno bitno
razlikuju po svojim inZenjerskogeoloskim, hidrogeoloSkim, mor-
foloSkim i geomehani¢kim svojstvima. Lokalne inZenjerskogeo-
loske, hidrogeoloSke i morfoloSke prilike mnogo utjeu na velici-
nu seizmickih optereéenja, pa su inzenjersko-geolo3ka istraziva-
nja nuzna u racionalnom projektiranju i gradenju gradevinskih
objekata.

A. Magdaleni¢
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GEOMETRIJA, dio matematike u kojem su prvobitno
bila prouCavana svojstva prostora i objekata u prostoru. Nastala
je iz problema u praksi kao Sto su npr. mjerenje zemljista i
izraCunavanje oplo§ja i obujma razli¢itih tijela. U daljem raz-
vitku, geometrija je obuhvatila mnogo Sire podrucje problema,
prakti¢nih i apstraktnih, koji mogu, ali ne moraju uvijek, imati
prakti€nu primjenu. Prvobitno se geometrija dijelila na planime-
triju (geometriju ravnine) i stereometriju (geometriju prostora).

Najjednostavniji pojmovi i €injenice iz geometrije bili su poznati ve¢ u
starom Egiptu i Babilonu oko *-2000. god. Te su cCinjenice bile formulirane
u obliku pravila, €iji dokazi nisu dani. Od <-VII st. geometrija se razvija
uglavnom u staroj Grckoj. Razli€iti pojmovi i ¢injenice postepeno se povezuju
u sustavnu cjelinu i pocinje njihova sistematizacija. U to su vrijeme naci-
njeni i prvi, relativno strogi dokazi geometrijskih tvrdnji. Geometrija postaje
znanost.

Euklid (-<-365? do <-300?) u djelu Elementi povezao je gotovo sve dota-
dadnje znanje iz geometrije u logi€nu cjelinu i postavio znanstvene temelje
razvitku geometrije. U tom je djelu geometrija zasnovana kao deduktivna
znanost. Euklid je najprije opisao osnovne pojmove, definirao izvedene pojmove,
formulirao osnovne pretpostavke (postulate i aksiome), a zatim redom dokazao
tvrdnje (poucke), kojima se opisuju svojstva geometrijskih pojmova (pravac,
poligon, kruZnica, geometrijska tijela).

RjeSavajuci neke konstruktivne probleme, stari su Grci pronasli krivulje 2.
stupnja (elipsa, parabola i hiperbola), €ija je svojstva vrlo podrobno istrazio
Apolonije (*-262? do +«-190?), koriste¢i se pri tom i metodom koordinata, iz
koje se kasnije razvila analitiCka geometrija. Arhimed (<-287? do <-212) postavio
je temelje infinitezimalnog ra¢una. U radovima Grka nalaze se i poceci
trigonometrije. Njihova je matematika dosla u Evropu posredstvom arapskih
srednjovjekovnih matematicara.

GEOLOGIJA — GEOMETRUA

U XVII st. radovima R. Descartesa (1596— 1650) i P. Fermata (1601— 1665)
nastaje anSliticka geometrija ravnine i prostora, a radovima L. Eulera (1707—
1783), G. Mongea (1746—1818) i K. F. Gaussa (1777— 1855) diferencijalna
geometrija. U tim se granama geometrije svojstva geometrijskih objekata istrazuju
metodom koordinata i primjenom algebre, odnosno diferencijalnog racuna.

G. Monge je postavio i temelje za deskriptivnu geometriju, u kojoj se
svojstva geometrijskih objekata proucavaju metodama projiciranja i grafickim
metodama. Polaze¢i od metoda projiciranja, razvili su J. V. Poncelet (1788—
1867), J. Steiner (1796—1863), a zatim i C. H. von Staudt (1798— 1867),
projektivnu geometriju, u kojoj se za razliku od tzv. metrickih svojstava pro-
ucavaju samo tzv. projektivna svojstva, sluze¢i se pri tom i radovima G. Desar-
guesa (1593-1662) i B. Pascala (1623-1662).

Jo§ od Euklida pokuSavalo se njegov 5. postulat dokazati uz pomoé
preostalih postulata i aksioma, jer se zbog slozenosti 5. postulata opravdano
ocekivala moguénost tog dokaza. Dovoljno je re¢i da je Euklidov 5. postulat
u biti ekvivalentan s Hilbertovim aksiomom o postulatima. Medutim su, u prvoj
polovini XIX st, N. I. Lobacevski (1792— 1856), J. Bolyai (1802— 1860) i K. F.
Gauss pokazali da se 5 postulat ne moze dokazati, jer se zamjenom tog
postulata suprotnom tvrdnjom dobiva nova, tzv. neeuklidska ili hiperboli¢ka
geometrija, koja je isto tako neproturjeéna kao do tada jedina poznata
euklidska geometrija. Ta spoznaja imala je veliki utjecaj na buduéi razvitak ne
samo geometrije nego i cijele matematike, pa i fizike. Pokazalo se da pojam
prostora nije aprioran, nego da su logicki moguéi razli¢iti pojmovi prostora.
Odgovor na pitanje, koja geometrija bolje predocuje svojstva fizikalnog prostora,
ne moZe dati matematika, nego eventualno samo fizikalni pokus. H. Grassmann
(1809—1877) i L. Schlafli (1814—1894) zasnivaju visedimenzionalnu geometriju,
u kojoj se algebarske jednadzbe tumace kao predstavnici geometrijskih objekata
u viSedimenzionalnom prostoru, analogno kao 3to se to ¢ini u analitickoj
geometriji ravnine i prostora. Grassmannov rad poti¢e razvitak vektorskog
ratuna, za koji je zasluzan i W. R. Hamilton (1805—1865). B. Riemann
(1826— 1866) poopcuje ideje Gaussa, Lobacevskog i Grassmanna i izgraduje
pojam n-dimenzionalnog analiti€kog prostora, kojem su do tada poznati prostori
posebni slucajevi. B. Riemann pretpostavlja da je metrika fizikalnog prostora
ovisna o rasporedu materije u njemu, paje po tome pretea Einsteinove opce
teorije relativnosti. Osim toga, Riemannov rad je potakao razvitak tenzorskog
ratuna i tzv. Riemannove i mnogih drugih jo§ opcenitijih geometrija.

Radovi E. Beltramija (1835—1900), a osobito A. Cayleyja (1821— 1895) i
F. Kleina (1849— 1925), pokazali su da se za hiperbolicku geometriju mogu nadci
modeli unutar euklidske, odnosno projektivne geometrije. Osim toga su J. V.
Poncelet, A. Cayley i F. Klein pokazali da se i euklidska i razli¢ite druge
geometrije koje su se u to vrijeme razvile, kao Sto su afina, ekviformna,
elipticka i druge, mogu izvesti kao posebni slucajevi projektivne geometrije.
Polaze¢i od te Cinjenice, F. Klein je formulirao princip, tzv. Erlangenski
program, po kojem se mogu razvrstati razli¢ite geometrije.

Pitanje potpunog aksiomatskog zasnivanja geometrije, a osobito euklidske
geometrije, ostalo je otvoreno i nakon Euklidovih Elemenata. Pokazalo se,
naime, da se i Euklid pri dokazivanju nekih poucaka sluzi ¢injenicama, koje
smatra ociglednim, pa se na njih niti ne poziva. To su uglavnhom ¢injenice
koje se odnose na pojam poretka, neprekidnosti i sukladnosti. Tijekom XIX st.
pojam neprekidnosti logi¢ki su zasnovali K. Weierstrass (1815— 1897), J. R. W.
Dedekind (1831—1916) i G. Cantor (1829— 1920), a pojam poretka i sukladnosti
M. Pasch (1843—1930). Napokon D. Hilbert (1862— 1943) svojim djelom
Osnove geometrije daje potpuno aksiomatski zasnivanu euklidsku i hiperbolicku
geometriju.

Tijekom XX st. razvile su se i druge nove grane geometrije, kao npr.
algebarska geometrija kao nadgradnja analiticke geometrije, integralna geometrija,
teorija konveksnih tijela, teorija kona¢nih geometrija i dr. Geometrija se tijesno
preplice s drugim podru¢jima matematike, a iz nje se izdvajaju samostalne
discipline kao npr. topologija.

Novi pristup problemu zasnivanja razli¢itih geometrija dao je H. Bachmann
(1909—). On zasniva geometriju na osnovnom pojmu simetrije.

Na kraju treba navesti i najvaznije doprinose jugoslavenskih matematicara
razvitku geometrije. V. Vari¢ak (1865— 1942) dao je znatne priloge hiperbolickoj
geometriji, a D. Blanu$a (1903—) priloge teoriji smjestavanja razli¢itih prostora
odredenih dimenzija u prostore viSih dimenzija.

Aksiomatsko zasnivanje euklidske i hiperbolicke geometrije.
Ve¢ je na poCetku receno da je Euklid prvi pokuSao dati
aksiomatske temelje geometrije, ali mu to nije u potpunosti
uspjelo. Prvo potpuno aksiomatsko zasnivanje geometrije dao je
D. Hilbert. Na taj je nain geometrija postala strogo deduktivna
znanost, kod koje su jasno istaknute osnovne pretpostavke
(aksiomi), a sve se ostale tvrdnje onda dokazuju kao stavci.
Promatraju se tri vrste osnovnih elemenata: tocke, pravci i ravni-
ne. UobiCajeno je da se tocke oznacavaju velikim, pravci malim
latinickim i ravnine malim grékim slovima. Promatraju se tri
osnovne relacije: pripadanje, biti izmedu, sukladnost. Relacija
pripadanja povezuje toCke s pravcima i ravninama. KaZe se da
to¢ka A pripada pravcu a, odnosno ravnini a, a osim toga
uobicajeno je re¢i da pravac a, odnosno ravnina a prolazi kroz
tocku A. Definira se i pojam pripadanja za pravce i ravnine.
Kaze se da pravac a pripada ravnini a ili da ravnina a prolazi
kroz pravac a, ako svaka tocka koja pripada pravcu a, pripada
i ravnini a. Relacija biti izmedu povezuje po tri razliCite toCke,
koje pripadaju istom pravcu. Ako su totke A, B, C u toj
relaciji, tada se kaze da je toCka B izmedu toCaka A i C.
Relacija sukladnosti povezuje izvedene pojmove, koji ¢e biti kas-
nije definirani: po dvije duZzine ili po dva kuta. Aksiomi se mogu
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u nacelu izre¢i i za osnovne pojmove, ali je to prili€no slo-
zeno. Prikladnije je uvesti aksiome postepeno (po skupinama),
pa na temelju ve¢ izrecenih aksioma definirati neke nove pojmo-
ve, koji se zatim upotrebljavaju u daljim aksiomima. Prema Hil-
bertu uobiCajeno je uzeti pet skupina aksioma.

Prva je skupina aksioma (8 aksioma pripadanja): 1. Za bilo
koje dvije razliite tocke A, B postoji jedan i samo jedan
pravac, koji prolazi kroz svaku od tih tofaka. 2. Svaki pra-
vac prolazi kroz bar dvije razli¢ite tocke. 3. Postoje bar tri
toCke, koje ne pripadaju istom pravcu. 4. Za bilo koje tri tocke
A, B, C, koje ne pripadaju istom pravcu, postoji jedna i samo
jedna ravnina, koja prolazi kroz svaku od tih to€aka. 5. Svaka
ravnina prolazi bar kroz jednu tocku. 6. Ako dvije razliCite
to€ke pripadaju i pravcu a i ravnini a, tada pravac a pripada
ravnini a. 7. Ako postoji tocka A, koja pripada ravninama
a, /?, tada postoji bar jo§ jedna toCka B, razlicita od A, koja
pripada ravninama a, /2. 8 Postoje bar Cetiri toCke koje ne
pripadaju istoj ravnini.

Pravac iz 1 aksioma zove se spojnica toCaka A, B i oznaCava
se sa AB. Ravnina iz 4. aksioma zove se spojna ravnina toCaka
A, B, C i oznatava se sa ABC. Na temelju prve skupine
aksioma mogu se dokazati neke jednostavne tvrdnje. Za dva
razliCita pravca a, b, koji pripadaju istoj ravnini, ili postoji
jedna i samo jedna toCka C, koja pripada tim pravcima, ili ne
postoji ni jedna takva tofka. U prvom slu€aju kaze se da se
pravci a, b sijeku u toCki C ili da je C sjeciSte pravaca a, b
i piSe se C=anb, a u drugom sluaju kaze se da su pravci
a, b paralelni i piSe se a|b. Za dvije razliCite ravnine a, /? ili
postoji jedan i samo jedan pravac c, koji pripada tim ravninama,
ali tada ne postoji ni jedna toCka koja bi pripadala ravninama
a, /7, a da ne bi pripadala pravcu c, ili ne postoji ni jedna
tocka koja pripada ravninama a, /2 U prvom slu€aju kaze se
da se ravnine a, /? sijeku po pravcu c ili da je ¢ presjeCnica
ravnina a, P i piSe se c=an /2 a u drugom sluéaju kaze se
da su ravnine a, p paralelne i piSe se a | /2 Za ravninu a i
pravac b, koji ne pripada toj ravnini, ili postoji jedna i samo
jedna toc¢ka C, koja pripada ravnini a i pravcu b, ili ne postoji
ni jedna takva tocka. U prvom sluCaju kaze se da se ravnina
a i pravac b probadaju u tocki C ili da je C probodiste ravnine a
ipravca b ipiSe se C=anbiliC=5na,au drugom sluCaju
kaze se da su ravnina a i pravac b paralelni i piSe se a||b
ili b|a Kroz pravac a i tocku B, koja ne pripada tom pravcu,
prolazi jedna i samo jedna ravnina, koja se zove spojna ravnina
pravca a i tocke B i oznaCava se sa aB ili Ba. Kroz dva
razlicita pravca a, b, koji prolaze kroz istu tocku, prolazi jedna
i samo jedna ravnina, koja se zove spojna ravnina tih pravaca
i oznaCava se sa ab. Svaka ravnina prolazi bar kroz tri toCke
koje ne pripadaju istom pravcu.

Druga je skupina aksioma (4 aksioma poretka): 1 Ako je
tocka B izmedu toCaka A i C, tada je toCka B i izmedu toCaka
C i A 2. Ako su A, B razliCite toCke, tada postoji toCka C,
koja pripada pravcu AB, takva da je toCka B izmedu toCaka A
i C. 3. Od tri razlicite toCke, koje pripadaju istom pravcu,
najvise je jedna izmedu preostale dvije.

Cetvrti aksiom poretka slijedi kasnije. Par toaka A, B zove
se duZina s krajevima A, B i oznaCava se sa AB. Ako je tocka
C izmedu toCaka A i B, tada se kaZe da je C unutradnja
tocka duzine AB. KaZe se da pravac ¢, odnosno ravnina y
sijeCe duzinu AB ako postoji unutradnja tocka duzine AB, koja
pripada pravcu c, odnosno ravnini y.

Dakle 4. aksiom, tzv. Paschov aksiom, glasi: Neka su A,
B, C tocke, koje ne pripadaju istom pravcu, i p pravac, Kkoji
pripada ravnini ABC, a ne prolazi ni kroz jednu od toCaka
A, B, C. Ako pravac p sijeCe duZinu AB, tada on sijecCe ili
duzinu AC ili duzinu BC.

Pomocu prve dvije skupine aksioma mogu se dokazati razli-
Cite tvrdnje, od kojih ¢e biti navedene samo najvaznije. Svaka du-
Zina ima beskonafno mnogo unutra$njih tocaka. Ako je 0 toCka
koja pripada pravcu a, tada se sve preostale tocke, koje pri-
padaju tom pravcu, mogu podijeliti u dva skupa, koji se zovu
polupravci pravca a s poetkom O, sa svojstvima: ako su A, B
dvije tocke iz istog polupravca, tada to¢ka 0 nije izmedu toCaka
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A i B, a ako su A, B tocke iz razliitih polupravaca, tada je
toCka 0 izmedu to¢aka A i B. Ako je o pravac koji pripada rav-
nini a, tada se sve tocke, koje pripadaju ravnini a, a ne pripadaju
pravcu o, mogu podijeliti u dva skupa, koji se zovu poluravnine
ravnine a s rubom o, sa svojstvima: ako su A, B dvije toCke
iz iste poluravnine, tada pravac o ne sijeCe duzinu AB, a ako
su A, B toCke iz razliCitih poluravnina, tada pravac o sijeCe

duzinu AB. Ako je ol bilo koja ravnina, tada se sve toCke,
koje ne pripadaju ravnini co, mogu podijeliti u dva skupa,
koji se zovu poluprostori s rubom co i sa svojstvima: ako su
A, B dvije to€ke iz istog poluprostora, tada ravnina co ne sijeCe
duzinu AB, a ako su A, B tocCke iz razli¢itih poluprostora,
tada ravnina co sijeCe duzinu AB. Za dva polupravca istog pravca
kaze se da su jednako orijentirani ako jedan od njih sadrZi
drugi. Svi polupravci pravca o mogu se podijeliti u dva skupa,
koji se zovu orijentacije pravca o, sa svojstvom da su bilo koja
dva polupravca iz istog skupa jednako orijentirana. Neka je na
pravcu o odabrana jedna orijentacija. Za tocke A, B, koje
pripadaju pravcu o, kaZze se da je toCka A ispred tocke B
ilidaje tocka B iza tocke A, ako polupravac pravca o s poCetkom
A, koji pripada odabranoj orijentaciji, sadrzi toCku B. Par
polupravaca h, k s istim poCetkom O zove se kut i oznaCava
se sa (KK) ili sa AOB, gdje su A, B hilo koje tocke
polupravaca h, k.

Treca je skupina aksioma (6 aksioma sukladnosti): 1. Ako
je AB bilo koja duzina i h' bilo koji polupravac s poCetkom
A', tada postoji bar jedna totka B' polupravca h' tako da je
duzina AB sukladna duzini A B'. 2. Ako je svaka od dviju
duzina sukladna s treéom duzinom, tada su i te dvije duzine
sukladne. 3. Ako je tocka B izmedu toCaka A i C, a toCka B'
izmedu toCaka A i C i ako je duzina AB sukladna s duzinom
A'B', a duzina BC s duzinom B'C', tada je duzina AC sukladna
s duzinom A'C. 4. Ako je <£(h, k) bilo koji kut, n' bilo koja
poluravnina s rubom a', O' bilo koja tocka, koja pripada pravcu
a, i h' bilo koji od polupravaca pravca a' s pocetkom O,
tada postoji jedan i samo jedan polupravac k' s poCetkom O,
koji je sadrzan u poluravnini n\ tako da je kut  (h, k) sukladan
s kutom (h\ k). 5. Svaki kut sukladan je sam sa sobom.
6. Ako su A, B, C, odnosno A', B', C po tri tocke, koje ne

pripadaju jednom pravcu, tako da je duzina AB sukladna s

duZzinom A'B’, duzina AC s duzinom A'C', akut BAC skutom
B'A'C', tada je kut <€ABC sukladan s kutom A'B'C.
Ve¢ na temelju prvih triju skupina aksioma moze se dokazati
veliki dio tvrdnji geometrije. Dokazuju se poucci (teoremi) o
sukladnosti trokuta, poucak o vanjskom kutu trokuta, definira
se pravi kut, dokazuje se da su svi pravi kutovi sukladni,
definiraju se jednakokrac¢ni trokuti i dokazuju temeljni poucci
0 njima, dokazuju se razliCiti pou€ci o promjerima, tetivama,
centralnim kutovima i tangentama kruznice. MoZe se dokazati
da za svaki pravac a i svaku to¢ku B, koja ne pripada tom
pravcu, postoji pravac c, koji prolazi kroz to¢ku B i paralelan

je s pravcem a. Za dvije duzine AB, CD, koje nisu sukladne,
moZe se definirati Sto znaCi odnos#45 > CD, a sliCan se odnos
definira i za dva kuta koji nisu sukladni.

Cetvrta skupina aksioma jest Dedekindov aksiom, koji glasi:
Ako su sve toCke, koje pripadaju istom pravcu, podijeljene
u dva skupa tako da je pri odabranoj orijentaciji tog pravca
svaka tocka prvog skupa ispred svake tocke drugog skupa, tada
ili postoji tocka u prvom skupu, koja je iza svake druge tocke
tog skupa, ili postoji tocka u drugom skupu, koja je ispred
svake druge tocke tog skupa.

Na temelju prvih etiriju skupina aksioma mogu se dokazati
novi poucci. Ako pravac prolazi kroz unutra$nju to€ku kruznice,
tada postoje dvije toCke koje pripadaju i pravcu i KkruZnici.
Ako jedna kruznica sadrzi jednu unutradnju i jednu vanjsku
toCku druge kruznice, tada te kruznice imaju dvije zajednicke
tocke. MoZe se zasnovati teorija mjerenja duzina (odnosno
kutova), tj. svakoj duZini AB moZe se pridruziti njezina duljina
d(A,B), tako da vrijedi: a) duljina je pozitivan realan broj;
b) ako su duZine AB, A'B' sukladne, tada je d(A,B) = d(A",B");
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c) ako je tocka B izmedu to¢aka A i C, tada je d(A,B) + d(B,C) =
= d(A,C); d) za jednu unaprijed odabranu duZinu (jedini¢nu
duzinu) OE jest d(0,E) = 1 Zatim se moZe uvesti pojam koordi-
natnog sustava na pravcu: ako je o dani pravac i 0, E odabrane
tocke koje mu pripadaju, tada se svakoj toCki X, koja pripada
pravcu o, moZe pridruziti jedan i samo jedan realan broj X,
koji se zove koordinata tocke X, i obrnuto, svakom realnom
broju x moZe se pridruziti jedna i samo jedna to¢ka X, koja
pripada pravcu o, tako da tocke O i E imaju koordinate nula
i 1i da za svake dvije tocke A, B, koje pripadaju pravcu o,
vrijedi d(A,B) = xB—XxA, gdje su xA xBkoordinate toCaka A, B.

Peta skupina aksioma jest aksiom paralelnosti koji glasi:
Ako totka A ne pripada pravcu b, tada postoji jedan i samo
jedan pravac, koji prolazi kroz to¢ku A i paralelan je s
pravcem b.

Na temelju svih pet skupina aksioma moZe se zasnovati sva
euklidska geometrija prostora. Ako se izostave aksiomi od 4.
do 8. prve skupine, dobiva se euklidska planimetrija. lzostavlja-
njem trece skupine aksioma gube se tzv. metricka svojstva i
dobiva se tzv. afina geometrija, opéenitija od euklidske geometrije.
lzostavi li se aksiom pete skupine, dobiva se tzv. apsolutna
geometrija.

Umjesto aksioma pete skupine mozZe se promatrati i njemu
suprotna tvrdnja, tzv. aksiom o paralelnosti Lobacevskog: ako
tocka A ne pripada pravcu b, tada postoje bar dva razliCita
pravca, koji pripadaju ravnini Ab, prolaze kroz toCku A i ne
sijeku pravac b. Na temelju tog aksioma i prvih cetiriju skupina
aksioma dobiva se hiperbolicka geometrija (neeuklidska geo-
metrija Lobacevskog).

Erlangenski program je princip kojim je F. Klein dao mogu¢-
nost sistematizacije i klasifikacije razli¢itih podrucja geometrije.
Promatra se bilo koji skup X koji se zove prostor, a njegovi
elementi toCke tog prostora. Podskupovi skupa X zovu se
figure. Transformacijom prostora X zove se svako obostrano
jednoznacno preslikavanje/ skupa X na sebe, tj. za svaku tocku
A postoji jedna i samo jedna tocka A i obrnuto, za svaku
tocku A postoji jedna i samo jedna tocka A, tako da je
f(A) = A. Za dvije transformacije f g kaZe se da su jednake
i piSe se / =g, ako za svaku toCku A vrijedi f(A) —g(A).
Ako su f g dvije transformacije, tada se definira kompozicija
fg transformacija f g kao transformacija dana formulom
(fg)(A) =f(g(A)), gdje je A bilo koja to€ka. Za svaku trans-
formaciju/postoji tzv. inverzna transformacijaf~ | sa svojstvom
da su za svaki par tocaka A, A jednakosti f(A) = A\
f ~1(A") —A ekvivalentne. Transformacija i, koja ima svojstvo
da za svaku toCku A vrijedi i(A) = A, zove se identitet. Ako
je / bilo koja transformacija, tada vrijedi if =fi =f a osim
togajeff~1=f~1=i.Za. bilo koje tri transformacije f g, h
vrijedi f{gh) —{fg)h. Ako je F bilo koja figura i/ bilo koja
transformacija, tada se saf(F) oznaava figura, Ciji su elementi
sve toCke oblika f(A), gdje je A bilo koja tocka figure F.

Grupom transformacija prostora X zove se bilo koji skup G
transformacija prostora X sa ova tri svojstva: 1 Ako trans-
formacije f g pripadaju skupu G, tada i transformacija fg
pripada skupu G. 2. Identitet i pripada skupu G. (To svojstvo
je zapravo posljedica ostalih svojstava.) 3. Ako transformacija
/ pripada skupu G, tada i inverzna transformacija/ _1 pripada
skupu G. Podgrupom grupe transformacija G prostora X zove
se svaki podskup skupa G, koji je sam za sebe takoder grupa
transformacija prostora X.

Neka je sada X neki prostor i G neka grupa transformacija
tog prostora. Za dvije figure F, Ff prostora X kaZe se da su
ekvivalentne s obzirom na grupu transformacija G i piSe se
F ~ F\ ako u skupu G postoji transformacija / takva da je
f(F) = F'. Pokazuje se da vrijedi: 1. Za svaku figuru F je
F~F 2 1z F~F' proizlazi F'~ F. Iz F~F"' i
proizlazi F ~ F". Skup svih figura prostora X raspada se u klase
medusobno ekvivalentnih figura.

Prema F. Kleinu, geometrijskim pojmovima i svojstvima pro-
stora X s obzirom na grupu transformacija G tog prostora
zZovu se pojmovi i svojstva, koji su invarijantni s obzirom na
grupu transformacija G, tj. oni pojmovi i svojstva koji se
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pojavljuju istodobno kod svih medusobno ekvivalentnih figura
prostora X s obzirom na G. Svi takvi pojmovi i svojstva
tvore tada geometriju (X, G) grupe transformacija G prostora X.
Ta Kleinova ideja, iznesena u njegovoj habilitacijskoj radnji
iz 1878. godine, poznatoj pod nazivom Erlangenski program,
omogucilaje da se razjasne medusobne veze razli¢itih geometrija.
Naime, ako je H podgrupa grupe transformacija G prostora X,
tada je svaki pojam, odnosno svojstvo geometrije (X, G) ujedno i
pojam, odnosno svojstvo geometrije (X,H). Prema tome, geo-
metrija (X, G) jest opcenitija od geometrije (X,H), ali je zato
geometrija (X,H) bogatija pojmovima i svojstvima od geo-
metrije (X, G).

Vektorska algebra. Uredeni par to¢aka euklidskog prostora
zove se orijentirana duzina. Prva toCka para je pocetak, a druga
kraj te orijentirane duzine. Orijentirana duzina s poCetkom A

i krajem B oznaCava se sa AB, a na crtezu se predocuje
tako da se uz tocku B stavlja strelica (si. 1). Kaze se da

S 1

je orijentirana duzina AB ekvivalentna s orijentiranom duzinom
CD i piSe se AB = CD, ako duzine AD, BC imaju zajednicko
polovidte (si. 2). U slucaju da tocke A, £, C, D ne pripadaju
istom pravcu, znaci daje ABDC paralelogram. MoZe se pokazati
da vrijede ova tri svojstva: 1. Za svaku orijentiranu duZinu
AB je AB = AB. 2. 1z AB = CD slijedi CD = AB. 3. 1z AB —CD
i CD = EF proizlazi AB = EF. Posljedica tih svojstava jest da
se skup svih orijentiranih duzina raspada na klase medusobno
ekvivalentnih orijentiranih duzina. Svaka od tih klasa zove se
vektor. Vektori se oznaCavaju znakovima a, b .... Ako je
AB orijentirana duZina, koja pripada vektoru a, tj. jedan pred-
stavnik tog vektora, tada se piSe a = AB i kaze se da je
vektor a nanesen od toCke A. Na si. 3 predoCeno je nekoliko
predstavnika istog vektora.

Sl. 2

Sve orijentirane duzine oblika AA tvore jedan vektor, tzv.
nulvektor, koji se oznaCava sa 0. Ako se svim orijentiranim
duzinama nekog vektora a zamijeni uloga pocetka i kraja,
dobivaju se orijentirane duZine, koje opet pripadaju jednom
vektoru, a taj se oznafava sa -a i zove se suprotni vektor
vektora a. OCito vrijedi -( —a) =a Ako su AB, CD bilo
koji predstavnici istog vektora a, tada pravci AB, CD imaju
isti smjer, a duzine AB, CD jednake duljine. Zato imaju
smisla ove definicije: Ako je AB bilo koji predstavnik vektora
a, tada se smjer pravca AB zove smjer vektora a, a duljina
d(A,B) se zove duljina vektora a i oznaCava se sa \a\. Za dva
ili vise vektora, koji imaju isti smjer, kaze se da su linearno
zavisni. Za dva vektora se kaze da su linearno nezavisni, ako
nemaju isti smjer. Neka su a, b linearno zavisni vektori i neka
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je 3= 0A, 5= OB, tada to¢ke 0, 4, B pripadaju istom pravcu.
KaZze se da vektori 3, b imaju istu orijentaciju ako toCka 0
nije izmedu toCaka A i B (si. 4), a suprotne orijentacije ako je
toCka 0 izmedu toCaka A i B (si. 5). Ta definicija ne ovisi o
izboru toCke 0. Nulvektor je jedini vektor, koji ima duljinu
nula, a smjer mu nije odreden, pa se po dogovoru smatra
da su nulvektor i bilo koji drugi vektor linearno zavisni.
Suprotni vektori imaju jednake duljine, isti smjer i suprotne
orijentacije. Vektor je jednoznacno odreden smjerom, orijenta-
cijom i duljinom. Vektori duljine 1 zovu se jedini¢ni vektori.

Sl 4 SI. 5

KaZe se da je vektor t —OC zbroj vektora 3 = OA, 5=o08B
i piSe se <@= 3 + 5, ako je C toCka takva da duzine AB, OC
imaju zajedni¢ko poloviSte (si. 6). U sluCaju da vektori a, b
nisu linearno zavisni, to znaci da je OACB paralelogram. Ta
definicija zbroja vektora a, ne ovisi o izboru tocke O, a
izrazava tzv. pravilo paralelograma za zbrajanje dvaju vektora.
Na si. 6 predoceno je tzv. pravilo trokuta OC = OA + AC, tj.
c=a+ 5,jer je AC = 5. za bilo koje vektore a, b, ¢ vrijedi:
B+5+c=3+0B+c), 3+5=5+3 a+0=a a+
+ (—3) = 0. Oduzimanje vektora a, b definira se jednako$¢u
a—b=3+(=D). za bilo koje totke 0, A,

AB = OB - OA.

B vrijedi

Produkt realnog broja A"O i vektora a jest takav vektor
(oznaCava se sa Aa) da su vektori @, Aa linearno zavisni, iste ili
suprotnih orijentacija, ve¢ prema tome da li je A> 0 ili A<O,
a duljina vektora Aa jednaka je VA|3|. Ako je A= 0, tada se
produktom Aa smatra vektor 0. OCito za svaki realan broj A
vrijedi Ad = C. Obrnuto, iz AH= 0 proizlazi ili A= 0 ili 3= 0.
Ako su vektori 3, D linearno zavisni i 3~ 0, tada postoji
jedan i samo jedan realan broj A takav da je 5= A3. Za svaki
vektor 3 =£0 postoji jedan i samo jedan jedini¢ni vektor 30
takav da je a = \a\a0. Za bilo koje vektore a, 5 i bilo koje
realne brojeve A W« vrijedi: 1a=a Alpa) = (Ap)a, (A+ p)a =
=Aa+pa Aa+ 5= A+ A (-A)a = —(A).

Kaze se daje vektor a = AB paralelan s pravcem p, odnosno
s ravninom n, ako je pravac AB paralelan s pravcem p, odnosno
s ravninom n. Za tri ili viSe vektora paralelnih s istom ravninom
kaze se da su linearno zavisni. Za tri se vektora kaZe da
su linearno nezavisni ako ne Qostoji ravnina paralelna sa svakim
od tih vektora. Ako su a, b, C linearno zavisni vektori, a vektori
a, 5 linearno nezavisni, tada postoji jedan jedini par realnih
brojeva a, tako da je c = aa + ftb. Ako su a, 5, C linearno
nezavisni vektori, a d bilo koji vektor, tada postoji jedna jedina
trojka realnih brojeva a, ft y tako da je d = aa + pb + yc.

Ako su 3,'£ vektori razliciti od 0 i 3 = OA, = OB, tada se
kut <€£AOB zove kut vektora a, b i oznaava se sa <$(a,b).
Ta definicija ne ovisi o izboru toCke 0. Ako je kut <£(a,b)
pravi, tada se kaZe da su vektori a, b okomiti i piSe se
B Lb. Skalarni produkt dvaju vektora ¢z b, razliCitih od 5,
jest realni broj |a] 51cos (a,b) i oznatava se sa a-b. Za
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skalarni produkt dvaju vektora, od kojih je bar jedan jednak 0,
uzima se broj 0. Iz alb proizlazi amb =0, a obrnuto iz
3*5 =0 proizlazi ti=0 ili 5=5 ili <35 Za svaki vektor 4
vrijedi a-a = \a\2. Produkt a-a zove se skalarni kvadrat
vektora U i oznaCava se sa a2. Za bilo koje vektore Ti, I, ?
i bilo koji realan broj A vrijedi: 3 -b = b -a, (Afi)-5=A(d -5),
a-6+Q=d-b+a-d

Vektorski produkt dvaju vektora 3, 5, razli¢itih od 3, jest
vektor koji se oznafava sa a x 5, okomit je na oba vektora
a, b i ima duljinu \a\|B|sin <£(a,b). Orijentacija mu je takva da
vektoria,b,a x 5 utom poretku tvore tzv. desnu trojku vektora,
tj. ako je a= OA, 5 =0B, 3x5 = OC, tada pri promatranju
iz toCke C smjer i orijentacija vektora OA rotacijom za kut
manji (ili jednak) od 180°, u smislu obrnutom smislu kretanja
kazaljke na satu, prelazi u smjer i orijentaciju vektora OB (si. 7).
KaZze se da se vektori vektorski mnoZe po pravilu desnog
vijka. Ako je ti=0 ili 5=0, tada se smatra da je 3X5 = 0.
Jednakost 3x5 =0 vrijedi ako i samo ako su vektori 3, 5
linearno zavisni. Posebice, uvijek je 3x3=5. Ako vektori
3, b nisu linearno zavisni i ako je 3 = OA, b = OB, tada je
|3 x 5lednako povrsini paralelograma OACB (gdje je C Cetvrti
vrh paralelograma). Za bilo koje vektore 3, b, Z i bilo koji
realan broj A vrijedi: 5 X3 = —(3 x5), (A3) Xx5=3 X (Al) =
=AB x5,3x5B+0=3x5+3xC (3xb)xc—
= (n-t) 5- (5-2)n, 3 x (5 x ¢ =(3*C)5 -(3-5)¢.

c

Mjesoviti produkt triju vektora 3,5, C jest realan broj
(3 xb)*Z koji se oznatava sa (3, 9.Gj. Vektori 3, 5, € su
linearno zavisni ako i samo ako je (3,5,C) = 0. Za bilo koje
vektore 3, 5, t vrijedi (3,5,?)= (5,C,3)=(C,35) i (3,C,5)=
= (£5,3) = (5,3,8)= -(3,5,?).

Izaberu li se tri linearno nezavisna vektora i,j,k za tzv.
koordinatne vektore, tada za svaki vektor 3 postoji jedna jedina
trojka realnih brojeva ax, ay, <, takvih da je 3 = dxi +
+ ay~ + dzk. Ti se brojevi zovu koordinate vektora 3 i piSe se
3 = [ax dy,az]. Zabilo koje vektore 3 = [ax,ay,ad],5 = [I?2%/?y,/?2]
i bilo koji realan broj A vrijedi: - 3= [—x, —ay, —aZ],
3+ 5= [ax+ px, + Py <2+ /%, Aa = [Ax Ay, AolzA Osim
toga je 0 = [0,0,0]. Ako su koordinatni vektori 1,j, /c jedini¢ni

i medusobno okomiti, tada za bilo  koje vektore
N zay,az], b — [fix,f}y, ? [?>x>Ty»7z] vrijedi 2 b =
=d x+ ayy+ azfz, 3x5 = - azft, ozpx- <*xPy-

(357 =
yxyyyz

IzloZzena je vektorska algebra u trodimenzionalnom euklid-
skom prostoru. S malim izmjenama dobiva se vektorska algebra
u euklidskoj ravnini. U tom su slu€aju svaka tri vektora linearno
zavisna. Osim toga tada nema smisla vektorski i mjeSoviti
produkt. lzaberu li se sada dva linearno nezavisna vektora
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7, j za koordinatne vektore, tada za svaki vektor a postoji
jedan jedini par realnih brojeva a*, <y takvih da je

a=dxi+ (. Ti se brojevi zovu koordinate vektora a i piSe
se a = [a*,aj. Za bilo koje vektore a = [ax,aj, b = [px,/¥]
i bilo koji realan broj X vrijedi —a = [—a*, —aj, a+ b=
= [a* + px,ay + py], = [Axx, Acty], a osim toga je 0 = [0,0].
Ako su koordinatni vektori i, j jedini¢ni i medusobno okomiti,
tada je a mb = dxfix + aypy.

ViSedimenzionalna euklidska geometrija. Neka je n bilo koji
prirodan broj. To¢kom n-dimenzionalnog euklidskog prostora
En smatra se uredena n-torka realnih brojeva xi9 ..., xn Kkoji
se zovu koordinatama te toCke. Ako su x19...,xm koordinate
toCke X, tada se piSe X = (x9..,x,). Uredeni par tocaka
prostora En zove se orijentirana duzina. Prva toCka para je
pocetak, a druga kraj te orijentirane duZine. Orijentirana duZina

s pocetkom A i krajem B oznafava se sa AB. Neka je
A=(au ...,an, B = (bu C = (cljL..., cn), D = (du d,,).
Kaze se da su orijentirane duzine AB, CD ekvivalentne i piSe se

AB = CD, ako je bl—a{=dl —cu ..., bn—a,, = dn—c,, Skup
svih orijentiranih duZina raspada se u klase medusobno ekviva-
lentnih orijentiranih duZina. Te klase zovu se vektori i oznaCavaju

se sa a,b,... Ako je AB predstavnik vektora 1 i ako je
A = (at, B = (bu tada se brojevi c1=bt - a,,
cn= b, —a, zovu koordinate vektora C i pise se ¢ = [cI?
Vektor [0, ...,0] zove se nulvektor i oznaCava se sa 5. Ako
je a = [au ..., an] bilo koji vektor, tada se vektor [ —al9..., —a,,]
zove suprotni vektor vektora a i oznafava sa —a. OCito je
—(—a) = a. Vektor \al9..,a,] zove se radijvektor tocke
A = (al,...,an) i oznaCava se sa rA

Zbroj dvaju vektora, produkt realnog broja i vektora te

skalarni produkt dvaju vektora definiraju se formulama
[a,, an]+ [bi, b, = [>! +bu ...,an+ i3] k[au . =
= [fca, ka.], [a,, a]-[b, 6]= + ...+ ab, Te

tri operacije imaju ista svojstva kao i operacije s vektorima
u vektorskoj algebri euklidskog prostora. Duljinom vektora

a = [au ..., a/\ zove se broj \a\ =J/31=)Ya\+ .. + a2 Za

vektore au ...9am kaze se da su linearno zavisni, ako postoje
realni brojevi k19 ..., fon od kojih je bar jedan razli¢it od nule,
takvi da vrijedi klal + ...+ kmam= d. Za vektore, koji nisu
linearno zavisni, kaze se da su linearno nezavisni. Skup linearno
nezavisnih vektora mozZe imati najvise n elemenata. Ako su

al9...,.am b linearno zavisni vektori, a vektori al9...,am
linearno nezavisni, tada postoji jedna jedina n-torka real-
nih brojeva kl9...,km takvih da je b =k{axf .. + kmam

tj. vektor b moZe se na jedan jedini nacin predo iti kao linearna
kombinacija vektora au ...9am

Udaljeno$¢u tocaka A = (al9...,ann B = (bl9 zove
se broj d(A,B) = \AB\ = \/{bl- ax)2+ ... + (bn- an2. Ako su
3,5 bilo koji vektori, tada vrijedi 3 -5 " |<3|5]. Kut ~(3,5)

vektora 3 = [au a,], b= [b9 definira se formulom
cos 4 (a,b) = 2-5 axbx.+ . +anb, M
" T \aWbl T 1a2+ ""fa@/ b2+  +h?

Izometrija prostora Enjest obostrano jednozna¢no preslika-
vanje skupa En na sebe, koje ¢uva udaljenost, tj. ako je /
izometrija i A, B bilo koje tocke, tada je d(f(A\ f(B)) =
= d(A, B). Skup svih izometrija prostora En tvori jednu grupu
transformacija, tzv. grupu izometrija prostora £”. Za dva skupa
tocaka F, F' prostora En kaze se da su sukladni ako postoji
izometrija / takva da je /(F) = F'

Pravcem, odredenim tockom TO i vektorom a, naziva se skup
svih toCaka T takvih da vrijedi T = fTQ--ta, gdje je t bilo
koji realan broj"Opcenitije, m-dimenzionalnom ravninom ili krace
m-ravninom (1~ m” n), odredenom toc¢kom TQi linearno neza-
visnim vektorima al9 ..., am naziva se skup svih tocaka T takvih
da vrijedi rT=rTnh+ tial + ... + tmam gdje su tu ..., tmbilo koji
realni brojevi. MoZe se dokazati da je svaka m-ravnina jedan
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m-dimenzionalni euklidski prostor. Kroz svake dvije razlicite
toCke TO, Ti prolazi jedan jedini ppvac, tako da su njegove

tocke T dane sa rT=rTo+tTO0Tv Opcenitije, kroz svakih

m + 1 tocaka TO, Tx, ..., T,,koje ne pripadaju jednoj (m- 1)-
-ravnini, prolazi jedna jedina m-ravnina, tako da su njezine

totke T dane sa ?T=TTg+ txTOT\ + ... + tmTOTm. Prazan skup
smatra se (—I)-ravninom, a skup, koji sadrzi samo jednu toc¢ku,
smatra se 0-ravninom, dok se (n —I)-ravnina zove jo$ i hiper-
ravnina. Ako su am+l,...,an linearno nezavisni vektori, a
km+u realni brojevi, tada je skup svih to¢aka T, takvih
da vrijedi am+x - rT+ kmti = 0, ..., anmrT + kn= 0, jedna m-rav-
nina. Zajednicke tocke jedne p-ravnine i jedne g-ravnine tvore
jednu r-ravninu, gdjeje r® —1,r§ P, r* g. Ako je s najmanji
broj, takav da neka s-ravnina sadrZi promatranu p-ravninu i
promatranu g-ravninu, tada vrijedi p +q=r +s.

Hipersferom, odnosno hiperkuglom sa sredistem O i polu-
mjerom r naziva se skup svih to€aka T takvih da je d(O, T) =,
odnosno d(0,T) ~ r. Obujam V hiperkugle polumjera r jest za
parno n

J/2V -
2 ...(n —2) m

odnosno za neparno n

V= 12TV T 2
1 :3..(n—2)-n
ako 3e O oplosje pripadne hipersfere, tada vrijedi
Or
n
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V. Volenec

GERMANU (Germanium, Ge, at. br. 32, at. masa 72,59),
kemijski element, tre¢i po redu u IVa (ugljikovoj) skupini pe-
riodskog sustava elemenata.

Postojanje germanija naslutio je ve¢ 1864. J. A. R. Nevvlands, a pred-
skazao ga je ve¢ D. I. Mendeljejev 1870. U svojoj drugoj tablici periodskog
sustava, koju je objavio 1871. Mendeljejev ga je nazvao ekasilicijem (prema
sanskrtskom eka, jedan, prvi), htiju¢i time podvuéi njegovu srodnost sa si-
licijem. Mendeljejev je takoder predskazao i svojstva ekasilicija. Ime germa-
nijum nadjenuo mu je, u ¢ast Njemacke (Germanije), C. Winkler koji ga je
prvi dobio 1886. Pokazalo se da se Mendeljejevljeva predskazivanja svojstava
ekasilicija vrlo dobro podudaraju sa stvarno utvrdenim svojstvima germanija.

Germanij nije bio vazan za tehniku sve do drugoga svjetskog rata, kad
je postao zanimljiv kao poluvodi¢ (v. Elektronika, sastavni dijelovi, TE4, str.
471; v. Poluvodici). Tada se s razvojem radarske tehnike pojavila potreba pro-
izvodnje intrinzi¢nih poluvodita s reproducibilnim svojstvima. Kad su uskoro
iza toga nove metode rafinacije omogucile proizvodnju germanija u izvan-
redno Cistom stanju, u kakvom se drugi poluvodi¢i nisu mogli dobiti, ger-
manij je ubrzo postao najvaZznija i najtrazenija tvar u proucavanju mehani-
zama vodenja elektri¢ne struje poluvodi¢ima i materijal za razvoj poluvodicke
tehnike. Neko vrijeme germanij je bio vrlo vazan materijal za proizvodnju
ispravljaca. U novije vrijeme silicijski ispravljaci istisnuli su germanijske iz
upotrebe u industriji. Ipak, germanij je i dalje ostao vazan materijal u izradbi
niza drugih proizvoda i za znanstvena istrazivanja, pa njegova upotreba i
dalje raste.



