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menog pijeska na povrSinu odljevka i tako ga dcisti. Pri tom
se pijesak usitnjava, stvarajuéi velike koli¢ine kremene praSine.
Pjeskarenje je skuplje od safmanja zbog relativno velikog
utroSka energije za proizvodnju komprimiranog zraka i odvod
nastale praSine; kremeni se pijesak moZe upotrijebiti samo
za jedno ¢iS¢enje, dok metalna satma sluzi za viSekratnu
upotrebu, a i €iS¢enje pijeskom traje duze nego €iS¢enje samom.

PogreSke na odljevcima. Kvaliteta dovrSenog odljevka ovisi
0 mnogobrojnim faktorima koji u razli¢itim oblicima i na razli-
Cite naCine sudjeluju u tehnoloskom procesu proizvodnje od-
ljevaka. Svaki od tih faktora zasebno, ili interakcija vise faktora
zajedno, moZze biti uzrokom greSaka na odljevku. Zadatak je
kontrole kvalitete dovrSenih odljevaka da razli¢itim metodama
pronade moguce greSke i da ustanovi da li odljevak zadovoljava
propisane zahtjeve i standarde.

Prema najnovijoj medunarodnoj Kklasifikaciji, greSke se na
odljevcima svrstavaju u sedam razreda. Svaki se razred dalje
rasporeduje na skupine, svaka skupina na podskupine, a pod-
skupine na pojedinacne greSke. Tom je klasifikacijom defi-
nirano 110 pojedina€nih greSaka, rasporedenih u razrede na
sljede¢i nacin:

Razred A000. Metalne izrasline: suviSne plocaste ili masivne
izboCine; neravnomjerna povrsina zadebljanja; udubljenja uljev-
ne 3Supljine koja su djelomi¢no ili potpuno ispunjena skru-
¢enom litinom.

Razred B000. Supljine: odljevak ima u unutra$njosti ili
na povrsini jednu ili vise Supljina koje potjecu od zraka ili
plinova, odnosno posljedica su slijeganja.

Razred C000. Prekinuti odljevak: masa odljevka je djelo-
micno ili potpuno prekinuta; poloZaj prekida prema povrsini
odljevka moze biti proizvoljan; pojedini dijelovi mogu se jo$
drzati skupa, mogu biti razmaknuti ili potpuno odvojeni.

Razred DO000. PovrSinski nedostaci: povrsine odljevaka
nisu dovoljne glatke ili homogene, ili se na njima nalaze
nabori, plitke jamice ili plitki ukljuéci. Ako su te greSke vecih

razmjera, onda se nazivaju Supljinama (B000) ili ukljuécima
(G000).

Razred E000. Nepotpuni odljevak: nedostaje dio odljevka,
bilo zbog nedovoljno ispunjene uljevne Supljine, bilo zbog
prijeloma.

Razred F000. Neto¢nosti mijera i oblika: odljevak ima
pravilan geometrijski oblik, ali su mu dimenzije netoCne;

geometrijski oblik odljevka je netoCan i izvitoperen.

Razred G000. Ukljucci i heterogenost: u osnovnoj se masi
nalaze strana tijela (ukljuéci metala, pijeska, troske, oksida

SI. 28. Ljevatko zavarivanje sivog lijeva. 1 lonac
za ulijevanje, 2 rastaljeni metal, 3 bazen za visak
materijala, 4 kalupnik, 5 pijesak, 6 odljevak
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itd.) s izdancima ili bez njih na povrSini. HeterogenoS¢u se
smatra nejednak izgled i raspored svojstava u odljevku (struk-
turne anomalije).

Popravljanje odljevaka. Neke se greSke na odljevcima mogu
i popraviti. PovrSinske Supljine koje kvare izgled odljevka
popunjavaju se pastom (kitom) od metalnog praha i veziva.
Veca se porozna mjesta zabrtve nanoSenjem i ubrizgavanjem
istorodnog rastaljenog metala (metaliziranje), a sitne se po-
roznosti impregniraju prikladnim tekuc¢inama koje ulaze u
mikropore i tu o€vrsnu. Elektricnim ili plinskim zavarivanjem
mogu se popuniti i zatvoriti Supljine i pukotine. Nepotpuni
odljevci popravljaju se ljevackim zavarivanjem tako da se dio
odljevka, koji nedostaje, naknadno dolije (si. 28). Taj se postu-
pak najvise primjenjuje za popravke velikih odljevaka od sivog
lijeva. Slomljeni ili naprsli odljevci, koji kasnije neée biti
mehanicki optereceni, mogu se popraviti lemljenjem.

Da li ¢e se neki odljevak s greSkom popravljati, i koji ¢e se
postupak primijeniti za popravak, ovisi o vrsti greSke i namjeni
odljevka.
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LJUSKE, tankozidne zakrivljene noseée konstrukcije sa
prostornim prenoSenjem optereéenja (v. Armiranobetonske kon-
strukcije, TE 1, str. 403). U odnosu na ostale dimenzije ljuske
njena je debljina vrlo mala. Skup tacaka koje polove debljinu
ljuske obrazuje srednju povrSinu ljuske (si. 1). Grani¢na po-
vriina ljuske, koja je upravna na srednju povrsinu ljuske, na-
ziva se iviénom povrSinom ili ivicom, a iviécnom linijom pre-

Sl. 2. lviéna povrsina ili ivica IP,

ivi€na linija IL

SI. 3. Ivi€ni element a, ivicna dijafragma b, ivi¢ni prsten ¢

seCna linija ivi€ne i srednje povrSine (si. 2). Ljuske su obi¢no
ogranic¢ene ivicnim elementima (a na si. 3) i ivicnim dijafrag-
mama (b na si. 3), ili su obuhvaéene ivi€nim prstenom (c
na si. 3).
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Membransko stanje. Zbog svoje zakrivljenosti ljuske prenose
optereéenje uglavnom unutrasnjim, normalnim i smicuéim si-
lama, koje se nazivaju membranskim silama. To stanje napre-
zanja ljuske, bez momenata savijanja, naziva se membransko
stanje. Pri tome se pretpostavlja da je krutost ljuske, s obzi-
rom na njenu debljinu, mala, tako da se otpornost prema sa-
vijanju mozZe zanemariti u odnosu na otpornost prema normal-
nim i smic¢uéim silama koje deluju u srednjoj povrsini ljuske
(si. 4). Pretpostavlja se da su te sile ravnomerno raspodeljene
po debljini ljuske, da se njihova rezultanta nalazi u srednjoj
povrsini ljuske i da se ljuska delovanjem membranskih sila
neometano deformiSe.

Sl. 4. Membranske sile: n”, n3 normalne sile;
n@ 9 n9<p smicuce sile

Za ostvarenje membranskog stanja neophodni su sledeéi
uslovi: tangencijalno oslanjanje s pomerljivo$éu u pravcu nor-
male na srednju povrSinu ljuske (si. 5a); kontinualnost promene
nagibnog ugla i krivine srednje povrSine ljuske u svim tatkama
(si. 5b); kontinualna promena debljine ljuske (si. 5c); konti-
nualnost promene optere¢enja po povrsini ljuske (si. 5d); tan-
gencijalni pravac sila na slobodnim ivicama ljuske (si. 5e) i
neznatna debljina ljuske s obzirom na njene ostale dimen-
zije (si. 5f).

Sl. 6. Skretanje linije sila u jednoj od la-
mela luka usled spoljnog opterecenja

Ti uslovi i prethodne pretpostavke najceS¢e nisu potpuno
ostvarljivi i ve¢inom se ne mogu izbe¢i momenti savijanja na
pojedinim ograni¢enim sektorima, naro€ito u ivicnom elementu
ili prstenu. Membranska teorija je ogranicene ta¢nosti, a po-
nekad naponsko stanje ljuske ne moze se odrediti njenom pri-
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menom. Tacnija i ujedno sloZenija teorija savijanja iziskuje
komplikovane proracune, a razradena je samo za jednostavnije
sluCajeve. Zbog toga se u praksi primenjuje membranska teorija,
iako ona uvek ne pruza vernu sliku naponskog stanja ljuske.
Za razliku od lukova i vise¢ih konstrukcija, gde se poligon
sila usled spoljnog optereéenja nalazi u jednoj ravnini (si. 6),
u ljuskama se uticaj spoljne sile prenosi prostorno. U ljuskama
u obliku rotacione kupole (si. 7c) usled sopstvene teZine javlja
se aksijalna sila pritiska koja prati zakrivljenost meridijana,
slicno kao u svodu (si. 7a), a u pojasu po horizontalnom krugu
aksijalna sila pritiska ili zatezanja (zavisno od udaljenosti od
temena kupole), kao dejstvo prstena ili lanca (si. 7h).

SI. 7. Prostorno nosece dejstvo ljuske: a lu¢no
dejstvo, b dejstvo lanca, ¢ prikaz dejstava luka i
lanca na rotacionoj ljusci

Povrsinsko optere¢enje ljuske razlaze se na tangencijalne
komponente px i py i na komponentu pz upravnu na srednju
povrsinu ljuske (si. 8). Komponenta pz prenosi se unutrasnjim
silama ljuske na linije glavnih krivina, tj. na linije sa ekstrem-
nim vrednostima krivina koje se u dvostruko zakrivljenim po-
vr§inama nalaze u medusobno upravnim ravninama. Zbog toga
se, usled optere¢enja silama upravnim na srednju povrsinu
ljuske, javljaju ortogonalne trajektorije membranskih sila u
pravcu linija najveée i najmanje krivine.

Sl. 8. PrenoSenje spoljnog optere¢enja prema nor-
mali na srednju povrdinu u pravcu linija najvece
i najmanje krivine

Geometrijske povrsine ljuske, tj. srednje povrsine ljuski klasi-
ficiraju se prema predznaku Gaussove krivine

K =KIK2= -~-, (€]
12 J

gde je KI = — prva glavna krivina, a K2 = —2 druga glavna
ri r

krivina u tacki povrSine. Karakteristi¢ni su sledeci slu€ajevi
(si. 9): pozitivno dvostruko zakrivljene povrSine

-N >0, 2
rir2 @

SI. 9. Klasifikacija povrsina prema predznaku Gaussove Krivine:
a pozitivno dvostruko zakrivljena povrsina, b negativno dvostruko
zakrivljena povrsina, ¢ jednostruko zakrivljena povrsina
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negativno dvostruko zakrivljene povrSine

A< > €

jednostruko zakrivljene povrsine

(2=a>)"-°- @

Ljuske se klasificiraju i prema obliku povrSine. Rotacione
povrSine s vertikalnom ili horizontalnom osom rotacije prime-
njuju se obi¢no s meridijanom u obliku kruznog luka, prave
ili hiperbole (sferna kalota, kruzni cilindar, rotacioni hiperbo-
loid, si. 10). Translatorne povrSine ljuski pogodne su za primenu
zbog ponavljanja identi¢nih paralelnih preseka (si. 11 i 12). Isto
tako su povoljne i translatorne povrSine izvedene kretanjem
pravolinijskih izvodnica (si. 13). Kada je jedna od krivih prava
linija, prema primerima na si. 11 i si. 12 dobija se cilindri¢na
povrsina (si. 14).

Sl. 10. Rotacione povrsine, a sferna kalota, b kruzni
cilindar, c¢ rotacioni hiperboloid
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Preseci ravnima y = ¢2 i x = paralelnim sa koordinatnim
ravnima daju parabole podudarne sa glavnim parabolama,
samo pomerene od ose Oz, jer je

— ) + — )= +
\r2j \r2)) /gri)) 22 f(C%
§to pokazuje da elipti€ni paraboloid nastaje translacijom jedne
glavne parabole po drugoj glavnoj paraboli i obrnuto (si. 16).
Preseci eliptiCnog paraboloida ravnima z = ¢ (c > 0), paralel-
nim sa koordinatnom ravni xOy, daju elipse, Sto je ocigledno
kada se z = ¢ unese u jednalinu elipticnog paraboloida (5).
Elipticni paraboloid nad osnovom u obliku pravougaonika, sa

Sl. 12. Translatorna povrsina sa negativ-
nom Gaussovom Kkrivinom

Sl. 11. Translatorna povrina sa pozitivnom
Gaussovom krivinom

Sl. 14. Translatorna povrsina sa krivoli- sl
nijskom vodiljom i pravom izvodnicom
(cilindri€na povrsina)

SlI. 13. Translatorna povrsina sa pravim izvod-
nicama (sa horizontalnom projekcijom izvod-
nica)

SI. 16. Elipti¢ni paraboloid izveden trans-
lacijom jedne po drugoj paraboli

Translatorne povrsine ljuski s pozitivnom Gaussovom krivinom
najviSe su zastupljene elipticnim paraboloidom, koji se definiSe
jednacinom

wX\2 L(j}z
rz2

©

sa temenom 0 u koordinatnom pocetku i elipsom sa poluosama
rx i r2 na rastojanju / od temena (si. 15). Koordinatne ose
X iy paralelne su sa osama elipse, a koordinatne ravni
x0z i yOz su ravni simetrije, kojima preseci sa elipticnim pa-
raboloidom daju njegove glavne parabole
x/\
3 4 ®
n
TE VI, 40

SI. 17. Elipti¢ni paraboloid na pravougao- . Sl
noj osnovi

15. Elipti¢ni paraboloid

18. Kruzna translatorna povrsina
sa pozitivnom Gaussovom Krivinom

stranama 2a i 2b i strelama ivi¢nih parabola fx i f2 (si. 17),
deflnisan je jedna€inom

®

KruZzna translatorna povrSina sa pozitivnhom Gaussovom
krivinom (si. 18) odredena je poluprec¢nicima rx i r2 krugova,
od kojih je jedan izvodni, a drugi direktivni (analogno glavnim
parabolama elipticnog paraboloida).

Translatorne povrsine ljuski sa negativnom Gaussovom Kkrivi-
nom najvide su zastupljene hiperboli€nim paraboloidom, koji se
definiSe jednacinom y

2

©
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sa temenom 0 u koordinatnom pocetku i hiperbolama sa polu-
osama a i b na rastojanju +f od temena (si. 19). Preseci
hiperboli€nog paraboloida njegovim simetralnim koordinatnim
ravnima xOz i yOz daju njegove glavne parabole

10

Kao i za elipti¢cni paraboloid, preseci ravnina y —c2 i x = cl
paralelnim sa koordinatnim ravnima daju parabole podudarne
sa glavnim parabolama, samo pomerene od ose Oz, jer je

kii z= —/ +/1r-| =22+ /2,

a> 1)

Prema tome, hiperboli¢ni paraboloid dobija se translacijom
jedne glavne parabole po drugoj glavnoj paraboli ili obrnuto.

Sl. 19. Hiperboli¢ni paraboloid

Preseci hiperboli€nog paraboloida ravnima z —c, paralelnim sa
koordinatnom ravni xOy, daju hiperbole, §to se uocava kada se
z —c unese ujednacinu hiperboli¢nog paraboloida (9). Za z = 0,
tj. presekom koordinatnom ravni xOy dobija se jedan par pra-
vih linija

y2 y=t—x ®@)

a
Par vertikalnih ravni provucenih kroz ove prave sadrzi asimp-
tote hiperboli u horizontalnim presecima (u ravnima paralelnim
sa koordinatnom ravni xOy). Ako se umesto pravougaonog
koordinatnog sistema uzme kosougli sistem sa koordinatnim
osama Xx* i koje se poklapaju sa parom pravih linija

y = + ~x (si. 20), veza sa prvobitnim koordinatama dobija se
pomoc¢u jednacina

X = cosa(X,, +Yj, y = sina(y* - x*). (13)

Sl. 20. Prelaz iz pravougaonog u ko-

sougaoni koordinatni sistem radi do-

bijanja pogodnije jednacine hiperbo-
licnog paraboloida

UnoSenjem xiy quednaéinu hiperbobléénog paraboloida i zame-
nom cos a = , dobija se jednacina

a2+ b2 + b2
hiperboli¢nog paraboloida u kosouglom koordinatnom sistemu

0 (x*y*,z,)

4/

PR % (14
koja pokazuje da svaka tacka povrSine sadrzi par pravih izvod-
nica u ravnima paralelnim sa koordinatnim ravnima xOz i yOz.
Kada su asimptotne ravni upravne, kao Sto je to za hiperboli¢ni
paraboloid nad pravougaonom osnovom (si. 21a), glavne para-
bole su podudarne i jednaCina povrSine dobija se direktno
(si. 21b)
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Sl. 21. Element ravnostranog hiperboli¢nog paraboloida sa upravnim asimpto-
tama. a element povrsine u sklopu krovne ljuske, b element povrsine u pravo-
ugaonom koordinatnom sistemu

Hiperboli¢ni paraboloid nad osnovom u obliku pravougaonika,
sa stranama 2a i 2b i strelama iviénih parabola /i i f2 (si. 22),
definisan je jednacinom

2 (16)

Kruzna translatorna povrSina sa negativnom Gaussovom
krivinom (si. 23) odredena je polupre¢nicima rx i r2 krugova,
od kojih je jedan izvodni, a drugi direktivni (analogno glav-
nim parabolama hiperboli€nog paraboloida).

Konoidna povrSina nastaje kada se prava p kreée tako da
uvek ostaje paralelna direktivnoj ravni i se€e krivu nli pravu
n2 (si. 24).

SI. 22. Hiperboli¢ni paraboloid nad pravougaonom
osnovom

Sl 23. KruZna translatorna povr-
Sina sa negativnhom Gaussovom
Krivinom

Sl. 25. Rotacioni hiper-
boloid

Rotacioni hiperboloid spada u povrSine izvedene pravim li-
nijama (si. 25), poSto nastaje rotacijom prave oko ose koje
nisu u istoj ravni, a moZe se izvesti i rotacijom oko iste ose
hiperbole koja je meridijan te povrSine. Ako je jednaCina hiper-
bole (meridijana)
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onda je jednaCina rotacionog hiperboloida

X2+ y2 22

ANVIENE (18)
Preseci horizontalnim ravnima z = ¢ daju krugove
X2+y2= 14+ 2k- (19)

Preseci vertikalnim ravnima kroz osu rotacije daju hiperbolu,
pa se za y = 0 dobija
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Na si. 27 prikazano je obelezavanje sila na elementu ljuske
i na odgovarajuéem pravougaonom elementu u osnovi, gde su
unete sile pozitivhog smera. Zbog dualiteta vaZzi

(26)

Medusobne veze odgovarajucih sila na ovim elementima lako
se izvode prema si. 28, i one glase

cos B cosa
~ = niocosY

= nyo

cosa’

d d
gde je tana = —Z, a tan/? = —Z, pa je zbog (26)
cX oy

a2 b2~ 1L ©0)
nxy = nyx. (28)
Presek vertikalnom ravni y = a daje . . . L. .
Sile u pravcu medusobno upravnih osa u i v, dobijenih rotaci-
X2 z2 jom koordinatnog sistema za ugao a (si. 29a), odreduju se iz
a2z~ F @) ‘sume u komponenti (si. 29b), odnosno iz sume v kompo-
nenti (si. 29¢c),
Sto odgovara paru pravih linija nudv —nxdycosoL —nydxsmcc —nxydysinoi —nyxdxcosot = 0 (29)
7= F TS X. 22) nuwdv + «*d”sina —n”d”~cosa —nxydycosoc + rc~d”sina = 0. (30)
Na sli¢an natin moZe se pokazati da svaka tatka rotacionog Deobom sa dv i uz nxyy = nyx, * = sina, = c°sa dobija se
hiperboloida sadrZzi par pravih linija koje leze na njegovoj
povrsini. Ako se na krugu nastalom presekom horizontalne NU= NXCOS2@ + nysin2(x+ 2nxycosasina (31)
ravni z = 0 izaberu tacke saglasno podeli kruga na jednake
delove, a zatim kroz ove tacke povuku prave izvodnice, po- nw = iny ~ nx)cosasina + nxy(cos2d —sin2a), (32)
vrsina rotacionog hiperboloida bi¢e podeljena na rombicne ele- . . .
mente, koji kao ravne, obi¢no kasetirane ploce, mogu da posluze i na slitan nacin
za formiranje ljuske na montazni nacin. nv = nxsin2d + nycos2a — 2nxycosasina (33)
SI. 26. Element ljuske i njegova projek- Sl. 27. Stvarne i redukovane komponente Sl. 28. Odnos komponentnih sila nx, n{
cija u ravni xOy sila na elementu ljuske i Nit elementa ljuske
Opsta membranska teorija. U pravougaonom koordinatnom
sistemu (X, y, z), prema si. 26, srednja povrSina ljuske definiSe
se relacijom
z= f(x,y) (23)
i naziva se funkcijom oblika, uz pretpostavku da se moze naj-
manje dvaput diferencirati u unutradnjim tackama povrSine.
Pravougaonom elementu strana dx i dy, dobijenom u ravni
xOy presecima izvedenim ravnima paralelnim sa koordinatnim SI. 29. Element ljuske u uv koordinatnom sistemu, a relativni po-
. . . . loZaj prava x, y i u, v; b projekcija u osnovi elementa ljuske sa
ravnima xOz i yOz, odgovara element na ljusci sa stranama dejstvujuéim silama za odredivanje sila nui nuw; ¢ projekcija u
df i drj. Ako je dF povrsina pravougaonog elementa u ravni osnovi elementa ljuske sa dejstvujuéim silama za odredivanje sila
x0y, onda je XdF povrSina elementa na ljusci, gde je v i nw
X= J/I + (dz/d)2 + @Z/dyf (@4 nw = (ny ~ nx)cosasina + nxy(cos2a —sin2a), (34)

Opterecenje na ljusci razlagaée se na komponente u koordinat-
nim pravama x, y, z, S tim $to ¢ée se sa px, py, pz oznaca-
vati opterecenje po jedinici povrSine srednje povrsine ljuske,
a sa gx, gy, gz optereéenje po jedinici povrSine u ravni xOy, tj.
u osnovi. lzmedu ovih komponenti postoji veza

9x

Px = Py = — (25)

pa se upotrebljavaju funkcije optereéenja gx, gy, gz.

gde je ocigledno nw = nuw.

Uslovi ravnoteze na iseCenom elementu ljuske izraZavaju se
preko komponentnih koordinatnih prava:

a) za X komponente (si. 30a) vaZi

dnxdy + dnyxdx + gxd(xdy = O, 35)

dnx i dnv .
sa dnx = A-dx |1 dnyx = =~ dy dobija se
0X dy
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SI. 30. Komponente sila na element ljuske, a x komponente sila koje deluju
na element ljuske, by komponente sila koje deluju na element ljuske

Andxdy + ~A~~dydx + gxdxdy = 0, (36)
dx dy
i konacno
dnx  dnw
-N+9x =0; 37)
0X oy

b) za y komponente (si. 30b), slicno kao za x komponentu
dobija se

d d
ooy (39)
ai+ i +9 -0;
c) za z komponente (si. 31) vazi
dz dz dz dz
(39)
V' =n*te + n*yFy' VI = nydy + Hyxdx
dz . dz .
gde su, kao za (28), tana = — i tan/? = —. Tu je
cX oy
dvidy + dv2dx + gzdxdy = 0, (40)

gde je dVx =dx, a dK2 = ~"~dy, i analogno kao za X

komponente

dvi - dv2

41
&r+ U (1)

+ 3z“ 0-

Sl. 31. z komponente sila koje deluju na ele-
ment ljuske

Zamenom vrednosti za VW i V2 dobija se

di dz dz\ dl dz dz\
+ Myty)+ tnypte)t &z~  (}
i dalje
d2z  dnxdz d2z dnxy dz
Uxdx2 + dx dx + Hydxdy + dx dy 43)
d2z dnydz d2z dnyx dz

+nydf +~d'Yy + nyxd*dy + ~d~8y + dz~ ’

a odatle

LJUSKE

d2z d2z d2z dnx  dnyx\dz
A -+ nv—_ +
tr2 Ny 0y gydy T Tydy2 | dx dy )dx »
dny dnxy\dz (“4)
dy  dx)dy T
Posto je nxy = nyx, a zamenom iz (37) i (38)
dnx dn dny
" Ty @
dx dy dy dx
dobija se
a2z 1 g2t Q@' 0 (46)
nv- - ,
dx2 N *"xydxdy ' ydy¥
de ie 2= dz dz A7
gdeJe gz = cdx  Oydy- “7

Uslovi ravnoteze membranskih ljuski izrazeni su izvedenim
jednac¢inama (37), (38) i (46), koje zajedno formiraju sistem od
tri simultane diferencijalne jedna€ine. Primenom postupka koji
je uveo A. Pucher, reSavanje sistema od tri jednaCine svodi se
na reSenje samo jedne jednaline.

a) Pucherova naponska funkcija za ljuske opterecene vertikal-
nim silama. U tom je specijalnom slucaju gx = gy = 0, pa se
sistem jednacCina (37), (38), (46) svodi na jednostavniji oblik

X +M=o0 i dhéhi

(48)
dx dy dy dx

d2z
+ +d,~0.

d2z d2z

n*d?+2n*m (49)

Radi pojednostavnjenja uvodi se Pucherova naponska funkcija
F = F(x,y) sa slede¢im relacijama:

d2F d2F d2F -
X =
dy2’ dxdy9 dx2' 60)

UnoSenjem ovih relacija u dve jednaCine (48), vidi se da ih one
zadovoljavaju, a kada se unesu u jednaCinu (49), dobija se

d2zd 2F d2z d2F d2zd2F

51
dx2 dy2  *dxdydxdy * dy2 dx2 6

To je Pucherova diferencijalna jednaina membranskih ljuski
opterecenih vertikalnim silama.

b) Pucherova naponska funkcija za ljuske optereéene proizvolj-
nim silama. Kada optereéenje ljuske ima sve komponente gx,
9y>(> uvodi se uopStena Pucherova naponska funkcija sa sle-

deé¢im relacijama:
d2F d2F

dxA

d2F

- Gy,
dxdy’ y

(52)

gde su Gx i Gy funkcije vezane za komponentna optereéenja
po jedinici povrSine osnove

dG* dGy
dx dy =9Y
Naponska funkcija zadovoljava prve dve jednacine (37) i (38)

sistema, a tre¢a jednacina (46) je zadovoljena ako je ispunjen
uslov

(63)

d2z id2F
N

d o 02 62F  d2(d2F
dx2\dy3 T =)

~ — —+ — _ —Gv|+gz=0. (54
~dxc|iydxdy ' 5§§\dx2 vi+ oz ¢4

Posle uredivanja te jednaine dobija se

d2zd2F d2 d2F  d2zd2F
dx2 dy2  "dxdy dxdy wmdy2 dx2-Cz= 0> (55)
gde je
d2
= Q %X'Zf (56)

ys, 7"’
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Uvrstenjem izraza (47) u jednacinu (55) dobija se
dz dz d2z d2z
- %ygx  Oydy Oxth?~ yd/’

Jednacina (55) je Pucherova diferencijalna jednaCina membran-
skih ljuski opterecenih proizvoljnim silama.

lviéni uslovi. ReSenje sistema diferencijalnih jednacina (37),
(38), (46) ili Pucherove diferencijalne jednacine (51) ili (57) treba
da ispuni ivicne uslove koji odraZavaju oslanjanje ljuske. U
daljim razmatranjima razmatraée se samo opterecenja vertikal-
nim silama.

Neka je P proizvoljna tacka na projekciji u osnovi ljuske,
a uivnormala i tangenta u toj tacki ivicne linije (si. 32a).
Sile na elementu ljuske u okolini tatke P prikazane su na

7

si. 32b i one se, za vertikalne sile, mogu izraziti pomocu
Pucherove naponske funkcije
2F 82F
L e T . (58)
8v2’ dudv 8u2

Razmotri¢e se nekoliko karakteristicnih slu¢ajeva uslova osla-
njanja ljuske.

Sl. 32. Projekcija u osnovi iviéne linije ljuske (a),
redukovane sile nu, nw, nv, nw (b)

1 Potpuno slobodne ivice ljuske su one kada ljuska nema
nikakvo oslanjanje jer ne postoji bilo kakva konstrukcija (zid,
ivicna greda ili ivicéni luk). Tada nema mogucnosti da nastanu
sile nui nw, jer nema ni odgovarajucih reakcija, pa je

d2F

nu= 0, nw 0, 0.

59
dudv (59)

Ako je projekcija u osnovi potpuno slobodne ivice prava li-
2F

nija, tada je tangenta v ista u svakoj tacki, pa je d—- =0,
\

a naponska funkcija F na toj ivici mozZze najvise da se menja

linearno. PoSto je naponska funkcija povrSina u koordinatnom

sistemu (X,y,z), ona se naziva naponskom povr§inom, pa je

d2F - -
zbog uslova dud =0 na razmatranoj ivici nagibni ugao na
udv

naponsku povrSinu svuda konstantan. Stoga je za takvu ivicu

dF
— = const.,

dF
— = const. (60)
dy
Za potpuno slobodnu ivicu moze se propisati da je
i= « dy (61)
tako da je ispunjen uslov da bude F = 0.
2. Ako jeivica oslonjena na savitljivelement, nema otpora

boCnousmerenim silama, tako da je usvakojtacki ivice
n - dzf
m=0 1 ‘d2= (%)
Kada je savitljiva konstrukcija oslonca jedne ivice ivi¢na greda

ili ivicni luk u vertikalnoj ravni, tada je tangenta v ista u svim
taCkama te ivice, pa je

425 -5 1- = coff,

(63
dv cv 63)

tj. ivicna linija naponske povrSine je prava linija.
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Ako su ljuske oslonjene na savitljive konstrukcije u vertikal-
nim ravnima, moZe se staviti da je F = 0.

3. Kada konstrukcija oslonca ne pruza nikakav otpor tan-
gencijalnim silama u pravcu V, ispunjen je uslov

d2F _ 0 61
0 dudv (64)

4. Kad su ivice potpuno oslonjene, javljaju se sile nu i nw
i slucaj je staticki neodreden, osim za rotaciono simetricno opte-
reCene i oslonjene rotacione ljuske. Tada se staticka neodre-
denost lako otklanja. U drugim slu€ajevima potrebno je nadi
pomeranja u osnovnom sistemu i iz odredenih uslova naci pre-
kobrojne staticke veliCine.

5. Kad su ljuske obuhvaéene prstenom, moze se uzeti da je
F = 0 ako je prsten aksijalno pritisnut ili zategnut, $to se javlja
u specijalnim slu€ajevima kao $to su rotaciono simetricno opte-
reCene rotacione ljuske kojima se prsten kontinualno oslanja
na zid.

Analize ljuski pojedinih oblika. Rotacione ljuske. Srednja
povrSina rotacione ljuske nastaje rotacijom jedne krive (me-
ridijana) oko jedne prave (ose rotacije), koja lezi u istoj ravni
sa krivom (si. 33). PoloZaj ose rotacije uzima se da je verti-
kalan, pa ¢e svaka tacka A meridijana prilikom rotacije opi-
sivati horizontalni krug AA', koji se oznaava kao paralelni

DHUTTTTTTMMHO

SlI. 33. Srednja povrsina rotacione ljuske izvedena
rotacijom krive (meridijana) oko vertikalne ro-
tacione ose

krug. Jednacine povrsina koje se pretezno primenjuju za rota-
cione ljuske jesu:
konusna povrsina (si. 34a)

z = rcota = ]/x2+ y2/- (65)
sfema povrSina (si. 34b)
z=a—J]la2—r2=a—\/a2 —x2 —y2 (66)
povrSina rotacionog paraboloida (si. 34c)
rr2- rxX2+y2 (67)
Ja2~J a2 -

Umesto koordinata X, y, z, za rotacione ljuske se obicno
upotrebljavaju ugaone koordinate o $ (si. 33), slicno kao u
pomorskoj navigaciji. U tacki povrSine sa oznacava se po-
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lupre¢nik krivine meridijanske krive, a sa r2 polupre¢nik lopte
koja dodiruje paralelni krug na kome se nalazi posmatrana
tacka.

iz h
a b c

SI. 34. Rotacione ljuske, a konusna ljuska, b sferna ljuska, c ljuska oblika
rotacionog hiperboloida

Unutradnje sile rotacione ljuske lako se nalaze kad je ro-
taciono simetricno optereéenje, kad je svaka ravan meridijana
ujedno i ravan simetrije optere¢enja. Radi lakSe predstave moze
se zamisliti da se ljuska sastoji od meridijanskih lukova M i
prstenova P na mestu paralelnih krugova (si. 35). Rotaciono
simetricno opterecena ljuska (si. 36) obuhvacena je kruznim
prstenom koji prihvata horizontalne komponente H od sila N~
reakcija ljuske tangencijalnih na srednju povrsinu ljuske, tako
da je prsten zategnut silom Zp, a na zid ili stubove koji nose
prsten prenose se samo vertikalne komponente V od sile N9.

Sl. 35. Staticki model prenosenja opterecenja
na ljusci (meridijanski lukovi i prstenovi na
mestu paralelnih krugova)

SI. 36. Rotaciono simetricno optere-
¢ena ljuska sa ivi€nim prstenom

Ako se sa Q@ ozna€i zbir svih vertikalnih spoljnih sila na
ljusci, onda je

- - Smsinen = B singp= P 68

Qsncp 27irsih<pSln<p 2r,r )

H= —Nfose@= — cot(p (69)
lizr

Zp—H r——N~rcoscp = j~cotcp. (70)

Ljuske oblika eliptickog paraboloida. Ako se jednacina
eliptitnog paraboloida unese u izraz (55) sa optereéenjem

gx=0, gy=0, gz= q, dobija se diferencijalna jednacina
ravnoteze
fi& F 1)
b2 8x2 8y2

Problem se sastoji u trazenju reSenja koje ¢e istovremeno da
zadovolji realne grani€ne uslove. Oni zavise od ivi€nih eleme-
nata koji mogu biti elasti¢ni ili kruti, tako da u pojedinim
koordinatnim pravcima daju nepomerljiv ili elasti¢ni oslonac,
ili pak ne pruZaju nikakav otpor.

Ljuska oblika elipticnog paraboloida nad kvadratnom ili
pravougaonom osnovom oslanja se na elasti¢ne ivicne lukove
(si. 37), gde se njihovi potisci obi¢no preuzimaju zategama koje
su veSaljkama obe3ene o luk.

LJUSKE

SI. 37. Ljuska oblika elipticnog paraboloida
nad kvadratnom ili pravougaonom osnovom

Ljuske oblika hiperbolicnog paraboloida. Element povrSine
hiperboli¢nog paraboloida se Cesto upotrebljava kao srednja
povrsina ljuske sa paraboli¢nim ili pravim ivicama.

Hiperboli¢ni paraboloid sa parabolicnim ivicama (si. 38)
definisan je jednacCinom (16). Kada se ta jednacina unese u
izraz (55) sa optereéenjem gx = 0, gy = 0, gz = q, dobija se di-
ferencijalna jednacina ravnoteze

L*L. (72)
a2 dx2 b2 8y2
Sl. 38. Ljuska oblika hiperbolicnog paraboloida sa para-
boli¢nim ivicama
Ako se za naponsku funkciju izabere relacija
F=-7phv 2 (73)

kao jedna od moguénosti (W' Fliigge, Stresses in Shells), zame-
nom u (52) dobija se
nx = 0, (74)
Prema tome celokupno se opterecenje u ljusci prenosi duz pa-
rabola paralelnih sa yOz ravni, a puno je oslanjanje u ravni
y —i b
.Za drugu izabranu moguénost kad je

(75)

dobija se

1a2
nx=—-"-4, ny=0 nxy=0. (76)
Celokupno opterecenje prenosi se, dakle, duz parabola para-
lelnih sa xOz ravni, a oslanjanje je u ravni x = * a.

Treéa moguénost sastoji se u raspodeli prenoSenja optere-

¢enja n oba sistema parabola. Tada je naponska funkcija
1 (2 2 a2 2l
( (77
F=-j{r-T7 /Il
pa se dobija
1 a2
0. (78)

=44 rx
Izbor funkcije F i time pravaca prenoSenja opterecenja treba
provesti zavisno od ivi€nog oslanjanja. Kada postoji puno osla-
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njanje na ivicama y = * b i nema izrazitijih ukruéenja na ivi-
cama x = *a, nema ni znacajnijeg oslanjanja na viseée para-
bole, pa se konstrukcija ponada kao svod. Kada postoje lukovi
na ivicama u ravnima x = *a i nema pslanjanja duz ivica
y = b, viseée parabole predaju svoje reakcije lukovima. Trece
reSenje je primenljivo kada su sve ivice krute.

Hiperboli¢ni paraboloid sa pravim ivicama i upravnim koor-
dinatnim osama x, y (si. 21b) definisan je jednaCinom (15).
UnoSenjem te jednacine u izraz (55), uzevSi u obzir (57) i

k = E/B' a za opterecenje gx = 0, gv= 0, gz —q, dobija se dife-

rencijalna jednacina ravnoteZe ljuske

d2F (79)
dxdy ¢
Pomocu izraza (52) izvodi se
nxy nyx (80)
Diferenciranjem po x nastaje
d2F 1 dg
(81)
dx dy 2kdx

i integrisanjem po y dobija se prema (52)

127 _ fid f2 + G (82)
+ n .
dx2  2kaA” Y AN
Slicno se dobija
d2F _ J_ _
oyl dx + /iw o X+ Ge (83)
=Pofgyje € O, = q, izrazi (80), (82), (83) svode se na
2K9 ny=1/2(x), nx= f(y). (84)

Ljuska u obliku kiSobrana (si. 39), oslonjena na jedan stub,
sastoji se od Cetiri elementa hiperboli¢nog paraboloida sa pra-
vim ivicama, gde su ravni simetrije xOz i yOz. Za BC = a,
BE —b i DA = f dobija se konstanta

85
ab (85)
i rezultanta smicanja
ab
‘ @)
2k ~2j"
----------- V A
f i e -
B

SlI. 39. Ljuska u obliku kiSobrana od cetiri
elementa hiperboli€nog paraboloida sa
pravim ivicama oslonjena na jedan stub

Na si. 39 prikazano je dejstvo tih sila, a poSto je nxy sila po
jedinici duzine, ukupni pritisak u tacki C dobija se integra-
cijom rezultanti smicanja po duZzini ivice, pa je

87

Integracijom rezultante smicanja duz kose ivice CD dobija se
sila zatezanja u tacki D, i to od elementa BCDE

Nd

€
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Na slican nacin se dobija sila zatezanja u tacki D od ivice DE
od elementa BCDE

Nn (89)
Ukupne sile u ivicama CD, odnosno DE, iznose 2NDC odnosno
2iVDE, jer po dva susedna elementa deluju na te ivice.

Ljuska od Cetiri elementa hiperbolicnog paraboloida sa pra-
vim ivicama (si. 40), oslonjena na Cetiri stuba, ima jednostavnu
raspodelu sila kao i prethodna. Ovde su neophodne zatege
AB, BF, FG, AG.

Sl. 40. Ljuska od Cetiri elementa hiperboli¢nog
paraboloida sa pravim ivicama oslonjena na
Cetiri stuba

Kroz tacku M povrsine jednog elementa ljuske, oblika hi-
perboli¢nog paraboloida sa pravim ivicama (si. 41a), prolaze
dve parabole, od kojih se jedna moZe uzeti za pritisnuti luk,
a druga za lan€anicu. Jednacina je ose luka (si. 41 b) u koor-
dinatnom sistemu (u, )

z= -jTu(l - u), (90)
gde je / strela, a / raspon luka. Pod pretpostavkom da se

opterec¢enje q ljuske podjednako raspodeljuje na luk i na lanc¢a-
nicu, a iz uslova da je moment u temenu luka jednak nuli,

(1)

M=1 t 2~ Hf=°

dobija se

(92)

Sl. 41. Pritisnuta paraboli¢na traka i zategnuta paraboli¢na traka ljuske
oblika hiperbolicnog paraboloida (a) i parabola u koordinatnom si-
stemu uOz u ravni prenodenja pritiska (b)

Diferenciraju¢i dvaput po u jednaCinu za z (90) izlazi

82z 8/
(93)
8u2 12
pa se zamenom vrednosti iz jednaCine (92) dobija
f— (94)
du2
d2z .
Posto je K = ~ 2, dobija se za luk
H= - 95
2K9 (9)
a za lancanicu
(96)

2K*
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Na ivici ljuske (si. 42a) reakcije luka i lan€anice daju re-
zultantnu silu pritiska ili zatezanja koja je paralelna s ivi-
com (si. 42b).

Kombinovanje elemenata ljuske oblika hiperboli€nog para-
boloida pruza interesantne i raznovrsne moguénosti za formi-
ranje krovnih konstrukcija, od kojih su neke prikazane na
si 43, 44 i 45.

Sl. 42. Reakcije pritisnute paraboli¢ne trake i zategnute
paraboli¢ne trake na ivici ljuske oblika hiperboli¢nog
paraboloida. a polozaj parabola na ljusci, b reakcije
paraboli¢nih traka i rezultujuca sila duz ivice ljuske

SlI. 43. Ljuska od Cetiri elementa hiperboli¢nog
paraboloida oslonjena na jedan stub (pecur-
kasta ljuska)

SI. 44. Kose peturkaste ljuske u nizu koje formiraju testerastu kon-
turu krova radi osvetljavanja hale

Sl. 45. Ljuska od cetiri elementa hiperboli¢nog
paraboloida sa paraboli¢nim ivicama

Ljuske konoidnog oblika. Konoidna ljuska (si. 46a), sa pa-
rabolom kao linijom vodiljom u vertikalnoj ravni, izvedena je
kretanjem prave paralelno vertikalnoj ravni simetrije ljuske po
paraboli i po pravoj upravnoj na ravan simetrije ljuske (si. 46 b).
Na dvema naspramnim stranama ljuska se oslanja na ivic¢ne
lukove, a na drugim dvema stranama nalaze se horizontalni
ivicni nosaci. U koordinatnom sistemu (x,y, z) srednja povrsina
ljuske je predstavljena jednainom

- @7
1 -a -
Za opterecenje ljuske uzima se da je g = g(x,y), koje je sime-
tricno s obzirom na ravan simetrije ljuske y = 0. Za razma-
trane ljuske vaZi

Sl. 46. Konoidna povrsina, a aksonometrijski izgled, b ortogonalne pro-
jekcije

LJUSKE

d2z
dxdy

2hy
ab2’

d2z
dy2

2hx

B o (98)

pa se izrazom (51) za naponsku funkciju F

4hy d2F
ab2 dxdy

F(xfy) dobija
2hxd2F

=0
ab2 dx

(99)
Naponska funkcija se bira u zavisnosti od ivi€nih uslova.

Najveca je zakrivljenost ljuske u blizini €eonog luka. Kada
je raspon luka B mali s obzirom na duzinu ljuske L (L> B),
tj. kad je ljuska duga (si. 47a), tada se moze uzeti da se
optereéenje pretezno prenosi luéno prema pravim ivicama (kao
u svodu). Kad je ljuska kratka (si. 47 b), odnosno kad je B > L,
optereéenje se prenosi u vecoj meri prema luénim ivicama. Pri-
mena konoidnih ljuski za formiranje testerastog krova prika-
zana je na si. 48.

Sl. 47. Duga konoidna ljuska (a) i kratka ko-
noidna ljuska (b)

Sl. 48. Testerasti krov formiran konoidnim

ljuskama

Cilindricna ljuska ima na svojim c¢eonim ivicama luk ili
zidni nosa¢ (dijafragmu), a na pravim ivicama ivi¢ne grede
(ivine elemente) (si. 49a). Razmatra se ljuska koja ima medu-
sobno upravne ravni dijafragme i ivi¢nih 'elemenata. Jednacina
je srednje povrSine cilindri¢ne ljuske (si. 49b) u koordinatnom
sistemu (X,y,z)

z = f(y)

a uzima se da vertikalno optere¢enje ne zavisi od X, pa je

(100)

g = giy)

Sl. 49. Cilindri€na ljuska, a ljuska sa ivicnim elementima i ¢eonim dija-
fragmama, b ljuska u pravougaonom koordinatnom sistemu

Za cilindri¢ne ljuske vaZzi

d2z d2z d2z d2z
) : 0, T-2= 37 (101)
§? dxdy w2 o dy
tako da izraz (51) za naponsku funkciju F = F(x,y) daje
d2z dF 0. (102)
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Dvokratnim integrisanjem ove jednacine dobija se

F= ® ) gxdx. (103)
d2z
dy2
U toj formuli izraz pod znakom integrala
a(y) (104)
d2z
dy2

ne zavisi od X, pa se moZe staviti ispred znaka integrala
ff X2
F——G(y) dxdx = ——G(y) + xK(y) + L(y), (105)

gde su K(y) i L(y) funkcije koje se odreduju u zavisnosti od
uslova oslanjanja ljuske. PoSto je naponska funkcija F nadena,
iz relacija (50) dobijaju se redukovane sile

doF X2d2G(Y)+x™ m +ddb) (109
dy2 2 dy dy dy2
d2F _ xdG(y) dK(y) (107
AXAY dy dy
d2F 108
~=572= - G(y) (108)

Te formule pokazuju da na vrednost od ny uti¢u samo vertikalne
sile i da ona ne zavisi od oslonackih uslova. Zbog toga ivic¢ne
elemente treba tako konstruisati da silama ny na ivicama ljuske
ne pruzaju otpor. Pogodnim izborom funkcija K(y) i L(y) moZe
se posti¢i da na mestu zakrivljene ivice bude nx= 0 i da je
dijafragma savitljiva upravno na svoju ravan.

Cilindricne ljuske se klasifikuju zavisno od odnosa duzine L
prema Sirini B (si. 50): duge ljuske L:B> 2, srednje ljuske
1< L:B” 2, kratke ljuske L :B”™ 1 S obzirom na naprezanje
duga ljuska se priblizno ponaSa kao greda zakrivljenog po-
pre€nog preseka (si. 50a). U kratkim ljuskama dominira mem-
bransko stanje naprezanja; one se ponaSaju slicno kao svodovi
oslonjeni na dijafragme ili lukove (si. 50b).

Ostali oblici ljuski. Pored navedenih, najvise primenjivanih
oblika ljuski i njihovih kombinacija, izvode se i druge forme
koje su povoljne s obzirom na ostvarivanje membranskog stanja
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naprezanja u ljusci. Za viseCe konstrukcije upotrebljavaju se
pretfabrikovane armiranobetonske ploce kojima se formira
krovna povrsina i posle betoniranja spojnica dobija se pred-
napregnuta ljuska u obliku obrnute kupole ili obrnutog svoda.
Tako ostvarena kruta armiranobetonska ljuska malo se defor-
miSe pri razli¢itim opterecenjima krova, ¢ime je i mreza kablova
koja nosi ljusku obezbedena od veéih promena svoga oblika.

SI. 50. Duga cilindri¢na ljuska (a) i kratka
cilindri¢na ljuska (b)

Konstruisanje ljuski. Ljuske se najc¢e$¢e realizuju od armi-
ranog betona, a takode i od prednapregnutog betona. Sem toga,
one se izraduju od drveta, metala i livenih plasti€nih materijala.
Armiranobetonske ljuske najce$¢e se izvode u debljinama od
5 8 cm. Ekonomicénost tih ljuski mnogo zavisi od oplate za
njihovo livenje, zbog Cega se tezi pretfabrikaciji elemenata ljuske
u kalupima sa toplotnom obradom betona, da bi se kalup brzo
oslobodio za livenje novog elementa. Ljuska se tada formira
montiranjem pretfabrikovanih delova i posle betoniranja spoj-
nica dobija se monolitna celina. Kada se ljuska betonira u
oplati na gradiliStu, vreme zadrzavanja oplate znatno se skra-
¢uje ako se primeni toplotna obrada betona, kojom se za krace
vreme postize dovoljna ¢vrsto¢a betona da se oplata moze uklo-
niti i iskoristiti za slede¢i element ljuske.
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