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mike idealne tekucine, i osnove teorije broda i teorije stabilnosti elasti¢nih $ta-
pova, a dao je i osnove teorije proracuna vodnih turbina. Razvoju hidromehanike
pridonio je, usporedno s Eulerom, Daniel Bernoulli (1700— 1782). Potkraj XVIII
stolje¢a objavljeni su eksperimentalni zakoni trenja, $to..ih je formulirao Ch. A.
Coulomb (1736— 1806). Znatno se razvila nebéska mehanika, koju je uglavnom
razradio P. S. Laplace (1749— 1827). Ruski wucenjak M. V. Lomonosov
(1711— 1765) jedan je od prvih koji je formulirao osnovne definicije kineticke
teorije plinova i Sirenja topline. Povijest razvoja dinamike neslobodnog sustava
vezana je s razvojem principa virtualnih pomaka. Prvi ga je primijenio nizo-
zemski ucenjak S. Stevin (1548— 1620) pri proucavanju ravnoteZe kolotura.
Johann Bernoulli (1667— 1748) dao je tom principu op¢u formulaciju koja je
bliska danasnjoj, a taj princip prvi je dokazao J. L. Lagrange (1736— 1813).
On je najvise doprinio razvoju analititlke mehanike neslobodnog sustava. U
djelu Mécanique analitique analiticki je razradio d’Alembertov princip — opcu
formulu dinamike. Njegova obrada tog principa potpuno odgovara suvremenoj
formulaciji kao uvjetu ravnoteze zadanih sila i u mislima prilozenih na tocke
sustava fiktivnih sila inercije. Predodzba o silama inercije prihvacena je kasnije
kao osnova za prakti¢ne inZenjerske metode dinamic¢kih prora¢una strojeva i
mehanizama, poznatih pod opé¢im nazivom Kinetostatika. Polaze¢i od opce
formule dinamike, Lagrange je upozorio na dva osnovna oblika diferencijalnih
jednadzbi gibanja neslobodnog sustava, poznatih pod nazivom Lagrangeove
jednadzbe prvog i drugog reda. Njegova istraZivanja pod op¢im nazivom
0 malim oscilacijama proizvoljnog sustava tijela temelji su suvremene teorije
vibracija. Sredinom XIX st. formuliran je princip odrzanja energije. Nagli na-
predak na podrucju gradnje novih strojeva i teZznja za njihovim daljim usavr-
Savanjem potaknuli su u prvoj cetvrtini XIX st. stvaranje primijenjene ili
tehnicke mehanike. J. V Poncelet (1788— 1867) jedan je od utemeljitelja siste-
matske tehnicke mehanike. U prvim radovima iz tog podrucja formuliran je
pojam mehani¢kog rada sile. U to vrijeme pocinje razvoj novih opéih principa
dinamike, varijacijskih principa. Prvi takav princip bio je princip najmanjeg
djelovanja. Strogu matemati¢ku formulaciju tog principa dao je Euler. Kasnije
su u poopcenju tog principa sudjelovali Lagrange, njemacki ugenjak K. Jacobi
1 ruski N. E: Zukovski. Medu opéenitijim varijacijskim principima valja
ista¢i princip W. R. Hamiltona i M. V Ostrogradskoga. Najvazniji su u razvoju
op¢ih metoda integriranja diferencijalnih jednadzbi gibanja bili radovi Ostro-
gradskoga, Hamiltona i M. H. Jacobija. Medu najvaznijim problemima me-
hanike XIX stoljeca jesu: gibanje teSkog krutog tijela, op¢a teorija stabilnosti
ravnoteze i gibanja, te problem oscilacija Cestice.

Teorija gibanja giroskopa bila je razradena u radovima Eulera, Lagran-
gea, S. Kovalevske i drugih, i postala je veoma vazna u XX stolje¢u. Znatno
su doprinijeli rjeSavanju problema stabilnosti ravnoteze i gibanja materijalnih
sustava Lagrange, engl. ucenjak E. Routh i N. E. Zukovski. Stroga postavka
tog problema i prikaz najopcenitijih metoda za njegovo rjeSavanje pripada A.
M. Ljapunovu. Dalji razvoj teorije malih oscilacija u XIX stoljeéu bio je
uglavnom vezan s proratunom utjecaja otpora u slu¢aju prigusenih oscilacija
i vanjskih poremecéajnih sila §to pobuduju prisilne oscilacije. Teorija prisilnih
oscilacija i u€enje o rezonanciji pojavili su se radi reguliranja rada strojeva.
U XIX stolje¢u uslijedio je dalji razvoj mehanike kontinuuma. Opcée jednadzbe
teorije elasticnosti postulirao je L. M. H. Navier, a dalje ih razvio A. L.
Cauchy. Veoma su vazni radovi na tom podrugju J. C. B. Saint-Venanta, G.
Laméa i drugih. Pojavilo se i uenje o vrtlozima u tekuéini (G. Helmholtz)
i postavljene su osnove dviju novih grana hidromehanike: dinamike viskozne
tekucine (L. M. H. Navier i G. G. Stokes) i dinamike plinova (S. A. Caplygin
i drugi. Hidrodinamicku teoriju trenja postavio je N. P. Petrov. Potkraj XIX
st. pojavio se poseban problem — gibanje tijela promjenljive mase, &iji je
osniva¢ |. V Mescerski. Pionirom razvoja teorije reaktivnog gibanja smatra se
K. E. Ciolkovski. U XX. st. problemi elektrotehnike, radio-tehnike, tehnike
automatskog reguliranja rada strojeva i proizvodnih procesa, tehni¢ke akustike
i dr. potakli su razvoj nove grane mehanike — teoriju nelinearnih oscilacija.
Osnove te grane mehanike obradene su u radovima A. M. Ljapunova i A.
Poincarca.

Bitna nadgradnja Newtonove klasicne mehanike pocinje pocetkom XX st.,
i to u dva smjera: Einsteinovom specijalnom teorijom relativnosti (1905)
i Planckovim otkri¢em elementarnog kvanta energije (1900). Jedna je od bitnih
konzekvencija teorije relativnosti, za razliku od klasicne mehanike, da masa
nije konstantna, ve¢ je funkcija brzine kojom se tijelo giba, odnosno da postoji
ekvivalentnost izmedu mase i energije, E = m0c2, tj. da su masa (m) i energija
(E) samo dva oblika kojima se manifestira materija. Einsteinova teorija relativ-
nosti nasla je eksperimentalnu potvrdu i u makrosvijetu, a posebno u mikro-
svijetu.

Problemi suvremene mehanike. Medu osnovnim problemima
suvremene mehanike u prvom su redu ve¢ spomenuti problemi
teorije oscilacija, dinamike krutog tijela i teorije stabilnosti
gibanja. Problemi oscilacija usko su vezani s problemima radio-
-tehnike, automatskog reguliranja i upravljanja gibanjem, te s
problemima mjerenja, predvidanja i spreCavanja vibracija u
strojevima, gradevnim konstrukcijama, transportnim sustavima
i dinamickim letjelicama. Glavni problemi dinamike krutog
tijela obraduju se u mehanici leta (v. Mehanika leta), brodskoj
dinamici, teoriji giroskopskih sustava i uredaja (v. Giroskop,
TE 6, str. 129), §to se uglavnom primjenjuju u aeronavigaciji
i moreplovstvu. Dosada$nji su rezultati istrazivanja svemira
pomoc¢u umjetnih nebeskih tijela uzrok da su se neke grane
mehanike ponovno istakle, kao npr. nebeska mehanika i metode
racuna varijacija pri pronalazenju najboljih rjeSenja. Konac-
no se opet pojavio interes i za probleme specijalne i opce
teorije relativnosti, a u vezi s tim i za problem opée gravi-
tacije. Posebna se paznja pridaje proucavanju dinamike sve-

mirskih letjelica, pri ¢emu se za razliku od aerodinamike aviona
sada proucavaju jo$ i najbolje putanje, problemi upravljanja
umjetnim nebeskim tijelima i problemi nelinearne mehanike
leta. Jedna od najnovijih grana mehanike, magnetohidrodina-
mika, bavi se prouavanjem pojava pri letu materijalnih tijela
hipersoni¢nim brzinama (Ma > 5) kroz Zemljinu atmosferu.
Nastala je spajanjem dviju grana fizike: elektromagnetizma i
hidrodinamike. Ona zapravo proucava djelomi¢nu ionizaciju
zraka, Sto nastaje pri gibanju kroz zrak materijalnih tijela
vrlo velikim brzinama. Ta je noya grana mehanike vrlo bitna
za proucavanje problema toplinske barijere, tj. toplinskpg efekta
$to nastaje zbog aerodinamickog zagrijavanja.

STATIKA

Statika proucava uvjete ravnoteZze materijalnih tijela na koja
djeluju sile i zakone transformacije sustava sila $to djeluju na
kruta tijela. Pod statickom ravnoteZzom tijela razumijeva se nje-
govo stanje mirovanja s obzirom na odredeni sustav referencije.
Ako je to inercijski sustav, ravnoteza je apsolutna, u protivnom
relativna. U tehni¢kim problemima u vecini slucajeva za iner-
cijski sustav referencije moze se uzeti sustav vezan za Zemlju.
Ako se tijelo djelovanjem sila giba pravocrtno i jednoliko
(v = const.), tijelo je u dinamiCkoj ravnoteZi. Tada za tijelo
vrijedi prvi Newtonov aksiom (zakon inercije), tj. tijelo se po-
naSa kao da na nj ne djeluje nikakva sila. Stanje mirovanja
pojam je kinematike i pod njim se razumijeva gibanje kada
je brzina jednaka nuli (v = 0).

Statika (gré. ox<xTWf] statike, prvobitno znalenje: ucenje o teZinama i
ravnotezi) najstarija je grana mehanike, njezini osnovni zakoni bili su uglavhom
poznati ve¢ u starom vijeku. Prve znanstvene temelje postavio je Arhimed iz
Sirakuze u <-111 st. Medu ostalim, postulirao je strogu teoriju ravnoteze poluge
na koju djeluju paralelne sile. U XVII st. francuski je matematiCar P.
Varignon razradio geometrijsku teoriju ravnoteze s pomo¢u pojma o momentu
sile, koju su u XIX st. svojim radovima dopunili francuski ucenjaci L. Poin-
sot (1777— 1859) i M. Chasles (1793— 1880). Time su uglavnom bile postulirane
osnove teorije statike krutog tijela.

Podjela statike. Prema naCinu i metodama proucavanja
uvjeta ravnoteze razlikuje se geometrijska i analitiCka statika
krutih tijela. U prvoj se proucavaju metode svodenja ili‘reduk-
cije zadanog sustava sila na jednostavniji oblik. Osim toga,
postuliraju se uvjeti ravnoteze tih sustava sila. Kako je sila
koja djeluje na kruto tijelo klize¢i vektor, mogu se pri tom
upotrijebiti metode vektorske algebre. Zbog toga razmatranja
u tom dijelu statike imaju geometrijski karakter, pa se taj dio
statike naziva jo$ i geometrijom sila.

Problemi statike krutih tijela mogu se rjeSavati ili s pomocu
grafickih metoda ili analitickim postupkom, pri ¢emu se zadane
i trazene veliCine razmatraju i odreduju numericki. Graficki
nacin rjeSavanja ima Siroku primjenu u tehni€koj praksi i
poznat je pod nazivom grafostatika. Analiticka statika zasniva
se na principu virtualnih radova, koji se ubraja u fundamen-
talne principe mehanike. Taj princip daje op¢i kriterij ravnoteze
mehanickih sustava. Prema agregatnom stanju tijela razlikuje
se statika Cvrstih tijela (ili samo statika), statika tekucina
(hidrostatika) i statika plinovitih tijela (aerostatika). Statika Cvrs-
tih tijela razvrstava se na statiku krutih (stereostatika) i statiku
elasticnih tijela (elastostatika, statika deformabilnih tijela, nauka
0 ¢vrstodi ili otpornost materijala). U posljednje vrijeme razvija
se i statika plasticnih tijela (plastostatika).

Staticki pojam sile. Pod silom se u statici razumijeva ko-
licinska mjera mehani¢kog uzajamnog djelovanja izmedu mate-
rijalnih tijela. Sila predstavlja primarni pojam u statici. Njeno
djelovanje na kruto tijelo odreduje se: a) brojnom vrijednoséu
(iznosom, modulom ili intenzitetom), b) pravcem i smjerom sile
1c¢) njenim hvatistem, tj. toCkom u kojoj sila djeluje na tijelo,
a to su karakteristike vektorskih veli¢ina. Na si. 1 sila P u
uzetu AB, kojemu je jedan kraj vezan za tijelo u toCki A,
djeluje u pravcu AB i ima smjer od A prema £, prikazan
strelicom. Pravac u kojem djeluje sila, u jednom ili drugom
smjeru, zove se pravac djelovanja sile. Brojna vrijednost ili in-
tenzitet odreden je tezinom objeSenog tereta F, odnosno odsjec-
kom AC. i obi¢no se oznaCava sa \P\ ili jednostavno sa F.
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Pri prou€avanju djelovanja sila na tijelo obi¢no se upotrebljava
pravokutni koordinatni sustav (si. 2) i odreduje se poloZaj
hvatista A sile F pomocu njegove vektorske koordinate f (vek-
tor polozaja toCke A), odnosno pomocu projekcija x,y,z vektora
f na koordinatne osi (skalarne koordinate tocke A). Sila F kao
vektorska veli€ina odredena je ako je poznat njezin iznos
[F| = F i kutovi a, /2 iy Sto ih vektor F zatvara s pozi-
tivnim smjerovima koordinatnih osi. Projekcije vektora F na
koordinatne osi odredene su relacijama:

Fx =X —Fcosoc, Fy=Y=Fcosp, Fz=2Z = Fcosy. (1)

Ako su poznati iznosi komponenata sile F, iznos sile F izra-
¢unava se pomocu formule:

F=1/X2+ Y2+ Z2, @
a njezin pravac djelovanja pomocu izraza:

cos/? = - cosy = - ©)

sile F

Sustavi sila. Skup svih sila koje djeluju na bilo koje kruto
tijelo zove se sustav sila. Pri tom se razlikuje slobodno i
vezano (neslobodno) tijelo. Slobodnom tijelu nisu nametnute
nikakve veze i ono moze iz zadanog poloZaja prije¢i u bilo koji
drugi polozaj u prostoru. Ako slobodno tijelo pod djelovanjem
zadanog sustava sila moZe biti u ravnotezi, odnosno miruje,
onda je to uravnoteZeni sustav sila. Ako se pak jedan sustav
sila koji djeluje na slobodno tijelo moze zamijeniti drugim
sustavom sila a da se pri toni ne promijeni stanje mirovanja
ili stanje gibanja krutog tijela, za takva se dva sustava kaze
da su ekvivalentni. Sile $to djeluju na kruto tijelo ili na sustav
krutih tijela mogu biti vanjske i unutradnje. Vanjske sile odre-
duju djelovanje drugih tijela koja ne ulaze u promatrani sustav
— na promatrana tijela, dok unutrasnje odreduju uzajamno
djelovanje medu tijelima zadanog sustava. Unutrasnje sile Cine
uravnoteZeni sustav sila i ne utje€u na uvjete ravnotezZe tijela.
Zato se u statici krutog tijela razmatraju uvjeti ravnoteZze samo
vanjskih sila. U statici deformabilnih tijela uzimaju se u obzir
i vanjske i unutarnje sile.

Klasifikacija sustava sila. Sustavi sila mogu biti ravninski
,1 prostorni. U opcem slu€aju ravninskog ili komplanarnog

Sl. 3. Sustavi sila u ravnini, a sile nisu
paralelne a pravci se djelovanja ne
sijeku u jednoj tocki, b pravci djelo-
vanja svih sila sijeku se u jednoj tocki
(komplanarno-konkurentni sustav si-
la), ¢ pravci djelovanja svih sila me-
dusobno su paralelni (komplanarno-
-paralelni sustav), d sile imaju zajed-
ni¢ki pravac djelovanja (kolinearni su-
stav)

SI. 4. Sustavi sila u prostoru, a sile
nisu paralelne a pravci djelovanja ne
prolaze kroz istu to€ku u prostoru,
b pravci djelovanja prolaze kroz istu
to¢ku (prostorni konkurentni sustav),
¢ pravci djelovanja su paralelni (pro-
storni paralelni sustav sila)

sustava sila sve sile djeluju u jednoj ravnini, nisu medusobno
paralelne i njihovi se pravci djelovanja ne sijeku u jednoj
to€ki (si. 3a). Specijalni su slucajevi: a) pravci djelovanja svih
sila sijeku se u jednoj to€ki ravnine u kojoj djeluju (kompla-
narno-konkurentni sustav sila, si. 3b), b) sve su sile medusobno
paralelne (komplanarno-paralelni sustav sila, si. 3c) i c) sve
sile imaju zajednicki pravac djelovanja (si. 3d), ali mogu imati
i suprotan smjer (kolinearni sustav sila). U opfem slucaju
prostornog sustava sila sve sile ne djeluju u istoj ravnini, nisu
medusobno paralelne i ne prolaze kroz jednu toCku prostora
(si. 4a). U specijalnom slucaju sve sile mogu prolaziti kroz istu
to€ku (prostorni konkurentni sustav sila, si. 4b), odnosno sve
mogu biti medusobno paralelne (prostorni paralelni sustav sila,
si. 4¢).

Aksiomi statike. Osim Newtonovih aksioma, koji izraZzavaju
tri osnovna zakona gibanja, u statici se primjenjuje jo$ nekoliko
aksioma koji formuliraju najjednostavnije i op¢e zakone ili prin-
cipe kojima se podvrgavaju sile to djeluju na jedno i isto tijelo
ili sile Sto djeluju na tijela koja uzajamno djeluju jedno na
drugo. U aksiomima statike radi se o svojstvima sila koja su
odredena mnogobrojnim neposrednim promatranjima. Prva dva
aksioma statike izraZzavaju pravila djelovanja sila kad se stanje
tijela pod djelovanjem zadanog sustava sila ne mijenja.

Prvi aksiom. Ako na slobodno kruto tijelo djeluju dvije
sile u razlicitim tockama, onda takvo tijelo moZe biti u ravno-
teZi samo ako su te sile jednakog intenziteta (F1= F2) i ako
imaju zajednicku liniju djelovanja, a suprotan smjer (si. 5).

Sl. 5. Prikaz prvog aksioma statike

Drugi aksiom (pravilo o pomicanju hvatista sile). Hvatiste
sile koja djeluje na kruto tijelo moZe se slobodno pomicati
po liniji njezina djelovanja bez ikakva utjecaja na stanje gibanja,
odnosno mirovanja tijela. Takva sila je vektor vezan za liniju
(tzv. Kklize¢i vektor). Ako npr. na tijelo u to€ki A djeluje sila
TA (si. 6a) i ako se u tocki B dodaju dvije jednake i suprotno
usmjerene sile FKi Fh koje leze na pravcu djelovanja sile PA
pri ¢emu je FB= FA (si. 6b), onda su sile FB i FA u ravnotezi,
pa preostaje samo sila Fn u toCki B (si. 6¢).

Sl. 6. Prikaz pravila o pomicanju hvatista sile (drugi aksiom
statike)

Tre¢i aksiom. Dvije sile F1i F2 §to djeluju u jednoj tocki
tijela mogu se zamijeniti jednom silom R”AF i + F2 koja je
njihova rezultanta (si. 7). Ona je jednaka dijagonali paralelo-
grama kojemu su stranice zadane sile. Taj je aksiom poznat
pod nazivom pravilo paralelograma sila.

Sl. 7. Prikaz pravila paralelograma sila (treci
aksiom statike)

Cetvrti aksiom (pravilo o oslobadanju tijela od nametnutih
veza). Svako vezano (neslobodno) kruto tijelo moze se pro-
matrati kao slobodno ako se postojéée veze koje ograniavaju
slobodu gibanja tijela zamijene tzv. reakcijama veza koje treba
dodati zadanim silama. Na osnovi tog aksioma svaki problem
ravnoteze vezanog tijela moZe se svesti na odredeni problem
slobodnog tijela.
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Veze i njihove reakcije. Vezama se nazivaju mehanicki ili
fizicki uredaji koji ograni¢uju, odnosno sprecavaju gibanje
nekog tijela. Ako se Cestica ili tijelo ne moze od veza odvojiti,
veza se naziva postojanom (npr. prsten na konopcu), u protivnom
veza je nepostojana. Npr. uteg na stolu moZe se premjeStati
po stolu i pri tom se veza ne prekida, ali se moZe i podiéi,
a time je veza prekinuta. Veze koje ne zavise od vremena zovu
se skleronomne ili stacionarne, a koje zavise od vremena
reonomne ili nestacionarne veze. Razlikuju se unutrasnje i vanjske
veze sustava. UnutrasSnje veze spre€avaju relativni pomak poje-
dinih tijela unutar sustava. Prema tome, ako su veze ona
tijela koja pripadaju promatranom sustavu, onda su to unu-
traSnje veze i obratno. Materijalni sustav koji ima samo unu-
traSnje veze zove se slobodni sustav. Djelovanje veza na ma-
terijalni sustav ocituje se u tome S§to veze spreCavaju, odnosno
mijenjaju gibanje sustava koje bi priloZzene vanjske sile pobu-
dile kad bi sustav bio slobodan. Zbog toga se moze smatrati
da veze proizvode isto djelovanje kao i sile, pa se u statici
djelovanje veza, prema cCetvrtom aksiomu statike, zamjenjuje
silama koje se zovu reakcije veza ili samo reakcije.

Sile koje ne zavise od veza zovu se aktivne (zadane) sile,
a reakcije veza pasivne sile. Reakcije veza razlikuju se od ak-
tivnih sila koje djeluju na tijelo u tome S§to njihovi intenzi-
teti uvijek zavise od tih sila i nisu unaprijed poznati. Npr.
pri krutom Stapu reakcija veze ima pravac njegove uzduzne osi,
a takva veza moze prenositi vlacne i tlacne sile.

Sl. 8. Pravac djelovanja reakcije u dodirnoj tocki

dvaju tijela, a kruto tijelo oslanja se na idealno

glatku povrSinu bez trenja, b veza izmedu krutog
tijela i hrapave povrSine s trenjem

SI. 9. Kruti Stap oslonjen na idealno glatku povr-
Sinu u A i na ostri brid u B

Ako se kruto tijelo oslanja na idealno glatku povrSinu (bez
trenja), onda dodirna tocka s povrSinom mozZe slobodno po
njoj kliziti, ali se ne moZe pomicati u pravcu normale na
povrSinu. Prema tome, reakcija FN idealno glatke povrsSine
upravljena je u pravcu normale na tangencijalnu ravninu kroz
dodirnu toCku (si. 8a). Kad je veza s trenjem, pojavljuje se u
dodirnoj tocki jo$ i tangencijalna reakcija FT. Ukupna ili to-
talna reakcija takve veze nagnuta je od normalne reakcije za
kut (o (si. 8b). Ako se kruti Stap tezine Q oslanja u A na
idealno glatku povrSinu, a u B na oStar brid (si. 9a), i ako se
u A i B dodaju normalne reakcije NA i NB, zamjenjujuéi time
nametnute veze, Stap se mozZe promatrati kao slobodno tijelo
koje se nalazi pod djelovanjem aktivne sile Q i reakcija NA
i NB (si. 9b). Kad je veza zglobna prema si. 10a, tj. kada je
Cep Il nepomican, Stap / moZze se samo okretati oko osi Cepa
I1, okomitoj na ravninu slike. Zanemari li se trenje u zglobu,
bit ¢e reakcija nepomicnog Cepa upravljena okomito na njegovu
cilindricnu povrSinu u tocki A, gdje povrSina leZzaja dodiruje
Cep i prema tome leZi u ravnini okomitoj na os Cepa. Ako je,
dakle, veza ostvarena pomocu nepomic¢na cilindrinog zgloba,

\t

SI. 10. Primjeri veza: a nepomi¢ni cilindri¢ni zglob, b oslonac horizontalne
grede na nepomicni cilindricni zglob, c sferni zglob, d savitljivo uZe prebageno
preko kolotura ili remenice

pravac reakcije je nepoznat, jer ta reakcija moze imati bilo koji
pravac okomit na os Cepa, Sto zavisi od poloZaja tijela i drugih
sila koje na nj djeluju. Tipian primjer takve veze je nepomicni
oslonac nosaca (si. 10b). Veza u obliku sfernog zgloba (si. 10c)
osigurava nepomicnost tocke 0 tijela / i dopuSta samo rotacije
tijela oko bilo koje osi kroz tocku 0. Reakcije takva zgloba
odredene su trima komponentama Fx,Fy,Fz koje su medusobno
okomite. U primjeru prikazanom na si. 10d savitljivo uZe bez
tezine moze prenositi samo vla€ne sile u pravcu svoje uzduzne
osi. Ako je uze prebateno preko kolotura ili remenice (bez
trenja), mijenja se samo pravac sile u uzetu, dok intenzitet sile
ostaje isti. Iz tih primjera slijedi da je reakcija veze uvijek
upravljena suprotno pravcu i smjeru u kojem veza spreCava
gibanje tijela.

Rezultanta sila i ravnoteza

Sustavi konkurentnih sila. Sustav sila kojima se linije dje-
lovanja sijeku u jednoj toCki zove se konkurentni sustav sila.
Odredivanje rezultante takvih sustava sila svodi se na primjenu
treeg aksioma statike. Ako npr. na tocku A (si. 11a) djeluju
samo dvije sile F i Q koje medusobno zatvaraju kut y, onda
je rezultanta R tih sila jednaka njihovu geometrijskom zbroju
(si. 11b):

R=F+Q @
Intenzitet te rezultante dobiva se pomoc¢u kosinusova poucka:

R =\/F2+ Qr + IFQcoSy. ®)
Kutovi a i p, Sto ih rezultanta zatvara sa svojim komponen-
tama, odreduju se primjenom sinusova poucka:

sina=Qsmy i sin/i=’\'§iny. 6)

SI. 11. Odredivanje rezultante konkurentnog su-

stava sila. a plan polozaja, b odredivanje rezul-

tante pomocu paralelograma sila, ¢ odredivanje
rezultante pomocu trokuta sila
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Umjesto paralelograma sila moZe se konstruirati trokut sila (si.
1c). -U tu svrhu crta se npr. vektor sile F u prikladnom
mjerilu i nadovezuje mu se vektor sile Q. Zavr3na stranica tog
trokuta sila, povucena iz pocetne tocke sile F, daje rezultantu po
pravcu, smjeru i intenzitetu, tj. F + Q = R. Isti rezultat dobiva
se kada se u planu sila najprije nacrta sila Q, pa se na njiv
nadoveze sila F, tj. Q 4-F = R. Prema tome vrijedi zakon komu-
tacije, tj. zadane sile mogu se bilo kojim redom nizati u poligonu
sila a da se pri tom ne mijenja intenzitet, pravac i smjer
rezultante. Odatle se moZe zakljuCiti da je metoda sastavljanja
kolinearnih sila samo poseban slu€aj pravila poligona sila kada su
kutovi poligona sila jednaki 0° ili 180°. Sastavljanjem u rezul-
tantu viSe sila koje djeluju na jednu tocku dolazi se postupno
primjenom pravila paralelograma sila do sljedeceg zakljucka:
sustav proizvoljnog broja konkurentnih sila ekvivalentan je
jednoj sili (rezultanti ili glavnom vektoru) koja je jednaka vek-
torskoj sumi svih tih sila i prolazi kroz toCku u kojoj se
sijeku njihovi pravci djelovanja. Ako je npr. zadan sustav
konkurentnih sila Fi,F2,...F,, koje djeluju na kruto tijelo u to¢-
kama AUA2,...A,, (si. 12), onda se primjenom drugog aksioma
statike hvatista tih sila mogu pomaknuti u to€ku u kojoj se sije-
ku pravci njihovih djelovanja. Tako se dobiva prostorni sustav
sila sa zajednickim hvatiStem u toCki 0 (si. 13). Sastavljanjem
sila ?i 1 F2 dobiva se njihova rezultanta:

Fj+f2=R2> ]

a zatim sastavljanjem sile $2 i sile slijedi da je
$3=R2+ F3—Fi 4 F24 F3
tj. sila £3jednaka je zbroju silatu f2i ?3

®

SI. 12. Sustav konkurentnih sila koji
djeluje na kruto tijelo

SI. 13. Odredivanje zajednickog hva-

tita konkurentnog sustava sila na si.

12 primjenom drugog aksioma i rezul-
tante pomoc¢u paralelograma sila

Sl. 14. Odredivanje rezultante konku-
rentnog sustava sila na si. 12 pomocu
trokuta sila

Istim postupkom dolazi se do sile F,, i dobiva se rezultanta
zadanog sustava sila:

R_Rn- FX4F2-f--4F,= Y Fi ©)

Tako dobiveni paralelogrami sila leze u opéem slu€aju u razli-
¢itim ravninama, a dobiveni vektorski poligon naziva se pro-
storni poligon sila. Odredivanje rezultante moZe se pojednosta-
vniti ako se umjesto paralelograma sila crtaju trokuti sila (si, 14).
Ako se na kraj vektora Fx nadoveZe vektor F2, onda ¢e vektor

koji spaja tocku O s krajem vektora f 2 biti vektor rezultante
R2. Zatim se nadovezivanjem vektora\P3 na kraj vektora F2
dobiva vektor R3 koji spaja toCku 0 s krajem vektora F3 Na
isti nacin dodaje se sljede¢i vektor F4 i konatno spajanjem
tocke 0 s krajem vektora F4 dobiva se rezultanta R. | tada
vrijedi zakon komutacije. Tako se dolazi do zakljucka da je
rezultanta jednaka vektoru koji spaja pocetnu i krajnju tocku
izlomljene linije, sastavljene od vektora zadanih sila. Drugim
rije€ima: rezultanta je zavrSna stanica poligona sila. Pravac
djelovanja rezultante prolazi kroz tocku u kojoj se sijeku pravci
djelovanja zadanih sila, a smjer rezultante u planu sila suprotan
je smjeru obilazenja zadanih sila. To je tzv. pravilo poligona
sila.

Za ravninski sustav sila moze se primijeniti graficka metoda,
pri ¢emu se plan sila obi¢no crta posebno, i to uvijek u prik-
ladnom mijerilu, za razliku od plana poloZaja koji prikazuje
zadane sile i njihovo hvatiSte. U planu polozaja sile se obi¢no
oznacCuju samo po pravcu i smjeru, dok se kao vektori pre-
doc€uju samo u planu sila. AnalitiCka metoda odredivanja inten-
ziteta i pravca rezultante slijedi iz vektorske jednadzbe (9). Tada
se to¢ka u kojoj se sijeku pravci djelovanja zadanih sila uzima
kao ishodiSte pravokutnog koordinatnog sustava (si. 13), pa se
projiciranjem zadanih sila na koordinatne osi dobivaju izrazi
za komponente Rx Ry i R7 rezultante R:

R*= 1 1Fix: Fu + Fx+ +
1=

R>= | Fiv=FWNW4F&+ m»+F, (10)

—Z Fiz=Flz+ F24 - 4 F,

gdje su Fix Fiy,Fiz projekcije sile F* na koordinatne osi. Prema
tome, projekcije rezultante konkurentnog sustava sila na koordi-
natne osi jednake su algebarskim zbrojevima projekcija tih sila na
pripadne osi. S pomoc¢u jednadzbi (10) moZe se odrediti inten-
zitet rezultante i njezin pravac u pravokutnom koordinatnom
sustavu Oxyz. Buduéi da su komponente rezultante R proma-
tranog sustava sila Rx = Rxl, Ry = Ryj, Rz = Rzk medusobno
okomite, intenzitet rezultante odreden je relacijom

R=1R?+ Ry + R? =

v Ep an
i~1

a pravac rezultante jednadzbama

R R
, cos(y,R) ——, cos(z,R) = —
(y.R) R (z,R) R

x| ™

cos(x,R) = (12
Kada sve sile djeluju u jednoj ravnini (ravninski ili komplanarni
sustav sila), primjenjuje se pravokutni koordinatni sustav Oxy
u toj ravnini. Tada su projekcije svih sila na os z jednake nuli,
pa vrijede relacije:

Rx=1 Fix=FIx+Fx+ +F,
i=1
Ry = | | Fiy= Fly+ F + F, (13)
i~
R=|/RI + Rf =
i~1 |/ i—
i odatle
cos(x,R) = (14)

R

Ravnoteza konkurentnog sustava sila. Za ravnotezu takvih
sila koje djeluju na kruto tijelo potrebno je i dovoljno da
rezultanta tih sila (njihov glavni vektor) bude jednaka nuli.
Uvijeti koji pri tom moraju biti zadovoljeni mogu se izraziti u
geometrijskom i u analitickom obliku. Iz jednadzbe (11) slijedi
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da ¢e rezultanta R biti jednaka nuli ako je Rx—0, Ry=10
i Rz—0. Analogno formulama zaprojekcije rezultante Rx,Ry,R2
moze se zakljuciti da ¢e sile FUF2, Fn koje djeluju u jednoj
tocki tijela biti u ravnotezi ako su zadovoljene jednadzbe:

_ZlFix= FIx + Fx+ -m+ Frx —0

/S_lFiy=Fiy+ Fy+ m-+ Frv=10 (15)

X Fz—F2+ F2+ -+ Fn =0,

=1

tj. za ravnoteZzu prostornog konkurentnog sustava sila potrebno
je i dovoljno da su algebarski zbrojevi projekcija svih sila
zadanog sustava na svaku od tri koordinatne osi jednaki nuli.

Tada se analiticki uvjeti ravnoteze mogu izraziti u skracenom
obliku:

£EX =0, ZY=0, zZ=0 (16)

Ocito je da za ravninski sustav sila koje djeluju u jednoj
to¢ki postoje samo dva analitiCka uvjeta ravnoteze:

XX =0, 2Y=0. 17)

Rezultanta R sustava sila koje djeluju u jednoj tocki
krutog tijela odredena je zavrSnom stranicom poligona sila,
sastavljenog od zadanih sila. Ta rezultanta moZe biti jednaka
nuli samo ako se kraj posljednje sile u poligonu sila poklopi s
pocetkom prve sile, tj. ako je poligon sila zatvoren. Prema tome,
za ravnoteZzu sila potrebno je i dovoljno da poligon sila, kon-
struiran od tih sila, bude zatvoren paje to geometrijski uvjet rav-
noteZe. To pravilo moze Cesto posluziti pri rjeSavanju zadataka o
ravnoteZi tijela na koje djeluju tri sile u ravnini. Kao tipi¢an pri-
mjer za primjenu toga pravila jest postupak pri grafickom odre-
divanju reakcija u osloncima jednostavne ili proste grede na koju
djeluje kosa sila F (si. 15). Greda se u A oslanja na nepomican
oslonac, dok je u B slobodno oslonjena na pomican oslonac
(bez trenja). Sila F pobuduje reakcije u osloncima A i B. Kako
greda 'miruje, sve tri sile koje na nju djeluju (F, RA i RB
moraju biti u ravnoteZi. To znaci da pravac djelovanja reakcije
Ra mora prolaziti kroz sjeciste poznatih pravaca silaF i RB U
protivnom, tijelo unato¢ prividnoj ravnotezi sila neCe mirovati.

SlI. 15. Grafitko odredivanje reakcija u osloncima
jednostavne grede

Na osnovi aksioma o slobodnom pomicanju hvatiSta sila u
pravcu njene linije djelovanja, te tri sile mogu se smatrati
silama sa zajedniCkim hvatiStem i, prema tome, moze se kon-
struirati zatvoren trokut sila kojim su odredeni intenziteti i
smjerovi reakcija RA i RB

SI. 16. Graficko odredivanje reakcija
u zglobu i osloncu na ostri brid

Kad je Stap AB tezine Q, koji je u B zglobno vezan za
nepomic¢nu to€ku, a u A se naslanja na oStar brid (si. 16),
moZe se Stap smatrati slobodnim ako se umjesto nametnutih
veza dodaju reakcije u A i B. Na Stap djeluju tri sile: vlastita

tezina Q poznata po pravcu, smjeru i intenzitetu, sila RA
poznata po pravcu, dok sila RB mora prolaziti kroz srediSte
zgloba u B. Za ravnotezu moraju se te tri sile sje¢i u jednoj
toCki i moraju dati zatvoren trokut sila. Prema tome, reakcija
u B mora prolaziti kroz sjeciste pravaca sila Q i RA. Crtanjem
trokuta sila odredeni su intenziteti i smjerovi reakcija u A i B.

Graficko rastavljanje sile u dvije komponente. Taj je zadatak
odreden ako su poznati pravci trazenih komponenata. Ako,
npr., treba silu T koja djeluje u to€ki A krutog tijela rastaviti
u dvije komponente u pravcima 1 i 2, uz pretpostavku d? sila
F i pravci 1 i 2 leZze u jednoj ravnini (si. 17a), postupak je
sljedeéi: sila F crta se u prikladnom mjerilu s hvatistem u po
volji izabranoj tocki O, pa se zatim kroz njezin pocetak i kraj
povlace pravci paralelni sa zadanim pravcima 1 i 2 do njihova
presjeka C. Ta tocka odreduje intenzitete trazenih komponenata
OC=Fi i CB—F2 (si. 17b). Isti rezultat dobiva se ako se
paralele povuku obrnutim redom (si. 17c). Tako dobiveni novi
trokut OB'C dopunjuje prvi trokut na paralelogram sila koji
se, dakle, takoder moze primijeniti za rastavljanje sile u dvije
komponente. Pri tom smjer obilazenja komponenata Fx i F2
mora biti suprotan smjeru sile F. Prema tome, rastavljanje sile
u dvije komponente obrnuti je zadatak od onog pri sastavljanju
dviju sila u njihovu rezultantu.

\ Plan polozZaja Plan sila

SI. 17. Grafitko rastavljanje sile u dvije komponente, a plan polozaja, b i ¢
konstrukcija trokuta sila

Staticki odredeni i statiCki neodredeni zadaci. Reakcije veza
s kojima se operira u statici pri rjeSavanju zadataka o ravnoteZi
neslobodne Cestice ili tijela u vedini sluCajeva su nepoznate,
bilo po pravcu bilo po intenzitetu. Broj nepoznanica zavisi od
broja i karaktera veza. Ako taj broj nije veci od broja jednadzbi
ravnoteze koje sadrze reakcije veza, zadatak je statiCki odreden,
a pripadni sustav Cestica, odnosno tijela, zove se staticki odredeni
sustav. U protivnom govori se o staticki neodredenim zadacima,
odnosno sustavima. StatiCki je neodreden zadatak (si. 18) kad
je teret Q objeSen pomocu triju niti koje leze u istoj ravnini.

Tada postoje tri nepoznanice (intenziteti sila F§ F2 i F3 u
nitima AB, AC i AD\ a samo dvije jednadZbe ravnoteze
(EZ =01i SY=0). Prema tome, zadatak je jedanput staticki
neodreden. StatiCka neodredenost je posljedica prekobrojne veze.
Naime, da bi teret Q bio u ravnotezi u polozaju odredenom
kutovima a i /2, dovoljno je teret objesiti samo pomocu dviju
niti (npr. AB i AD). Treéa nit (AC) je suviSna (prekobrojna
veza). Za rjeSavanje statiCki neodredenih zadataka mora se
napustiti hipoteza o krutosti tijela i uzeti u obzir njegova
deformacija. Takvi se zadaci razmatraju u statici deformabilnih
tijela (v. Nauka o cvrstodi).

Staticki moment sile. Pojam statiCkog momenta sile temelji
se na djelovanju poluge kao jednog od osnovnih prostih stro-
jeva mehanike. Taj je pojam u mehanici isto Jako vaZzan kao
i pojam sile. StatiCkim momentom M) sile f s obzirom na
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to€ku 0 zove se umnozak intenziteta sile i njezina kraka /2
mjerenog u pravcu okomice spuStene na pravac sile F iz
tocke 0 (si. 19). To se izraZzava u obliku jednadZbe:

Mg = Fh (18)
Obi¢no se uzima da je M pozitivan ako sila nastoji okretati
tijelo oko toCke O u smjeru suprotnom gibanju kazaljke na
satu (si. 19a), a u protivnom je slu€aju M negativan (si. 19b).
Jedinica statickog momenta sile u Sl jest njutnmetar (Nm).

Sl. 19. Odredivanje statitkog momenta sile. ti pozitivni,
b negativni moment

Jednake dimenzije imaju mehanicki rad, kineti¢ka i potencijalna
energija, samo se tada njutnmetar naziva dzul (J). Staticki
moment sile ima sljedeca svojstva: a) moment sile se ne mijenja
pri pomaku hvatista sile uzduz njezine linije djelovanja, b)
moment sile s obzirom na tocku 0 jednak je nuli ako je sila
jednaka nuli ili ako pravac djelovanja sile prolazi kroz tocku
O i ¢) intenzitet statitkog momenta sile moze se prikazati
dvostrukom plostinom trokuta OBC ili OB'C', (si. 19).

Analiticki izraz za staticki moment sile. Ako je zadana
samo sila F koja djeluje u toCki A(x,y) (si. 20), analitiCki je
izraz statickog momenta sile F s obzirom na to¢ku O

Mg = —Fh = Fyx —Fxy. (29)
Ako je zadano vise sila koje djeluju na toCku A(xyy), onda je
I MB = 2Fyx —LFxy. (20)

SI. 20. Uz odredivanje analitickog izraza za
staticki moment sile

Iz tih dviju jednadzbi slijedi da staticki moment rezultante
moze biti jednak nuli: 1) ako je po apsolutnoj vrijednosti
Fxy = Fyx, odnosno ZFxy = HFyx, (21)

2) ako je
Fx=0 i Fy=0, odnosno YFX=0 i =0 (22
i3) ako je x =0 iy = 0. Kad su zadovoljeni uvjeti pod 1) i 3),
rezultanta mora prolaziti kroz pocetak koordinatnog sustava,
a kad je zadovoljen uvjet pod 2), rezultantaje jednaka nuli.

Vektorski izraz za staticki moment sile. Ako je hvatiste
vektora sile F odredeno vektorom polozaja Pbonda je staticki
moment sile F s obzirom na tocku 0 odreden vektorskom
jednadzbom

MB=rxF,
tj. staticki momentsile F s obzirom na tocku 0 jednak je
vektorskom umnosku vektora polozaja f i vektora sile F. Taj
vektor je upravljen okomito na ravninu E (si. 21) §to je odre-
duju vektori f i F, a njegov je intenzitet:

IMSIHFHF|sina.

(3

(24)

Za odredivanje smjera vektora M B obi¢no se primjenjuje” pra-
vilo desnog Vvijkailipravilo desne ruke. Krakvektora sile F jest
okomica hpovucenaiz 0 na pravac vektora F:

[/11= |r | -sina. (25)
Prema tome, intenzitet vektora M@ moze se izraziti ovako:

1%51 = ¢ 1.1*1, (26)
odnosno

M© = Fh. @7

SI. 21. Vektorski prikaz statickog mo- Sl. 22. Vektorski prikaz statickog mo-
menta sile s obzirom na to¢ku u rav- menta sile s obzirom na to¢ku u pro-
nini storu

Odatle se izvodi ve¢ navedena definicija da je intenzitet sta-
tickog momenta sile s obzirom na to¢ku jednak dvostrukoj
plostini trokuta kojega je osnovica vektor sile, a visina krak
sile. Ako je hvatiSte sile F odredeno koordinatama x,y,z i ako
su Fx,Fy,Fz projekcije sile F na koordinatne osi (si. 22), a
toCka O nalazi se u ishodiStu koordinatnog sustava Oxyz,
onda je staticki moment sile F:

J k
MB=rxF = z
I¥v Fz
= (Fzy - Fyz)7+ (Fxz - Fzx)j + (Fyx - Fxy)k. (28)
Odatle slijedi da su projekcije vektora momenta sile na koordi-
natne osi odredene formulama:

MBx = Fzy Fyz

MBy = Fxz - Fzx.

M8z = Fyx - Fxy

Moment sile s obzirom na os. Ako je zadana sila F i pravac

osi z, koja je upravljena okomito na ravninu £, i ako se sila

F projicira na tu ravninu, onda se staticki moment sile F s

obzirom na to€ku O u Kkojoj os z probija ravninu E moZe
izraziti u obliku:

(29)

ME=F'h, (30)

gdje je F' projekcija B'C sile F na ravninu F, a krak h okomica
iz toCke O na projekciju B'C (si. 23). Odatle slijedi da je
moment sile P s obzirom na os z jednak umnoS$ku projekcije
sile F i kraka h. Tada je umnoZak jednak dvostrukoj povrsini
trokuta OB'C', pa vrijedi relacija

Mi =2A OB'C. 3y

Sl. 23. Vektorski prikaz statickog mo-
menta sile s obzirom na os z

Varignonov poucak o momentu rezultante. Ako u jednoj
ravnini djeluje konkurentni sustav sila, onda za odredivanje
statickog momenta rezultante zadanih sila s obzirom na pro-
izvoljnu toCku te ravnine vrijedi jednadZzba
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Rh —Fihi + F2h2 + --*+ Fnhn, (32)
ili opcenito
MBR=i MEB, (33)
gdje je »
K= R[=11"«l, (34)
i—1

tj. staticki moment rezultante ravninskog sustava sila s obzirom
na proizvoljnu to€ku 0 ravnine jednak je algebarskom zbroju
momenata komponentnih sila s obzirom na istu tocku. To je
tzv. momentno pravilo ili Varignonov poucak.

Spreg sila. Spregom sila nazivale sustav od dvije jednake,
ali suprotnousmjerene sile Fx i F2 koje leze na paralelnim
linijama djelovanja. Rezultanta takvih dviju sila jednaka je nuli,
tj-

R=Fi+F2=0. (35)

Prema tome, spreg sila ne moZe se nadomjestiti, odnosno
uravnoteZiti jednom silom. Pored pojma sile i pojma statickog
momenta sile, spreg sila je tre¢i osnovni element statike. Ne
smije seshvatiti kao sluajna kombinacija dvijumedusobno
nezavisnih sila,nego kao statiCka cjelinakoja ima  posebna
svojstva. Buduéi da su sile Sto Cine spreg sila jednakog inten-
ziteta, a suprotna smjera, obiljeZzavaju se obicno sa F i —F,
a njihov medusobni razmak sa a (krak sprega sila). Spreg sila
obi¢no se predoc€uje simbolicki u obliku (F, —F) ili jednostavno
0,F\

Sl. 24. Spreg sila koji djeluje na ravnu krutu
plocu

Na si. 24 prikazan je takav sustav sila Sto djeluje na ravnu
krutu plo€u koja se moZe okretati oko tocke O. OCito je da
je rezultantni moment tih dviju sila s obzirom na tocku O
te ravnine razli¢it od nule, tj. da je

ME&—Fa2 —Fax= F(a2—ax) —Fa (36)

Moment sile F s obzirom na toCku A hit ¢¢ MA=Fa, a s
obzirom na tocku B je Mj = Fa. To vrijedi za bilo koju toc¢ku
ravnine E, jer su toCke 0, A i B izabrane po volji. Odatle
slijedi da spreg sila pobuduje rotaciju krute ploCe £, a ne pobu-
duje translaciju, jer je R = 0. Prema tome, za moment sprega
sila vrijedi

MF= +F a, (37)

§to znaci da je nastojanje sprega sila da pobudi rotaciju kon-
stantno, jednako umno$ku intenziteta jedne sile i kraka a sprega
sila. Slijedi da moment sprega sila ima istu dimenziju kao i
staticki moment sile, tj. jedinica mu je njutnmetar. Predznak
momenta sprega sila obicno se odreduje ovako: nastoji li spreg
sila okrenuti ravninu slike (promatranu odozgo) u smislu
suprotnom gibanju kazaljke na satu, izraz momenta sprega sila
dobiva pozitivni predznak, a u protivnom negativni predznak.

Spreg sila kao vektor. Moment sprega sila moZe se prikazati
i vektorski. Ako npr. spreg sila djeluje u ravnini E (si. 25),
vektor momenta sprega sila upravljen je okomito na ravninu
sprega sila, intenzitet mu je jednak umnoSku intenziteta jedne
sile i kraka sprega sila, a njegov smjer zavisi od smisla rota-
cije sprega sila. Prema tome, kod sprega sila valja razlikovati:
a) intenzitet sila, b) krak sprega sila, ¢) smisao rotacije i d) rav-

ninu sprega sila. Budu¢i da moment sprega sila ne zavisi od
izbora momentnog pola (tocka 0), vektor Mv je slobodan
vektor, koji je odreden sa Cetiri navedena podatka.

sija

Svojstva spregova sila i njihova ekvivalentnost. 1) djelovanje
spregova sila na ravnu krutu plo€u nece se promijeniti ako se
hvatista sila koje Cine spreg sila pomaknu u pravcu njihova
djelovanja — to se svojstvo temelji na drugom aksiomu statike;
2) spreg sila moZe se po volji pomicati u pravcu njegova kraka,
tj. okomito na pravac djelovanja njegovih sila; 3) spreg sila
mozZe se i po volji pomicati u ravnini sprega sila pod uvjetom
da pojedine sile medusobno ne mijenjaju svoj polozaj; 4) spreg
sila. moze se nadomjestiti drugim spregom sila pod uvjetom
da su im momenti jednaki i da imaju isti smisao okretanja;

SI. 26. Pomak sprega sila iz jedne u
drugu, paralelnu ravninu

5) spreg sila moZze se pomaknuti iz jedne ravnine u drugu,
paralelnu ravninu krutog tijela bez promjene njegova meha-
nickog djelovanja (si. 26). Npr., ako je u ravnini | krutog tijela
zadan spreg sila (F,—F) i”ako se u paralelnoj ravnini Il
ucrtaju dva sprega sila (F', —F") i (F", —F'), koji se medusobno
poniStavaju, pa se jednake i garalelne sile istog smjera F i F"
sastave u njihovu rezultantu R i isto se tako postupi sa silama
—F i —F", dobit ¢e se druga rezultanta —R. Obje te rezultante
imaju zajednicko hvatiSte 0, jednakog su intenziteta i suprotno
usmjerene. To znali da se one medusobno ponistavaju, a ostaje
samo spreg sila (F', —F") u ravnini Il. Prema tome, zadani
spreg sila u ravnini / ekvivalentan je po svojem djelovanju
na kruto tijelo spregu sila (F, —')- Oba ta sprega sila nastoje
pobuditi rotaciju krutog tijela u istom smislu i imaju jednake
momente. Odatle slijedi da se vektor M1 sprega sila moze
pomicati u pravcu svoje linije djelovanja. Kako se on moze
pomicati i paralelno samom sebi, zakljuCuje se da je vektor
sprega sila doista slobodan vektor. Pri odredivanju mehanickog
djelovanja sprega sila na kruto tijelo moze se, dakle, vektor
momenta sprega sila prenositi u bilo koju tocku. Na si. 27
prikazana su tri sprega sila s jednakim momentom MF= Fa,
koji djeluje u paralelnim ravninama. U sva tri primjera vektor
momenta sprega sila Mf ima isti intenzitet, pravac i smjer.

Sl. 27. Moguce transformacije sprega sila uz uvjet
da se moment sprega sila ne mijenja
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Odatle slijedi da je moment sprega sila veli¢ina koja kvantita-
tivno karakterizira mehani¢ko djelovanje sprega sila na kruto
tijelo. Mogu se po volji mijenjati sile i krak sprega sila,
premjeStati spreg sila u svojoj ravnini i paralelno pomicati
ravnina sprega sila, pod uvjetom da se kod tih transformacija
ne mijenja moment sprega sile. Prema tome, moment sprega
sila u potpunosti odreduje djelovanje sprega sila na kruto tijelo.

Pravilo o paralelnom pomaku sile. Ako hvatiSte A sile F
treba premjestiti u tocku B zadane krute plo€e (si. 28a) tako
da se stanje ploce pri tome ne promijeni, onda treba u tocki
B dodati dvije jednake i suprotno usmjerene sile F' i P,
koje su medusobno u ravnoteZi, a jednake su po intenzitetu
i paralelne sa silom pP. Tada zadana sila F u tocki A i sila
F' u tocki B cine spreg sila, pa umjesto sile F u tocki A
djeluje sila F” u tocki B, jednaka i istog smjera, i jo§ jedan
spreg sila (si. 28b). Taj spreg sila zajedno sa zadanom silom
F ima isto djelovanje na krutu plo¢u kao i prvobitna sila F
sama.

SI. 28. Prikaz pravila o paralelnom pomaku sile
u. ravnini

Odatle slijedi da se sila ne moze odmah pomicati paralelno
samoj sebi. Njeno djelovanje ostaje tada bez promjene samo
onda ako joj se doda jo$ spreg sila kojega je moment po in-
tenzitetu i smjeru jednak statickom momentu zadane sile F s
obzirom na novo hvatiste B. Taj postupak ujedno pokazuje
kako se jedna zadana sila moZe rastaviti u drugu silu i spreg
sila. Taj se zadatak u statici naziva svodenjem ili redukcijom
sile na zadanu toCku. Pri tom se druga sila_F" s hvatiStem u
toCki B zove redukcijska sila, a spreg sila (F,F') s krakom a
zove se jo$ i redukcijski spreg sila. Rezultat koji daje ovo pra-
vilo moze se prikazati i tako kao na si. 28c. Sli€nim postup-
kom, primjenjujuéi svojstva spregova sila, mozZe se pokazati da
se sastavljanjem sile i sprega sila dobiva sila koja je po
pravcu, smjeru i intenzitetu jednaka zadanoj sili, ali je paralelno
pomaknuta za razmak koji je jednak kvocijentu momenta za-
danog sprega sila i intenziteta zadane sile. Pri tom moment
sile u novom polozZaju za bilo koju njezinu tocku u prijaSnjem
poloZaju mora imati isti smjer kao i zadani spreg sila.

Sastavljanje spregova sila u ravnini. Spregovi sila u ravnini
sastavljaju se tako da se njihovi momenti algebarski zbroje,
a zatim se odredi bilo koji spreg sila kojem je moment jednak
tom zbroju. Npr. ako je zadano n spregova sila kojih su mo-
menti onda je ekvivalentni rezultantni moment

38)

Ocito je da je za ravnoteZzu ravninskog sustava spregova sila
potrebno i dovoljno da algebarski zbroj momenata tih spregova
sila bude jednak nuli, tj. mora biti

(39)

Redukcija ravninskog sustava sila s obzirom na zadanu tocku.

Sustav sila razlicitog pravca F1,F2, - Fit djeluje na ravnu krutu
plo¢u u tockama AXAZ2,..A, (si. 29a). Odgovor na pitanje
Cemu je ekvivalentan taj sustav sila daje Poinsotova metoda
redukcije, koja se sastoji u tome da se na sve zadane sile
primijeni pravilo o paralelnom pomaku sile i da se reduciraju
s obzirom na bilo koju toCku 0 krute ploCe (redukcijska tocka).
U tu svrhu dodaju se u tocki O po dvije suprotne sile, jedna-
kog intenziteta kao i pripadne zadane sile. Stanje ploce time se
ne mijenja, jer se dodane sile medusobno poniStavaju.“Prema
tome, tada u zajednickom hvatistu O djeluju sile FLF2,...Pn

koje su istog pravca, smjera i intenziteta kao i zadane sile
(to su tzv. redukcijske sile, na slici oznaene dvjema crticama).

SI. 29. Redukcija ravninskog sustava sila na zadanu to¢ku: a plan polo-
zaja, b poligon sila, ¢ rezultanta i moment rezultantnog sprega sila, d vektorski
prikaz diname sustava sila

Crtanjem poligona sila dobiva se njihova redukcijska rezultanta
R (si. 29b), koja takoder djeluje u tocki 0. Osim toga, na plocu
sada djeluje isto toliki broj spregova sila (Pu — FA\{F2,—* 2),
...(Fm—F,,). Momenti tih spregova sila jednaki su stati¢kim
momentima zadanih sila s obzirom na to€ku 0. Ti spregovi sila
mogu se na poznat nacin sastaviti u jedan redukcijski spreg
sila kojem se moment naziva redukcijskim momentom. Njegov
intenzitet odreden je jednadZzbom

MR= -F ial + F2a2+ (40)

a moZe se predstaviti kao spreg sila ($', —R ) s krakom a,
pa je R'a rezultantni spreg sila. Tako je zadani sustav sila
reduciran na rezultantu R i na rezultantni spreg sila kojem je
moment MR = R'a. Vektor rezultante R i vektor momenta re-
zultantnog sprega sila MR €ine tzv. dinamu promatranog sustava
sila. Prvi vektor pobuduje translaciju, a drugi rotaciju krute
ploce. U opéem slucaju ravninskog sustava sila ta dva vektora
zatvaraju medusobno kut od 90° (si. 29d). Odatle slijedi da se
svaki ravninski sustav sila koji djeluje na kruto tijelo, pri svo-
denju ili redukciji na proizvoljnu tocku 0 u toj ravnini, moze
zamijeniti jednom silom R koja je jednaka redukcijskoj rezul-
tanti ili glavnom vektoru zadanog sustava sila, s hvatiStem u
toCki 0, i rezultantnim spregom sila kojem je moment MR
jednak rezultanthom momentu ili glavnom momentu sila s ob-
zirom na toCku 0. Buduéi da intenzitet redukcijske rezultante
R ne zavisi od izbora toCke 0, ta je sila staticka invarijanta.
Pri redukciji ravninskog sustava sila moZe nastupiti sljedece:

1) Ako je u zadanom sustavu R'40 i MR40, onda se s
pomocu pravila o sastavljanju sile i sprega sila dobivena rezul-
tanta R' i moment rezultantnog sprega sila MR mogu zamije-
niti jednom silom R koja je paralelna i jednaka rezultanti R’
i od nje udaljena za

4~ Fnan,

MR
a-T . (41)

Prema tome, zadani sustav sila moze se svesti na jednu silu.
2) Ako je u zadanom sustavu R' 40 i MR—O, onda je

MR
*=A7=0, (42)
Sto znaCi da se rezultanta R zadanog sustava sila poklapa s
redukcijskom rezultantom R'. Tada se tocka O nalazi upravo
na liniji djelovanja rezultante R. Odatle slijedi da se i tada
ravninski sustav sila moZe svesti na jednu silu.

3) Ako je u zadanom sustavu sila R = 0 i MR3=0, sustav
je sila reduciran na jedan spreg sila koji nastoji pobuditi
okretanje krute ploCe (tzv. Cista rotacija).

4) Kada je R —0 i MR= 0, sustav se nalazi u stanju ravno-
teZze. Prema tome, ravninski sustav sila razliitog pravca moze
se svesti na jednu silu i na spreg sila, osim kada su oba vektora
diname jednaka nuli.
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Metoda projekcija. Svodenje zadanog ravninskog sustava sila
na jednostavniji oblik moZe se izvesti analiticki metodom pro-
jekcija, koja se sastoji u tome da se sve zadane sile rastave
na komponente u pravcima dviju koordinatnih osi i dalje se
postupa na sli€an nacin kao pri sastavljanju sila koje djeluju
na jednu toCku. Tada za odredivanje rezultante ili glavnog
vektora sluze formule:

Rx= X Fix=FIx+ F2x + — | Fn
(,:
:X Fiy=Fly+ Fy+ -+ Fn
(43)
R=1/R2+ Ry = I Fh + 1 Fy
i=1 i-1
COS(x ,R )= ", COoS(y,R) = ~,

a za odredivanje momenta rezultantnog sprega sila ili glavnog
momenta u odnosu na ishodiSte izraz
(44)

Ai* = X MB-  (x<Fiy- y,Ffa)
i—1

gdje su i y{ koordinate hvatista sile F{

Analiticki uvjeti ravnoteZze ravninskog sustava sila. 1z za-
kljutka da ¢e zadani ravninski sustav sila razli€itih pravaca
biti u ravnotezi ako su oba vektora diname jednaka nuli, tj.
R =01i AR—O0, mogu se izvesti tri razli¢ita analiticka uvjeta
ravnoteze: a) Za ravninski sustav sila razli¢itih pravaca po-
trebno je i dovoljno da su zadovoljeni uvijeti:

(45)

Mo'= I (15x,-X,tt) =Q
i=1

|

i=1
Te jednadzbe izrazavaju da za ravnotezu ravninskog sustava
sila razliCitog pravca algebarski zbrojevi projekcija svih zadanih
sila na dvjema koordinatnim osima (pravokutnim ili kosim) i
algebarski zbroj svih momenata tih sila s obzirom na bilo koju
toc¢ku ravnine sila moraju biti jednaki nuli. Prve dvije jednadZbe
nazivaju se komponentnim jednadzbama, a treéa momentnom
jednadZzbom ravnoteze, b) Drugi oblik uvjeta ravnoteZe glasi:
za ravnoteZzu ravninskog sustava sila razliitog pravca potrebno
je i dovoljno da su zbrojevi momenata zadanih sila s obzirom
na dvije tocke O i 0 { ravnine sila jednaki nuli, i da je zbroj
projekcija sila na os koja nije okomita na OOt jednak nuli, $to
je izrazeno jednadzbama:
Afr=0.

Z X, 0, I (46)

i—1 i=1
c) Tre¢i oblik analitickih uvjeta ravnoteZe (tri momentne jed-
nadzbe):
i M* =0, I M%=0 i M\=0 @7
i=I i-1 i=1
izraZzava da ravninski sustav sila razli¢itih pravaca moze biti
u ravnotezi ako su zbrojevi momenata svih sila s obzirom na
tri toCke O, Oj i 02, koje ne leze na istom pravcu, jednaki
nuli.

Odatle slijedi da za ravnoteZzu ravninskog sustava sila
moraju biti ispunjena po tri uvjeta ravnoteZze. Uvjeti pod a)
smatraju se osnovnim, jer ako se oni primjenjuju, onda nema
nikakvih ograni¢enja ni u izborukoordinatnih osi niu izboru
momentnog pola.

Uvjeti ravnoteze paralelnih sila u ravnini. Ako na ravnu
krutu plocu djeluje ravninski sustav paralelnih sila, dovoljno
je i potrebno da budu ispunjena samo dva uvjeta:

R=IF,=0 i Mn=1 ¢ x Fj)= 0. (8)
i=1 f=1

U skalarnom obliku ti uvjeti glase:
iF,=0 iZ M&=0, (49)
i=1 =1

tj. algebarski zbroj svih sila i algebarski zbroj njihovih mo-

menata s obzirom na bilo koju

jednaki nuli. Uvjeti ravnoteZe mogu se izraziti i u drugom
obliku, ali samo ako OO1 nije paralelan sa zadanim silama:

Mo = _|_1<r, X?i) =0, MO0Oi= (r, X?)=0, (50)
ili skalarnim jednadzbama
I M():=0, (51)

I M=o,
i—1 i—1
koje izraZzavaju da algebarski zbrojevi momenata svih sila s
obzirom na dvije toCke ravnine sila moraju biti jednaki nuli.
Prema tome, i za ravninski sustav paralelnih sila potrebna su
i dovoljna samo dva analiticka uvjeta ravnoteze.

Ravnoteza sustava krutih tijela. Kad se promatra ravnoteza
sustava koji se sastoje od nekoliko medusobno vezanih krutih
tijela, kao $to su npr. mehanizmi, strojevi i njihovi sastavni
dijelovi, mogu se primijeniti razliCite metode. Jedna se sastoji
u tome da se sustav rastavi na sastavne dijelove i postave
jednadzbe ravnoteZe za svaki dio, promatrajuc¢i ga kao oslobo-
deno tijelo. Pri tom ¢e dvije i dvije reakcije unutrasnjih veza
biti jednake po intenzitetu i suprotnog smjera. Kad je sustav
od n tijela, pri ¢emu na svako od njih djeluje kakav god
ravninski sustav sila, dobivaju se 3n jednadzbe pomocu kojih
se mogu na¢i 3n nepoznanice. Ako je broj nepoznanica u
jednadzbama ravnoteze veéi od broja jednadzbi ravnoteze, za-
datak je staticki neodreden. Na si. 30a prikazan je kao primjer
nosa¢ koji se sastoji od tri kruta Stapa AB, DF i EH koji su
medusobno vezani zglobovima, pri €emu je nosa opterecen
teretom Q. Stap AB oslanja se donjim krajem na nepomiéni
oslonac u A, a na gornjem kraju je privezan uZetom za nepo-
mic¢nu tocku C. SI. 30b prikazuje oslobodeni sustav na koji
osim aktivne sile Q djeluju jo$ i vanjske reakcije veza u lezaju

SI. 30. Primjer rastavljanja sustava krutih tijela u sastavne dijelove, a nosa¢
od tri kruta Stapa vezana zglobovima, b oslobodeni sustav s teretom, silom
u uzetu i reakcijama u lezaju A, c sile u dijelovima sustava

A i sila u uZetu S. Unutradnje sile sustava koje djeluju na
njegove sastavne dijelove nisu pokazane na si. 30b. Ako se
nosac rastavi na svoje sastavne dijelove i svaki dio promatra kao
oslobodeno tijelo, dobiva se predodZzba o unutrasnjim silama
nosaCa. Tim silama dijelovi nosaca djeluju jedni na druge i za
svaki pojedini dio to su vanjske sile (si. 30c). Da bi sustav
krutih tijela bio u ravnoteZi, potrebno je da i svaki njegov
dio bude u ravnotezi. Pjema tome, kada se razmatra ravnoteza
takvih sustava krutih tijela, mogu se postavljati uvjeti ravnoteze
za Citav sustav krutih tijela i uvjeti ravnoteZze za svako od
krutih tijela sustava. U prvom slucaju sve reakcije unutrasnjih
veza medusobno se poniStavaju, jer su jednake po intenzitetu
i suprotno usmjerene. Zbog toga u te jednadzbe ravnoteZe ulaze
samo reakcije vanjskih veza i zadane sile. Prema tome, iz

toCku ravnine sila moraju k
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uvjeta ravnoteZze za Citav sustav ne mogu se odrediti reakcije
unutrasnjih veza, nego samo reakcije vanjskih veza.

Sastavljanje spregova sila u prostoru. Pri odredivanju sprega
sila u prostoru potrebno je znati ravninu sprega sila (si. 31a).

Sl. 31. Spreg sila u prostoru, a ravnina sprega sila, b vektor momenta
sprega sila, ¢ pomak vektora momenta sprega sila u ishodiSte koordinatnog
sustava, d rastavljanje vektora momenta sprega sila u komponente

Pripadni vektor momenta sprega sila jest vektor M upravljen
okomito na ravninu sprega sila (si. 31b). Njegov se smjer
obi¢no odreduje pomocéu pravila desne ruke. Buduci da je
moment M slobodan vektor, moZe se on pomaknuti paralelno u
ishodiSte 0 koordinatnog sustava (si. 31c). Vektor M mozZe se
rastaviti u komponente Mx, My i Mz (si. 31d). Komponentni
vektor upravljen u pravcu osi x moment je sprega sila koji djeluje
u ravnini yz, dok ostale dvije komponente predoCuju spregove
sila Sto djeluju u ravninama xz i xy.

SI. 32. Sastavljanje spregova sila u prostoru
koji ne leze u paralelnim ravninama

Pri sastavljanju spregova sila Sto leze u ravninama koje nisu
medusobno paralelne u prostoru postupa se ovako: u javni-
nama / i Il §to se sijeku zadana su dva sprega sila (fL1LF[)
i (F2F2) (si. 32). Redukcijom tih spregova sila na zajednicki
krak AB (presjecnica ravnina | i Il) dobiju se transformirani

spregovi sila (2i,21) i (22,62)- Pri tom moraju biti zadovoljeni
izrazi:

M2= M(Q2Q2) = M(F2F2.
Sastavljanjem sila u tockama A i B dobiju se rezultante
R=Qi+62 i R —Q\+ (53)

Odatle slijedi da je R = —R\ Sto znaCi da je susjav zadanih
spregova sila ekvivalentan jednom spregu sila (R,R"). Moment
je tog sprega sila M(R,R )= BA x R, a kako je R = QX+ Q2
slijedi da je

M(R,R)=BA x (Qj + Q2)=BA x Q, + BA x Q2=

= M (fii,fii) + M(Q2M = M(FUF{) + M(F2F2), (54)
a odatle je vektor rezultantnog sprega sila
M = Mj + M2 (55)

Na isti nain postupa se ako je zadano viSe od dva sprega
sila. Prema tome, sastavljanjem dvaju ili viSe spregova sila Sto
leZze u razlicitim ravninama koje se sijeku u prostoru dobije se
novi spreg sila s momentom jednakim vektorskom zbroju vek-
tora momenata zadanih spregova sila.

Osnovni pojmovi grafostatike. Dio statike u kojem se izlazu
graficke metode za rjeSavanje zadataka iz statike ravninskih
sustava zove se grafostatika. Graficke metode imaju Siroku pri-
mjenu u tehnickoj praksi. U usporedbi s analitickim metodama
manje su to€ne, jer to€nost rezultata zavisi od tocnosti crteZa,
ali su Cesto u prednosti jer daju brza i preglednija rjeSenja
zadataka. Zasnivaju se na konstrukciji poligona sila i veriznog
poligona.

Ako su, npr., zadane dvije sile Fi \ F2 koje se ne sijeku
na listu crteza (si. 33a), onda se iznos, pravac i smjer njihove
rezultante odreduje pomocu plana sila (si. 33b), pa se zatim u
planu sila po volji izabere tocka 0, koja se naziva polom i taj
se pol spoji s tockom b. Spajanjem pola 0 s to€kama a i ¢
dobiju se pomocéne sile i S2 koje u planu poloZaja moraju
prolaziti kroz tocke A i B Sto leze na paraleli sa Ob. Produ-
Zzenjem njihovih linija djelovanja dobije se u ]jlanu polozZaja
tpCka C kroz koju mora prolaziti rezultanta R zadanih sila
Fx i F2. Treba jo§ samo kroz toCku C povuci paralelu s
rezultantom R iz plana sila i zadatak je rijeSen. Takvo odre-
divanje poloZzaja rezultante naziva se metodom veriznog poligona.

Sl. 33. Odredivanje rezultante dviju sila metodom veriznog
poligona, a plan poloZaja, b plan sila

Slicno se postupa pri grafickom sastavljanju viSe sila raz-
licitih pravaca u ravnini. Ako je, npr., zadan sustav od Cetiri
sile F1,...F4 (si. 34a), crta se najprije poligon sila, pa se po
volji odabere pol O i spoji se s totkama a,b,...e
(si. 34b). Linije 0a,0b,...0e nazivaju se polnim zrakama i
obicno se obiljezavaju brojkama 7,2,.... Zatim se u planu polo-
Zaja na sili Fx po volji uzme toCka / i povuku paralele s
polnim zrakama 1 i 2. Time se dobije tocka” //, kroz koju se
povuce paralela sa 3 do presjeka sa silom F3 itd., i konacno
kroz toCku IV paralela sa 5. Paralele s krajnjim polnim zrakama
1i 5 sijeku se u toCki V, kroz koju mora prolaziti rezultanta
zadanih sila. 1zlomljena linija A—/—I11—I11—IV—B zove se
verizni poligon. Taj naziv dolazi odatle Sto njezin oblik odgovara
obliku koji bi zauzele verige (lanac), ili uZe, objeSene u A i B,
kada na njih djeluju zadane sile i kad su one u ravnotezi. Polne
zrake predocCuju napetost dijelova uzeta, odnosno dijelova lanca.
Pojam veriznog poligona uveo je Varignon.

Sl. 34. Odredivanje rezultante vise sila metodom veriznog poligona.
a plan polozaja, b plan sila

Metoda veriznog poligona najéeS¢e se primjenjuje kad se
radi s paralelnim silama, npr. teretima kojima su optereceni
ravni nosaci. Pri grafickom rastavljanju paralelnih sila postupa
se ovako: neka je horizontalna greda'oslonjena na krajevima
i opterecena silom Q (si. 35a). Ako treba naci koliki dio tereta
otpada na jedan, a koliki na drugi oslonac, primjenjuje se
obrnut postupak od onog pri sastavljanju dviju paralelnih
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sila metodom veriznog poligona. U planu sila odabere se pol 0
i povuku polne zrake 1 i 2 (si. 35b). Zatim se u planu polo-
Zaja ucrtaju paralele s polnim zrakama koje sijeku vertikalne
pravce / i Il u toCkama A i B. Spajanjem tih toCaka tzv.

SI. 35. Odredivanje rezultante paralelnih sila me-
todom veriznog poligona, a plan polozaja, b plan
sila

zavrSnom stranicom ili zaklju€nicom veriznog poligona (AB = 5)
i povlacenjem paralele s kroz pol O u poligonu sila dobiju se
intenziteti traZzenih komponenata F1 i F2 Sli¢an je postupak
kada je greda opterecena s viSe takvih sila (tereta), pa treba
odrediti kolikim ¢e silama tako optereéena greda djelovati na
svoje oslonce.

Graficki uvjeti ravnoteze. Za ravnoteZzu konkurentno-kom-
planarnog sustava sila jedini je graficki uvjet da poligon sila
bude zatvoren i da sve sile imaju isti smisao obilaZenja. Za
ravninski sustav sila Sto djeluju u razlicitim to€kama ravne
krute ploCe taj uvjet nije dovoljan, ve¢ je potrebno da i verizni
poligon bude zatvoren. Prema tome da li su poligon sila i
verizni poligon za promatrani ravninski sustav sila otvoreni ili
zatvoreni, mogu nastati sljedeéi sluCajevi: a) ako su poligon
sila i verizni poligon otvoreni, sustav sila svodi se (reducira)
na jednu silu, tj. na njihovu rezultantu, b) ako je poligon
sila zatvoren, a verizni poligon otvoren, sustav sila svodi se
na spreg sila i ¢) ako su poligon sila i verizni poligon zatvoreni,
promatrani je sustav sila u ravnotezi.

Rastavljanje sile u tri komponente u ravnini. Sila se moze
rastaviti u tri komponente u ravnini ako su poznati njihovi
pravci djelovanja, pod uvjetom da se ti pravci ne sijeku u jednoj
toCki i da nisu medusobno paralelni. Nijedno sjeciste tih
pravaca djelovanja ne smije lezati na pravcu djelovanja zadane
sile.

Graficki postupak (Culmannova metoda). Po dva pravca djelo-
vanja treba produziti da se sijeku, npr., u toCkama A i B
(si. 36a) i spojiti te toCke linijom L (Culmannova linija), pa
u tim tockama dodati dvije pomoéne sile L i —L. Sada se
sila F u planu sila moze rastaviti u silu Fx i jednu pomoc¢nu
silu L, a ta zatim u sile F2 i F3. Prema tome, trazene kompo-
nente FI,F 2iF 3staticki su ekvivalentne zadanoj sili F (si. 36b).

SI. 36. Rastavljanje sile u tri komponente Culman-
novom metodom, a plan poloZaja, b plan sila

GrafoanalitiCki postupak (Ritterova metoda). Primjenom mo-
mentnog pravila (Varignonov poucak) postavljaju se momentne
jednadzbe s obzirom na sjeciste linija djelovanja zadane sile T
i linija djelovanja trazenih komponenata, pa s obzirom, npr., na

tocku A (si. 37) vrijedi relacija Fa = Flal odatle je Fx= Y F.
a

Intenziteti komponenata F2 i F3 odreduju se iz momentnih
jednadzbi s obzirom na ostala sjeciSta ili pomoéu poligona
sila. Ta se metoda, dakle, sastoji u tome da se kao momentni
pol uvijek odabere toCka za koju su momenti dviju sila s
obzirom na tu toCku jednaki nuli, da bi se tako dobila jedna
jednadzba s jednom nepoznanicom. Glavna je primjena tih
metoda pri odredivanju sila u Stapovima reSetkastih nosaca.

SI.  37. Grafoanaliticko

rastavljanje sile u tri

komponente (Ritterova
metoda)

Ravnoteza ravnih nosafa. Nosa¢ima se nazivaju kruta tijela
koja nose terete i prenose ih na oslonce. NosaCi mogu biti
ravni i prostorni. Ako os nosaca i njegova opterecenja (tereti)
leze u istoj ravnini, nosaC je ravan, u protivhom je prostoran.
Osim toga, nosaCi mogu biti puni ili gredni nosaci (grede),
reSetkasti nosaCi (reSetke) i okvirni nosaCi. Da bi se kruto
tijelo moglo upotrijebiti kao nosa€, ono mora biti nepomicno.
To se postize vezivanjem za nepomicne toCke ili oslanjanjem
na oslonce. U praksi se najéeS¢e primjenjuju sljedece tri vrste
oslanjanja nosaca: 1) nepomicni oslonac (si. 38a), veza krute
ploCe (grede) za nepomicnu to¢ku A. Time su ukinuta oba
translacijska pomaka i ploa se moze samo okretati oko zgloba
A u ravnini slike. Tada reakcija oslonca prolazi kroz geome-
trijsko srediSte zglobnog Cepa i moze zauzeti bilo koji pravac
u ravnini plo€e. Takav je oslonac, dakle, staticki dvovalentan,
jer moze proizvoditi otpore u dva pravca. Prema tome, za odre-
divanje reakcije nepomicnog oslonca potrebno je odrediti dvije
nepoznate veli¢ine Ax i Ay. 2) Pomicni oslonac obi¢no se izvodi
na valjcima koji se mogu kotrljati po glatkoj podlozi (si. 38b).

SI. 38. Glavne vrste oslonaca ravnih nosaca: a nepomicni oslonac,
mi¢ni oslonac, c¢ ukljeStenje kraja grede

b po-

Reakcija takva oslonca okomita je na podlogu. Stoga pomicni
oslonac omoguéuje uzduzno pomicanje, tj. Sirenje i skupljanje
nosata pod utjecajem temperaturnih promjena i iznenadnih
optere¢enja. 3) UkljeStenje jednog kraja grede oduzima joj sva
tri stupnja slobode gibanja (si. 38c). Tada su nepoznate tri
velicine: pravac i intenzitet reakcije A, odnosno njezina hori-
zontalna Ax i vertikalna komponenta Ay, i moment ukljestenja
M A Prema tome, takva je veza statiCki trovalentna. Sila A
jednaka je vektorskom zbroju svih sila koje optere¢uju nosac,
samo je suprotnog smjera. Ona sprecava translacijske pomake
nosaca, dok moment ukljeStenja M A spreCava okretanje nosaca
u vertikalnoj ravnini. Njegov je intenzitet jednak algebarskom
zbroju momenata svih sila koje opterecuju nosa¢ s obzirom na
toCku A, ali je suprotnog smjera.

Staticki odredeni i statiCki neodredeni nosaCi. Ako se greda
AB, optere¢ena kosom silom F, oslanja na dva nepomicna
oslonca, onda su u tim osloncima moguce reakcije u svim
pravcima (si. 39). Graficki uvjet ravnoteze zahtijeva da se sile F,
A i B sijeku u jednoj tocki. 1z slike se vidi da je ravnoteza
grede moguca ako se to€ka C odabere bilo gdje na pravcu
djelovanja sile F. To znaCi da u osloncima A i B postoji
beskonacno mnogo pari reakcija koje bi mogle biti u ravnotezi
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sa silom F. Zbog toga je zadatak odredivanja reakcija staticki
neodreden. Da li je neki nosa¢ i koliko puta staticki neodreden,
moze se najlakSe ustanoviti pomocu analitickih uvjeta ravno-
teZe:

£X =0, 2M = 0.

27=0, (56)

U te jednadzbe ulaze tereti koji su poznati i reakcije koje
se smatraju nepoznatim velicinama. Ako se u njima pojave
samo tri nepoznate komponente reakcija, zadatak ¢e biti staticki
odreden i njegovo rjeSenje moguée. U protivnom nosac je
staticki neodreden, i to onoliko puta koliko ima vise od tri
nepoznate komponente reakcija, tj. koliko jednadZzbi nedostaje
za analiticko odredivanje reakcija. Odatle slijedi pravilo ako u
nekom jednostavnom nosaCu ima n nepoznatih reakcija, gdje
je n> 3, onda je nosat n—3 puta statiCki neodreden. Tako,
npr., za jednostavnu gredu (si. 15) postoje uvijek samo po tri
nepoznate reakcije u osloncima, koje se mogu odrediti pomocu
tri jednadZbe ravnoteze.

m Al

SI. 40. Primjer jedanput staticki neod-
redenog nosaca (lu¢ni nosa¢ oslonjen
na dva zgloba)

SI. 39. Primjer staticki neod-

redenog nosata (greda oslo-

njena na dva nepomicna le-
Zaja)

Za lucni nosa¢ na dva zgloba (si. 40) reakcije su Ax, Ay,
Bx i By, nosac je, dakle, n~ 3= (4 —3) —1 puta staticki neodre-
den. Tada se pomocu uvjeta ravnoteze mogu odrediti kompo-
nente Ay i By, dok se za komponente Ax i Bx zna samo da
su medusobno jednake i suprotno usmjerene. Njihovi se iznosi
ne rpogu odrediti pomocu uvjeta ravnoteze i zato se kaZze da
je lucni nosa¢ na dva zgloba staticki neodreden. RjeSavanjem
takvih zadataka bavi se nauka o Cvrstoéi ili otpornost mate-
rijala, pri ¢emu se napusta hipoteza o krutosti nosafa i uzima
u obzir njihova elasti¢nost.

Glavni tipovi ravnih nosaa i njihova opterecenja. Na si. 41
pod a, b i c prikazana su tri glavna tipa staticki odredenih
nosaCa, pod d i e nosaCi jedanput, a pod f tri puta statiCki
neodredeni.

SI. 41. Glavni tipovi ravnih nosaca. Stati¢ki od-
redeni nosali: a jednostavna ili prosta greda, h
uklijeStena greda ili konzola, c greda s prepustom;
jedanput staticki neodredeni nosa¢: d greda na tri
oslonca, e poduprta konzola; / tri puta staticki
neodredena obostrano uklijeStena greda

Po obliku, opterecenja nosaca mogu biti koncentrirana kad
djeluju u jednoj toCki, a mogu biti vertikalna ili kosa (si. 41),
ili kontinuirana kad su neprekidno raspodijeljena po cijelom
nosacu (si. 42a) ili po nekoj duljini njegova raspona (si. 42b).
Ako je opterecenje jednoliko rasporedeno, predstavljeno je povr-
Sinom u obliku pravokutnika. Za nejednoliku raspodjelu (si.
42c) predstavljeno je povrSinom omedenom tzv. linijom opte-
recenja f(x). Specificnim optereéenjem g naziva se opterecenje
po jedinici duljine raspona nosaca i mjeri se u njutnima po metru
ili kilonjutnima po metru. Osim toga, opterecenja nosata mogu
biti neposredna, koja na nosa¢ djeluju neposredno (si. 41 i 42)
i posredna, koja se preko pomocnih ili sekundarnih nosaca

j- diimilimgr

A
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A F e n
A . .
f(xL

A I B
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SI. 42. Kontinuirano opterecenje ho- A * © . B

rizontalne grede: a jednoliko kontinu-

irano optereéenje po cijeloj gredi, b

jednoliko kontinuirano opterecenje na

dijelu grede, ¢ nejednoliko kontinu-
irano opterecenje

Sl. 43. Specijalna optere¢enja horizon-
talne grede: a posredno, b i c ekscen-
tricno, d pomicno opterecenje

prenose na glavni nosa¢ (si. 43a). Ovamo pripadaju i tzv.
ekscentricna opterecenja, koja mogu biti horizontalna (si. 43b)
i vertikalna (si. 43¢). | najzad, razlikuju se stalna i promjen-
ljiva optereéenja. Prva djeluju neprekidno (npr. teZina nosaca),
a druga samo povremeno (npr. gibanje vozila preko mosta,
si. 43d).

SI. 44. Slozeni nosaci: a greda sa zglobovima (Gerberova
greda), b prosti okvirni nosa¢, ¢ slozeni nosa¢ sa zglobovima
(Gerberov okvir)

Osim jednostavnih ili prostih nosaca (si. 41) postoje i sloZeni
nosaCi, kao npr. grede sa zglobovima, tzv. Gerberove grede
(si. 44a), i okvirni nosaCi koji su sastavljeni od vise prostih
nosaca $to mogu biti pri¢vrséeni pod odredenim kutom. Okvirni
nosaCi mogu biti prosti (si. 44b) ili sloZzeni sa zglobovima, tzv.
Gerberovi okviri (si. 44c).

Grafitko odredivanje reakcija u osloncima ravnih nosaca.
Ako je nosac opterecen vertikalnim i kosim silama, npr. silama
FP? F2 i F3 (si. 45a), reakcije se u osloncima odreduju na
sljede¢i nacin: najprije se s pomocu poligona sila odredi rezul-
tanta R —Fj + P2 ? 3 (si. 45b), koja je s reakcijama u A i B
u ravnotezi, a zatim se u planu poloZaja ucrta verizni poligon.
Sile R, A i B moraju se sje¢i u sjecistu C pravaca djelovanja
sila R i B koje su poznate. Iz trokuta sila R, A i B rastavljanjem

Sl. 45. Graficko odredivanje reakcija u osloncima ravnih nosaa, a plan po-
lozaja, b plan sila
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sile R u komponente A i B odredene su traZzene reakcije u
osloncima.

Struktura i karakteristike ravnih reSetkastih nosaca. Nosaci
sastavljeni od ravnih Stapova koji su na svojim krajevima spo-
jeni zglobovima (Cvorovi) zovu se reSetkasti nosafi. To su
zapravo zatvoreni Stapni poligoni koji osim Stapova po svojem
opsegu ili konturi imaju i popreCne Stapove Sto takav poligon
pretvaraju u niz trokuta, a svaki trokut je kruta figura. Prema
tome, takav sustav Stapova ima svojstva krute ploCe, §to znali
da je geometrijski nepromjenljiv, tj. upotrebljiv kao nosa¢. Naj-
manji broj Stapova od kojih se moZze sastaviti ravna reSetka
odreden je relacijom

5= 1+ 2w- 2)= 2«- 3, (7)

gdje je s broj Stapova, a n broj ¢vorova. Ako neka reSetka
ima n €vorova, onda su prva dva Cvora 1 i 2 krajevi jednog
Stapa. Za sve ostale ¢vorove (n —2) potrebna su po dva Stapa,
da se vezu za prvi Stap. Ako je s =2n —3, reSetka je staticki
odredena, a ako je s> 2n —3, reSetka je statiCki neodredena.

SI. 46. Glavni tipovi ravnih reSetkastih nosata: a krovni, b para-
boli¢ni nosa¢, c lucka dizalica

Kada je s < 2n —3, reSetka je promjenljiva ili labilna, dakle
neupotrebljiva kao nosa€. ReSetkasti nosa¢i mogu biti ravni i
prostorni. Primjer ravne reSetke je krovni nosa¢, a takav je
nosa€ prikazan na si. 46a. Za mostove manjeg raspona naj-
CeSCe se upotrebljavaju reSetkasti nosafi u obliku paralelne
grede, a za veCe raspone paraboli¢ni nosac (si. 46b). ReSetkasti
nosaci upotrebljavaju se i za veée dizalice (si. 46c), zatim za
avionske konstrukcije, antenske stupove itd.

Sile u Stapovima reSetkastih nosaca. Odredivanje sila u Sta-
povima reSetkastih nosaca temelji se na uvjetu da sve sile
(vanjske i unutradnje) koje djeluju na jedan Cvor moraju biti
u ravnotezi ako je i cio nosaC u ravnotezi. Neka je zadan re-
Setkasti nosaC (si. 47) na Kkoji u c&vorovima djeluju sile

SI. 47. Odredivanje reakcija u osloncima resetkastog nosata metodom veriznog
poligona

TuT2,...tA Uobicajeno je da se ¢vorovi obiljezavaju rimskim,
a Stapovi arapskim brojkama. Ako se reakcije u osloncima A i B
odrede s pomocu poligona sila i veriznog poligona, onda su
poznate i sve vanjske sile Sto djeluju na nosag. Sile u $tapovima
reSetke mogu se odrediti na viSe na€ina. Postupak pri grafickom
odredivanju tih sila metodom ravnoteZe ¢vorova jest sljedeci:
sile se odreduju postupnim izdvajanjem (izrezivanjem) iz re-
Setke svakog pojedinog ¢vora i promatranjem ravnoteze sila

Sto djeluju u tom ¢&voru. PocCinje se ¢vorom u kojem su spojena
samo dva Stapa, tj. u kojem djeluju samo dvije nepoznate
sile u Stapovima. Ako se odrede pomocu poligona sila i veriznog
poligona reakcije At i BI9 zamiSlja se da je “vor-A izrezan
(si. 48a), a u njemu djeluje poznata sila At = A —FXx i nepoz-
nate sile u Stapovima 1 i 4. Crtanjem pripadnog trokuta sila
dobiju se trazene sile i S4 (si. 48f). Dobivene smjerove
sila iz poligona sila treba zatim ucrtati u ¢voru na pripadne
Stapove. Ako je strelica upravljena prema ¢voru, Stap je napreg-
nut na vlak ili rastezanje, a u protivnom na tlak ili sabijanje.
U ¢voru A Stap 1 je optereéen na tlak, a Stap 4 na vlak.
Tada se odreduju sile u ¢voru /, jer su u njemu nepoznate
samo dvije sile (u Stapovima 2 i 7). Pri tom treba zadrZati
isti red nizanja sila koji je uzet za ¢vor A, tj. u smjeru ka-
zaljke na satu. PoCinje se uvijek poznatim silama, a to vrijedi
i za sve ostale ¢vorove. Prema tome, sile u €voru / sastavljaju
se redom 1, F2, 2 i 7 (si. 48b). Kad je Stap 1 opterecen na
tlak, strelica je uperena prema €voru. S pomoc¢u poligona sila
(sL 48 g) dobiju se sile u Stapovima 2 (tlak) i 7 (vlak). U ¢voru
Il (si. 48c) poznate su sada sile u Stapovima 4 i 7, a nepoznate
u Stapovima 8 i 5. Sastavljanjem sila redom 4, 7, 8 i 5 (si. 48h)
dobije se intenzitet i smjer sila u Stapovima 8 (tlak) i 5 (vlak).
U ¢voru Il poznate su sile u Stapovima 8 i 2 i sila F3 a
nepoznate u Stapovima 3 i 9, pa konstruiranjem pripadnog
poligona sila slijedi da se u Stapovima 3 i 9 pojavljuje tlacno
optereéenje. SI. 48d predstavlja ¢vor IV, u kojem su sile u
Stapovima 5 i 9 poznate, a u Stapu 6 sila je nepoznata. Iz
slike se vidi da je taj Stap napregnut na vlak. Kona¢no u ¢voru
B djeluju sile u Stapovima 6 i 3 isilaSi = — + 5 (si. 48e),
koje daju zatvoren trokut sila.

Do istog rezultata dolazi se preglednije i brZze ako se pojedi-
nacni poligoni sila sastave u jedan zajednicki poligon sila, tako
da se u njemu svaka sila pojavi samo jedanput (si. 49).
Takav zajednicki plan sila zove se recipro¢ni ili Cremonin plan
sila (L. Cremona, talijanski matematicar, 1830— 1903). Svakom
Cvoru reSetke odgovara u planu sila zatvoren poligon kojemu
su stranice paralelne sa Stapovima i silama koje pripadaju
promatranom ¢voru, i obratno: svakom zatvorenom poligonu
jednog lika odgovara u drugom liku €vor koji Cine pripadne
paralelne linije. Plan reSetke i plan sila imaju isti broj stranica
(linija), jer svakoj liniji u jednom planu odgovara paralelna

Cvor A &vor// Cvor IV Evor B

Sl. 48. Odredivanje sila u Stapovima reSetkastog nosata na si. 47 metodom
ravnoteze €vorova

SI. 49. Recipro¢ni plan sila za redetkasti nosa¢ na
si. 47

linija u drugom planu. Zbog toga se za takva dva lika kaze
da su reciproni. Kod crtanja Cremonina plana sila treba se
drzati ovih pravila: 1) vanjske sile treba nanizati u zatvoren
poligon onim redom kako ih se nalazi obilazeci reSetku u smjeru
kazaljke na satu, ili obrnuto, i 2) istim redom treba sastavljati
i sile koje djeluju na svaki pojedini Cvor. Pri tom treba paziti
da su vanjske sile u planu reSetke uvijek ucrtane izvan konture



16 MEHANIKA, STATIKA

reSetke. Strelice za unutradnje sile u pojedinim Stapovima reSetke
obi¢no se ne unose u Cremonin plan sila, ali se zato odmah
ucrtavaju u svaki ¢vor reSetke na njenu osnovnom crtezu.
Kad nije potrebno da se odrede sile u svim Stapovima re-
Setke ve¢ samo u pojedinim, obi€no se primjenjuju tzv. metode
ravnotezZe presjeka. Jedna od tih metoda je Culmannova graficka
metoda, a druga Ritterova grafoanaliticka metoda. Princip tih
metoda sastoji se u tome da se reSetka presijeCe na dva dijela
preko Stapova u kojima treba odrediti sile, pa se zatim razmatra
ravnoteZa bilo kojeg dijela lijevo ili desno od presjeka. Svaki
od tih dijelova bit ¢e u ravnotezi ako sve sile $to djeluju na
njega Cine zatvoren poligon sila. Pri tom se kod graficke me-
tode odreduje Culmannova linija koja prolazi kroz dvije tocke,
od kojih se prva nalazi u presjeku linije djelovanja rezultante
vanjskih sila 3to djeluju na dio reSetke kojoj se ravnoteza
ispituje i pravca jednog od presjeCenih Stapova. Kod Ritterove
metode najceSCe se primjenjuje tre¢a grupa analitiCkih uvjeta
ravnoteZe za proizvoljan ravninski sustav sila, tj. tri momentne
jednadzbe, pri €emu se kraci za pojedine sile ne moraju odrediti
analiticki, ve¢ se mogu izmjeriti s crteza u mjerilu za duljine.

Osnovni pojmovi teorije trenja Cvrstih tijela

S obzirom na agregatno stanje tijela koja se dodiruju pod
pritiskom i kada postoji teZznja za relativnim pomakom razli-
kuje se trenje Cvrstih, tekucih i plinovitih tijela. Izmedu trenja
prvih i ostalih dvaju trenja postoje bitne razlike. Ovdje se
ukratko izlazu fizikalne osnove samo teorije trenja Cvrstih tijela.

SI. 50. Dodir dvaju tijela, a sile i momenti koji djeluju na
tijela koja se dodiruju, sile i momenti na elementarnu
dodirnu plohu

Hipoteza o krutosti ¢vrstih tijela nije u skladu sa svagdasSnjim
iskustvom, jer prirodna cvrsta tijela nisu ni apsolutno Cvrsta
(kruta) ni savrseno glatka. U tehnickoj se, pak, praksi nailazi
na niz pojava koje se ne mogu objasniti samo pomoc¢u normalnih
reakcija pri dodiru dvaju tijela pod pritiskom, veé se mora uzeti
u obzir njihova hrapavost i deformabilnost. Kad se dva takva
tijela dodiruju pod pritiskom, taj se dodir zapravo ne zbiva u
geometrijskoj tocki, nego na maloj elementarnoj plohi (zbog
male deformacije obaju tijela). Ako se pri tom tijela gibaju
jedno prema drugom, te su deformacije promjenljive. Te kom-
plicirane pojave mogu se uzeti u obzir pri raCunanju ako se
pretpostavi da se osim normalne reakcije pojavljuje i jedna
tangencijalna sila, odnosno i momenti, $to slijedi iz razmatranja
dodira dvaju prirodnih ¢vrstih tijela |1 i Il na koja djeluju
dva prostorna sustava sila (si. 50a). Zbog djelovanja tih sila
pojavit ¢e se u toCki A, u opcem slucaju, osim normalnih
reakcija, sile i momenti kojih se djelovanje naziva otporom trenja
u Sirem smislu rijeCi. Zapravo, oba se tijela dodiruju na elemen-
tarnoj plohi / oko tocke A, i prema tome djeluju jedno na
drugo na povrsini te plohe. Ako se zamisli da su sve sile §to
djeluju na tu elementarnu plohu reducirane s obzirom na tocku
A (si. 50b), dobiva se kao rezultat redukcije, u opéem slucaju,
dinama, tj. rezultanta R i moment M rezultantnog sprega sila.
Podigne li se okomica u to€ki A, mogu se vektori R i M rastaviti
u komponente u pravcu te okomice i pripadne linije u tangenci-

jalnoj ravnini. Reakcije tijela Il na tijelo | svode se, dakle,
na ove elemente: 1) silu N koja djeluje u A na tijelo / i stoji
okomito na dodirnoj plohi. To je normalna reakcija kojom se
tijelo Il opire prodiranju tijela I u njegovu povrSinu; 2) silu
T koja djeluje u istoj tocki i lezi u tangencijalnoj ravnini kroz
toCku A. To je tzv. otpor trenja klizanja kojim se tijelo 1l
opire klizanju tijela / po njegovoj povrsini; 3) spreg sila
kojega je moment predoCen vektorom Mv §to stoji okomito na
dodirnoj plohi i kojim se tijelo Il opire uvrtanju tijela / u
njegovu povrSinu. To je tzv. otpor trenja vrtanja; 4) spreg sila
kojega vektor momenta Mk leZi u tangencijalnoj ravnini kroz
toCku A i kojim se tijelo Il opire kotrljanju tijela | po njegovoj
povrsSini. Taj se otpor naziva otporom trenja kotrljanja.

SI. 51. Sile na tijelo na horizontalnoj
hrapavoj podlozi kad sila F nastoji
tijelo pomaknuti udesno

U tehniCkoj je praksi najceSée da sve sile Sto djeluju na
tijela u dodiru leze u vertikalnoj ravnini. Neka se tijelo A teZine
G nalazi na horizontalnoj hrapavoj podlozi, pri ¢emu na tijelo
posredovanjem konopca prebacenog preko kotura C djeluju
utezi na zdjelici B (si. 51). Postupnim dodavanjem utega pove-
¢avat ¢e se sila F u konopcu koja ée nastojati da pomakne
tijelo udesno, ali ono ¢e ostati u miru sve dok sila F ne dos-
tigne grani¢nu vrijednost Fnmex To dokazuje da na tijelo osim
tezine G, koja je uravnoteZzena normalnom reakcijom podloge
N, djeluje u ravnini dodira tijela s horizontalnom podlogom
jo§ i sila trenja ili otpor trenja, T= —F, pri ¢emu je intenzitet
sile F jednak teZini utega sa zdjelicom. Sila trenja T pred-
stavlja reakciju hrapave podloge pri pomicanju tijela. Odatle
slijedi da se intenzitet sile trenja moZe mijenjati od nule do
neke granicne vrijednosti. Sve dok tijelo A miruje, sili F u
konopcu suprotstavlja se sila trenja pri mirovanju ili otpor
statickog trenja TO. Eksperimentalno je utvrdeno da je najveca
vrijednost otpora trenja pri mirovanju proporcionalna pritisku
tijela okomito na podlogu, odnosno okomitoj reakciji podloge
N, pa vrijedi relacija

Noymax = / ", (58)
gdje je pO koeficijent proporcionalnosti koji se zove koeficijent
statiCckog trenja mirovanja. Njegov iznos zavisi od materijala
tijela u dodiru i od karaktera dodirnih povrsina, temperature,
vlaznosti, podmazivanja itd. (za materijale koji se upotrebljavaju
u tehnici taj je koeficijent p0 < 1). Kod statickog trenja uvijek
je zadovoljen uvjet TO " p ON.

Ako sila F dodavanjem utega postane vec¢a od (TO)mex, tijelo
Ce se poceti gibati i tada ¢e na njega djelovati sila trenja
pri klizanju T (otpor dinamickog trenja) koja je takoder pro-
porcionalna okomitom pritisku: T=pN, gdje je p koeficijent
dinamickog trenja pri klizanju. Taj koeficijent zavisi donekle
joS i od brzine gibanja tijela. Numericke vrijednosti p0 i p
mogu se za razlicite materijale na¢i u tehniCkim prirucnicima.
Npr. pri trenju drvo o drvo je p0=0,4---0,7, metal o metal
p0 = 0,15---0,25 i Celik o led p0—0,027.

Coulombovi zakoni trenja klizanja glase: 1) sila trenja kli-
zanja usmjerena je suprotno relativnoj brzini klizanja i ne za-
visi od veli¢ine dodirnih povrsina tijela u dodiru, a propor-
cionalna je normalnom pritisku, 2) vrijednost koeficijenta dina-
mickog trenja pri klizanju zavisi od materijala i stanja dodirnih
povrsina tijela i uvijek je manja od statiCkog koeficijenta trenja
pri mirovanju, tj. p < pO0.

Kut trenja i konus trenja. Neka na tijelo u obliku pravokut-
nog paralelepipeda tezine G, koje lezi na hrapavoj horizontal-
noj podlozi, djeluje sila FO koja nastoji da ga pomiCe udesno
(si. 52a). Ona je upravo tolika da je dovoljan najmanji vanjski
impuls da pobudi gibanje tijela. 1z slike 52b, koja prikazuje
oslobodeno tijelo, vidi se da osim sila G i FO na tijelo djeluje
normalna reakcija podloge N i sila statiCkog trenja TO kojoj
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je smjer suprotan smjeru sile FO. Sile N i TO komponente su
sile RO koja prikazuje totalnu reakciju podloge. Kut ¢ koji
rezultanta RO zatvara s pravcem normalne reakcije N zove se
kut statiCkog trenja. Iz slike slijede relacije:

ROcoscp0 = N, ROs'm(p0 = TO, tang0 = — = no0. (59)

SI. 52. Grani¢na ravnoteza krutog tijela, a plan
poloZaja, b kut trenja, ¢ konus trenja

Ako se zamisli da sila FO, konstantna po iznosu, mijenja svoj
pravac djelovanja rotirajuéi polagano oko toCke A u horizon-
talnoj ravnini, rezultanta RO opisivat ¢e konusnu plohu u pro-
storu (si. 52c), odrZzavajuci pri tom tijelo u ravnotezi. Taj se
konus naziva konusom trenja. Buduci da on predstavlja gra-
nicni sluaj, zna€i da ¢e rezultanta RO uvijek leZati na povrSini
tog konusa ako sila F ima grani¢nu vrijednost FO koja je upravo
potrebna da bi nastupilo gibanje tijela. Ako je F < FO0, rezultanta
R nalazit ¢ée se unutar konusa trenja. Drugim rijeCima: kada
se R nalazi unutar granicnog konusa trenja (gp < qi), tijelo
miruje, a ako je izvan tog konusa, tijelo se giba.

Otpor trenja pri kotrljanju nastaje kada se tijelo valjkasta
oblika kotrlja po povrSini drugog tijela. Npr. kotrljanje kruzne
plo€e po horizontalnoj podlozi (si. 53a) moguce je samo zbog
postojanja statikog trenja izmedu ploce i podloge. Ako u tocki
A postoji staticko trenje, u idealnom slucaju dovoljan je i
najmanji vanjski impuls da se valjak pokrene na horizontalnoj
podlozi. Zapravo, zbog elasti¢nosti materijala podloge (uz pret-
postavku da je valjak od vrlo ¢vrstog materijala) pojavit ¢e se
lokalna deformacija podloge, pri ¢emu se ona, u opéem slucaju,
malo ulekne (si. 53b). Prema tome, oba se tijela ne dodiruju
u tocki A, ve¢ se djelovanjem tezine G i sile F dodiruju uzduz

male povrSine AA' A e. Naime, povecanjem sile F smanjuje se
pritisak valjka u toCki A i pomiCe se prema toCki A' u smjeru
djelovanja sile F. Reakcija podloge R mozZe se rastaviti u hori-
zontalnu komponentu TO = jiON i vertikalnu komponentu, tj.
okomitu reakciju N, pa slijedi da je moment sprega sila (F, TO)
uravnotezen momentom sprega sila (N,G). Prema tome, na
valjak djeluje moment Mk= Ne, koji se naziva momentom
otpora trenja pri kotrljanju. Horizontalna vucna sila F s hva-
tiStem u O daje s tangencijalnom reakcijom TO pogonski spreg
sila (F,TO) kojega je moment Mp= Fr. Iz uvjeta LM = 0 slijedi
da je ATe = Fr, Sto znaCi da za jednoliko kotrljanje valjka mora
biti Mk= Mp, a iz uvjeta = 0 slijedi da je TO=F. Konacno
iz uvjeta 0 slijedi da je N = G. Redukcijom sile R s obzi-
rom na toCku A (si. 53c) dobije se u A normalna reakcija N,
tangencijalna komponenta TO i spreg sila kojega je moment
Mk= Ne, gdje je e koeficijent otpora trenja pri kotrljanju ili

>4

Sl. 53. Moment otpora trenja pri kotrljanju valjkastog tijela, a plan polozaja,
b lokalna deformacija podloge, ¢ sile i moment reducirani na to¢ku A

TE VIII, 2

krak otpora protiv kotrljanja. Taj koeficijent ima dimenziju
duljine i obi€no se mjeri u centimetrima. Vrijednosti e za
razliCite materijale mogu se na¢i u tehnickim priruc¢nicima.

Pokusima je utvrdeno da MKk pri kotrljanju raste s pove-
¢anjem Mp sve do odredene granice, tj. do trenutka kada
nastupa F = Frmax Sve dok je F < Frex, valjak miruje, a kotr-
ljanje pocCinje u trenutku kada je F > Frex 1z uvjeta ravnoteze
valjka u granicnom slucaju slijedi da je

(60)

i odatle

(To)«

N

Omjer elr za vecinu je materijala znatno manji od koeficijenta

statickog trenja, pa se time objaSnjava teznja u tehni¢koj praksi
da se, kad god je to moguce, klizanje zamijeni kotrljanjem.

(1)

Prostorni sustavi sila

Redukcija prostornog sustava sila s obzirom na jednu toc¢ku
analogna je onoj u ravninskom sustavu sila, uz primjenu pra-
vila o paralelnom pomaku sile. Neka, npr., na kruto tijelo dje-
luje prostorni sustav sila razlic¢itih pravaca P1T2 "Tm pri
¢emu su ri,r2)mmn vektori polozaja hvatiSta ALA2...An za-
danih sila, i neka je toCka 0 centar redukcije na koju treba
svesti zadane sile (si. 54a). Prema pravilu o paralelnom pomaku
sile svaka se od zadanih sila, npr. sila Fj, moze zamijeniti silom
F\ u tocki O i momentom sprega sila Mf=r) x F,. Primjenom
tog postupka na sve zadane sile dobije se u tocki O prostorni
sustav konkurentnih sila F\...F'n koje se mogu sastaviti u re-
zultantu

R=F\+ F2+

= | (62)

SI. 54. Redukcija prostornog sustava sila na sustav s obzirom
na jednu to¢ku, a plan poloZaja, b glavni vektor i glavni
moment sustava sila (vektori diname)

Osim toga, pri tom se dobije n spregova sila, kojih se momenti
takoder mogu sastaviti u moment rezultantnog sprega sila

m=ml+m2+ m+M,= 1 Mfj, (63)
i-1
koji se moZe napisati i u obliku
M=rlx fl+ - +?2,xF,= I(r;xF). (64)

i=1

Slijedi da je zadani prostorni sustav sila razli€itog pravca,
Sto djeluju u razli€itim to¢kama krutog tijela, ekvivalentan jed-
noj sili R (62) u bilo kojoj tocki tijela i jednom spregu sila
kojega je moment M (64). Sila R naziva se rezultantom ili
glavnim vektorom zadanog sustava sila, a vektor M je moment
rezultantnog sprega sila ili glavni moment. Oba vektora zajedno
¢ine dinamu prostornog sustava sila. U opéem slucaju vektori
diname zatvaraju medusobno kut 3 (si. 54b).

MoZe se pokazati da i za prostorni sustav sila dinama
zavisi od izbora redukcijske tocke O, ali da tada postoje dvije
invarijarite zadanog sustava sila. Promjena diname s obzirom
na redukcijsku to¢ku prikazana je na si. 55a, gdje je kao
nova redukcijska tocka izabrana tocka O, pri ¢emu je r' vek-
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torska koordinata tocke 0 s obzirom na toc¢ku 0'. Za odredi-

vanje diname zadanog sustava sila Fu...Fns obzirom na tocku
0' dovoljno je da se dobiveni ekvivalentni sustav vektora
diname Rtii u tocki O reducira s obzirom na tocku O

Sl. 55. Prikaz ovisnosti vektora diname o izboru tocke reduk-
cije

HvatiSte vektora M moZe se odmah premjestiti u 0\ jer je
M slobodan vektor. Medutim, ako se sila R iz O premjesti u
O', mora se u O' dodati spreg sila T'x R, pa se dobije novi
moment rezultantnog sprega sila

M' =M+ 2 xR. (65)

Prema tome, tada u O' djeluje ista sila R, ali je prijanji
moment Af rezultantnog sprega sila u novoj redukcijskoj tocki
promijenio svoj pravac i intenzitet. To znaCi da rezultanta
R ne zavisi od izbora redukcijske toCke (prva invarijanta), dok
se vektor A? mijenja, jer je on funkcija vektora poloZaja ?.
Prema definiciji skalarnog umnoSka vektora diname R i Af
slijedi (si. 55b) da je

R -Af = RMcosS = Rn = Mm,

Ako se takav skalarni umnozak
redukcijsku to€ku O', bit ¢e

R M=R (M+? XR)=
=R M+R (?XR =R M. (67)

Buduc¢i da je mjeSoviti vektorski umnozak vektora diname
jR-(r' x R) jednak nuli, jer vektor r' X R stoji okomito na
vektoru R, slijedi da je R-Af = R -Af tj. skalarni umnozak
vektora diname takoder ne zavisi od izbora redukcijske tocke
(druga invarijanta). Prema tome, u op¢em slu€aju prostornog
sustava sila postoje dvije invarijante diname. Odatle slijedi da
se u opéem slucaju prostornog sustava sila takav sustav ne
moze zamijeniti jednom jedinom silom, kao u ravninskom
sustavu sila.

Vektori diname R i Ai obi¢no se odreduju analiticki, ftj.
njihovim projekcijama na koordinatne osi. Projekcije su vek-
tora R:

(66)
izrazi s obzirom na novu

Rx= Z I 68
Z1 L 63
a projekcije momenta M:
=z M ix =l (zy, Yiz),
=1 =1
Mv = lMiy: :Z Ne 2,- ZfX9), (69)
= i=1
Mz = X Miz= | (YiXi - x iyi).
1=1 »=i

Te jednadZbe izraZzavaju analiticke karakteristike vektora dina-
me R i A? prostornog sustava sila. 1z tog razmatranja slijedi da
su dva prostorna sustava sila medu sobom ekvivalentna ako im
se poklapaju glavni vektor R i glavhi moment Ai. Tada je
dovoljno znati samo vektore diname R i Ai s obzirom na
izabranu tocku, odnosno samo Sest veli¢ina koje su odredene
jednadZbama (68) i (69).

Posebni sluajevi redukcije. Prostorni sustav sila moZze se
svesti na jednostavnije oblike, pri ¢emu se moze pojaviti: 1) ako

je R=0 i A?= 0, zadani je prostorni sustav sila u ravnotezi,
tj. oba vektora diname moraju biti jednaka nuli. U stati¢ckim
zadacima ti su uvjeti vrlo vazni; 2) ako je R—0, a AT4=0,
sustav sila svodi se na rezultantni spreg sila s obzirom na
tocku O; 3) ako je R -EO0 i Af = 0, sustav sila svodi se na
jednu silu u tocki 0; 4) sustav se svodi takoder na jednu silu
u toCki O kadaje R =#£0i AF=£0, a vektori diname stoje medu-
sobno okomito. Tada se moze vektor A zamijeniti dvjema jed-
nakim paralelnim silama: silom R u Oj i silom —R u O, koje
leze u ravnini okomitoj na vektor Ai. Te sile Cine spreg sila s
krakom M/R (sL 56) i medusobno se poniStavaju u tocki O. Za-
dani sustav sila svodi se, dakle, tada. na jednu silu R kojoj
pravac djelovanja prolazi kroz to¢ku Ou a to je onda ravninski
sustav sila.

R

SI. 56. Prikaz slu¢aja kad vektori di-
name stoje medusobno okomito

Sl. 57. Uz definiciju centralne osi pro-
stornog sustava sila

Centralna os prostornog sustava sila. Neka se za opéi slucaj

kada je R mA? 40 pretpostavi da je prostorni sustav sila
reduciran na dinamu R,M u to¢ki O (si. 57) i da je
vektor Af rastavljen u ravnini kroz R i Af u dvije kompo-
nente Af i M" tako da se prva poklapa s pravcem rezultante
R, a druga stoji okomito na tom pravcu. Ako se zatim na
okomici ab_kroz O izabere nova toCka redukcije O' na uda-
ljenosti OO' = M"/R, u O' dobiju se vektori A? i Af' bez
promjene (slobodni vektori), dok se sila R u O transformira u
silu R u toCki O' i u spreg sila kojeg je moment M™ = ? XR,
gdje je ? vektorska koordinata tocke O' s obzirom na tocku
O. Iz si. 57 slijedi da je Af" = —Af" jer je
IM™|=r R sin*=~ -R.1=|AH (70)

Vektori se Af" i Af", dakle, poniStavaju,i u toc¢ki O'ostaju
samo vektori R i Af, pri ¢emu je R\\M.
svojstvo da oba vektora diname leze na istom pravcu A koji
se zove centralna os prostornog sustava sila. To svojstvo imaju
sve toCke te osi. Za sve ostale tocke koje ne leze na toj osi
vektori diname R i M zatvaraju medusobno kut S Prema tome,
geometrijsko je mjesto toCaka u prostoru za koje oba vektora
diname R i Af imaju zajednicki pravac djelovanja centralna os
prostornog sustava sila. 1z si. 57 vidi se da je A' < A? Sto
znaCi da intenzitet momenta rezultantnog sprega sila ima naj-
manju vrijednost za tocke centralne osi. Svakoj toCki u prostoru
odgovara posve odredeni pravac vektora A. MoZe se dokazati
da su putanje tih pravaca zavojnice kojih je uzduzna os
centralna os zadanog sustava sila. Zbog toga se promatrani
specijalni slu¢aj diname zove vijak sila ili dinamicki vijak.

Uvjeti ravnoteze prostornih sustava sila. Da bi proizvoljan
prostorni sustav sila Sto djeluje na slobodno kruto tijelo bio u
ravnoteZi, potrebno je i dovoljno da oba vektora diname budu
istodobno jednaka nuli, tj. daje R =0 i M = 0 (uvjeti ravno-
teZze u vektorskom obliku), odnosno da su sve njihove projek-
cije na koordinatne osi jednake nuli:
(1)

Rx ~i xi- =0

i=1

Tada totka O'ima
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Rr= X y,=0
i=1
Rz=1i Zi=0
i=1
mx=L Mix X (zZyt Yzd=0 (71)
i=1 i=1
My =1 Miy= X (X,z,- ZiXi)=o
1=l )
Mz= X Miz= X (YiX._ x .y.) = o.
i=1 i=1

Te jednadZbe izraZzavaju analitiCke uvjete ravnoteZe prostornog
Sustava sila, tj. za ravnotezu je potrebno i dovoljno da zbrojevi
projekcija svih sila na svaku od triju koordinatnih osi i zbroj
momenata za te osi budu jednaki nuli.

Posebni slucajevi: a) Ako sve sile Sto djeluju na slobodno
kruto tijelo leze u jednoj ravnini, onda se uvjeti ravnoteze
mogu napisati u poznatom obliku:

I A = o, Z 1=0, L

(=1 i=i 1=
b) Ako na slobodno kruto tijelo djeluje prostorni sustav
paralelnih sila i ako se os z upravi paralelno sa zadanim
silama, moment svake sile s obzirom na tu os bit ée jednak
nuli. Tada su uvjeti ravnoteZe prvi, drugi i Sesti u (71) zado-
voljeni bez obzira na intenzitete zadanih sila, pa su za ravno-
tezu potrebna i dovoljna samo tri uvjeta:

Miz = 0. (72)

1 zZf=0, 1 Mix=0, I Miy=0, (73)
i=1 i=I =1
§to znaCi da je potrebno i dovoljno da zbroj njihovih pro-
jekcija paralelnih s tim silama bude jednak nuli i da zbroj

njihovih momenata s obzirom na svaku od dviju koordi-
natnih osi koje stoje okomito na zadanim silama bude takoder
jednak nuli. c¢) Ako sve sile zadanog sustava paralelnih sila
Sto djeluju na slobodno kruto tijelo leze u istoj ravnini, npr.
u ravnini Oxz, onda su za ravnotezu takva sustava sila
potrebna i dovoljna samo dva uvjeta ravnoteZe:
Z Xi=0, I (74)
i=1 =1
d) | konacno, djeluje li na slobodno kruto tijelo prostorni
sustav sila koje se sijeku u jednoj toCki, uvjeti ravnoteze mogu
se napisati u poznatom obliku:

Miy= o.

¢*1=0 1~ Z Zf=0.
i=1 i=1 i=1
Tada su zadovoljena posljednja tri uvjeta iz op¢ih uvjeta ravno-
teze (71) bez obzira na intenzitet i pravac zadanih sila, jer
svaka od tih sila sijeCe sve tri koordinatne osi.

=0, (75)

RavnoteZa vezanog krutog tijela. Ako zadani prostorni sustav
sila djeluje na vezano (neslobodno) kruto tijelo, pojavit ¢e se
reakcije nametnutih veza, kao posljedica, djelovanja zadanih
aktivnih sila. Dodaju li se zadanim silama P u ...Pn reakcije veza

2»--$xc zadano kruto tijelo moze se smatrati slobodnim.
Tada jednadzbe ravnoteze glase:

L X,+ i Nix=0, X MF+N-= o,

i=1 i=1 i=1

h + i Niy=0 X M F+N‘—0, (76)
Al =1 Y i=l d

I z, + X Niz=0, X MF+N‘= 0.

i= i— i=X

Kad je kruto tijelo vezano za nepomicnu tocku, npr. sfernim
zglobom (si. 58), uz pretpostavku da na tijelo djeluju zadane
sile i reakcija veze u A koje ne leze u istoj ravnini i ne
sijeku se u istoj to€ki, onda uvjeti ravnoteze glase:

I Xix+ Ax=0, I Yiy+ Ay=0, X Ziz+ AZ= 0,

X MF=0, XMF=0, X MFR=0 @)

Posljednje tri jednadzbe ne sadrze komponente reakcije, jer
pravac djelovanja te sile prolazi kroz toc¢ku A. Prema tome,
te jednadzbe izraZavaju zavisnost medu aktivnim silama koja
je potrebna za ravnotezu tijela, pri ¢emu se prve tri jednadzbe
mogu upotrijebiti za odredivanje komponenata reakcije. Odatle
slijedi zakljucak da za ravnotezu krutog tijela s jednom nepo-
mi¢nom to€kom zbroj momenata svih aktivnih sila s obzirom
na tri koordinatne osi kojih pocetak lezi u tocki A mora biti
jednak nuli. U kinematici se pokazuje da je poloZaj krutog tijela
tada odreden trima nezavisnim parametrima, npr. Eulerovim
kutovima <p,Zbog toga se kaze da takvo tijelo ima tri
stupnja slobode gibanja.

SI. 59. Kruto tijelo uévrséeno u dvje-
ma nepomiénim totkama

SI, 58. Kruto tijelo vezano na

sferni zglob

Ako su dvije tocke A i B krutog tijela na koje djeluje pro-
storni sustav sila ucvrséene nepomicno (si. 59), pri
¢emu je linija AB izabrana za os z pravokutnog koordinatnog
sustava xyz, tijelo moze rotirati samo oko osi z, koja se zbog
toga zove os rotacije. PoloZaj takva tijela odreden je jednim
jedinim parametrom (kut rotacije g oko nepomicne osi), pa
tijelo tada ima samo jedan stupanj slobode gibanja. Zbog
djelovanja zadanih aktivnih sila pojavit ¢e se u tockama A i B
reakcije A i B, kojih sU komponente upravljene u pravcima
koordinatnih osi. Ako se razmak izmedu to€aka A i B oznaCi
sa a, jednadzbe se ravnoteZze mogu napisati u obliku:

=0, X MK- Bya=0,

Xi;-+ Ay+ By=0, X MF + Bxa = 0, (78)

X Zf+ Az+ Bz=0, Z Mf- =o.

i=1 [ad |
Posljednja jednadZzba ne sadrzi komponente reakcija i izrazava
vezu medu aktivnim silama koja je potrebna za ravnotezu
tijela. Prema tome, za tijelo s dvjema nepomicnim toCkama
(s nepomi¢nom osi) algebarski zbroj momenata svih aktivnih
sila s obzirom na nepomi¢nu os mora biti jednak nuli. Prvih
pet jednadzbi (78) sluze za odredivanje nepoznatih kompo-
nenata reakcija Ax,Ay,Az,Bx,By,Bz. Zadatak je staticki neodre-
den, jer se uzduzne komponente reakcija Azi Bz ne mogu odrediti
svaka posebno. 1z trece jednadzbe moze se odrediti samo zbroj
Az + Bz. Medutim, ako se u tocki B ne nalazi sferni nego
cilindri€ni zglob, koji ne spre¢ava uzduzno klizanje tijela po osi
rotacije, onda je Bz= 0, pa zadatak postaje staticki odreden.

Srediste paralelnih sila u prostoru. Ako na kruto tijelo djeluje
sustav paralelnih i jednako usmjerenih sila FI...Fn kojih su
hvatista odredena koordinatama Xi,yi,z1,... xnynzn (sL 60),
ocCito je da njihova rezultanta R i njezine komponente imaju
istu orijentaciju u prostoru, pri ¢emu je intenzitet rezultante
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R — X Fi- Hvatiste te rezultante C zove se srediSte (centar)

i- 1
paralelnih sila. Ta tocka ima svojstvo da se pri okretanju svih
komponentnih paralelnih sila oko njihovih hvatiSta za isti kut
i u istu stranu i rezultanta okrene oko srediSta paralelnih sila
C za isti taj kut i u istu stranu. Prema tome, ta totka C
ne mijenja svoj poloZaj s obzirom na tijelo, a njezine koordinate
odredene su formulama:

X FtXi
Si=1

X F,

i—1

F.tt |

(79)

%>

SI. 60. SrediSte prostornog sustava pa-
ralelnih sila

Izrazi u brojnicima tih jednadzbi zovu se statiCki momenti
zadanog sustava sila s obzirom na ravnine yz, xz, xy. Ako je
ishodiSte koordinata izabrano u sredistu paralelnih sila C, onda
je xc=yc =1zc =0, tj. staticki momenti zadanog sustava sila
jednaki su nuli.

TeziSte krutog tijela

Ako sustav paralelnih sila nastaje djelovanjem sile teze, tj.
privliacne sile kojom Zemlja privlaci sva tijela prema svojem
srediStu, srediSte se takva sustava paralelnih sila istog smjera
Sto djeluje na kruto tijelo naziva teziStem tijela. Za svako
tijelo moZe se smatrati da je sastavljeno od veoma mnogo
Cestica mase u obliku malih paralelepipeda volumena
A” i da na svaku Cesticu u gravitacijskom polju djeluje elemen-

fi

tarna tezina AG* Tada je priblizno tezina tijela G = X AGt
i=1

(si. 61). Prema tome, sve sile takva sustava zapravo su uprav-

liene prema Zemljinu srediStu i Cine prostorni konkurentni

sustav sila. Medutim, za tijela kojih su dimenzije zanemarljivo
male u usporedbi sa Zemljinim polumjerom (~6 370 km) mozZe
se smatrati da su sve sile AGf medu sobom paralelne i da
prilikom bilo kakva okretanja tijela imaju za svaku Ccesticu
tijela konstantne intenzitete. Polje sila u kojemu su ispunjena
ova dva uvjeta zove se homogeno polje sila. Velicina

y= lim (— )

r amuy f

(80)

zove se specifiCna tezZina (teZina jedinice obujma) u promatranoj
tocki tijela, pri ¢emu je u opéem slu€aju y =/(x,y,z), a veli€ina
Q—Vy/Q je gustoca (specificna masa, masa jedinice volumena)

tijela u promatranoj tocki. Prema tome i qje funkcija (nepre-
kidna ili prekidna) koordinata toCaka tijela. Ako je tijelo homo-
geno, y i g imaju konstantne vrijednosti. Paralelne elementarne
sile AGj imaju svoje srediSte C kojem su priblizne vrijednosti

koordinata:
x aCEd
xc: 't yc- '7 =t (81)

I AGf | AG I AG,

i=1 i=1 i=1
gdje su xbyhZ koordinate hvatiSta sila AGt pojedinih Cestica
tijela. Prema tome, teZiStem tijela naziva se toCka kojoj se
polozaj ne mijenja prema krutom tijelu, pri ¢emu kroz tu tocku
prolazi pravac djelovanja rezultante elementarnih teZina pri bilo
kojem poloZaju tijela u prostoru. TeZiSte je zapravo jedna geo-
metrijska toCka i ona se moZe nalaziti i izvan konture proma-
tranog tijela (npr. za prsten).

Tezina je bilo koje Cestice AGt homogenog tijela proporcio-
nalna elementarnom obujmu AFf te Cestice, AGt= yAlf, a isto
tako je i ukupna tezina tijela G proporcionalna obujmu Vcijelog
tijela, G =yV Kad se uvrste vrijednosti za G i AGt u formule
(81) i kad se skrati sa y, mogu se te formule napisati u obliku:

X AGjXi X AGjyt
i=1

Z ZiAVi
(82)

Odatle slijedi da poloZaj teziSta homogenog tijela zavisi samo
od geometrijskog oblika promatranog tijela, a ne zavisi od
njegove specificne teZine. Zbog toga se tocka C, kojoj su koor-
dinate izrazene formulama (82), naziva tezistem obujma V Sli¢-
nim rasudivanjem moZze se zakljuciti da je, ako je tijelo u obliku
homogene ploCe male debljine, poloZzaj teziSta odreden for-
mulama:

X XiAAi X yirAi
i=1 ye = _i=1
A A
gdje je A povrSina cijele plo¢e, a AAt povrSina pojedinog
elementa ploCe. Tocka kojoj su koordinate odredene formulama
(83) zove se teziSte povrSine A. Analognim postupkom dobiju

se formule za koordinate tezista linije:

(83)

T. yi~L,
yc=¥*t--——- ,

X ZjALi
/oL —

X Xi\U
i=1
xc="

(84)
gdje je L duljina cijele linije, a ALt duljina elementa linije.
Prema tome, teZiSta homogenih tijela odreduju se kao teZista
pripadnih obujama, povrsina i linija. Ako se pretpostavi da broj
n Cestica tijela raste u beskonacnost, onda to¢na vrijednost sile
G iznosi

G= X_AG, = JIfdG = fffydK
=1 (V) (v)

(85)

pri ¢emu se trostruki integral proteze na cio obujam V tijela.
Tada se npr. formula koordinate xc moZze napisati u obliku

X xi®i  iiixdG  ifixdl/
xc: * 1 N V)W) (86)
p A0i  WdG ()

Prema tome, opée tocne formule za odredivanje teziSta tijela
glase:

ilf*dG \ihxdv

v — >
omEt o wydv o
) (87
iiirdG  \tfyydV
yc-(V) —
G -~ iii?d” ’

(1
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JfJzdG MjyzdV
) ao

87
e tfjvd Vv ®7

m
Za homogeno je tijelo y = const., pa nestaje iz tih jednadzbi,
a kako je jfJdF= V, vrijede formule:

Xc = vdK zc=y zdV  (88)

SI. 62. Vektorski prikaz odredivanja
teziSta krutog tijela

U tim formulama imaju elementarni obujmi dV isto znacenje
kao i elementarne teZine AG, u formulama (81). Ako se vektor
poloZaja toCke tijela kojoj su koordinate x,y,z oznali sa f, a
vektor poloZaja teZista tijela sa fc (si. 62), onda se formule
(87) u opéem slucaju svode na vektorski oblik

yfav, (89)
odnosno za homogeno tijelo na oblik
re= rdVv. (90)

\
(\

Metode odredivanja teziSta. MoZe se pokazati da, ako homo-
geno tijelo ima ravninu simetrije, os simetrije ili srediSte sime-
trije, teziste tijela lezi u pripadnoj ravnini simetrije, na osi
simetrije, odnosno u srediStu simetrije. Ako ravni lik ima os
simetrije, teziSte lika lezi na toj osi. lzabere li se os simetrije
za komparativnu os, svakoj Cestici lika s pozitivnim razmakom
od te osi odgovara jednaka Cestica koja lezi nasuprot s nega-
tivnim razmakom, i prema tome je zbroj statickih momenata
s obzirom na os simetrije jednak nuli. Odatle se zakljuCuje
da je za ravne likove Sto imaju jednu os simetrije dovoljno
odrediti samo jednu koordinatu x0ili  tezista C (si. 63a,b,c,d).

J 7771

f

SI. 63. Polozaj tezista ravnih likova, a, b, c, d likovi s
jednom osi simetrije, e, /, g, h likovi s dvije osi simetrije

TeziSte ravnog lika s dvije ili vide osi simetrije lezi u sjecistu
tih osi (si. 63ef,g,h). Za tri medusobno pravokutne ravnine
simetrije teziSte C tijela lezi u njihovu sjeciStu (npr. kocka ili
elipsoid). ToCka C naziva se tada jo$ i srediStem simetrije.
Metoda rastavljanja. Ako se tijelo moZe rastaviti na konacan
broj takvih dijelova za koje je poznat poloZaj teziSta svakog

od njih, to¢an poloZaj teZiSta promatranog tijela moze se izra-
Cunati prema formulama (81), (82) i (83). Pri tom ¢ée broj kom-
ponenata u svakom zbroju biti jednak broju dijelova na koje
je tijelo rastavljeno. Npr. pri odredivanju koordinata teZiSta
homogene ploce (si. 64) ploCa se podijeli na tri pravokutnika,
pa se izraCunaju njihove povrsSine i koordinate teziSta svakog
od njih s obzirom na koordinatne osi x i y. Pomocu (83)
dobiju se koordinate tezista C, koje se tada nalazi izvan
ploce, kao Sto je prikazano na crtezu.

yi

SI. 64. Odredivanje teZiSta homo-
gene plo¢e podjelom na tri pravo-
kutnika

SI. 65. Odredivanje tezista kruzne plohe
s izrezom metodom dopunjavanja

Metoda dopunjavanja zapravo je poseban slucaj metode ras-
tavljanja, a primjenjuje se kod tijela koja imaju izreze (Supljine)
ako je poznat polozaj teziSta tijela bez izreza, a takoder i
poloZaj teZiSta izrezanih dijelova. Sadrzi li ravna figura izreze,
odnosno prostorni lik Supljine, s njima treba racunati kao s
negativnim ploStinama, odnosno obujmima. Npr. pri odredi-
vanju pdoZaja teZzista C kruzne plohe polumjera R iz koje je
izrezana kruzna ploha polumjera r (si. 65) oCito je da toCke C,
Ci i C2 leze na pravoj liniji, jer je ona os simetrije. Zatim
se ploStina plo¢e s izrezom dopuni do pune kruzne ploce
(dio 1), pa se od tako dobivene povrSine oduzme plostina
izrezane kruzne plohe (dio Il). Primjenom (83) izraCunaju se
koordinate teziSta C, pri ¢emu se ploStina dijela Il uzima s
negativnim predznakom. Nadeno teziste C lezi desno od
tocke Cj.

Za sastavljene likove (si. 64) polozaj tezista odreduje se
obi€no graficki pomocu poligona sila i veriznog poligona. U tu
svrhu zadani se lik crta u prikladnom mjerilu za duljine
(prostorni lik u projekcijama na dvije medusobno okomite
ravnine). Zatim se zadana figura rastavlja u jednostavne sas-
tavne dijelove i u parcijalnim teziStima tih dijelova dodaju se
paralelni vektori kojima su duljine proporcionalne plostinama,
odnosno obujmima sastavnih dijelova. U izabranom mjerilu
crta se vektorski i verizni poligon. TeZiSte mora leZati na
pravcu djelovanja rezultantnog vektora. Ponovi li se taj pos-
tupak zaokrenuvsi sve vektore za isti kut (najbolje za 90°),
dobije se drugi rezultantni vektor kojega sjeciSte s prvim vek-
torom daje trazeno teziste tijela. Za prostorni lik istu kon-
strukciju treba jo$ jednom ponoviti u tlocrtnoj ravnini. Ako su
vektori zaokrenuti za 90°, nije potrebno ponovno crtati novi
vektorski poligon, jer su polne zrake upravljene okomito na
zrake u prvom vektorskom poligonu, pa se u novom veriznom
poligonu mogu neposredno ucrtati pripadne nove veriznice.

TeziSte kruznog luka. Za kruzni luk polumjera r sa
srediSnjim kutom AOB = 2a teZiSte luka lezi zbog njegove si-
metricnosti na osi Ox (si. 66). Duljina je luka L = 2ra, a
duljina lu¢nog elementa d. = rdcp. Koordinata je tog elementa
x = rcos(p. Ako se u izrazu (88) formalno zamijeni volumen V
s duljinom L, dobiva se

xdL = - cos<pd<p = 2—sina. (91)

Odatle slijedi da se teziSte C nalazi na osi simetrije na uda-
ljenosti
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sina

Xec —r

(92)

gdje je kut a u radijanima. Kad je a = 90° = n/2 (pdukruzni
luk), dobiva se

Xc=r— = 0,637r, (93)
LS

a za a = ti je xc =0 (kruZnica).

SI. 66. Uz odredivanje teZiSta

kruznog luka

TeziSte trapeza i kruZznog isjeCka. Pri odredivanju teZiSta
trapezne homogene plohe zamiSlja se da je ona rastavljena na
elementarne plohe paralelne s osnovicom AB. TeZiSte C plohe lezi
na raspolovnici I-11 trapeza, koja je oznafena kao os A. Po-
loZaj tezista C na toj raspolovnici odreduje se graficki dijeljenjem
plohe u dvije trokutne plohe, AED i ABE, i pronalaZzenjem
parcijalnih tezisSta Cx i C2 (si. 67a). Spojnica tih teziSta Cx i
C2 drugo je geometrijsko mjesto teZiSta ukupne plohe, i zbog
toga trazeno teziste C trapezne plohe lezi u sjeciStu linija /-//
i Cj C2. Polozaj teziSta C na raspolovnici A dobije se analiticki
ako se zamisli da sila teza djeluje paralelno s osnovicom AB.

SI. 67. Prikaz dvaju postupaka za odredivanje teZiSta trapezne
plohe

U teziStima Cx i C2 djeluju tada sile Ax i A2 na udaljenostima
Zj = i z2=f/i od osnovice AB. Primjenom Varignonova
poucka, s 'obzirom na neku tocku na osnovici AB, mozZe se
odrediti visina z( teziSta iznad osnovice AB iz jednadZzbe

h(2a + b)
c= %1 i Bj
Do istog rezultata dolazi se ako se na produZetak osnovice

AB nanese odsjeCak AAf—a, a na produZetak stranice DH
odsjeCak HH' = b, pri ¢emu se dobiju tocke A i Hf. U sjecistu
spojnice tih tocaka i raspolovnice A trapezne plohe lezi teziSte
C (si. 67b), Sto slijedi iz geometrijske interpretacije, tj. da je

h 3b+a) o5
b+ 2a (%)
i odatle
h(2a + b)
(96)
" 3(«4b) !

Pri odredivanju pdozaja teziSta materijalne plohe u obliku
kruznog isjecka OAOB (si. 68) zadana se ploha rastavlja u
elementarne isjeCke povrSine dA = jr2d(p, kojih teziste C leZi
na udaljenosti \r od tocke O, jer se ta povrSina moZe smatrati
trokutom. Prema tome, apscisa je tog teziSta xr = 8§rcos<p, a
kako je povrSina zadane plohe A =r2g i ako se primijeni
momentno pravilo, slijedi da je ,
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1 2 2
AXC = r2axc = — r2dop— rcoscp = ~"r3sin<p, 97)

a odatle je

xg = £pSNa

. (98)

obliku kruznog isjecka

Kad je kruzni isjeCak jednak pdovici kruzne ploce (a = w/2),
dobije se

r
3 I = ,424!’,

*c o~
a za Cetvrtinu kruzne ploCe (a = 45°, sina = J/2/2) vrijedi

xc=y ~-1/2 = 0,6r, (100)

i konaCno za a=n je xc= 0 (kruzna ploca).

Pappus-Guldinova pravila. Pravila su poznata pod tim nazi-
vom jer ih je prvi formulirao Pappus Aleksandrijski (u drugoj
polovici I st), a P. Guldin (1577—1643) objavio u djelu
Centrobaryca.

Oplosje rotacijskog tijela. Ako se krivulja BD okre¢e oko
osi z—z §to lezi u njezinoj ravnini (si. 69a), nastaje rotacijska
ploha s oploSjem koje je odredeno izrazom

/A= 27jxds. (101)
Integral u ovom izrazu predstavlja statiCki moment krivulje s
obzirom na os z—z. Ako je L duljina krivulje BD, a Xc uda-
ljenost njezina tezista C od osi z—z, onda je

jxds = Lxc, (102)
pa pomocu formule za A slijedi da je
A =2nxclL, (103)

tj. oploSje rotacijske plohe A koja nastaje rotacijom neke
linije oko osi §to lezi u njezinoj ravnini jednako je umnosku
duljine te linije i puta Sto ga teziSte linije opiSe pri jednom
okretaju oko osi z—z.

SI. 69. Uz odredivanje oploSja (a) i obujma (b)
rotacijskog tijela prema Pappus-Guldinovim pra-
vilima

Obujam rotacijskog tijela. Kada se neka ravna ploha BDHE
plostine A okrece oko osi koja lezi u njezinoj ravnini, nastaje
rotacijsko tijelo (si. 69b). 1z slike se vidi da je dA = xdz, a
teziSte tog elementa udaljeno je za \x od osi z—z Njegov
je staticki moment s obzirom na tu os jednak ix 2dz, i prema
tome ukupni je staticki moment zadane plohe
X2dz

Axc=y (104)
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a kako je obujam V= njx2dz, slijedi da je

V=2 kxcA (105)

Ta formula izrazava pravilo za izraunavanje obujma rotacijskih
tijela: obujam rotacijskog tijela koje nastaje okretanjem neke
ravne plohe plostine A oko oSi S§to leZzi u njezinoj ravnini
jednak je umnoSku ploStine A i puta Sto ga njezino teziSte
opiSe pri jednom okretaju. Ako se izvodna linija ili ploha okrene
samo za kut a < 360° vrijednosti prema formulama (103) i
(105) treba pomnoZiti joS omjerom a/360°.

Ta pravila omoguéuju brzo izracunavanje oploSja i obujma
rotacijskih tijela, ako su poznata teziSta pripadnih linija, od-
nosno ploha. | obratno, pomocu istih formula mogu se odre-
diti tezista linija i ploha, ako su poznata pripadna oploSja,
odnosno obujmi.

D. Bazjanac

KINEMATIKA

Kinematika prouc¢ava geometrijska svojstva gibanja. Kine-
matika (prema grékom xIvt]"i(x kinema gibanje) potreban je uvod
u dinamiku i temelj kinematicke analize u teoriji mehanizama.
Buduéi da je gibanje promjena poloZaja tijela u prostoru,
Cesto se kinematika naziva geometrijom gibanja. U koordinatnom
sustavu koji nije vezan uz tijelo Sto se giba polozZaj tijela
zavisi od vremena. Stoga su prostor i vrijeme osnovni pojmovi
od kojih se polazi u kinematici. Kao mijerljive veliine, prostor
ima tri dimenzije, a vrijeme jednu. Prema J. L. Lagrangeu
kinematika je geometrija u Cetverodimenzionalnom prostoru u
kojem pored tri prostorne koordinate dolazi vrijeme kao Cetvrta.
U klasi¢noj mehanici prostor i vrijeme smatraju se apsolutnim
veliCinama. A. Einstein uveo je drugaCiji nacCin gledanja koji
dolazi do izraZaja kad se brzine priblizavaju brzini svjetlosti.
Tehnicke zadatke, gdje su brzine tijela mnogo manje od brzine
svjetlosti, zadovoljavaju u potpunosti postavke klasicne me-
hanike. Vrijeme se smatra pozitivnom promjenljivom veli¢inom
koja se za sve promatrate, bez obzira na nacin kojim se
gibaju, mijenja jednako. Sva gibanja tijela promatraju se s ob-
zirom na koordinatni sustav koii moZze biti pomican ili se pret-
postavlja da je nepomitan. Cesto se nepomicni sustav vezuje
uz Zemlju, te se takvo mirovanje treba shvatiti samo uvjetno.
U kinematici se upotrebljavaju razli€iti pravokutni koordinatni
sustavi. Ve¢ prema gibanju, odabire se najpovoljniji, npr.
Descartesov sustav, polarni, cilindri¢ni i sferni, a posebno je
vazan u mehanici prirodni koordinatni sustav. Tocka pri gi-
banju iz jednog polozaja u drugi opisuje u odabranom koor-
dinatnom sustavu zakrivljenu ili pravu liniju koja se naziva
putanjom. Polozaj toCke na putanji odreden je orijentiranom
duZinom s obzirom na neki odabrani pol. Takav radijvektor
poloZaja funkcija je vremana te ima prirast po duljini i smjeru.
Taj prirast, podijeljen pripadnim vremenom, jest vektor brzine
tocke. Dijele¢i ukupni prirast vektora brzine pripadnim vre-
menom, dobiva se vektor ubrzanja toCke koji pokazuje kako
se mijenja brzina po iznosu i smjeru. Poznavanje vektora po-
loZaja, brzine i ubrzanja pojedinih tocaka tijela klju¢ni je pro-
blem kinematike. U nekim posebnim slucajevima dovoljno je
poznavati gibanje samo jedne tocke na tijelu, ili se dimenzije
tijela s obzirom na promatrani problem mogu zanemariti, pa
se tada poloZaj tijela poistovjeCuje s poloZajem to¢ke u pro-
storu.

Stoga se u kinematici, radi lakSeg razumijevanja, razlikuje
kinematika Cestice (materijalne tocke) i kinematika krutog tijela.
Prema obliku putanje kinematika Cestice razmatra pravocrtno i
krivocrtno gibanje. U kinematici tijela razlikuju se dva osnovna
nacina gibanja: translacija i rotacija. Kao posebni sluCajevi
gibanja tijela, koji su Cesti u tehnici, proucavaju se ravninsko
(ravansko) ili planarno gibanje, te sferno gibanje ili gibanje
oko nepomicne toCke. Sva gibanja krutog tijela mogu se za-
misliti sastavljena od osnovnih nalina gibanja. Tako su kompo-
nente ravninskog gibanja translacija i jedna rotacija, a sfernoga
tri rotacije. Opce gibanje tijela opisuje se radi jednostavnosti
pomodu translacije i sfernog gibanja (Chaslesov poucak). Gi-
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banja koja nastaju tako da se na osnovno gibanje prenosi
gibanje nekoga drugog tijela promatraju se kao sastavljena gi-
banja. Prijom se razlikuje relativno i prijenosno gibanje koje
rezultira apsolutnim. Da li se radi o takvom slaganju gibanja
ili o gibanju koje se zamislja sastavljeno od osnovnih nacina
gibanja, viSe je pitanje fizikalne slike, a manje principijelnog
pristupa.

U mehanici tijela promjenljivog oblika (v. Mehanika fluida;
v. Teorija elasticnosti) odreduje se takoder polozaj pojedinih
Cestica tijela u prostoru, bilo pri gibanju ili pri promjeni
oblika. Pri tom cCestice tijela mijenjaju medusobni poloZaj, Sto
se ne dogada s krutim tijelom, pa se kinematicke pojave tak-
vih tijela posebno proucavaju.

Kinematika Cestice
Pravocrtno gibanje. Ako pri gibanju Cestica opisuje pravu
crtu, njezina je putanja pravac, a gibanje se naziva pravo-
crtnim. PoloZaj Cestice najjednostavnije se odreduje pri takvu
gibanju udaljeno$¢u od proizvoljno odabranog pola na putanji.

N e f, « f Asf~ommmeeee

SI. 1 Gibanje Cestice po pravocrtnoj putanji. Put
s predstavlja udaljenost Eestice od ishodista O (pol)

Ta udaljenost zove se put s Cestice (si. 1) koji se mijenja s
vremenom, a prema predznaku odreduje smjer gibanja na

pravcu.
Od pojma put, koji u mehanici u odredenom smislu znaci koordinatu po-
lozaja Cestice, treba razlikovati pojam prijedeni put ili ukupni put, koji se

krace takoder naziva putom. Te dvije veli¢ine ne moraju imati jednake iznose.
Tako ¢e npr. tijelo koje se iz ishodiSta giba po pravcu u jednom smjeru
100 m, a zatim se po istom pravcu vrati 20 m, biti udaljeno od ishodista 80 m,
pa ¢e put u kinematiCkom smislu biti s = 80m, ali je prijedeni put 120 m.
Prijedeni put je veli¢ina koja rjede dolazi u mehanici, pa za tu veli¢inu
nema dogovorenog naziva i znaka. O prijedenom putu ovisi npr. rad nekon-
zervativnih sila (v. Mehanika, Dinamika), kao 3to su sile trenja, otpori gibanju

I sl

Svakom trenutku t odgovara odredeni put s, kao mjera
udaljenosti od odabranog pola O. U intervalu vremena At
promijeni Cestica svoj poloZaj na putanji za razliku puta As.
Omjer puta As i intervala vremena At prema definiciji jednak
je srednjoj ili prosjecnoj brzini

koja ima jedinicu metar u sekundi (m/s). Sto je interval At
manji, priblizuje se vrijednost srednje brzine nekoj brzini v koja
odgovara trenutku t (trenutna brzina). U granicnom slucaju,
kada At tezi k nuli, prelazi kvocijent srednje brzine u deriva-
ciju puta po vremenu

Prema tome, brzina je u nekom trenutku vrijednost prve
derivacije puta po vremenu i u opéem je slu€aju funkcija
vremena. Osim osnovnih jedinica Medunarodnog sustava (SI),
za duljinu metar i za vrijeme sekunda, upotrebljavaju se u izvo-
denju jedinice za brzinu i neki viSekratnici metra i sekunde.
Tako se Cesto brzina izrazava u kilometrima na sat (km/h).
U pomorstvu se upotrebljava ¢vor kao jedinica brzine s kojom
se u jednom satu prevali jedna medunarodna morska milja
(1852m). Prema tome vrijedi da je ¢&vor = 1,852km/h =
= 0,514 m/s. Brzina nadzvu¢nih aviona izrazava se Machovim
brojem Ma, koji je omjer brzine aviona i brzine Sirenja zvuka
u zraku na morskoj razini. Tako brzina Ma = 1 odgovara
brzini od 1198,8 km/h, odnosno brzini zvuka u spomenutim
uvjetima koja iznosi 333 m/s.

Razlika brzina Av na kraju i na pocetku intervala vremena
At odreduje srednje ili prosjecno ubrzanje (akceleraciju) koje
je definirano kvocijentom



