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a kako je obujam V= njx2dz, slijedi da je

V=2 kxcA. (105)

Ta formula izrazava pravilo za izraunavanje obujma rotacijskih
tijela: obujam rotacijskog tijela koje nastaje okretanjem neke
ravne plohe plostine A oko oSi S§to leZzi u njezinoj ravnini
jednak je umnoSku ploStine A i puta Sto ga njezino teziSte
opiSe pri jednom okretaju. Ako se izvodna linija ili ploha okrene
samo za kut a < 360° vrijednosti prema formulama (103) i
(105) treba pomnoZiti joS omjerom a/360°.

Ta pravila omoguéuju brzo izracunavanje oploSja i obujma
rotacijskih tijela, ako su poznata teziSta pripadnih linija, od-
nosno ploha. | obratno, pomocu istih formula mogu se odre-
diti tezista linija i ploha, ako su poznata pripadna oploSja,
odnosno obujmi.

D. Bazjanac

KINEMATIKA

Kinematika prouc¢ava geometrijska svojstva gibanja. Kine-
matika (prema grékom xIvt]"i(x kinema gibanje) potreban je uvod
u dinamiku i temelj kinematicke analize u teoriji mehanizama.
Buduéi da je gibanje promjena poloZaja tijela u prostoru,
Cesto se kinematika naziva geometrijom gibanja. U koordinatnom
sustavu koji nije vezan uz tijelo Sto se giba polozZaj tijela
zavisi od vremena. Stoga su prostor i vrijeme osnovni pojmovi
od kojih se polazi u kinematici. Kao mijerljive veliine, prostor
ima tri dimenzije, a vrijeme jednu. Prema J. L. Lagrangeu
kinematika je geometrija u Cetverodimenzionalnom prostoru u
kojem pored tri prostorne koordinate dolazi vrijeme kao Cetvrta.
U klasi¢noj mehanici prostor i vrijeme smatraju se apsolutnim
veliCinama. A. Einstein uveo je drugaCiji nacCin gledanja koji
dolazi do izraZaja kad se brzine priblizavaju brzini svjetlosti.
Tehnicke zadatke, gdje su brzine tijela mnogo manje od brzine
svjetlosti, zadovoljavaju u potpunosti postavke klasicne me-
hanike. Vrijeme se smatra pozitivnom promjenljivom veli¢inom
koja se za sve promatrate, bez obzira na nacin kojim se
gibaju, mijenja jednako. Sva gibanja tijela promatraju se s ob-
zirom na koordinatni sustav koii moZze biti pomican ili se pret-
postavlja da je nepomitan. Cesto se nepomicni sustav vezuje
uz Zemlju, te se takvo mirovanje treba shvatiti samo uvjetno.
U kinematici se upotrebljavaju razli€iti pravokutni koordinatni
sustavi. Ve¢ prema gibanju, odabire se najpovoljniji, npr.
Descartesov sustav, polarni, cilindri¢ni i sferni, a posebno je
vazan u mehanici prirodni koordinatni sustav. Tocka pri gi-
banju iz jednog polozaja u drugi opisuje u odabranom koor-
dinatnom sustavu zakrivljenu ili pravu liniju koja se naziva
putanjom. Polozaj toCke na putanji odreden je orijentiranom
duZinom s obzirom na neki odabrani pol. Takav radijvektor
poloZaja funkcija je vremana te ima prirast po duljini i smjeru.
Taj prirast, podijeljen pripadnim vremenom, jest vektor brzine
tocke. Dijele¢i ukupni prirast vektora brzine pripadnim vre-
menom, dobiva se vektor ubrzanja toCke koji pokazuje kako
se mijenja brzina po iznosu i smjeru. Poznavanje vektora po-
loZaja, brzine i ubrzanja pojedinih tocaka tijela klju¢ni je pro-
blem kinematike. U nekim posebnim slucajevima dovoljno je
poznavati gibanje samo jedne tocke na tijelu, ili se dimenzije
tijela s obzirom na promatrani problem mogu zanemariti, pa
se tada poloZaj tijela poistovjeCuje s poloZajem to¢ke u pro-
storu.

Stoga se u kinematici, radi lakSeg razumijevanja, razlikuje
kinematika Cestice (materijalne tocke) i kinematika krutog tijela.
Prema obliku putanje kinematika Cestice razmatra pravocrtno i
krivocrtno gibanje. U kinematici tijela razlikuju se dva osnovna
nacina gibanja: translacija i rotacija. Kao posebni sluCajevi
gibanja tijela, koji su Cesti u tehnici, proucavaju se ravninsko
(ravansko) ili planarno gibanje, te sferno gibanje ili gibanje
oko nepomicne toCke. Sva gibanja krutog tijela mogu se za-
misliti sastavljena od osnovnih nalina gibanja. Tako su kompo-
nente ravninskog gibanja translacija i jedna rotacija, a sfernoga
tri rotacije. Opce gibanje tijela opisuje se radi jednostavnosti
pomodu translacije i sfernog gibanja (Chaslesov poucak). Gi-
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banja koja nastaju tako da se na osnovno gibanje prenosi
gibanje nekoga drugog tijela promatraju se kao sastavljena gi-
banja. Prijom se razlikuje relativno i prijenosno gibanje koje
rezultira apsolutnim. Da li se radi o takvom slaganju gibanja
ili o gibanju koje se zamislja sastavljeno od osnovnih nacina
gibanja, viSe je pitanje fizikalne slike, a manje principijelnog
pristupa.

U mehanici tijela promjenljivog oblika (v. Mehanika fluida;
v. Teorija elasticnosti) odreduje se takoder polozaj pojedinih
Cestica tijela u prostoru, bilo pri gibanju ili pri promjeni
oblika. Pri tom cCestice tijela mijenjaju medusobni poloZaj, Sto
se ne dogada s krutim tijelom, pa se kinematicke pojave tak-
vih tijela posebno proucavaju.

Kinematika Cestice
Pravocrtno gibanje. Ako pri gibanju Cestica opisuje pravu
crtu, njezina je putanja pravac, a gibanje se naziva pravo-
crtnim. PoloZaj Cestice najjednostavnije se odreduje pri takvu
gibanju udaljeno$¢u od proizvoljno odabranog pola na putanji.

N e f, « f Asf~ommomeoee

SI. 1 Gibanje Cestice po pravocrtnoj putanji. Put
s predstavlja udaljenost ¢estice od ishodista O (pol)

Ta udaljenost zove se put s Cestice (si. 1) koji se mijenja s
vremenom, a prema predznaku odreduje smjer gibanja na

pravcu.
Od pojma put, koji u mehanici u odredenom smislu zna¢i koordinatu po-
lozaja cestice, treba razlikovati pojam prijedeni put ili ukupni put, koji se

krace takoder naziva putom. Te dvije velicine ne moraju imati jednake iznose.
Tako ¢e npr. tijelo koje se iz ishodidta giba po pravcu u jednom smjeru
100 m, a zatim se po istom pravcu vrati 20 m, biti udaljeno od ishodista 80 m,
pa c¢e put u kinematickom smislu biti s = 80m, ali je prijedeni put 120 m.
Prijedeni put je velicina koja rjede dolazi u mehanici, pa za tu veli¢inu
nema dogovorenog naziva i znaka. O prijedenom putu ovisi npr. rad nekon-
zervativnih sila (v. Mehanika, Dinamika), kao $to su sile trenja, otpori gibanju
1 9.

Svakom trenutku t odgovara odredeni put s, kao mjera
udaljenosti od odabranog pola O. U intervalu vremena At
promijeni Cestica svoj poloZaj na putanji za razliku puta As.
Omjer puta As i intervala vremena At prema definiciji jednak
je srednjoj ili prosjecnoj brzini

koja ima jedinicu metar u sekundi (m/s). Sto je interval At
manji, priblizuje se vrijednost srednje brzine nekoj brzini v koja
odgovara trenutku t (trenutna brzina). U granicnom slucaju,
kada At tezi k nuli, prelazi kvocijent srednje brzine u deriva-
ciju puta po vremenu

Prema tome, brzina je u nekom trenutku vrijednost prve
derivacije puta po vremenu i u opéem je slu€aju funkcija
vremena. Osim osnovnih jedinica Medunarodnog sustava (SI),
za duljinu metar i za vrijeme sekunda, upotrebljavaju se u izvo-
denju jedinice za brzinu i neki viSekratnici metra i sekunde.
Tako se Cesto brzina izrazava u kilometrima na sat (km/h).
U pomorstvu se upotrebljava ¢vor kao jedinica brzine s kojom
se u jednom satu prevali jedna medunarodna morska milja
(1852m). Prema tome vrijedi da je ¢&vor = 1,852km/h =
= 0,514 m/s. Brzina nadzvu¢nih aviona izrazava se Machovim
brojem Ma, koji je omjer brzine aviona i brzine Sirenja zvuka
u zraku na morskoj razini. Tako brzina Ma = 1 odgovara
brzini od 1198,8 km/h, odnosno brzini zvuka u spomenutim
uvjetima koja iznosi 333 m/s.

Razlika brzina Av na kraju i na poCetku intervala vremena
At odreduje srednje ili prosjecno ubrzanje (akceleraciju) koje
je definirano kvocijentom
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Jedinica ubrzanja jest metar u sekundi na kvadrat (m/s2). Gra-
ni€nim prijelazom, gdje interval At teZzi k nuli, dobije se vri-
jednost ubrzanja a u trenutku t

a=- =i @)
Buduci da je brzina prva derivacija puta po vremenu, proizlazi
da je ubrzanje njegova druga derivacija
d2s
a=d?=s (5)

Uobicajeno je da se derivacija po parametru (ovdje vrijeme t)
oznaCuje tockom iznad veli€ine koju treba derivirati, tako da
vrijedi sljedeéa veza izmedu puta s, brzine v i ubrzanja a

a=v=s (6)
Ako su putibrzina istog predznaka, Cestica seudaljuje od po-

laznog pola0 naputanji ili u pozitivnom ilinegativnhom
smjeru.
Tablica 1
PRIMJERI NEKIH BRZINA
Brzina v
km/h km/s
Putnic¢ki automobil 140
Automobil, svjetski rekord (1970) 1014
Helikopter 150
Avion putnicki, elisni 400-600
Avion putnicki, turbomlazni 850
Avion pri polijetanju 150---300
Putni¢ki brodovi (15-*-20 ¢v) 30
Podmornica 30
Podmornica, nuklearna 60
Zec 60
Leopard 110
Delfin 70
Sabljarka 95
Jastreb 45
Orao 90
Prv_a koz_mlckzi b_rzma (navjmar_ua brzina sate- 28,44 - 103 79
lita pri kruzenju oko Zemlje)
Druga kozmitka brzina (najmanja brzina )
odvajanja od Zemlje) 40,32 - 103 12
Treca k“ozn’flcka bvrzma (najmanja brzina pri 60,12 - 103 167
napustanju Sunéeva sustava)
Pusano zrno 2520 0,7
Zvuk u zraku (0 °C, 101 325 Pa) 1,193 103 0,33146
Zvuk u vodi (25 °C) 5,39 - 103 1,497
Svjetlost u vakuumu 1,079-109 2997925
Zemlja na putanji oko Sunca 107,1 - 103 ~ 29,76

Tablica 2
PRIMJERI NEKIH UBRZANJA
Ubrzanje (od-
Predmet nosno usporenje)
m/s2
Tijelo pri slobodnom padanju na 981
Zemlju !
Automobil, putni¢ki na startu 0,5-2,5
Automobil, putni¢ki pri naglom ko- 5_7
cenju (usporenju)
Dizalo 0,9-1,6
Avion, putni¢ki pri slijetanju 15---2,5
Puscani metak u cijevi 72000
Kozmicki brod pri povratku na 30-40

Zemlju

Kad su brzina i ubrzanje istog predznaka, Cestica se ubr-
zava u jednom ili u drugom smijeru; iznos brzine se povecava.
U intervalima vremena u kojima brzina i ubrzanje imaju raz-
licite predznake smanjuje se iznos brzine, a-€estica se usporava.
Prema tome, ubrzanje (akceleracija) ubrzava ili usporava Cesticu.
Rjede se za usporavanje prva derivacija brzine naziva usporenje
(retardacija).
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Obrnutim postupkom mogu se iz zadanog ubrzanja odre-
diti brzina i put

irJéldf + Cj @

s =\vdt + C2, (8)

pri ¢emu se za odredivanje integracijskih konstanti C1 i C2
moraju poznavati brzina i put u nekom odredenom trenutku.
Obicno su to brzina i put na pocetku gibanja, pa se tada nazi-
vaju pocCetnim uvjetima. Radi preglednosti crtaju se put, brzina
i ubrzanje nekog gibanja u obliku dijagrama, u kojima se
prikazuje vremenska promjena tih triju veli¢ina. Ti osnovni
kinematicki dijagrami (si. 2) vezani su medusobno preko nagiba
tangente. Tako je vrijednost tangensa kuta $to ga €ini tangenta
na krivulju u dijagramu puta u nekom trenutku t s apscisnom
osi vrijednost brzine u istom trenutku u odredenom mijerilu.

SI. 2. Kinemati¢ki dijagrami: a ovisnost puta o
vremenu, dijagram s(t): h ovisnost brzine o vre-
menu, dijagram t2(r); ¢ ovisnost ubrzanja o vre-
menu, dijagram a(t). Tangens kuta nagiba tangente
na krivulju odgovara brzini u dijagramu s(t), a
ubrzanju u dijagramu v(t) u trenutku f

Slicno vrijedi za ubrzanje i dijagram brzine. PovrSina ispod
krivulje u dijagramu ubrzanja u intervalu t:— t2 odgovara
razlici brzina v2 i vI9 jer je
"2 - = Jfldr. ©)
Analogno vrijedi i za dijagram brzine i za putove u trenucima
i t2:
h
s2-s 1= \vdt.
ii
U slozZenijim slucajevima odreduju se kinematicki dijagrami gra-
fickim deriviranjem i grafiCkim integriranjem.

(10)

Jednoliko promjenljivo gibanje poseban je slu¢aj opcega
pravocrtnog gibanja. Pri takvu gibanju ubrzanje ima stalnu
vrijednost koje ako se uzastopno integrira daje promjenu brzine
i puta. Uz pretpostavku da se tocka na pocetku gibanja (t = 0)
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nalazila na udaljenosti sO °d pola 0, te da je u tom trenutku
imala brzinu vO, dobiju se integriranjem ubrzanja zakoni puta
i brzine koji glase:

s —a— + VOt + s0, (V)

(12)

Ako su vO0 i sO pozitivne veliCine, te ako je ubrzanje veée od
nule, Cestica se udaljuje od ishodista 0, brzina se u jednakim
vremenskim razmacima povecava za isti iznos, a gibanje je jed-
noliko ubrzano (si. 3). Kad je ubrzanje negativno, brzina u
prvom dijelu gibanja jednoliko opada, te se u nekom trenutku
Cestica zaustavlja i nastavlja gibanje u suprotnom smjeru, po-
veéavajuci brzinu jednoliko. Cestica se uz takvo ubrzanje do
zaustavljanja usporavala putuju¢i do mjesta koje je najudalje-
nije od ishodista. U tom razdoblju Cestica se gibala jednoliko
usporeno (si. 4). Nakon promjene smjera gibanja, Cestica se ubr-
zava, prode ishodiStem i putuje u negativhom smjeru, pa je
taj drugi dio gibanja jednoliko ubrzavanje.

at +v0, a= const.

SI. 3. Kinematic¢ki dijagrami
jednoliko promjenljivog gi-
banja s pozitivnim ubrzanjem
i pozitivnim pocetnim uvje-
tima s0 za put i vO za brzinu.
£estica se na putanji udaljuje
od ishodista 0 povecavajuci
jednoliko brzinu, pa je gi-
banje na svakom dijelu pu-
tanje jednoliko ubrzano

SI. 4. Kinemati¢ki dijagrami
jednoliko promjenljivog gi-
banja s negativnim ubrzanjem
i pozitivnim pocetnim uvje-
tima sO za put i i'0 za brzinu.
U vremenskom intervalu t =
=0dot= Cestica se uda-
ljuje od ishodista jednoliko
usporeno. Na mjestu s = smax
Cestica se zaustavlja, odakle
se vraca jednoliko ubrzano k
ishodistu i dalje prema nega-
tivnoj strani putanje

Jednoliko gibanje znaci da se brzina ne mijenja, ubrzanje je
jednako nuli, aput sejednoliko povecava ilismanjuje, Sto

ovisi  opredznakubrzine vO i opocetnom poloZaju sO na
putanji. Tada vrijede sljedeéi izrazi (za a = 0):

s = vOt + s0, (13)

v = V0. 14)

U posebnu grupu svrstani su u kinematici zadaci u kojima
put, brzina i ubrzanje nisu izravne funkcije vremena, ve¢ je
zadana njihova uzajamna zavisnost. Tako su Cesto brzina i ubr-
zanje funkcije puta (npr. dijagrami voznje gdje se Zeli pokazati
kolika je brzina na pojedinim dijelovima puta) ili je ubrzanje
funkcija brzine. Rjede se javljaju ostale zavisnosti i mjeSovite
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zavisnosti u kojima jedna od kinemati¢kih veli¢ina zavisi od
preostalih dviju ili se osim njih javlja joS i vrijeme kao vari-
jabla. Obi¢no takve zavisnosti slijede iz dinamickih jednadZbi
gibanja (v. Mehanika, Dinamika). Tada nije moguce iz jedne
kinematiCke veliine dobiti preostale dvije neposredno derivi-
ranjem ili integriranjem po vremenu, ve¢ se takve jednadzbe
prije rjeSavanja preureduju ili se primjenjuju uobi€ajeni postupci
za rjeSavanje diferencijalnih jednadzbi.
Kad je brzina funkcija puta, v = v(s\ izraCunava se u prvom
koraku vrijeme t
<gh1\ = ds (15)
O, c3= e, (16)
Ako je moguca inverzija, odreduje se put s prema vremenu f,
te dalje deriviranjem v i a, ¢ime je kinematicki zadatak rije-
Sen. Kad inverzija nije moguca, zadatak se rjeSava graficki.

SI. 5. Graficko odredivanje ubrzanja a iz dijagrama r(s) zas-

niva se na odredivanju subnormale u nekoj to¢ki dijagrama.

S mijerilom Ls za apscisnu i Lv za ordinatnu os vrijedi da je
a = (L?/Ls)vtana, gdje je rtana duljina subnormale

1z dijagrama v(s) moze se graficki, ako je potrebno, odrediti
i dijagram ubrzanja kao funkcija puta (si. 5). 1z poznate zavi-

snosti ubrzanja i puta a = a(s) odreduju se analiticki izrazi
za osnovne kinematicke dijagrame pomocu relacije
ads —vdv. 7

Ako se uvrsti u lijevu stranu zadana zavisnost a(s), mogu se obje
strane integrirati, iz Cega slijedi brzina kao funkcija puta v(s),
te daljes(t), v(t) ia(t). Treba li iz analitickog izraza a = a{v)
odrediti put, brzinu iubrzanje kao funkcijevremena,tada se
prvo izrauna vrijeme f:

- 18

) = 5 (18)

t= YV rca—q (19)
a(v)

iz Cega slijedi v(t), te dalje deriviranjem i integriranjem s(t)
i a(t).

Jednostavno harmonijsko gibanje takvo je pravocrtno gibanje
pri kojem je ubrzanje proporcionalno s putom i uvijek mu je
suprotno usmjereno. Takvo gibanje Cesto se javlja u tehnickoj
praksi (npr. neka oscilatorna gibanja, gibanje noza blanjalice,
mehanicko sito), a definirano je izrazom

a— —0jl2s.
tog gibanja oo je realan broj, vedi od

(20)

Prema definiciji nule,

pa seintegriranjem ubrzanja kao funkcije puta dobijuzakoni
puta, brzine i ubrzanja u obliku:
s = Acos((Dt —a), (21)
v=8= —Acosin(cot —a), (22)

a=s= —Aco2cos(cot —a), (23)
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gdje su A i a integracijske konstante koje se izraunavaju iz
poznatog poloZaja Cestice na putanji i njezine brzine u nekom
trenutku t (si. 6). Uz zadane uvjete sO i vO na pocetku gibanja
(t=0), te uz zadani co, konstante A i a bit ce:

\0

So + (24)

\a

cos

arctan (25)

SI. 6. Kinemati¢ki dijagrami harmonijskog gibanja s po¢etnom
fazom a i periodom T=2n/w. Maksimalni put odgovara
amplitudi A, u kojem je poloZzaju i ubrzanje Aco2 maksi-
malno i suprotno usmjereno putu. Pri prolazu Cestice kroz
nulti polozaj (s =0, &= 0) brzina je maksimalna i iznosi AQ

Kad je cos(cot —a) = + 1, Sto odgovara vremenima t = (nn +
+ a)lcouz n —0,1,2,..., nalazi se Cestica u polozajima s = + A,
najudaljenijim od ishodiSta O, pa je to vrijednost maksimalnog
puta. Stoga se A zove amplituda harmonijskog gibanja. U tre-
nucima t=t0+ 2/itt/co, v «=0,12,..., Cestica se ponovno
nalazi na istom mjestu gdje se nalazila u trenutku f0, nakon
$to je obavila puni ciklus gibanja. Razlika medu tim vreme-
nima 7 = 2 rcleo zove se perioda, a recipro¢na vrijednost periode
/ = 1/T= cd2ti frekvencija harmonijskog gibanja. Frekvencija
ima. jedinicu herc u zna€enju recipro€ne sekunde (Hz = s_1),
a pokazuje koliko puta u sekundi prijede Cestica puni ciklus.
Veliina o zove se kruzna frekvencija, s jedinicom radijan u
sekundi (rad/s).

SI. 7. Gibanje <¢estice po kruznici

konstantnom brzinom v sastavljeno

je od dvaju jednostavnih harmo-

nijskih gibanja x = Rcosot i y =

= Rsinot, s amplitudom R i kruz-
nom frekvencijom co = Vv/R

Harmonijsko gibanje osnovni je element mnogih periodickih
procesa u tehnici (si. 7). Vecina periodickih gibanja sastavljena
su od harmonijskih gibanja, pa se mogu analizirati proma-
tranjem svake od ovih komponenata, ¢ime se bavi harmonijska
analiza.

Krivocrtno gibanje. Polozaj tocke na putanji opisuje se pri
takvu gibanju radijvektorom r koji je funkcija vremena t U
nekom kona¢nom vremenu At tocka promijeni poloZaj na pu-
tanji (si. 8), Cime se i vektor r promijenio za vektorsku veli-
¢inu Ar. Srednja ili prosje€na brzina odredena je umnoSkom
vektora Ar i reciproCne vrijednosti pripadnog vremena At:

'S
Sto je novi vektor koji se poklapa po smjeru s vektorom Af.

Grani¢na vrijednost srednje brzine, kad At tezi k nuli, daje
vektor trenutne brzine ili kraée brzinu V

(26)

d=li ir--d—r—r (27)
T Afo At dt

a dobije se kao derivacija vektora r po vremenu t. Vektor
brzine V lezi na pravcu tangente na putanju u toCki koja odgo-
vara njenom poloZaju u trenutku i, Sto slijedi iz definicije
tangente (v. Diferencijalna geometrija, TE 3, str. 256). Bez obzira
na to giba li se tocka s konstantnim iznosom brzine ili ne,
postoji pri krivocrtnom gibanju uvijek prirast vektora brzine.

brzine i's i V pri krivocrtnom gibanju to¢ke (a)
i konac¢ni prirast Av vektora brzine (b)

U kona¢nom vremenskom intervalu At odgovara tom prirastu
vektor Av, koji odreduje srednje ili prosje¢no ubrzanje

Av

At

Granicnim prijelazom, kad interval vremena tezi k nuli, dobije
se vektor trenutnog ubrzanja
d= tim A0 -
Af-»0 Al dt
koji je prva derivacija vektora brzine po vremenu ili druga
derivacija vektora polozaja r

d=V=r. (30)

Pri pravocrtnom gibanju, kad se poCetak vektora r odabere na
putanji, prelazi ova jednakost u izraz (6). Smjer vektora ubrzanja
uvijek je takav da Siljak vektora ubrzanja lezi na konkavnoj
strani putanje.

a= (28)

(29)

SI. 9. Putanja, velocida i hodograf brzina. Paralela s tangentom na velocidu
i pravac ubrzanja (tangenta na hodograf brzina) ¢&ine s vektorom brzine
trokut u kojem jedna stranica daje vektor ubrzanja

Prva derivacija ubrzanja po vremenu daje ubrzanje drugog
reda ili trzaj (tfh = b = ?), koje se upotrebljava u kinematici
Stapnih mehanizama i u dinamickoj analizi vozila. Sva-
kom trenutku t odgovara odredeni radijvektor polozaja r,
vektor brzine v i vektor ubrzanja a (si. 9). Kod graficke pre-
dodzbe Siljci svih vektora brzina u pojedinim to€kama putanje
leZze na krivulji koja se zove velocida. Vektori brzina, preneseni
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paralelno u zajednicki pocetak, odreduju svojim Siljcima Kri-
vulju koja se zove hodograf brzina kojega su tangente pravci
pripadnih vektora ubrzanja. Svi Siljci vektora ubrzanja, pomak-
nutih paralelno u zajednicki pocetak, opisuju hodograf ubrzanja.
Kad je putanja krivulja u ravnini, moze se graficki pomocu
vektora brzine odrediti vektor ubrzanja, crtajuéi iznad vektora
brzine trokut kojemu su preostale dvije stranice paralelne s
tangentom na velocidu i s tangentom na hodograf brzina. Stra-
nica trokuta paralelna s tangentom na hodograf brzina pred-
stavlja vektor ubrzanja.

SI. 10. Hodograf brzina za kosi hitac, uz zanemarenje

zraka, jest pravac paralelan s ubrzanjem

otpora

Prikazivanje elemenata gibanja. Za prakti¢no izraCunavanje
vektora brzine i ubrzanja prikazuje se vektor r u razlicitim
koordinatnim sustavima, ve¢ prema tome koji je pogodniji za
promatrano gibanje.

Descartesov koordinatni sustav. U Descartesovu koordinat-
nom sustavu (si. 11), u kojem smjerove osi X, y, z odreduju
jedini€ni vektori 7,7 i k, odreden je polozaj Cestice koordina-
tama x =x(t),y = y(t) i z= z(f), koje su ujedno parametarske
jednadzbeputanje,gdje je parametar t vrijeme. Eliminacijom
parametra t prikazuje se putanja i pomocu dviju jednadzbi
u obliku F1(x%%) =0, F2(x,y,z) = 0. Vektor r ima kompo-
nente

r=xi+yj+ zk, (31)

a kako 7,j i k pripadaju nepomicnim osima, bit ¢e brzina
V=r i ubrzanje d =f:
U=xi + yj + z£, (32)
d=xl+y]+zk. (33)

SI. U. Prikaz gibanja ¢estice u pravokutnom (Descartesovu) koordinatnom
sustavu

Apsolutni iznos i smjer vektora brzine odreduje se iz kom-
ponenata vx= X, VW= yi vz=Z pa je

v= \/v2+Vv2+ v2=j/x2+ y2+ z2, (34)
cosa,, = —, (35)
v
cosft, = ™, (36)
gdje su a, i fiv kutovi koje pravac vektora brzine zatvara s
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osima x i y. Kut yv prema osi z odreduje se iz uvjeta da je
cos2™ + cos2/?,+ cos2yy= 1 Slicno vrijedi i za ubrzanje:

a=Ja2+ a2+ a2=1]1/x2+ y2+ 72, 37)
cosafl = —, 38
a (38)
cospa = — . (39
a

Kad se cestica giba u ravnini, dovoljne su samo dvije koordi-
nate za prikazivanje gibanja (npr. x i y), a vektori brzine i
ubrzanja imaju tada samo po dvije komponente.

Cilindri¢ni koordinatni sustav. U cilindricnom koordinatnom
sustavu odreduje se poloZaj Cestice dvjema duzinama i jednim
kutom (si. 12). Tri medusobno okomite osi nose oznake 5]
(radijalna i cirkularna os) i z. Koordinate poloZzaja funkcije su
vremena q = g(t), @ = (pt) i z = z(f), a jedini¢ni vektori eg i
zbog promjene smjera u prostoru u toku gibanja, imaju pri-
raste po smjeru, te prema tome i derivacije po vremenu. Jedi-
nicni vektor k ne mijenja smjer, pa su mu derivacije po vre-
menu jednake nuli. Vektor polozZaja Cestice sastoji se od dviju
komponenata

r=ge& z. (40)

SI. 12. Prikaz gibanja ¢estice u cilindricnom ko-
ordinatnom sustavu, kojem je radi usporedbe
docrtan i sustav x,y,z

Deriviranjem po vremenu dobije se vektor brzine s komponen-
tama

v=r=veee+ w20+ Vi, (41)

gdje je
've= q, (42)
w = Qp, (43)
tV= 2z (44)

Komponente su ubrzanja

3 =r=aeee+ avev+ azk, (45)

gdje je
ae = e-e<i>2 (46)
ap= ed>+ 25P, 47
=2 (48)

Pri uzastopnom deriviranju vektora r deriviraju se jedinicni
vektori ee i prema pravilu daje =< i = —<fQ0 Iz
komponenata izraCunavaju se apsolutni iznosi brzine i ubrzanja
te njihovi smjerovi prema postupku za vektore. Za gibanje
Cestice u ravnini dovoljne su za opisivanje gibanja samo dvije

koordinateq i o Vektor r poklapa se tada s radijalnim
pravcem qte se za radijalni pravac upotrebljava oznaka r.
Radijalnaos r i cirkularna <p tvore tada polarni  koordinatni

sustav (sL 13). Vektori brzine i ubrzanja glase

U=r=vrer+ w? (49)
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a = T—arer + avev, (50)
a komponente se izraCunavaju prema izrazima:
vr=r (51)
V9 = rep (52)
ar= f —rep2 (53)
av = rep + 2'rcp. (54)

SI. 13. Prikaz gibanja u polarnom koordinatnom
sustavu

Sferni koordinatni sustav. PoloZaj Cestice u sfernom koordi-
natnomsustavu (si. 14) odreden je jednomduzinom i s dva
kuta, Cemupripadaju koordinate r —r(t), (@ =cp®) i 9= 9(b).
Pripadni jedini¢ni vektori er, ev i e\ odreduju smjerove radijalne
osi / i dviju cirkularnih osi, @ i 9. Vektori brzine i ubrzanja
imaju sljedece komponente:

(35)
(56)
Komponente se odreduju pomoc¢u koordinata r, @i @i nji-

hovih derivacija po vremenu. Komponente brzine izracunavaju
se prema izrazima:

vV = vrer + vAt9 +
a = arer+ a”e” + a9w.

vr=r (67)
V= ripcos 9 (58)
vs =19 (59)

SI. 14. Prikaz gibanja u sfernom koordinatnom

sustavu, kojemu je radi usporedbe docrtan i sustav

X, y.z
Za komponente ubrzanja vrijedi da je
ar=r —v&2 —rip2cos2# (60)
cos5 d .

. m(/’?(p) —2rep Ssin 9 (61)
a9= — - (*9) + rip sin9cos 9. (62)

Ako je u toku cijelog gibanja 9 = 0, Cestica se giba u ravnini
rep, pa su svi izrazi za brzinu i ubrzanje identicni onima u
polarnom koordinatnom sustavu.
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Transformacija koordinata. Izmedu komponenata vektora br-
zine iubrzanja u Descartesovu, cilindricnom i sfernom koor-
dinatnomsustavu postoje veze pomocu kojihsekomponente iz
jednog sustava mogu transformirati u pripadne komponente u
drugome koordinatnom sustavu. 1z komponenata brzine vx i vy
odreduju se komponente vQ i v9 cilindricnog koordinatnog
sustava prema izrazima (komponenta vz ostaje nepromijenjena):

VC —VXcos (p + vysin (p (63)
Vf = —uvxsmep + vycos(p. (64)

Ti izrazi, prilagodeni matricnom nacinu izraZzavanja, ako se
uzme u obzir i komponenta vA glase:

\v* ] 005</> sini/)
)W = —Sin<p  coscp (65)
uz1i 0 0
ili kraCe pisano, uvodenjem oznaka {vO&z i { za vektore
brzina i [7*] za matricu transformacije:
K.} =1TJI{vxyz}. (66)

Obrnuto, iz komponenata Q,cp,z prelazi se u komponente x,y,z
pomocu izraza:

Ry} = ITl 1{ve(d, (67)
gdje je [~]_1 inverzna matrica s ¢lanovima:
s> —sin<p
sin(/) a5 ®3)
0 0

Iz cilindriénih komponenata ve i vz prelazi se u sferne vr i vs
pomocu izraza (komponenta v* ostaje nepromijenjena):

vr = vecos9 + vzs\n 9 (69)
V= —v sin 9% (70)

v oy v . v o= .
§to u matricnom nacinu izrazavanja, ako se uzme i komponenta
V\9 glasi

VZC0s9,

lvr\ cos9 0 | sinb .1
& = 1| 0 L (71)
UsJ .—sin9: 0 | cos9 D J

odnosno

? - T wpq)d—l (72)

Prjjelaz iz koordinata r,cp,z u cilindri¢ni sustav £<>z od-
reden je matricnom jednadZbom

\vppd) QT TIM (73)
u kojoj je matrica [T& 1 oblika:
[cost9 0 .—sin#
[TJ-'= 0 1 0 (74)
[sihn9 O cos 9

Ako se iz poznatih komponenata vx,vy,vz Descartesova koordi-
natnog sustava odreduju komponente vAvAvA u cilindricnom
koordinatnom sustavu, transformira se pomocu izraza:

{%s! = [T [TJ {wyz} (75)
Umnozak matrica transformacije daje novu matricu s ¢lanovima

cos 9cos@  cos5sing  sin9

-sin cos (p 0
—sin.9cos@ —sin®sin@® cos9

Komponente ubrzanja transformiraju se na potpuno jednak
nacin, pa se u svim jednadzbama za transformaciju moze
oznaka v zamijeniti oznakom a za ubrzanje.

Prirodne komponente. Prikazivanje ubrzanja preko pri-
rodnih komponenata Cesto se primjenjuje u mehanici, a napose
pri prinudnom gibanju Cestice. Takav je nacin prikazivanja
zoran, jer svaka komponenta ubrzanja dobiva odreden fizikalni
smisao. Svakoj tocki putanje pripadaju tri karakteristi¢na
pravca: tangenta, glavna normala i binormala. Ta tri medu-
sobno okomita pravca tvore prirodni trobrid, a smjerovi im

[7s]ITy>]= (76)
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u prostoru ovise o prirodi, odnosno o obliku putanje. Iz
definicije vektora brzine proizlazi da se smjer brzine poklapa
sa smjerom tangente. Vektor ubrzanja, bez obzira da li se radi
0 gibanju cestice u ravnini ili prostoru, lezi uvijek u ravnini
koju tvore tangenta T i glavna normalna N (oskulatorna rav-
nina), pa prema tome ima dvije komponente: tangencijalnu
aT i normalnu as. Stoga se za prikazivanje brzine i ubrzanja
pomocu prirodnih komponenata upotrebljavaju pravci tangente
1glavne normale kao osi prirodnoga koordinatnog sustava (si.
15) s jedini€nim vektorima T i Pozitivan smjer osi T
bira se po volji, dok je pozitivan smjer osi N onaj koji gleda
prema srediStu zakrivljenosti S, odnosno prema konkavnoj strani
putanje. Takav koordinatni sustav vezan je uz Cesticu koja se
giba po putanji, a njegova je primjena moguca kad je putanja
poznata i kad je poloZaj Cestice na putanji odreden duljinom
luka putanje s obzirom na neko pocetno stanje. Ta duljina
luka funkcija je vremena

7

i, osim poznatog geometrijskog oblika putanje, temelj je za
odredivanje vektora brzina i ubrzanja.

Sl. 15. Prirodne koordinatne osi i prirodne kom-
ponente ubrzanja, a, tangencijalna komponenta,
aN normalna komponenta

Beskonacno mali prirast radijvektora f jednak je po apso-
lutnom iznosu prirastu luka s, tako da je df = dseT. Tada je
vektor brzine

ar T (78)
Vet seT,
koji, ako se derivira po vremenu, daje vektor Ubrzanja
(79)

+ ~R™N
Pri tom se deriviranju primjenjuje za jedini¢ni vektor tT
pravilo da je er :"R—eN. R je polumjer zakrivljenosti putanje

na onom mjestu gdje se Cestica nalazila u trenutku t. Tangen-
cijalna komponenta ubrzanja aT—s = v pokazuje kako se mi-
jenja brzina po apsolutnom iznosu. Ako su predznaci prve i
druge derivacije luka po vremenu jednaki, Cestica se giba ubr-
zano u pozitivnom ili negativnom smislu gibanja po putanji.
Taj smisao odreduje smjer tangencijalne osi. Kad su predznaci
prve i drUge derivacije luka razli€iti, Cestica se usporava. Nor-

. §2 v2 .
malna komponenta ubrzanja aN= N = " utjeCe na promjenu

smjera vektora brzine; uvijek je pozitivna i prema tome usmje-
rena prema srediStu zakrivljenosti putanje. Ako je brzina po
iznosu konstantna, bit ¢e tangencijalna komponenta ubrzanja
jednaka nuli, dok je normalna komponenta razliita od nule.
Normalna komponenta ubrzanja moZe biti jednaka nuli samo
na mjestima gdje je polumjer zakrivljenosti putanje beskonacan.
To je na mjestima infleksije putanje ili pri pravocrtnom gibanju.
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Kruzno gibanje Cestice poseban je slu¢aj krivocrtnog gibanja.
Putanja je kruznica, pa prema tome, kako se mijenja brzina,
gibanje moZe biti promjenljivo (uz cT bilo kakva funkcija vre-
mena), jednoliko promjenljivo (aT = const.) i jednoliko (ar = 0).

Hodograf
ubrzanja

SI. 16. Prikaz jednolikog gibanja ¢estica po kruZnici gdje su iznosi brzine
i ubrzanja konstantni, a putanja, h hodograf brzina, ¢ hodograf ubrzanja

Pri jednolikom gibanju iznos je brzine konstantan, a ubrzanje
ima samo normalnu komponentu koja je takoder konstantna
po iznosu (si. 16).

Sektorska brzina. Pri gibanju Cestice ocrtava vektor polozaja
f povrSinu A, koja je geometrijsko mjesto poloZaja svih vektora
r unutar nekog perioda vremena At (si. 17). Brzina kojom se
stvara ta povrSina odredena je vektorskim umnoSkom

(80)

koja ima dimenziju m2s i naziva se sektorskom brzinom. SluZi
za proucavanje sredisnjih gibanja, a uveo ju je J. Kepler proma-
trajuéi gibanje planeta (V. Astronautika, TE 1, str. 428). Kad su
putanje u ravnini, sektorska brzina je vektor okomit na rav-

Sl. 17. Vektor sektorske brzine S = 2? x ? okomit
je na ravninu 3§to je tvore vektori r i t© a
znati brzinu kojom vektor r ocrtava povrdinu A

ninu putanje koji ima prirast samo po iznosu. Tada je S di-
rektna mjera promjene povrSine A u jedinici vremena:

dA 1 .
= —= —rvsina,

a2 @l

gdje je a kut Sto ga Cine vektori r i D Pri gibanjima koja
se opisuju u polarnom koordinatnom sustavu i;sina odgovara
cirkularnoj komponenti brzine v* —rep, pa je iznos sektorske
brzine odreden izrazom

S=i-rv. (82)

Prva derivacija vektora S po vremenu daje sektorsko ubrzanje

S =—r x a, koje za proucavanje gibanja nema veceg znacenja.

Kinematika krutog tijela

PoloZaj krutog tijela u prostoru odredenje sa Sest podataka,
Sest koordinata poloZaja. To je najmanji broj potrebnih poda-



30 MEHANIKA, KINEMATIKA

taka kojim se moze jednoznatno opisati opée gibanje tijela u
prostoru, a prema definiciji taj broj odgovara broju stupnjeva
slobode gibanja slobodnog krutog tijela. Kako u krutom tijelu,
ne ulaze¢i u mikrostrukturu, pojedine Cestice ne mijenjaju medu-
sobni polozaj, to je uz zadani geometrijski oblik tijela s ovih
Sest podataka odreden i polozaj svih Cestica tijela, pa prema
tome i njihovo gibanje.

Sl. 18. Nepomi¢ni koordinatni sustav x,y,z i pomi¢ni koordi-
natni sustav vezan uz tijelo §rj,C pomocu kojih se opisuje
gibanje slobodnog krutog tijela. Koordinatni sustav X, Y,Z
vezan je uz tijelo, a za promjene kuta ¢ predstavlja nepo-
mi¢an sustav. Koordinate x,y,z totke A i Eulerovi kutovi
ip,(p,9 odreduju poloZaj tijela s obzirom na nepomitni sustav

Kad se opisuje gibanje slobodnoga krutog tijela, primje-
njuju se dva koordinatna sustava, od kojih se jedan odabire
kao nepomiéni, a drugi se vezuje uz tijelo (si. 18). PoloZaj tijela
je potpuno odreden ako su u svakom trenutku poznate koor-
dinate poloZaja x,y,z jedne toCke tijela i orijentacija osi
pomi¢noga koordinatnog sustava vezanoga uz tijelo. Orijen-
tacija tih osi odreduje se preko kutova \p, (p i 9 (Eulerovi
kutovi), od kojih je tp kut precesije, e kut rotacije i 9 kut
nutacije. Ravnina x'y' polozZena paralelno ravnini xy kroz isho-
diste A koordinatnog sustava £>/,£ ima presjeCnicu s ravninom

u nodalnoj ili ¢vornoj liniji n. Kut ip pokazuje otklon
nodalne linije od pomoéne osi x\ kut e odreduje orijentaciju
osi £.s obzirom na nodalnu liniju, dok kut > predstavlja
otklon osi f s obzirom na pomoénu os z\ Koordinate
X,y,z i kutovi \p,(p,$ predstavljaju Sest medusobno nezavisnih
veli¢ina i, u opéem slucaju gibanja krutog tijela, funkcije su
vremena. Neka gibanja jednostavnije se opisuju u koordinatnom
sustavu X,Y,Z u kojemu se os X poklapa s nodalnom linijim,
0s Z je identicna s osi f, a os Y leZi u ravnini £1.

U tehnickoj praksi dijelovi strojeva i mehani¢kih konstruk-
cija ili sustavi medusobno povezanih tijela (mehanizmi) gibaju
se kao vezana ili neslobodna tijela. Da bi se ostvarilo Zeljeno
gibanje nekog elementa stroja ili mehanizma, izvode se veze s
ostalim tijelima u sustavu (kinematicke veze) koje ogranicuju
mogucnost gibanja elementa. Tada se broj potrebnih koordinata

SI. 19. Pravocrtna (a) i krivocrtna (b) translacija

za odredivanje poloZaja tijela smanjuje, a tijelo ima manje stup-
njeva slobode gibanja.

Translacija krutog tijela. Ako za vrijeme gibanja ostaju
kutovi \p, (p i 9 nepromijenjeni, tijelo ¢e se gibati tako da
bilo koji pravac na tijelu ostaje paralelan svome prvobitnom
polozaju. Takvo gibanje naziva se translacijom. Sve tocke na
tijelu opisuju sukladne putanje i gibaju se medusobno jednakim
brzinama i ubrzanjima. Prema obliku putanja tocaka razlikuje
se krivocrtna i pravocrtna translacija (si. 19 i 20). Pri takvu
gibanju dovoljno je odrediti gibanje jedne toCke tijela, pa se,
prema tome, kinematika translacije tijela svodi na kinematiku
Cestice.

b

SI. 20. Krivocrtna translacija Stapa ostvaruje se paralelnim
ovjeSenjem na jednakim krakovima OxA i 02B

Rotacija oko nepomicne osi. Sve tocke tijela pri rotaciji
oko nepomicne osi opisuju kruzZne putanje sa srediStem na
istom pravcu koji se zove os rotacije. Pri tom su putanje
koncentricne kruznice ili leze u medusobno paralelnim ravni-
nama (si. 21). Mnogi se dijelovi mehanizama i strojeva tako
gibaju (rotori motora, rucice mehanizama, zup€anici), pa je to
jedno od najcedcih gibanja u tehnici. 1z definicije tog gibanja
proizlazi da os rotacije ne mora neizbjezno prolaziti kroz tijelo
(si. 22) a da se ipak radi o rotaciji oko nepomicne osi.

Za odredivanje poloZaja tijela pri takvu gibanju dovoljna je
jedna koordinata. To je kut Sto ga bilo koji pravac vezan uz
tijelo i okomit na os rotacije zatvara s pocetnim poloZajem
(si. 23). Taj je' kut funkcija vremena e = cp(t) i u konatnom
intervalu At ima konacni prirast Aegp Taj prirast, podijeljen
intervalom vremena, daje prosjecnu ili srednju kutnu brzinu

SI. 21. Rotacija tijela oko nepomicne
osi. Putanje to¢aka tijela su ili koncen-
tricne kruZnice (A i B) ili leze u pa-
ralelnim ravninama (C). Sredista su
svih kruznih putanja na osi rotacije

SI. 22. Rotacija i kruzna translacija ilustrirane cetirma uzastop-
nim polozajima trokuta: a pri rotaciji oko osi koja prolazi kroz
totku 0 i okomita je na ravninu slike kruZne putanje svih
tocaka su koncentri¢ne: D pri kruznoj translaciji to¢ke trokuta
opisuju kruznice koje nemaju zajedni¢kog srediSta
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At (63)
koja ima dimenziju radijan u sekundi (rad/s) ili reciprocna

sekunda (s-1). Prirast kuta u beskona¢no malom intervalu vre-
mena daje trenutnu kutnu brzinu

. Ap a0
w=Ilm— =— =

Ao At T Tdt
Kao mjera brzine kojom tijelo rotira sluzi i veli¢ina koja
pokazuje koliko punih okretaja (2n radijana) ucini tijelo u mi-
nuti (tzv: brzina vrtnje). Vezu izmedu tog broja okretaja n u
minuti i kutne brzine co u radijanima u sekundi daje formula

9. (84)
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Tablica 3
PRIMJERI NEKIH BRZINA VRTNJE | KUTNIH BRZINA

Brzina vrtnje n Kutna brzina oj

Predmet min'l rads~ 1
Radilica automobilskog motora 2500 6000 262- <628
Elisa aviona 1200 1500 126 157
Turbina turbomlaznih aviona 12200 18000 1257- 1885
Rotor helikoptera 250 400 26 42 *
Rotor velike vodne turbine 60 125 6,3:- +125
Rotor vece parne turbine 3000 314
Rotor asinhronog elektromotora 600: 750: 63: 79:
snage do 100kW 1000: 1500: 105: 157: 314
3000
Rotor ultracentrifuge /100000 N 10472
Zubarsko svrdlo (turbinski pogon) 350000 36652
Gramofonska plo¢a 33,3: 45: 78 3,5: 4,7: 8,2
Zemlja oko svoje osi 0,0006944 0,00007272

SI. 23. Kut (p, kutna brzina w i kutno

ubrzanje e pri rotaciji tijela oko nepo-

micne osi. Brzina V i komponente

ubrzanja ciT i ¢ N neke tocke tijela leze

u ravnini okomitoj na os rotacije (rav-
nina putanje)

Promjena kutne brzine u kona¢nom intervalu vremena od-
reduje prosjecno ili srednje kutno ubrzanje
Aw
At”’
kojemu je dimenzija radijan u sekundi na kvadrat (rad/s2),
odnosno recipro¢na sekunda na kvadrat (s-2). Grani¢nim pri-

jelazom na beskonac¢no mali interval vremena dobije se trenutno
kutno ubrzanje

(86)

. Aw  da;
lim— = —=w

u-*o At dt
Veza izmedu kuta @ kutne brzine oj i kutnog ubrzanja s od-
redena je, prema tome? izrazom

E=o = (88)

pa postoji potpuna analogija izmedu tih veliina te puta, brzine
i ubrzanja pri pravocrtnom gibanju [v. (6)].

@7
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Svakoj tocki tijela odgovara kruzna putanja odredenog
polumjera R, koji ujedno predstavlja udaljenosttockeod osi

rotacije. Luk s koji toCka prijede po putanji uvremenu r izra-
Cunava se iz kuta @ prema izrazu
s = Rcp, (89)
tako da je iznos vektora brzine
v=Rep = Raqj. (90)

Ubrzanje je odredeno s dvije prirodne komponente, od kojih
je tangencijalna

Rm= Rg (91)
a normalna komponenta
aN= — = Rco2. (92)
Apsolutni je iznos vektora ubrzanja
a=R]/e2+ ool (93)

Kutnoj brzini i ubrzanju moZe se dati i vektorski smisao.
Buduéi da je os rotacije nepomitna, vektori of i e leze na
osi rotacije, imaju priraste samo po iznosu, a vezani su preko
prve derivacije po vremenu: s = oj. Smjer vektora (5 odreden
je smislom rotacije tijela prema pravilu o gibanju desnog vijka.
Kad se smjer vektora qj poklapa sa smjerom vektora e, gibanje
je ubrzano. Ako su smjerovi suprotni, rotacija se usporava.

Radijvektor f s poCetkom u nepomicnoj tocki O (npr. na
osi rotacije), koji odreduje polozaj neke toCke tijela u prostoru,
vektorski pomnozen s lijeva s kutnom brzinom, daje vektorski
izraz za brzinu toCke (Eulerova formula):

v=oax f (94)
Deriviranjem tog izraza po vremenu dobije se vektor ubrzanja
a=sxf+o x(@E5xr), (95)

kojemu je e x r tangencijalna komponenta, a od x (0j x r) nor-
malna komponenta ubrzanja. Izrazi za apsolutne iznose vektora
brzine i komponente vektora ubrzanja odgovaraju izrazima (90)
do (92), jer je v= ojrsino¢ = 0jR; aT=ersina=sR i ay=
= a;2rsin900sina = 0j2R.

Ravninsko (planarno) gibanje tijela. U takvu se gibanju sve
toCke tijela gibaju u istim ili u medusobno paralelnim ravni-
nama. Pri tom je dovoljno poznavati gibanje bilo kojeg presjeka
tijela s ravninom u kojoj se taj presjek giba (referentna ravnina).

SI. 24. Ravninsko gibanje. 1z polozaja AB dolazi
presjek tijela u polozaj A B’ translacijom s to¢kom
A (krivulje /) i rotacijom oko A' za kut < ili
translacijom s to€kom B (krivulje 2) i suprotnom
rotacijom’ za jednaki kut (p

Ravninsko gibanje moZe se zamisliti da se sastoji od rav-
ninske translacije, s nekom odabranom to¢kom na presjeku, i
od rotacije oko osi koja prolazi kroz tu toCku i stoji okomito
na referentnu ravninu. Takva predodzba omoguduje jednostav-
nije opisivanje tog gibanja, jer se svi zakoni zasnivaju na
superpoziciji translacije presjeka tijela i rotacije oko tocke u
ravnini (si. 24). Kad nema translacije, ravninsko gibanje prelazi
u rotaciju oko nepomicne osi, koja je poseban slucaj ravninskog
gibanja.
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PoloZaj presjeka tijela u ravnini odreden je najmanje trima
podacima: koordinatama jedne toCke presjeka ijednim kutom.
Prema tome, slobodnom ravnom liku odgovaraju u ravnini tri
stupnja slobode gibanja.

SI. 25. Koordinate xA yA i kut (p odreduju po-
loZaj tijela s obzirom na ravninu xy pri rav-
ninskom gibanju

Ako su poznate koordinate tocke A, xA= xA(t\ yA= yAt),
i kut @ = ep(t) nekog pravca AB na tijelu prema osi x (si. 25),
odredeni su vektori brzine vA i ubrzanja aA toCke A te kutna
brzina oj i kutno ubrzanje £ tijela:

$A= X.J+ y.J (96)
aA=x j + yA 97
oj = (p (98)
e= . (99)

Vektor brzine neke druge toCke B odreden je vektorskom
jednadzbom

VD:= VA + VBA> (100)
gdje je vA komponenta brzine vB zbog translacije tijela s toc-
kom A, a vBA= w x AB komponenta brzine tocke B zbog rota-
cije oko A (si. 26). Brzina vBA okomita je uvijek na pravac

AB, a kako su oj i AB medusobno okomiti, iznos je te kom-
ponente jednak umno3ku kutne brzine i udaljenosti tocke B od

Putanja
B

a \ Putanja tocke A b d

Sl. 26. Ravninsko gibanje (a) sastavljeno je od translacije s odabranom totkom

A (h) i od rotacije tijela oko A (c). Vektor brzine neke druge totke B

sadrzi komponentu VA zbog translacije i komponentu uBA zbog rotacije, koje
se vektorski zbrajaju (d)

SI. 27. Ubrzanja pri ravninskom gibanju vektorski su zbroj komponente zbog

translacije dA i tangencijalne i normalne komponente (dBfAT i (dHAN zbog

rotacije, a ravninsko gibanje, b translacija, ¢ rotacija oko totke A, d vektorski
dijagram ubrzanja

KINEMATIKA

toCke A, pa je vBIA = ojAB. Vektor ubrzanja tocke B deriva-
cija je vektora brzine vB po vremenu, a sastoji se jednako kao
i brzina od dviju komponenata (si. 27):

aH= aA+ aBA (101)

Ubrzanje aBA=sx AB + oj x (oj x AB) posljedica je rotacije
presjeka tijela oko tocke A. Tangencijalna (tB/AT=? x AB i nor-
malna komponenta =d) x (G x AB) imaju isto znacenje

navaju prema formulama (aBAr = eAB i (aBAN= 0j2 AB. Vek-
torske jednadzbe (100) i (101) rjeSavaju se racunski ili graficki
crtanjem plana brzina i plana ubrzanja (si. 28).

LAB

SI, 28. Plan brzina i plan ubrzanja motornog mehanizma s omjerom 1:2

rucice OA prema ojnici AB i s konstantnom brzinom vrtnje n rugice

Okomice na vektore brzina svih toCaka presjeka, koje su
ujedno normale na putanje, sijeku se za promatrani polozaj
tijela u trenutnom polu (srediStu) brzina. Brzina tog pola, koji
moze biti na presjeku tijela ili se moZe zamisliti da je vezan
uz presjek, jednaka je nuli. Koincidentna to¢ka s trenutnim
polom vezana uz ravninu gibanja zove se trenutno srediste
rotacije. Ravninsko gibanje moZe se, prema tome, predoCiti i
kao rotacija oko trenutnog srediSta rotacije, koja s vremenom
mijenja polozaj u ravnini, pa se tada radi o nizu uzastopnih
rotacija oko pripadnih sredista rotacije. Takva predodZzba vri-
jedi samo za promatranje brzina koje su tada jednake um-
noSku kutne brzine oj i udaljenosti od trenutnog pola Pv. Tako

za neku tocku A brzina iznosi uA= ojAPvV (si. 29).

SI. 29. Trenutni pol brzina P, i trenutni pol ubr-
zanja Pa pri ravninskom gibanju tijela

Geometrijsko mjesto svih trenutnih srediSta rotacije jest
krivulja vezana uz nepomicnu ravninu i naziva se nepomi¢nom
poloidom. Toj krivulji odgovara pomic¢na poloida koja je geo-
metrijsko mjesto svih trenutnih polova brzina, a vezana je uz
presjek tijela s kojim se zajedno giba. Pomi€na i nepomicna
poloida (centroide, rulete) odreduju se matematicki tako da se
koordinate trenutnog pola brzina promatraju u dvama koordi-
natnim sustavima: pomi¢nom £rj vezanim uz tijelo i nepomic-
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nom x,y vezanim uz ravninu gibanja. Ravninsko gibanje tu-
maci se tada kao kotrljanje bez medusobnog klizanja pomicne
po nepomicnoj poloidi. Tehnika se Cesto sluzi tom spoznajom,
pa se tako ostvaruju mnoga ravninska gibanja. Kotrljanje valj-
ka po horizontalnoj podlozi primjer je ravninskog gibanja os-
tvarenog pomocu poloida. Pri tom obod svakog presjeka valjka
(kruZnica) predstavlja pomicnu, a pripadni pravac po kojem
se odvija kotrljanje nepomic¢nu poloidu. Trenutni pol brzina
dodirna je toCka kruZnice i pravca. Posebno su vaZzna gibanja
koja se ostvaruju izvedbom pomicne i nepomicne poloide u
obliku kruznica. Kotrljanje jedne kruznice po drugoj izvodi
se ozubljenjem. Putanje koje nastaju, ve¢ prema tome da li se
pomicna poloida kotrlja po nepomicnoj izvana ili iznutra, te
prema udaljenosti tocke tijela od sredista pomicne poloide,
mogu biti epicikloide, hipocikloide, trohoide itd. (si. 30). Na
tom principu ostvaruje se gibanje klipa u rotacijskom eks-
plozijskom motoru prema Wankelovoj konstrukciji (si. 31).

SI. 30. Cardanov problem. Pomi¢na poloida polumjera R

kotrlja se bez klizanja unutar nepomic¢ne poloide polumjera

2R. Totke A i B gibaju se pravocrtno po osima x i y. Sve

tocke na obodu pomiéne poloide opisuju takoder pravocrtne

putanje. SrediSte 0 giba se po kruznici, a svaka druga to¢ka

C na pravcu AB opisuje elipsu s poluosima BC i AC (princip
elipsografa)

Epitrohoida

Sl. 31. NSU-Wankelov motor. Rotor mo-
tora izveden kao pomicna poloida (pp)
kotrlja se po pogonskoj osovini, koja je
nepomiéna poloida, te svojim vrhovima
A, B i C opisuje epitrohoidu. Kotrljanje
bez klizanja ostvareno je ozubljenjem

Trenutni pol ubrzanja je ona tocka presjeka tjela ili tocka
vezana uz presjek kojoj je u promatranom trenutku ubrzanje
jednako nuli te u smislu ubrzanja predstavlja tocku oko koje
u tom trenutku tijelo rotira s kutnom brzinom o i kutnim
ubrzanjem e Iz poznatog ubrzanja UA neke tocke A, kutne
brzine o i kutnog ubrzanja e dobije se udaljenost trenutnog
pola ubrzanja Pa (si. 29) prema izrazu

APa= 2@ (102)

Pravac APazatvara kut p s pravcem vektora ubrzanja dA koji
iznosi

B = arctan 5:- (103)

To je otkloni kut prema pravcu koji vezuje tocku tijela s tre-
nutnim polom ubrzanja, a jednak je za sve tocke tijela. Smisao

TE VIII, 3

otklona odgovara smislu kutnog ubrzanja s, odnosno smislu
koji diktira tangencijalna komponenta ubrzanja.

Trenutni pol ubrzanja ne poklapa se u opéem slucaju s
trenutnim polom brzina. Kad se vektor ubrzanja neke tocke A
tijela odreduje preko trenutnog pola ubrzanja, izracunava se
komponenta ubrzanja usmjerena prema polu Pa iz izraza

a*N = 0)2APa (104)
Druga komponenta koja je okomita na pravac APaima iznos
#AT = sAPa (105)

Smisao te komponente odreden je smislom kutnog ubrzanja s.
Obje komponente podsjecaju na prirodne komponente ubr-
zanja, ali se od njih razlikuju i po iznosu i po smjeru. Nor-
malna komponenta vektora dA usmjerena je prema srediStu
zakrivljenosti putanje toCke A, koje lezi na istom pravcu kao
i pol brzina Pm a iznosi

1

. (106)
U tom je izrazu R polumjer zakrivljenosti putanje toCke A
koji odgovara onom trenutku u kojem se promatraju brzine i
ubrzanja. Tangencijalna komponenta bit ¢e tada

dva
a,r=-£m (107)
Obje komponente ne mogu se izraCunati neposredno iz kutne
brzine o i kutnog ubrzanja £ osim kad se polovi Pv i Pa
poklapaju. Tada je to rotacija tijela bez translacije.

Svi vektori brzina koji pripadaju toCkama nekoga zajed-
ni€kog pravca p imaju pri ravninskom gibanju jednake pro-
jekcije na taj isti pravac (si. 32). Vektori tih brzina zaokre-
nuti za 90° u jednom ili drugom smislu dodiruju Siljcima pra-
vac koji je paralelan s pravcem p. Kutovi uz pol brzina Pv
koji leze u trokutima Sto ih tvore vektori brzina s polom Pv
medusobno su jednaki. Ta tri svojstva sluze za odredivanje
brzina pri ravninskom gibanju krutog tijela.

SI. 32. Svojstva vektora brzina pri ravninskom gibanju: a projekcije
su vektora brzina totaka na zajedni¢ki pravac (\f/-\v'B)jednake, E)§iljci
zaokrenutih brzina za 90° (r~J?) leze na pravcu koji je paralelan
zajednitkome, c trokuti koje tvore vektori brzina to¢aka zajednit¢kog
pravca s trenutnim polom medusobno su sliéni, te su i kutovi uz pol

(ﬂ@)jednaki

Brzine i ubrzanja odreduju se pri ravninskom gibanju tijela
ili sustava tijela (mehanizmi) analiticki ili graficki. AnalitiCki
postupci za sloZenije sustave provode se zbog velikog opsega
ra€unanja na digitalnim elektroni¢kim raCunalima, koji daju po-
datke o brzinama i ubrzanjima za sve Zeljene polozaje presjeka
tijela u ravnini. Grafi€ki postupci (plan brzina, plan ubrzanja,
upotreba triju svojstava ravninskog gibanja) provode se za svaki
polozaj tijela posebno, ali zbog nize cijene jo$ se uvijek pretezno
upotrebljavaju u inZenjerskoj praksi.

Sferno gibanje (gibanje oko nepomicne tocke). Takvo gibanje
nastaje kad jedna toCka na tijelu miruje, a sve se ostale gi-
baju u prostoru zajedno s tijelom oko te nepomicne tocCke.
Sferno gibanje nastaje i kada je tijelo vezano krutom vezom
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uz nepomicnu toCku koja ne pripada tijelu ili se moze za-
misliti da takva veza postoji. Takvo gibanje izvodi, npr., djedji
zvrk, kojemu je Siljak nepomiCan s obzirom na stol, a os
simetrije stoji nagnuta prema vertikali. Svaka toCka krutog ti-
jela ostaje u toku gibanja na jednakoj udaljenosti od tocke 0
oko koje se odvija sferno gibanje. Stoga putanje tih tocaka
leze na sfernim plohama kojih je srediSte to¢ka 0, otkuda
i ime tom gibanju. U svakom je trenutku polozZaj tijela odre-
den Eulerovim kutovima \p=\p(t), @= cp(t) i # = i9(r); tijelo
priuakvu gibanju ima tri stupnja slobode gibanja. Koordinate
nepomicne tocke 0 u nepomic¢nom koordinatnom sustavu ne
mijenjaju se s vremenom (jednadzbe veze), no obi¢no se iz
prakti¢nih razloga uzima da su jednake nuli, pa se ishodiste
nepomicnoga koordinatnog sustava podudara s toCkom oko
koje se odvija sferno gibanje (si. 33).

Sl. 33. Vektor kutne brzine co i trenutna’os rotacije
A pri sfernom gibanju

Svaka konacno velika promjena poloZaja tijela pri sfernom
gibanju odgovara rotaciji tijela za neki konalni kut oko to€no
odredene osi. koja prolazi kroz nepomicnu toCku oko koje se
izvodi gibanje (Euler-d’Alembertov poucak). Stvarna promjena
poloZaja ne odvija se prema toj predodzbi, no Sto je kradi
period vremena u kojem se promatra promjena poloZaja, to je
ta predodzba bliza odvijanju stvarnog gibanja. U beskonacno
kratkom periodu vremena stvarno gibanje jednako je u pot-
punosti rotaciji oko osi koja se zove trenutna o0s rotacije.
Svakom trenutku t odgovara jedna trenutna os rotacije A na
kojoj leZzi vektor pripadne kutne brzine (5. Konani zakreti
za kutove ip, @ i 9 ne daju zbrojeni ukupnu rotaciju tijela
koja je ostvarena oko osi rotacije u konacnom intervalu vre-
mena. Za beskonano male vrijednosti tih kutova vrijede zakoni
o zbrajanju vektora, pa se i prve derivacije tih kutova po
vremenu mogu vektorski zbrojiti u vektor trenutne kutne brzine

b=\o+ @+5. (108)
Vektor (0promjenljiva je veli€ina te imaprirast i po apso-
lutnom iznosu i po smjeru. Prva derivacija vektora kutne
brzine daje vektor kutnog ubrzanja

dc5

£= — = ¢5 (109)

koji se nepoklapa po smjeru s vektorom oo, Stoznai da ne
lezi na pravcu trenutne osi rotacije (si. 34).

Brzina neke tocke A tijela dobije se kao vektorski umnozak
vektora kutne brzine i radijvektora toCke A (Eulerova formula)

D=oj x f. (110)

Vektor brzine okomit je na ravninu koju tvore vektori ad i r,
a po smislu odgovara Smislu trenutne rdtacije. Po apsolutnom
iznosu brzina je jednaka umnoSku iznosa kutne brzine oo i

udaljenosti b tocke A od osi A:
v = ojb. (111)

Prva derivacija vektora brzine po vremenu daje vektor ubrzanja
tocke A:

a=rx T+ (0x (3x7?). (112)
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Prva komponenta =t x f okomita je na ravninu u kojoj
leZze vektori t i f. Druga komponenta d2= & x (g) x r) sijeCe
0s A pod pravim kutom i usmjerena je uvijek prema toj osi.
U opcem slucaju komponente i d2 nisu medusobno okomite.
Iznos tih komponenata dobije se prema izrazima:

aitebd (113)
a2~ c2b, (H4)

gdje je bi udaljenost tocke A od pravca vektora e. Vektorski
izraz (110) za brzinu neke tocke tijela podudara se s istim
izrazom pri rotaciji tijela oko nepomicne osi. Za vektor ubr-
zanja komponenta d2 odgovara centripetalnom ubrzanju, dok se
komponenta dl ne moZe poistovjetiti s tangencijalnom kompo-
nentom, te ovdje nema analogije s rotacijom tijela oko nepo-
micne osi.

Izrazi (111), (113) i (114) daju podlogu za fizikalno razu-
mijevanje iznosa brzine i ubrzanja, pa se samo pri jedno-
stavnijim sluajevima upotrebljavaju za izracunavanje vrijed-
nosti tih veliina. PoteSkocu €ini odredivanje udaljenosti b i bv
Zato se vektori ti it prikazuju u jednomod koordinatnih
sustava: nepomi¢nom x,y,z, pomi¢nom vezanim uz tijelo
ili djelomi¢no pomi¢nom X, Y,Z. U odabranom sustavu prika-
zuje se i radijvektor f, te se zatim rjeSavaju desne strane izraza
(110) i (112), iz Cega proizlaze komponente vektora brzine i
ubrzanja.

Komponente vektora kutne brzine od dobiju se kao zbroj
projekcija vektora ip, @ i 3 na osi odabranoga koordinatnog
sustava. U svim trima sustavima koji sluze za opisivanje
sfernog gibanja te komponente glase (Eulerove kinematicke
jednadzbe):

oox = qosin, sinip+& cosip (115)

ooy = —psin»Pcos\p + @sini/? (116)
ojz = <poos<9 -f \p (H7)

00" = tpsin 9sin@ + i9cos @ (118)

oj* —1/;sini9cos<p —»9sin @ (119)

oj~= \pcosQ + @ (120)

ojx =1l . , (121)

ojy = ipsin 9 (122)

ojz - i/;,c0s 9+ (123)

Iznos vektora a>jednak je drugom korijenu iz zbroja kvadrata
komponenata bilo kojega koordinatnog sustava, pa glasi

oj = J\p24- @+ &2 -f 2t/;<pcos.9, (124)

dok se smjer odreduje prema poiedinim osima kao i za svaki
drugi vektor.

SI. 34. Vektori kutne brzine (0 i kutnog ubrzanja e,
vektor brzine V i komponente d, i d2 vektora ubr-
zanja proizvoljne to¢ke A pri sfernom gibanju

Komponente kutnog ubrzanja t u koordinatnim sustavima
X,¥,Z i £,rjX dobiju se kao derivacije pripadnih kompone-
nata kutne brzine, dok u sustavu X,Y,Z tim derivacijama treba
dodati ¢lanove zbog promjene smjera koordinatnih osi:
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(125)

(126)

el = w( (127)

€= w¢ (128)

&= wn (129)

8C= (6 (130

+ @G —(0/ @ (131)

sy — (by +coycon — cox (0s (132)
8/ = 0)z + (0x(0\ — COyCDx, (133)

gdje su ax —>»§ oY= tpsin.9 i oz —tpcos.9 komponente vek-
tora kutne brzine a)' koji prikazuje rotaciju koordinatnog
sustava X,Y,Z.

Trenutna os rotacije A opisuje u prostoru €unjastu plohu
s vthom u nepomicnoj tocki oko koje se odvija sferno gibanje.
Promatrano iz nepomi¢noga koordinatnog sustava x,y,z, tre-
nutna os opisuje nepomiénu aksoidu, kojoj jednadzba slijedi
iz uvjeta da je trenutna os rotacije niz tocaka na pravcu S$to
u promatranom trenutku imaju brzinu jednaku nuli. Prema
tome, vektorska je jednadzba trenutne osi

B3 x f—0, (134)

a odatle proizlazi jednadZzba nepomicne aksoide
y (135)
Promatrano iz pomi¢nog koordinatnog sustava koji se

giba zajedno s tijelom, os A opisuje pomi¢nu aksoidu prema
jednadzbi

Al (136)
Pri sfernom gibanju pomi€na i nepomicna aksoida dodiruju se
u izvodnici koju predstavlja trenutna os A U geometrijskom
smislu dovoljno je poznavati obje aksoide, pa se tada gibanje
mozZe reproducirati kao kotrljanje pomi¢ne po nepomicnoj ak-
soidi bez medusobnog klizanja (si. 35). U tehnici se dijelovi
mehanizama izraduju kao pomicne i nepomicne aksoide, Cime
se ostvaruju razliita sferna gibanja (stoZasti zup€anici). Da bi
bila potpuno odredena i kinematika takva gibanja, potrebno je
poznavati kutnu brzinu kojom se odvija kotrljanje pomicne
aksoide. Kad je nepomicna toCka sfernog gibanja u beskonac-
nosti, aksoide prelaze u plohe s paralelnim izvodnicama; gi-
banje je ravninsko, a presjeci ploha s bilo kojom ravninom
okomitom na izvodnice daju pomi¢nu i nepomi€nu poloidu.

Posebno je vazno sferno gibanje pri kojemu su aksoide
kruzni Cunjevi. Takvo gibanje naziva se preceSijom, a javlja se
uvijek kad se jedan od Eulerovih kutova za vrijeme gibanja
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ne mijenja. UobiCajeno je da se za taj kut odabere kut nuta-
cije 9 Ako se pri precesiji preostala dva kuta mijenjaju jed-
noliko (npr. tp i (p imaju konstantne vrijednosti, 9= 0), prece-
sija je regularna, koja, ve¢ prema polozaju pripadnih vektora
kutnih brzina, moZe biti progresivna ili retrogradna (regresivna)
(si. 36). Pri progresivnoj precesiji kotrlja se pomicna aksoida
sa svojom vanjskom plohom po vanjskoj plohi nepomiéne ak-
soide. Retrogradna precesija nastaje kada se pomicna aksoida
kotrlja sa svojom vanjskom plohom po unutradnjoj strani ne-
pomicne aksoide (npr. Zemlja s obilaznim vremenom pomicne
aksoide po nepomicnoj od 25 868 godina, v. Giroskop, TE 6,
str. 129). Slaganjem dviju rotacija oko osi koje leze pod nekim
kutom dobiva se takoder precesijsko gibanje.

SI. 36. Progresivna (r/) i retrogradna (b) precesija. Po-

mic¢na aksoida (pa) kotrlja se pri progresivnoj prece-

siji po nepomi¢noj aksoidi (na) s istim smislom rota-
cije s kojim i rotira oko vlastite osi

Opce gibanje slobodnog tijela u prostoru. Prema Chaslesovu
poucku svako opée gibanje slobodnog tijela u prostoru moze
se zamisliti da je sastavljeno od jedne translacije s nekom
proizvoljno odabranom to¢kom i sfernog gibanja oko te tocke.
Takvo gibanje ima Sest stupnjeva slobode gibanja. Tri koordi-
nate odabrane tocke x = x(t), y * y{t) i z = z(t) odreduju vektore
brzine i ubrzanja zbog translacije, koji su za sve toCke tijela
jednaki. Eulerovim kutovima ip= tp(t), @@= (p(t) i 9= .9(0 odre-
deno je sferno gibanje. Zbrajanjem vektora brzina zbog trans-
lakcije isfernog gibanja dobiva se ukupna brzina neke tocke tijela.
Isto vrijedi i za ubrzanje.

Sastavljanje gibanja

Gibanje Cestice ili tijela promatra se u Kkinematici rela-
tivno s obzirom na neko drugo kruto tijelo za koje se pret-
postavlja da miruje, te se uz njega vezuje koordinatni sustav
koji je tada takoder nepomican. Takav koordinatni sustav
pri rjeSavanju tehnickih problema vezan je uz postolje nekog
stroja, temelje neke konstrukcije ili uz tijela koja s obzirom
na Zemlju miruju. To je mirovanje samo prividno, jer se i ta
tijela zajedno sa Zemljom gibaju, a rezultati su proracuna u
takvim koordinatnim sustavima priblizni i ne bi se poklapali
s precizno izvedenim mjerenjima. Medutim, odstupanja od is-
pravnih rezultata toliko su mala da se u inZenjerskoj praksi
zanemaruju, pa se cijela tehnicka kinematika zasniva na takvoj
pretpostavci o mirovanju. Kad se neko tijelo ili Cestica giba s
obzirom na neko referentno tijelo koje se s obzirom na mirujuéi
koordinatni sustav takoder giba (npr. pokretni dijelovi strojeva na
brodu, cCestica vode na lopatici turbine, putnik koji hoda u
vlaku), mora se uzeti u obzir gibanje referentnog tijela kada se
donose zakljuéci o ukupnom gibanju promatranog tijela ili
Cestice. Gibanje s obzirom na referentno tijelo uz koje se vezuje
pomicni koordinatni sustav zove se relativno gibanje. Gibanje
pomi¢noga koordinatnog sustava s obzirom na miruju¢i naziva
se prijenosnim gibanjem, a gibanje koje je rezultanta obaju
gibanja promatranog tijela ili Cestice daje apsolutno gibanje,
Apsolutno gibanje, prema tome, nastaje sastavljanjem relativnog
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i prijenosnog, ali se ne mora svako apsolutno gibanje tako
matematicki opisivati.

SloZeno gibanje Cestice. Takvo gibanje nastaje kad se Cestica
relativno giba s obzirom na pomicni (relativni) koordinatni
sustav 1, £ koji se s obzirom na nepomicni (apsolutni, iner-
cijski) x,y,z giba kao kruto tijelo (si. 37). Gibanje Cestice u
sustavu x,y,z (apsolutno gibanje) odredeno je radijvektorom r,
kojega prva i druga derivacija po vremenu déuu vektor apso-
lutne brzine i vektor apsolutnog ubrzanja. Cesto je utvrdi-
vanje vektora f otezano, pa se gibanje Cestice opisuje sastav-
ljanjem gibanja sustava (prijenosno gibanje) i relativnog
gibanja Cestice unutar tog sustava. Prijenosno gibanje, prema
Chaslesovu poucku, moze biti u opéem slucaju translacija koju
odreduje radijvektor ishodiSta r0 i sferno gibanje oko ishodista.

Sl. 37. Nepomi¢ni koordinatni sustav
X,y,z i pomi€ni §rj,C unutar kojeg se
giba Cestica A. Radijvektor r odreduje
apsolutno gibanje ¢&estice s obzirom
nasustav y,z, asastoji se od vektora
?0 (translacija sustava f) i vektora
polozaja ¢&estice g unutar pomiénog
sustava

Unutar pomiénog sustava poloZaj Cestice odreden je vek-
torom £ koji ima dvojaku promjenu s vremenom: mijenja se
zbog relativnog gibanja Cestice unutar sustava i neovisno
0 tome mijenja se zbog sferne komponente prijenosnog gibanja.
Dio prirasta vektora g dovodi, dakle, do relativne brzine W
kojom se Cestica giba s obzirom na pomicni sustav, dok pre-
ostali dio i cijeli prirast vektora rO odreduje vektor prije-
nosne brzine vp. Apsolutna je brzina Cestice vektorski zbroj
tih dviju komponenata

V =W+ vp (137)
Apsolutno ubrzanje Cestice dobije sederiviranjemvektora ap-

solutne brzine, a uz jednaku predodzbu o relativnom i prije-
nosnom gibanju vektor ubrzanja ima tri komponente:

(138)

Osim relativne i prijenosne ~ komponente, vektor apsolut-
nog ubrzanja a sadrzi i dopunsku komponentu ac (Coriolisovo
ubrzanje), koja je jednaka

a=al+ p+ac

dc= 2coxVr (139)

U tom izrazu D je vektor kutne brzineprijenosnog gibanja,
te, prema tome, dopunsko ubrzanjelezi okomito na ravninu
koju tvori os rotacije prijenosnog gibanja i pravac relativne
brzine. lznos dopunskog ubrzanja odreduje se prema izrazu

ac= 2cot;rsina, (140)

gdje je a kut izmedu vektora ¢5 i t¥. Dopunskog ubrzanja
nece biti kada prijenosno gibanje ne sadrzi rotaciju (prijenosno
gibanje je translacija), te kada se relativno gibanje Cestice odvija
na pravcu koji je paralelan s osi prijenosne rotacije ili se s
njom poklapa (a = 0 ili 180°). Za prakticno odredivanje ap-
solutnog ubrzanja najpogodnije su prirodne komponente, te se
prijenosno i relativno ubrzanje prikazuju pomoc¢u tangencijalne
1normalne komponente. Tada se apsolutno ubrzanje dobije kao
vektorski zbroj od pet komponenata.

Bez dopunskog ubrzanja ne mogu se promatranjem unutar
pomic¢noga koordinatnog sustava objasniti pojave vezane uz re-
lativna gibanja. ToCnijim mjerenjem padanja tijela na Zemlju
moze se ustanoviti otklon od pravocrtne putanje (vertikala)

MEHANIKA,

DINAMIKA

prema istoku. Zbog rotacije Zemlje djeluje dopunsko ubrzanje
pri padanju prema Zemlji u smjeru zapada, kojemu suprotno
usmjerena inercijska sila otklanja tijelo prema istoku.

Veé¢ prema geografskoj Sirini (p i visini h s koje tijelo
pada, odreduje se taj otklon prema formuli

hoocos (141)

gdje je o= 0,00007272s” 1 kutna brzina rotacije Zemlje, a g
ubrzanje Zemljine teZe, koje prosjecno iznosi 9,81 m/s2. Za
h=100m i g@=0° (ekvator) taj otklon iznosi 11cm. Sli¢na
je pojava vidljiva na velikim rijekama koje na Sjevernoj polutki
Zemlje teku od juga prema sjeveru. Zbog dopunskog ubrzanja
i suprotno usmjerene inercijske sile otklanjaju se Cestice vode
prema isto€nim obalama pa su one na potpuno ravnim dijelovima
toka vise potkopane (Berov zakon).
S. Jecié¢

DINAMIKA

Dinamika (prema grckom owoIk, dinamis sila) proucava
zakone gibanja Cestica ili tijela, uvazavajuéi pri tome djelovanje
sila na njih. U novijoj se literaturi Cesto smatra da dinamika
sadrzi dva dijela, i to kinematiku (geometriju gibanja bez
djelovanja sila) i kinetiku pod kojim se pojmom razumijeva
ono Sto se u ovom clanku smatra dinamikom.

Povijesno gledajuc¢i, dinamika je relativnho mlada u usporedbi sa statikom.

Pocetak se racionalnog shvaéanja dinamike moZe vezati uz G. Galileja
(1564— 1642), koji je vrlo temeljito prouc¢avao slobodni pad tijela, gibanje na

kosini i gibanje njihala. Kao posljedica tih prouc¢avanja smatra se bitna
izmjena pogleda na shvacanja starogrékih filozofa. Tako je npr. izmijenjeno
Aristotelovo shvacanje da teza tijela padaju brze od laganih. 1. Newton

(1642— 1727) nastavio je Galilejevo djelo formuliranjem zakona gibanja, postav-
ljajuc¢i temelje suvremene dinamike i mehanike uopce. Svoje je poglede Newton
objavio u djelu Matemati¢ki principi prirodne filozofije (Philosophiae naturalis
principia mathematica, 1687). Osim njih, doprinijeli su razvitku dinamike
L. Euler, J. d’Alembert, J. L. Lagrange, P. Laplace, L. Poinsot, G. Coriolis,
A. Einstein i mnogi drugi.

U smislu inZenjerske primjene, dinamika se moZe smatrati
vrlo mladom. Naime, tek od pocetka proizvodnje brzih stro-
jeva i mehanizama bilo je potrebno proracune temeljiti na
dinamickim za razliku od statickih nacela. Medutim, suvremeni
razvoj tehnike, a posebno strojarstva, svakodnevno zahtijeva
povecanje primjene r aela mehanike, a posebno dinamike. Ta su
nacela temeljna u analizi udarnih optereé¢enja razli€itih kon-
strukcija, prometnih vozila, turbina, pumpa, alatnih strojeva itd.

Temeljni pojmovi i zakoni

Prostor je trodimenzijsko geometrijsko podrucje koje, na-
ravno, moze imati svoje dvodimenzijske ili jednodimenzijske
oblike (ravnina i pravac).

Koordinatni sustav. PoloZaj promatranog predmeta u pro-
storu odreden je relativno prema koordinatnom sustavu, koji
se odabire kao pravokutni desni Descartesov koordinatni sus-
tav. U tzv. klasi€noj mehanici primaran je inercijski sustav ili
astronomski referentni sustav, koji je stvoren od zamisljenih
osi pravokutnog sustava i koji nema niti translacija niti ro-
tacija. Mjerenjima je dokazano da zakoni mehanike vrijede
u takvu sustavu ako su brzine gibanja zanemarljive s ob-
zirom na brzinu svjetlosti. Veli€ine utvrdene prema takvu sustavu
nazivaju se apsolutnim veliCinama, a koordinatni se sustav
smatra nepomiénim u prostoru. Sto vise, ako se prigvrsti
koordinatni sustav za povrSinu Zemlje, tada se u brojnim di-
namickim zadacima moZe smatrati takav sustav takoder nepo-
mic¢nim, jer se odstupanje od temeljnih dinamickih jednadZbi
zanemaruje. Medutim, ako se prou€ava gibanje balistiCkih
raketa ili svemirskih letjelica, tada apsolutno gibanje Zemlje,
a time i koordinatnog sustava, postaje vazno i mora se uzeti
u obzir.

Vrijeme se u klasi€noj mehanici smatra univerzalnim, tj.
ono nepovratno te€e na potpuno isti nain bez obzira na
izbor referentnog koordinatnog sustava. Prema tome, vrijeme
je skalama veliina koja se stalno mijenja, pa se zbog toga



