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i prijenosnog, ali se ne mora svako apsolutno gibanje tako
matematicki opisivati.

Slozeno gibanje Cestice. Takvo gibanje nastaje kad se Cestica
relativno giba s obzirom na pomicni (relativni) koordinatni
sustav  1j, £ koji se s obzirom na nepomicni (apsolutni, iner-
cijski) x,y,z giba kao kruto tijelo (si. 37). Gibanje Ccestice u
sustavu x,y,z (apsolutno gibanje) odredeno je radijvektorom r,
kojega prva i druga derivacija po vremenu d€uu vektor apso-
lutne brzine i vektor apsolutnog ubrzanja. Cesto je utvrdi-
vanje vektora f otezano, pa se gibanje Cestice opisuje sastav-
ljanjem gibanja sustava (prijenosno gibanje) i relativnog
gibanja Cestice unutar tog sustava. Prijenosno gibanje, prema
Chaslesovu poucku, moZe biti u opem slucaju translacija koju
odreduje radijvektor ishodiSta r0 i sferno gibanje oko ishodista.

SI. 37. Nepomiéni koordinatni sustav
X,y,z i pomiéni §rj,C unutar kojeg se
giba cestica A. Radijvektor r odreduje
apsolutno gibanje cestice s obzirom
nasustav y,z, asastoji se od vektora
?0 (translacija sustava f) i vektora
polozaja Cestice g unutar pomitnog
sustava

Unutar pomicnog sustava poloZaj Cestice odreden je vek-
torom £ koji ima dvojaku promjenu s vremenom: mijenja se
zbog relativnog gibanja Cestice unutar sustava i neovisno
0 tome mijenja se zbog sferne komponente prijenosnog gibanja.
Dio prirasta vektora g dovodi, dakle, do relativne brzine W
kojom se Cestica giba s obzirom na pomicni sustav, dok pre-
ostali dio i cijeli prirast vektora rO odreduje vektor prije-
nosne brzine vp. Apsolutna je brzina Cestice vektorski zbroj
tih dviju komponenata

V = Vr+vp (137)

Apsolutno ubrzanje Cestice dobije se deriviranjemvektora ap-
solutne brzine, a uz jednaku predodzbu o relativnom i prije-
nosnom gibanju vektor ubrzanja ima tri komponente:

a=alT+ P+ ac (138)

Osim relativne i prijenosne ~ komponente, vektor apsolut-
nog ubrzanja a sadrzi i dopunsku komponentu ac (Coriolisovo
ubrzanje), koja je jednaka

dc=2(0 x Vr (139)

U tom izrazu (D je vektor kutnebrzine prijenosnog gibanja,
te, prema tome, dopunsko ubrzanje leZi okomito na ravninu
koju tvori os rotacije prijenosnog gibanja i pravac relativne
brzine. lznos dopunskog ubrzanja odreduje se prema izrazu

(140)

gdje je a kut izmedu vektora ¢5 i tr. Dopunskog ubrzanja
neée biti kada prijenosno gibanje ne sadrzi rotaciju (prijenosno
gibanje je translacija), te kada se relativno gibanje Cestice odvija
na pravcu koji je paralelan s osi prijenosne rotacije ili se s
njom poklapa (a= 0 ili 180°). Za praktitno odredivanje ap-
solutnog ubrzanja najpogodnije su prirodne komponente, te se
prijenosno i relativno ubrzanje prikazuju pomocu tangencijalne
1normalne komponente. Tada se apsolutno ubrzanje dobije kao
vektorski zbroj od pet komponenata.

Bez dopunskog ubrzanja ne mogu se promatranjem unutar
pomi¢noga koordinatnog sustava objasniti pojave vezane uz re-
lativna gibanja. Toc¢nijim mjerenjem padanja tijela na Zemlju
moze se ustanoviti otklon od pravocrtne putanje (vertikala)

ac= 2cot;rsina,
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prema istoku. Zbog rotacije Zemlje djeluje dopunsko ubrzanje
pri padanju prema Zemlji u smjeru zapada, kojemu suprotno
usmjerena inercijska sila otklanja tijelo prema istoku.

Ve¢ prema geografskoj Sirini (p i visini h s koje tijelo
pada, odreduje se taj otklon prema formuli

hcocoscp (141)

gdje je &= 0,00007272s” 1 kutna brzina rotacije Zemlje, a g
ubrzanje Zemljine teze, koje prosjecno iznosi 9,81 m/s2. Za
h=100m i = 0° (ekvator) taj otklon iznosi 1,1 cm. Sli¢na
je pojava vidljiva na velikim rijekama koje na Sjevernoj polutki
Zemlje teku od juga prema sjeveru. Zbog dopunskog ubrzanja
i suprotno usmjerene inercijske sile otklanjaju se Cestice vode
premaisto¢nim obalama pa su one na potpuno ravnim dijelovima
toka viSe potkopane (Berov zakon).
S. Jeci¢

DINAMIKA

Dinamika (prema grékom owcc'lk; dinamis sila) proucava
zakone gibanja cCestica ili tijela, uvazavajuéi pri tome djelovanje
sila na njih. U novijoj se literaturi cesto smatra da dinamika
sadrzi dva dijela, i to kinematiku (geometriju gibanja bez
djelovanja sila) i kinetiku pod kojim se pojmom razumijeva
ono $to se u ovom c¢lanku smatra dinamikom.

Povijesno gledajuci, dinamika je relativno mlada u usporedbi sa statikom.
Pocetak se racionalnog shvaéanja dinamike moZze vezati uz G. Galileja
(1564— 1642), koji je vrlo temeljito proucavao slobodni pad tijela, gibanje na
kosini i gibanje njihala. Kao posljedica tih proufavanja smatra se bitna
izmjena pogleda na shvacanja starogrckih filozofa. Tako je npr. izmijenjeno
Aristotelovo shvadanje da teza tijela padaju brze od laganih. 1. Newton
(1642— 1727) nastavio je Galilejevo djelo formuliranjem zakona gibanja, postav-
ljajuci temelje suvremene dinamike i mehanike uopée. Svoje je poglede Newton
objavio u djelu Matemati¢ki principi prirodne filozofije (Philosophiae naturalis
principia mathematica, 1687). Osim njih, doprinijeli su razvitku dinamike
L. Euler, J. d’Alembert, J. L. Lagrange, P. Laplace, L. Poinsot, G. Coriolis,
A. Einstein i mnogi drugi.

U smislu inzenjerske primjene, dinamika se moze smatrati
vrlo mladom. Naime, tek od pocetka proizvodnje brzih stro-
jeva i mehanizama bilo je potrebno proracune temeljiti na
dinamickim za razliku od statickih nacela. Medutim, suvremeni
razvoj tehnike, a posebno strojarstva, svakodnevno zahtijeva
povecanje primjene r acela mehanike, a posebno dinamike. Ta su
nacela temeljna u analizi udarnih opterecenja razlic¢itih kon-
strukcija, prometnih vozila, turbina, pumpa, alatnih strojeva itd.

Temeljni pojmovi i zakoni

Prostor je trodimenzijsko geometrijsko podrucje koje, na-
ravno, moZe imati svoje dvodimenzijske ili jednodimenzijske
oblike (ravnina i pravac).

Koordinatni sustav. Polozaj promatranog predmeta u pro-
storu odreden je relativno prema koordinatnom sustavu, koji
se odabire kao pravokutni desni Descartesov koordinatni sus-
tav. U tzv. klasi€noj mehanici primaran je inercijski sustav ili
astronomski referentni sustav, koji je stvoren od zamisljenih
osi pravokutnog sustava i koji nema niti translacija niti ro-
tacija. Mjerenjima je dokazano da zakoni mehanike vrijede
u takvu sustavu ako su brzine gibanja zanemarljive s ob-
zirom na brzinu svjetlosti. Veli€ine utvrdene prema takvu sustavu
nazivaju se apsolutnim veli¢inama, a koordinatni se sustav
smatra nepomi€nim u prostoru. Sto viSe, ako se prigvrsti
koordinatni sustav za povrSinu Zemlje, tada se u brojnim di-
namickim zadacima mozZe smatrati takav sustav takoder nepo-
micnim, jer se odstupanje od temeljnih dinamickih jednadZbi
zanemaruje. Medutim, ako se proucava gibanje balistickih
raketa ili svemirskih letjelica, tada apsolutno gibanje Zemlje,
a time i koordinatnog sustava, postaje vazno i mora se uzeti
u obzir.

Vrijeme se u klasi¢noj mehanici smatra univerzalnim, tj.
ono nepovratno te€e na potpuno isti nacin bez obzira na
izbor referentnog koordinatnog sustava. Prema tome, vrijeme
je skalama veliCina koja se stalno mijenja, pa se zbog toga
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u jednadZzbama obi¢no uzima kao argument (nezavisna vari-
jabla).

Masa. Uz pojmove prostora i vremena u dinamici se uvodi
kao dopunska znacajka tijela — njegova masa.

Newtonovi zakoni. Polaze¢i od spomenutih nacela, tj. od
definicije prostora, vremena i mase. Newton je prvi, u vec
spomenutom djelu, postavio temeljne zakone koji glase:

| zakon : Svako tijelo ostaje u stanju mirovanja ili jednolikog
gibanja po pravcu sve dok neka sila koja na njega djeluje
to stanje ne promijeni. Taj se zakon cesto naziva zakonom
inercije.

Il zakon: Promjena je gibanja proporcionalna sili §to dje-
luje na tijelo, a zbiva se u smjeru djelovanja sile.

Il zakon: Akciji je uvijek jednaka i suprotno usmjerena
reakcija. Taj se zakon cCesto naziva i principom jednakosti
akcije i reakcije.

Upotrijebljeni su neki pojmovi koji se obi¢no ¢Cine jasnim
sami po sebi. To su pojmovi: sila, ubrzanje, akcija i reakcija.
Te su veli€ine definirane u prethodnim poglavljima mehanike
(statika i kinematika). Medutim, sada se proSiruje pojam sile,
uz uvjet da je prvim zakonom uvjetovano postojanje sile. U
drugom se zakonu govori o ubrzanju, tj. promjeni gibanja,
uz uvjet da se pod tim razumijeva koli¢ina gibanja, a to je
umnozak mase tijela (m) i njegove brzine (v). Prema tome,
drugi se zakon moze izraziti sljedeéim jednadzbama

W e i m%Es ek
dt dt @
koje definiraju silu kao vektorsku veliCinu. Jednadzba (1)
ohi¢no se naziva temeljnom vektorskom jednadzbom dinamike.
Iz nje slijedi da je sila jednaka promjeni koliine gibanja
u vremenu, a istodobno je jednaka umnoSku mase i ubrzanja.

Treéi je zakon temelj za shvacanje pojma sile. Iz tog
zakona proistjece da sve sile, promjenljive ili stalne vrijednosti,
ve¢ prema njihovu izvoru, ostaju cijelo vrijeme jednake i
suprotno usmjerene. | upravo taj pristup dovodi do tzv. prin-
cipa izolacije tijela koji omogucuje stvaranje jasne predodZzbe o
djelovanju sila.

Inercija. Svojstvo materije da se odupire promjeni gibanja
zove se inercija (tromost, ustrajnost). Mjera je inercije karakteri-
zirana masom tijela i njezinim rasporedom.

Cestica. Stvarna su tijela ¢esto sloZena, a opisivanje gibanja
optere¢eno je mnogim sporednim utjecajima. Zbog toga se
uvijek teZi isticanju samo bitnih elemenata, pa se umjesto
promatranog tijela proucava neko zamisljeno tijelo i pojava
koji su modeli prirodnog zbivanja.

U tom je smislu osobito vaZzan pojam Cestice u dinamici.
Uvijek kad se gibanje mozZe opisati gibanjem jedne tocke
promatranog tijela (obicno srediSte masa) kojoj se pridruzuje
sva masa, tijelo se moZe promatrati kao Ccestica. Tako npr.
pri translacijskom gibanju uvijek se gibanje tijela moze prou-
Cavati kao gibanje bilo koje tocke tijela u kojoj je koncentri-
rana njegova masa. Znaci, tijelo kojemu se mogu zanemariti
dimenzije naziva se &esticom. Cesto se &estica promatra kao
diferencijalni element tijela. U literaturi se mogu naci jo$
i nazivi materijalna to¢ka ili sitno tijelo pod kojima se razu-
mijeva pojam S$to ga ovdje nazivamo Cesticom.

Gravitacija. | zakon gravitacije jasno je formulirao I. Newton,
a moZe se izraziti jednadzbom

F=K
r

@

gdje je F privlacna sila izmedu dviju cCestica, K univerzalna
gravitacijska konstanta, mx i m2 mase tih dviju Cestica, a r
udaljenost izmedu srediSta Cestica. 1z toga slijedi da privlacna
sila zadovoljava zakon akcije i reakcije sve dok su sile jednake
i suprotnog smjera uzduZ pravca Sto spaja teZiSta promatranih
Cestica. 1z pokusa je utvrdeno da gravitacijska konstanta ima
vrijednost K = 6,672 - 10-11 m3kg-1s-2. Gravitacijske sile po-
stoje izmedu bilo kojeg para tijela. Na povrsini Zemlje je
utjecajna privlacna sila Zemlje, tzv. sila teze ili teza. Sila
gravitacijske privlacnosti Zemlje na pojedina tijela zavisi od
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relativnog poloZaja tijela prema srediStu Zemlje (v. Gravitacija,
TE 6, str. 260). Prema opéem zakonu gravitacije medusobni
je utjecaj dvaju tijela, buduéi da je zavisan od mase tijela,
obi¢no malen u usporedbi s privlatnom silom Zemlje, koja ima
mnogo veéu masu, pa se medusobni utjecaj tijela moZe naj-
¢eS¢e zanemariti. TeZza djeluje na tijelo bez obzira da li ono
miruje ili se giba. Sila kojom zbog teze tijelo tlaci na podlogu
ili napinje nit o koju je objeSeno zove se teZina. Ta se sila
izrazava u njutnima (N) u Medunarodnom sustavu jedinica.
Medutim, uobiCajeno je u prakticnom Zivotu da se teZina upo-
trebljava kao sinonim za masu i izrazava u kilogramima. Da
bi se izbjegli eventualni nesporazumi, treba pod pojmom teZine
smatrati silu izraZzenu u njutnima.

Svako tijelo ispuSteno na odredenoj visini od morske
razine padat ¢ée u zrakopraznom prostoru s jednakim gravi-
tacijskim ubrzanjem, koje slijedi ako se izjednaCe jednadzbe

@ i@

9 r2 » 3)
gdje je masa Zemlje m0 = 5976 - 1024 kg, polumjer Zemlje r —
= 6,371 - 106 m, a K gravitacijska konstanta. Odatle se dobiva
daje g = 9,824m/s2. Medutim, buduc¢i da Zemlja nije kugla, ve¢
ima zbog vlastite rotacije spljoStene polove, gravitacijska se
akceleracija rauna pomoéu Medunarodne gravitacijske formule:

g = 9,78049(1 + 0,0052884siny - 0,0000059sin22y), 4

gdje je y geografska Sirina mjesta na Zemlji. Usporedba izmedu
apsolutnog gravitacijskog ubrzanja Zemlje koja rotira i koja
ne rotira, prema geografskoj Sirini, prikazana je na si. 1
Apsolutna se gravitacijska akceleracija moze izracunati dovoljno
to¢no ako je relativnom ubrzanju (4) dodana vrijednost
3,387 - 10~2c0s2yms~2.

Geografska Sirina

SI. 1 Gravitacijsko ubrzanje u ovisnosti o geografskoj
Sirini: 1 za nerotirajuéu, 2 za rotirajuéu Zemlju

U vecini se inzenjerskih zadataka za vrijednost gravi-
tacijskog ubrzanja odabire vrijednost od 9,81 m/s2, $to priblizno
odgovara geografskoj Sirini od y —45°,

Keplerovi zakoni. Gibanje se Cestice pod djelovanjem sile
Sto stalno prolazi kroz ¢&vrsto srediSte naziva srediSnjim ili
centralnim gibanjem. Gibanje planete i satelita primjer je sre-
diSnjeg gibanja. Zakoni koji opisuju takva gibanja utvrdeni
su promatranjem gibanja nebeskih tijela $to ih je provodio
J. Kepler (1571—1630) (v. Astronautika, TE 1, str. 428). Ti
zakoni glase: |. svaka se planeta u naSem Sunlevu sustavu
giba oko Sunca u elipti¢noj orbiti, a Sunce se nalazi u jednom

od ZariSta; Il. pri gibanju planeta radijvektor u bilo kojim
jednakim vremenskim razdobljima prebrise jednake povrSine
(Zakon povrsina); I1l. kvadrati ukupnih ophodnih vremena

(jednog punog obilaska) za razlic¢ite planete proporcionalni su
s trecom potencijom njihovih srednjih udaljenosti at od Sunca:

U 11
a\ a

®)

Dinamika cestice

Kad na slobodnu ¢esticu djeluje neuravnotezen skup sila,
Cestica se giba ubrzanim gibanjem. Odnosi izmedu neuravno-
teZzenih skupova sila i gibanja Cestica §to ih oni uzrokuju
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proucavaju se u dinamici Cestica. Svojstva skupova sila prou-
Cavaju se u statici, dok se geometrija gibanja Cestice proucava
u kinematici.

Temeljna je veza izmedu sila i ubrzanja definirana Il
Nevvtonovim zakonom (1). Dokaz se tog zakona temelji na
pokusima, a njegovo se fundamentalno znacenje opisuje idealnim
pokusom u kojemu se pretpostavljaju mjerena ubrzanja i sile
bez ikakve pogreSke. Naime, smatra se da je prouCavana
Cestica potpuno izdvojena u primarnom inercijskom koordi-
natnom sustavu i da je pod djelovanjem sile F1 Tada je
omjer Fxax jednak Cj kojemu vrijednost ovisi o odabranim
jedinicama mjera. Ponovljenim pokusom s istom ¢esticom., ali
s drugom silom F2, dobiva se ubrzanje a2. Omjer F2/a2jednak
je C2. Taj se pokus moZe ponoviti bezbroj puta, pa se dobiva
da je

Fi R = C = const. ®)
32
To je konstanta inercije Cestice koja se ne mijenja, i ona se
odupire promjeni brzine Cestice. ZnaCi, za Cesticu s velikom

inercijom (veliko C) ubrzanje ¢e biti malo za zadanu silu F,
odnosno ako je masa malena, ubrzanje ¢e biti veliko.

Odstupanja rezultata stvarnog prema idealiziranom pokusu
tumaci se Cinjenicom da se izvedeni pokus obavlja na povrSini
Zemlje gdje je pricvrséen koordinatni sustav. Odstupanja ne-
staju ako se uvrste primjerene korekcije na komponente ubr-
zanja. Medutim, za vecinu su inZenjerskih zadataka te korekcije
toliko male da se mogu zanemariti. Kad se prou€avaju ba-
listicke rakete i svemirska vozila, komponente su gravitacijskog
ubrzanja od primarnog znacenja i u tim se razmatranjima
tocne komponente apsolutnog gravitacijskog ubrzanja moraju
uzeti u obzir.

Uvodenjem teorije relativnosti, i to koncepcijom o razli-
Citom tijeku vremena prema brzini gibanja Cestice, A. Einstein
je uc€inio klasi€nu mehaniku posebnim slu¢ajem jedne opce-
nitije mehanike. U relativistickoj su mehanici brzine gibanja
bliske brzini svjetlosti. U teoriji relativnosti ne postoji nesto
poput primarnog koordinatnog sustava, te mjerena vremena
u dva koordinatna sustava, u kojima su brzine relativne jedna
prema drugoj, daju razliCite rezultate.

Jednadzbe gibanja. Zadaci dinamike za slobodnu i vezanu
Cesticu Cine dvije skupine: a)zadaci u kojima su poznate sile
§to djeluju na cesticu, a treba odrediti zakon gibanja i b)
poznat je zakon gibanja, a treba odrediti sile Sto djeluju na
Cesticu.

Ti se zadaci rjeSavaju pomocu Il Newtonova zakona, ali
u tehnickoj praksi Cesto se proucava gibanje vezane Ccestice
kojoj je gibanje unaprijed odredeno (prisilno ili prinudno
gibanje). Tada se Il zakon proSiruje tako Sto se veza Cestica
nadomjesta reaktivnom silom pa jednadzba gibanja poprima
oblik

md =
i
gdje su aktivne sile, a N reakcije veza.

Krivocrtno gibanje u prostoru. Na si. 2 prikazana je Cestica
mase m koja se giba po naznacenoj putanji zbog djelovanja
sila FI9F2,F y F n. Za izabrani nepomicni koordinatni sustav,
imajuc¢i u vidu da su komponente ubrzanja

X i +N, )

d2x d2y d2z

ax= ——= X,

X di2 dtz ¥ dt &
projekcija sila Ft u smjeru koordinatnih osi x, y i z ima
sljedeéi oblik

d2x
mx = max = XX;,
1dl2 " i=i
)

md—2¥: my = mav

9
dt2 i=1 ®)

gdje su Xb Yi i Z, projekcije sila Ff. Te se jednadZzbe na-
zivaju diferencijalnim jednadzbama krivocrtnog gibanja Cestice
u prostoru. U opéem obliku jednadzbe (9) glase:
mx = X(x,y,z,x,y,z;f) 1
my = Y(x9Y,z,x,y,2;t) >
mz = Z(xry,z,x,y,Z;t)
Opce rjeSenje tih jednadzbi daje zakone gibanja kao funkciju
vremena sa Sest konstanti integracije u obliku:
x = x(t,CL1C2,...C6)
y = y(r,C1C2v..C6)
z=12(r,C1C2,...C6).

md = F{rv,t). (120)

(€Y

Znaci, diferencijalne jednadZbe gibanja opisuju bezbroj oblika
gibanja koja sva odgovaraju istoj sili, te odreduju viSepara-
metarsku skupinu putanja. Taj zadatak dinamike je potpuno
odreden ako su poznati svi poCetni uvjeti gibanja, pa se moZze
odrediti svih Sest konstanti C\ - C6. PoCetni su uvjeti, npr.,
pocetni poloZaj Cestice, njezina brzina itd. Partikularno je
rieSenje sustava diferencijalnih jednadzbi (10), dakle, izrazeno
pocetnim uvjetima.

SI. 2. Cestica se mase m pod djelovanjem
skupa sila F; giba putanjom s brzinom V]

Uz linearnu zavisnost sila i ubrzanja u dinamici vrijedi
princip superpozicije, tj. moZe se zamisliti da sile djeluju
nezavisno, a zbroj je svih parcijalnih ubrzanja jednak ukupnom
ubrzanju, tj.

F! = mciu F2 —muU2, F3=md3, (12a)

odakle je
R=F1+ F2+ ?3 = w(#i + ti2+ al), (12b)

odnosno
R=m-a (13)

Obrnuti se zadatak sastoji u poznavanju zakona gibanja
u pravcima koordinatnih osi, koje dvostrukim deriviranjem
odreduju ubrzanja ax, ay, az, pomocu kojih se odreduju vektori
sila Sto djeluju na Cesticu. Takav se postupak cesto naziva i
direktnim zadatkom dinamike Cestice.

Pri proucavanju gibanja posebno znacenje ima i izbor
koordinatnog sustava unutar kojeg se analizira gibanje. Pri-
roda zadatka uvjetuje obicno taj izbor, jer je od toga Ccesto
zavisan put matematickog rjeSavanja. To se istice zbog toga
§to promjenljiva sila moZe ovisiti o vremenu, o poloZaju
tijela i o brzini gibanja. Tako opée gibanje Cestice u prostoru
ima tri stupnja slobode gibanja, Sto zahtijeva tri nezavisne
koordinate da se odredi poloZaj u prostoru u svakom trenutku.
Tada se upotrebljavaju cilindricne ili sferne koordinate (v.
Kinematika).

Dvije su, dakle, opée skupine zadataka dinamike Ccestice
posebno vazne. Tu se pojavljuje integracija funkcije sile prema
vremenu i integracija funkcije sile prema pomaku Cestice.
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Rezultati dobiveni integriranjem funkcije sile mogu se izravno
ukljutiti u jednadZbe zakona gibanja. Tako postaje nepotrebno
izravno izraCunavanje ubrzanja. Integracija s obzirom na pomak
vodi prema jednadZbama u kojima se pojavljuju mehanicki
rad i energija.

Mehanicki rad. Za definiranje pojma mehani¢kog rada
promatra se gibanje Cestice mase m koja se giba uzduZ pu-
tanje (si. 3). Polozaj je Cestice mase m odreden vektorom
poloZzaja f i njezin pomak uzduZ putanje u vremenu dt odreden
je promjenom df vektora polozaja. Elementarni rad je velicina

koja je definirana skalarnim umnoSkom vektora sile F i pri-
rasta vektora polozaja dr, pa je

dW =F -dr. (14)
Taj se izraz moZe prikazati skalarnom veli¢inom Ft|dr| = Ftds =

= Fcosads, gdje je s skalama veliCina mjerena uzduz pu-
tanje. Prema tome je rad skalama veli€ina. Ako je smjer od
Ftisti kao i od dr, rad je pozitivan. Ako su Ft idr suprotnog
smjera, rad je negativan. Normalna je komponenta f n okomita
na putanju, pa je skalarni umnozak jednak nistici i ona,
prema tome, ne obavlja rad.

Sl. 3. Rastavljanje rezultante F na tangencijalnu i nor-
malnu komponentu

Rad je sile F u razdoblju nekog kona¢nog gibanja od toc-
ke 1 do tocke 2:

W=jFdf=Ftd?, (15)

gdje su granice integracije poCetna i konacna toCka na putanji
gibanja.
Za skupinu sila f u F2r.. FnSto djeluju na Cesticu za vrijeme

njezina pomaka dr rad c¢e biti
dW= Fj¢7+ ?22df+ - T,,df =
= +?i + mm+ Pndf=Tdf, (16)
odakle slijedi da je
(%))

Jedinica za rad sastavljena je od jedinice za silu i jedinice
za pomak, dakle njutnmetar (Nm). Ta jedinica ima posebno
ime dzul (joule, J), a definirana je kao rad sile od 1N na
putu od Im u smjeru djelovanja sile.

Funkcijska veza izmedu tangencijalne sile Ft i puta s
uzduz putanje omogucuje izraCunavanje rada W. Medutim, ako

funkcija nije poznata u analititCkom obliku, rad se moze
utvrditi iz pokusnih podataka numerickom ili grafickom inte-
gracijom, jer je rad proporcionalan povrSini ispod funkcije
Ft « Ft(s) (si. 4).

lako za promatranje dinamike cestica ne treba definicija
rada vezanog uz djelovanje sprega sila, ipak ¢e se to djelo-
vanje prikazati radi potpunosti definiranja pojma rada.

SI. 5. Djelovanje sprega sila M na disk polumjera r

Na si. 5 prikazano je djelovanje momenta sprega sila M
na disk polumjera r. Infinitezimalna je rotacija diska oko
bilo koje osi Sto prolazi srediStem diska

&9 = Tdiox + jd$y + Sd.9z (18)

Na si. 5 to je os a—a. Iz slike je ocCito da nema nikakva

rada zbog rotacije d$x i &9 Medutim, rotacija d$z uzrokuje
rad koji iznosi

dW = 2Frd$z= Afd#z. (19)
§to se mozZe vektorski pisati u obliku
dw=M-d3. (20)
Ukupni je rad za vrijeme rotacije
W=fMdl = | (Mxd$x + Myd$y + Mzdi9zX (21)

Kineticka energija. Cestica mase m (si 3)giba se zbog
djelovanja sile F uzduZ putanje, paje prema drugom Newtonovu
zakonu

Ft=mat ili Ft=m "y m

dt

gdje je v brzina Ccestice:
= ds/dt, slijedi da je

Ako se upotrijebi jednadzba v =

dvds dv (23)
ds dt ds
odnosno
Ftds = mvdv. (24)

Integriranjem te jednadZzbe od pdoZaja 1 do poloZaja 2 dobije se

i;di7 = —
2

Ftds = m -mi; i* (25)
J

Veli¢ine na desnoj strani jednadzbe skalarne su veliine i
definirane su kao kineticka energija. Kineticka je energija

(26)

Jedinica je kinetiCke energije dZul (J), $to je naziv za njutnmetar

(Nm). Kineticka energija uvijek ima pozitivnhu vrijednost.
Potencijalna energija. Ako sila, koja nacelno moze za-

visiti od pdoZaja, brzine i vremena, zavisi samo od pdoZaja,
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prostor u kojem ta sila djeluje zove se polje sila, pa za Cesticu
vrijedi jednadzba

F = F(r), 27)
odnosno u sklarnom obliku
Fy = FY(X,y,z),

Rad S$to ga moze izvrsiti ta sila iznosi

Fx = Fx(x,y,z), Fz= Fz(x,y,z). (28)

W = Fdr = Fxdx + Fydy + Fzdz. (29)

Integral Fdr opcenito je zavisan od putanje Cestice u intervalu

od 1do 2. Ako je Fdr totalni diferencijal neke skalarne
funkcije V, tada se moZe pisati da je

W=\-dV=-(V2-V21 (30)

kojoj veli¢ina zavisi samo od konacnih stanja gibanja i ne
zavisi od putanje Cestice. Znak minus uzet je zato $to je uobi-
Cajeno da se racuna s obzirom na gravitacijski potencijal u polju
Zemljine teZze. Prema tome, ako V postoji, tada je diferencijal

(1)

Usporedujucéi s relacijom (29) dobiva se
— dV = F -dr = Fxdx -} Fydy + Fzdzy
slijedi da su

ev

dv.

i = 32
dx ’ dz* (32)
pa se moZe pisati da je

F=- W =grad V. (33)

Prema tome V je potencijalna funkcija ili potencijalna energija,
a izraz VF naziva se gradijentom potencijalne funkcije.

Iz izraza za elementarni rad (14) te iz izraza (25) i (29)
slijedi da je

dfkin=-d F, (34)
pa se poslije integracije u intervalu (t0,t) dobiva
£kin-£okin= -(V -V 0, (35)

gdje je EOkin kinetiCka energija u pocetku gibanja, a V0=
= V(x0,y0,z0).
Prema tome

£kin + V = EOMm+ Yo = const., (36a)

odnosno
£kin + ~pot =mconst. (36b)
Iz jednadzbe (36b) slijedi da je zbroj kineticke i potenci-

jalne energije stalan i jednak zbroju tih energija na pocetku
gibanja. To se naziva zakonom o odrZanju mehanicke energije.
Gibanje koje je u skladu s tim zakonom naziva se konzer-
vativnim, a sile koje uzrokuju takvo gibanje jesu konzervativne
sile.

Medutim, uvjeti (32), odnosno (33), bit ¢e ispunjeni, a funkcija
sile V moZe se odrediti, ako je

rotgrad V = rotF = 0, 37)
odnosno ako je
g - SFY_
dy dz
dF1
- 38
dz 8x (38)
dFy _SFI

8x dy
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To znaCi da je funkcija V takva da su njene druge derivacije
po varijablama x,y,z kontinuirane, pa tako ne zavise od
redoslijeda deriviranja.

Rad konzervativnih sila ne zavisi od predenog puta, veé
samo od pocetnog i konatnog poloZaja Cestice, jer vrijedi

jFdr = 0. (39)

Ako funkcija V ne zavisi samo od polozaja ve¢ i od
vremena, tj. V = V(x,y,z,t), tada se sila koja zadovoljava uvjete
(32) i (33) naziva potencijalnom silom, ali tada nije konzerva-
tivna.

Konzervativni sustavi. Kao tipi€an primjer konzervativnog
sustava uzima se Cesto deformacija elasti¢nog tijela. Na elasti¢nu
oprugu krutosti c¢ (si. 6) djeluje sila uz bilo kakvu deformaciju
opruge. 1z nedeformiranog poloZaja opruge slijedi da je F = cx.
Mehanicki je rad elasticne opruge za vrijeme rastezanja ili
sabijanja

j™ cxdx = -~~c(x2 —x\\ (40)

§to predstavlja crtkanu ploStinu trapeza na si. 6. OCito je da
je u oba primjera izvrSen pozitivan rad, odakle slijedi da je
rad reaktivne sile podloge negativan. lzvrSeni rad deformacije
opruge za neki pomak naziva se elasti¢nim potencijalom opruge
i iznosi

(41)
ili vlakom opruge na tijelo koje

Sila F uzrokovana tlakom
se deformira iznosi

cX, (42)

F=~ i (W I=
koja je negativha s obzirom na silu F 3to djeluje na oprugu.

Sl. 6. Zavisnost iznosa sile od
deformacije i konstante krutosti
kod linearne opruge

Uvodenjem gravitacijskog potencijala energije i elasticnog poten-
cijala energije pogodno je zamijeniti izvrSeni rad od gravi-
tacijske sile i rad sile opruge s negativnim promjenama nji-
hove potencijalne energije. Ako se uzme da je W rad svih
sila, izuzev silu gravitacije i silu opruge, tada ce vrijediti da je

W= AE + AFg+ AFe. (43)

Taj oblik jednadZzbe cesto bolje odgovara, jer su izdvojeni
dijelovi prema izvoru njihova uzroka. To je osobito pogodno
pri ras¢lanjivanju sustava koji nisu konzervativni.

Kolic¢ina gibanja. Ponovno ¢e se razmotriti gibanje Cestice
mase m u prostoru prikazanom na si. 2, gdje je r vektor
poloZzaja mjeren od ishodista O. Brzina je V=1f i tangen-
cijalna je na putanju cCestice. Rezultanta je svih sila Sto dje-
luju na Cesticu mase m sila i ona djeluje u smjeru

ubrzanja d = ft Gibanje se tada moZe opisati relacijom
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YIF —mi = e (mE£) (44a)
ili

x? = ¢, (44b)

gdje je umnozak mase i brzine vektorska veliina koja se
naziva koli¢inom gibanja Cestice. Jedinica je koli€ine gibanja
kilogrammetar u sekundi (kgm/s), $to je ekvivalentno jedinici
njutnsekunda (Ns). JednadZbom se potvrduje da je rezultanta
svih sila §to djeluju na Cesticu jednaka vremenskoj derivaciji
koli¢ine gibanja. Budu¢i da je koli¢ina gibanja vektorska
veli€ina, proistjeCe da je vektor ukupne sile linearan s pravcem
vektora derivirane koliCine gibanja.

Snaga (ili efekt) nekog mehanickog sustava ocjenjuje se
brzinom kojom on moZe obaviti rad ili predati energiju. Ukupni
rad ili ukupna predana energija nije mjerilo snage ili kapa-
citeta stroja, jer i mali radni sustav moZze prenijeti veliku
energiju ako mu se da dovoljno vremena. Samo veliki, snazni
sustavi mogu predati veliku koli¢inu energije u kratkom vre-
menu.

Snaga P definirana je kao brzina rada ako je taj rad
kontinuirano promjenljiv, pa je

dw

~dT (43)

Geometrijski snaga je koeficijent smjera tangente na krivulju
koja predoCuje zavisnost veli¢ine rada od vremena.
Za pravocrtno gibanje snaga je

p=rZ-py 46
=F5 7 Fv (46)

a za kruzno gibanje, ako je ds = rdcp,

P=F¢fr- =Mw. 47
dt (47

Snaga je skalama veli¢ina. Jedinica je snage vat (W), Sto je
naziv za dzul u sekundi (J/s).

Stupanj djelovanja (koeficijent korisnog djelovanja) nekog
stroja omjer je energije koju stroj predaje u odredenom raz-
doblju i energije koju prima u tom istom razdoblju. Stupanj
djelovanja uvijek ima vrijednost manju od jedan. Svaki stroj
radi s nekim gubitkom energije, a ujedno se u stroju ne
moZe stvarati energija ni iz €ega. U mehani¢kim strojevima
najviSe gubitaka energije nastaje zbog kinetickog trenja. Rad
se sila trenja pretvara u toplinsku energiju.

Stupanj je mehani¢kog djelovanja, dakle, omjer izlaznih
i ulaznih energija, odnosno snaga:
e D (482)

p
Ako ima viSe vrsta gubitaka, ukupni je stupanj djelovanja
umnozak mehanickog (rJm) i ostalih stupnjeva djelovanja)

1="ImMr (8b)

Uredaj kojim se mjeri izlazna snaga stroja naziva se dinamo-
metrom. Apsorpcijski su dinamometri oni kojima se predana
energija nepovratno tro$i u mehanickom smislu i na kraju
pretvara u toplinu. Transmisijski su dinamometri oni u kojima
se predana energija prenosi u nepromijenjenom obliku na drugi
sustav.

Primjerje apsorpcijskog dinamometra tzv. Pronyjeva ko€nica
(si. 7). Snaga se trosi na rad trenja koCnice. Iz slike se moze
postaviti vrlo jednostavan uvjet ravnoteze: YM () = 0, a to znaci

g/—27>=0, (49)
gdje je T sila trenja. Snaga kocCnice je uz n okretaja u minuti
2n

P=Mai —2Tr-

60 - (50a)

pa se uz Tr = — Ql dobiva

Ako se krak poluge koc€nice radi dobivanja jednostavnijeg izraza
30

odabere tako daje /= — = 0,974 m, tada je snaga u kilovatima
izg

dana brojéanom jednadzbom

P (50c)

1000
gdje je m masa utega u kilogramima, a n brzina vrtnje u
minuti.
Zakon kolicine gibanja. Prema Newtonovoj formulaciji sile,
koja je vremenska derivacija koliine gibanja, slijedi da je
* dB
F=— ili d(mU)=Fdt. (51)
Integracijom tog izraza u vremenskom razdoblju od tx do r2
dobiva se

j d(mtf) —]Pdt (52)
ti ii
h
mV2- mvl=\Fdt —J12, (53)
i,
odnosno zakon koli¢ine gibanja glasi
S2—Sj =712 (54)

Sto znaCi da je promjena koliine gibanja u intervalu od ij
do t2 jednaka impulsu sile J12 u tom istom intervalu. U dife-
rencijalnom obliku zakon je koli€ine gibanja

dJ = ds. (55)
U skalarnom obliku zakon koli¢ine gibanja glasi:
2
(mvx)2 - (mrx)i = jF xdr
i
2
(mvy)2 - (mvy)l= \Fydt (56)
1
2
(mvz)2 - (mvz)i = jFzdt,
i
a kad je masa konstantna, ona se moze izluciti, pa je
™*2 -v xl)= |f,di
1
2
(57)

m(vy2 - vyl) = $Fydt
1

2
m(vz2 - vzl) = $Fzdt.

Sudar tijela. Sudar je kratkotrajan dodir dviju Cestica (tijela)
razli¢itih brzina. Pri tom se na mjestima dodira pojavljuju
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velike sile i za kratko vrijeme promijene se brzine tijela za
konacan iznos.

Vrste sudara. Prema geometrijskom odnosu razlikuje se sre-
didnji ili centralni i ekscentri¢ni sudar (si. 8). Sredi3nji sudar
mozZe biti ravan i kos. Za vrijeme sudara na Cestice (tijela)
ne djeluju nikakve vanjske sile, ve¢ se one zblizuju i udaljuju
zbog kontaktnih sila koje ¢itavu sustavu ne daju nikakav
impuls. Ukupna koli¢ina gibanja ostaje saCuvana, tj.

IS-iB 0=o. (58)

SI. 8. Geometrijski odnosi pri srediSnjem i ekscen-
tricnom sudaru

Sudar se moZe razvrstati prema prikazu na si. 9. Sudar se
sastoji od dva razdoblja, i to od razdoblja deformacije i raz-
doblja restitucije. Ukupna koli¢ina gibanja ostaje nepromi-
jenjena, pa je

m2v2+ mlvl= m2v2+ mlv\. (59)

Razdoblje deformacije ne mora biti vremenski jednako razdoblju
restitucije. Odnos tih vremena zavisi od elastiCnih svojstava
tijela.

SI. 9. Prikaz faza sredi$njeg sudara dviju masa mi i m2

Ravni sredisnji sudar. Polazna jednadzba za odredivanje
odnosa jest zakon koli€ine gibanja, tj.

Z —7Z"oi=1

1=1 1 1
Sudar se sastoji od dva dijela. Granica je izmedu jednog i
drugog dijela trenutak kada oba tijela (Cestice) imaju jednaku
brzinu v*. Tada je prema si. 10

itdt=0 60
a (60)

miv* —mji-i = p*Sdt = —(m2v* —m2v2) —J\
o

. o1

mtw —  v* = J Sdt — —(m2i/l2 —m2v*) —J 2.

Ukupni je impuls J — + J2.
Prema Newtonovoj hipotezi slijedi da je
J2=kJu Ogfcgl. (62)

Znaci kada je k —0, onda je J2= 0, odnosno nema elasticnog

Sl. 10. Primjena principa izolacije pri sudaru

sudara, ili kada je k = 1, onda je = J2, tj. razdoblje defor-
macije jednako je razdoblju restitucije.
Na temelju te hipoteze slijedi da je

k(mlv* —m1) = v\ —m1lv*, (63a)
odnosno
k (m2v* —m2v2) = m2v2 —m2v*, (63b)
pa je
= v _ W- v2 64)

Sv v2 —vt

Veli¢ina k naziva se koeficijentom restitucije. 1z izraza (64)
slijedi da je omjer razlike brzina poslije sudara i razlike
brzina prije sudara jednak koeficijentu restitucije. 1z jednadZzbi
(59) i (64) dobivaju se vrijednosti brzina nakon sudara

m2(1+ k)(vl- v2)

Vi=bi (65a)
mx+ m2
i analogno
mi(l + k)(vx - v2
v2=v2+ ( ) ) (65b)
mx+ m2
Gubitak je Kineticke energije pri sudaru
n n
I - | EOi=\E, 66)
i=1 i=1
pa se uvrStavanjem izraza za brzine v\ i V2 dobiva
Lomim2 0 oywi-v 22
Af = A - -
2 mx4mm2 " ©7)
Iz tog izraza slijedi da je pri savrSeno elastichom sudaru

(fc = 1) gubitak energije jednak niStici, a pri idealno plasti€hom
sudaru je k = 0, i tada c¢e biti

AE® . 3
2 mj + m2 8,

Kosi sredidnji sudar. Ako je pri kosom sudaru zadano:
mi,m2,otu (¢,k,v1v2, a nepoznato je VIfv2, i tada je opet
polazna jednadzba (58), uz uvjet da se zadatak promatra u
dva pravca. U pravcu normale (si. 11) dobiva se jednadZba

—m1visinocj + m2v2sin(x2 = mivisinpl—m2v2sinj?2, (69)
a u pravcu osi x vrijedi, budué¢i da nema sila,

m1vlcosoil=m 1i/iCOs/?i

(70)
m2v2cosa2 = m2v2cosp2.

SI. 11. Geometrijski odnosi pri kosom sredisnjem
sudaru

Koeficijent restitucije prema jedtiadzbi (64) iznosi

*No “ tfa, (71)
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pa se uvrStavanjem dobiva

/c(i;2sina2 + t7sinoci) = vlsinpi + i2sin/?2. (72)
Iz jednadzbi (69), (70), (71) i (72) mogu se odrediti spomenute
nepoznanice.

Zakon kinetiCke energije. 1z izraza (25) slijedi da je

d(~)-WwW P3)

Loomv2 .,
te ako je Ekin > bit ce
dEkin= dwW (74)

Taj se izraz naziva zakonom kineticke energije u diferencijal-

nom obliku. Prema (25) bit ¢e u intervalu od 1 do 2
JAdE = $Fds = W, (75a)
i i
odnosno
m
(V2 — Vi) = Fds; (75b)

§to je zakon kinetiCke energije u integralnom obliku. Iz tog
zakona slijedi da je ukupna razlika kinetiCke energije Cestice
za vrijeme gibanja iz stanja 1 u stanje 2 jednaka ukupnom
radu svih vanjskih sila koje djeluju na cCesticu za vrijeme gi-
banja u promatranom razdoblju.

Zakon kinetickog momenta. Analogno definiciji statickog
momenta sile definiran je i Kkineticki moment. Promatra se
gibanje Cestice mase m prikazane na si. 12, na koju u proma-
tranom trenutku djeluje vektor koli€ine gibanja B. KinetiCki je
moment definiran kao vektorski umnoZak

Kg=r x mU. (76)

Jedinica je kinetitkog momenta njutnmetarsekunda (Nms).

Sl. 12. Deformacija vektora koli¢ine
gibanja B

Deriviranjem kinetickog momenta po vremenu dobiva se
d? d?

= l— x mil\+\r x m— (77)
dr \ dr I\ dt

Prvi je ¢lan na desnoj strani zbog kolinearnosti vektora jednak
nistici, a drugi je Clan statiCki moment sile pa je

~ = Ao,
dt

tj. derivacija kinetic(kog momenta po vremenu jednaka je mo-
mentu sile koja djeluje na Cesticu s obzirom na istu os. To
je tzv. jednadZzba momenata.

Posebni su primjeri: a) ako je statiCki moment sila prertia
nekoj osi jednak nistici, kineticki je moment za sve vrijeme
gibanja stalan; b) ako sile §to djeluju na Cesticu prolaze kroz
nepomicnu tocku O za sve vrijeme gibanja, takoder je M = 0.
Tada je rije¢ o srediSnjim ili centralnim silama.

Jednadzba (78) kad se prosiri na sustav krutih ili Cvrstih
Cestica jedan je od najefektivnijih pristupa u bilo kojoj analizi
u dinamici. Skalarni je oblik jednadZzbe (78)

(78)
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ZAt#«, =
ZA#,y= Ky (79)
£ mOz= kz
Skalarne se komponente mogu izracunati iz izraza
KQ—r xmv=m(vz-y —vy-z)-i+m(vx-z —vz x) -j --
+ m@i;yms - vx-y) /g (80a)
ili
(80b)
pa je
No=m(izy - vyz)
Ky = m(vxz —v2x) (81)

Kz = m(vyx —ixy).

Da se odredi efekt momenta X MO0 koji nastaje od kinetickog

momenta, integrira se jednadzba (78) u razdoblju od ii do
t2, pa je
JXMGdi —R02 — (82)
ii
gdje su
K02 =f2 x mv2
(83)
UmnoZzak momenta i vremena t definira se kao rotacijski

impuls. 1z jednadzbe (82) slijedi da je totalni rotacijski impuls
jednak razlici pripadnih kinetickih momenata. | tu je, kao i za
linearni impuls, jednadZzba rotacijskog impulsa vektorska jed-
nadzba u kojoj se promjene smjera i iznosa mogu dogoditi
za vrijeme gibanja unutar kojeg se integrira. Tada treba
A?0 i K() izraziti u obliku komponenata. Tako je npr. kompo-
nenta jednadzbe (82) za pravac x

SZMoxdt = (KOX)2 - (K 0x)l =
1

= ml(vzy - wyz)2- (vzy - vyz){], (84)

gdje indeksi 1 i 2 odgovaraju vremenima tli i2. Komponente
u pravcima y i z potpuno su anajogne.

Jednadzbe gibanja i d’Alembertov princip. Cesto je zadatak
mehanike utvrdivanje odnosa izmedu sila $to djeluju na Cesticu
za vrijeme njezina relativnog gibanja prema nekom pomi¢nom
ili nepomi€nom koordinatnom sustavu. (Brzina i ubrzanje pri
slozenom gibanju; v. Kinematika.)

Ako se gibanje Cestice A mase m promatra iz koordinatnog
sustava xyz (s ishodiStem S) koji translatira s ubrzanjem
as, tada je jednadZba gibanja

X? = m{ds + 2rg), (85)

gdje je ard = aSA ubrzanje Cestice A mjereno od promatraca
koji se relativno giba.

Za mjerenje ubrzanja iz referentnog koordinatnog sustava
xyz S§to rotira s kutnom brzinom oo i u kojemu je as ubr-
zanje ishodista, zbroj je sila

=m[ds+ £x7 X (5 x f) + 3 + 2(ab x t)], (86)

gdje je fAMAs vektor poloZaja Cestice A u sustavu xyz,
a ffrei brzina Cestice relativnog gibanja s obzirom na osi tog
sustava.

Ako se gibanje Cestice m promatra iz nepomi¢nog koordi-
natnog sustava x0yozo (si. 13), njezino je apsolutno ubrzanje
a, a sila Sto na nju djeluje

I T =mcl (87)



44 MEHANIKA, DINAMIKA

Ako se gibanje promatra iz pomi¢nog koordinatnog sustava
xyz (koji rotira ili ne rotira) i kojem se u ishodistu nalazi
Cestica m, promatra¢ vidi da Cestica m relativno miruje prema
tom koordinatnom sustavu, pa on moze zakljuciti da zamis-
ljena sila —m~& uravnoteZuje sile JTF. Tako se zadatak dinamike
pretvara u zadatak statike. Taj je pristup postavio d’Alembert
u radu Traité de dynamique (1743), koji je, zapravo, drugacije
pisan drugi zakon mehanike, i to u obliku

£F-m 3 =C. (88)

SI. 13. Prikaz pomi¢nog koordinatnog sustava
Xyz u nepomi¢nom koordinatnom sustavu
XYz

Takvo je promatranje poznato kao d’Alembertov princip. Nje-
govo je znacenje vise povijesnog karaktera, buduéi da se razvio
u doba kada je dinamika bila jo§ nerazvijena, ¢ime se oprav-
dava primjena umjetnog za opisivanje realnog stanja. Navedena
se fiktivna sila naziva inercijskom silom, a zamiSljeno se
stanje ravnoteZze naziva dinami¢kom ravnotezom.

SrediSnje gibanje. SrediSnje ili centralno gibanje takvo je
gibanje kojemu za sve vrijeme sila $to uzrokuje to gibanje
prolazi kroz nepomic¢no srediSte. Najpoznatiji primjer takva
gibanje jest gibanje planeta i satelita. To gibanje opisuju
Keplerovi zakoni.

Razmatra se gibanje cCestice mase m kako je prikazano
na si. 14, koje je posljedica djelovanja gravitacijske sile F,
pa je

F=K (89)

mmo0
v
gdje je m0 masa Cvrstog tijela za koje se pretpostavlja da
miruje, K gravitacijska konstanta, a r udaljenost izmedu sre-
dista masa m i moO.

SI. 14. Geometrijski elementi srediSnjeg gibanja
Cestice m oko nepomicne cestice m0

Za opisivanje navedenog gibanja najbolje odgovara polarni
koordinantni sustav. Tada ce biti

.K*"mCr +r*n
r

(90)
0 = m(rS 4 2r,9).

Posljednja se od tih dviju jednadZbi mnoZenjem sa r/m, i
uzevsi u obzir da je d(r2S)/dr = 0, a nakon integracije, pretvara
u izraz

r2°9= b = const. (91)
Fizikalno je znaCenje jednadzbe (91) u tome da moment

kdi¢ine gibanja f x mU mase m oko mase mO ima stalan iznos
mr2. Odatle ocito slijedi da je kineticCki moment stalan, tj. da

je sustav konzervativan. 1z toga se zakljuCuje da su vektori 7 i V
u istoj ravnini, Sto zna€i da je putanja ravninska krivulja.

Nadalje je iz geometrijskih odnosa ocito da radijvektor
7 u razdoblju od dt prebrise neku povrsinu (crtkano ozna-
¢enu na si. 14) kojoj je plostina jednaka

dA = —r(rd$). (92a)
Derivacija je te ploStine po vremenu

dA 1 .

— —A = —r2i9, (92b)

dt 2

§to je, u skladu s jednadzbom (91), konstantna veliina. Taj
se zaklju¢ak u potpunosti slaze s drugim Keplerovim zakonom
koji kaze da radijvektor pdoZaja Cestice prebriSe jednake povr-
Sine u jednakim vremenskim razdobljima.

SI. 15. Grafi¢ki prikaz jednakosti prebrisanih
povrdina pri srediSnjem gibanju

Ako je putanja Cestice elipsa, a nepomi¢na tocka u Zaristu O
(si. 15), tada ¢e masa m, kada se bude nalazila u toc¢ki N,
koja se zove perihel, imati najveé¢u, a u toCki A, koja se zove
afel, najmanju brzinu. To je zbog toga Sto su povrsine koje
briSe radijvektor u jednakim vremenskim razdobljima jednake.
Odnos se brzina mozZe definirati iz tzv. momenta brzine, tj. da
je VYN-ON = vA-OA.

Gibanje planeta i satelita. Gibanje planeta najilustrativniji je
primjer srediSnjeg gibanja. To se prouCavanje veZze uz tzv.
nebesku mehaniku. Potvrdu je opéeg zakona gravitacije dao
Newton, pokazavsi da se iz tog zakona mogu izvesti Keplerovi
zakoni, te da se njime mogu objasniti i mnoge nejednakosti
gibanja Mjeseca, pojave precesije, plime i oseke, te planetske
spljostenosti.

Na temelju je Keplerovih zakona bio i utvrden tocan
povratak Halleyjeva kometa jo§ 1759. godine. Nebeska se me-
hanika u poCetku razvijala radi izradbe kalendara i za navi-
gacijske potrebe. Ta se mehanika sastoji od tri temeljna zadatka:
proucavanja translacijskog i rotacijskog gibanja te utvrdivanja
oblika nebeskih tijela.

IElipsa
J—
/

Navest ¢e se primjer gibanja jednog od planeta oko Sunca.
Pri tom ce se zanemariti privlacne sile drugih planeta i uzimat

|~
(%]

y \

\

1

S1. 16. Geometrijski odnosi pri giba-
nju planeta oko Sunca

X

¢e se u obzir privlatna sila Sunca. Prema si. 16 bit ¢e u
skladu s opéim zakonom gravitacije
M m

F=K- (93)

gdje je K konstanta, M masa Sunca, m masa planeta, a r

udaljenost. Komponente su sile P u pravcima x i y uz
H= Km, cos (p= x/r, sin(p=y/r i r2=x2+ y2
\i mx fimy
my = (94)

(X2 + y2)312 T (x2+ v
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Mnozenjem prve jednadzbe sa y, a druge sa x i oduzimanjem
slijedi da je

m(j)x —xy) = 0, (95a)
odnosno
gtlyx-xy) =0. (95h)
Odatle slijedi da je
yX —Xy = const. (96)
Uvodenjem oznaka x = —"x/r3iy = —Liy/r3, te uz odredene
koordinate bit ¢e
yrcoscp —xrsmep = k, 97)
odakle je
r2p =k, (98)
§to nakon odredenih supstitucija rezultira jednadzbama
x kanr i o

Integracijom tih jednadzbi, te mnoZenjem prve sa y = rsin<p,
a druge sa x = rcos(p, i oduzimanjem prve od druge slijedi
jednadzba putanje u polarnim koordinatama:

yX —Xy =7r + dcoscp — csin<pj = k, (100)
gdje su ¢ i d konstante utvrdene integriranjem. Uvedu li se
dalje oznake —c —bsina i d = bcosa, gdje su b i a nove
konstante, tada slijedi jednadZzba

k2
(102)
1+ (— )eos(<p - a)
Ako se na kraju uvedu oznake
(102)
M
dobiva se
|
(103)

1+ ecos(ep—a)

SI. 17. Prikaz krivulja $to na-

staju presijecanjem stoSca pod

razli¢itim kutovima a (¢unjo-
sjecnice)

To je polarna jednadZba putanje planeta (CunjosjeCnice) koja
ima parametar / i ekscentricnost e, uz uvjet da joj je os
nagnuta za kut a prema osi x, kako je prikazano na si. 17.
Ako je u jednadZzbi e < 1, presjeCna je krivulja elipsa, ako je
e = 1, presjeCna je krivulja parabola, te ako je e > 1 tada
je presje¢na krivulja hiperbola. Medutim, ako je e= 0, pre-
sjeCna krivulja postaje kruznica. Pol se krivulja nalazi u fokusu
(Zaristu).

Takvo se gibanje Cestice zove keplerovsko gibanje, i tako
se priblizno gibaju planeti i druga prirodna i umjetna nebeska
tijela kada se uzima u obzir samo djelovanje srediSnjeg tijela,
Sunca.

Ako se radi o kruznici, tj. kada je e = 0, mora u pocetnom
trenutku normalno ubrzanje Vo/q0 biti jednako ubrzanju Newto-
nove gravitacijske sile KM /qq, pa je

VO _ Bprg — 104
o &oro é)> (104)

§to omogucuje da se izracuna vrijednost poCetne kutne brzine

K *.
Q
Pocetna je brzina kruzne putanje time potpuno odredena.
Budu¢i da je pocetna brzina tangenta na putanju, radijalna
brzina u ovom primjeru mora biti jednaka nistici (0 = 0).
Kozmicke brzine svemirskih letjelica. Ako je u sredistu Zemlje
i sredite privlaCne sile, u blizini Zemlje vrijedi

(105)

KM (106)
~W 9

gdje je polumjer Zemljine kugle R = 6370 km. Pocetna je kutna
brzina (105)

107
- (107)
Tada je algebarska vrijednost vO poCetne brzine

t0 = R&o = ]/gR, (108)

§to uz g = 9,81 m/s2 daje vrijednost 01 —7,91 km/s.

To je tzv. prva kozmicka brzina ili kruZzna brzina svemirske
letjelice koju ona mora imati da bi lansirano tijelo obilazilo
oko Zemlje kao njen umjetni satelit, i to po kruznoj putanji,
uz pretpostavku da nema otpora gibanju ili da je taj otpor
zanemarljiv.

Buduéi da je ubrzanje gravitacije zavisno od njezine uda-
ljenosti od Zemlje, ubrzanje y na nekoj udaljenosti od povrsine
Zemlje bit ¢ce

(109)

gdje je x udaljenost od srediSta Zemlje, pa je kruzna brzina
umjetnog satelita odredena izrazom

(110)

PocCetna brzina % Sto je potrebna za izbacivanje letjelice s
povrSine Zemlje do neke odredene visine x = H (uz pretpostavku
da se radi o zrakopraznom prostoru) odreduje se najlakse
pomoc¢u zakona o kineti¢koj energiji, tj.

foi=l/yx-

mvo

—mj ydx. (111)
Ako se uzme u obzir jednadzba (109), bit ce
v0 =
H+RO (1122)
a ako x->o00, tada je, s obzirom na v0= JgR,
.J/2R~g = v01]/2* 11,19 km/s, (112b)

§to je tzv. brzina oslobadanja od Zemljine teZe ili druga koz-
micka brzina.

Za odredivanje treée kozmicke brzine ili brzine oslobadanja
od Sunceve gravitacije pri lansiranju letjelice sa Zemlje treba
uzeti u obzir da je srednja brzina kruZenja Zemlje oko Sunca
vzs = 29,77 km/s, te da je zbog toga brzina oslobadanja od
Sunceve gravitacije na razini Zemljine putanje j/2 puta veéa
od brzine njenog kruZenja, pa iznosi vZs = 42,10 km/s. Zbog
toga, a prema zakonu o odrZanju energije, za letjelicu mase
m vrijedi
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mvi3_ _2mMz

2mM-
= MBR + kS

S (113)
gdje je voi tre¢a kozmicka brzina, Aiz masa Zemlje, R polumjer
Zemlje, Ms masa Sunca, a r polumjer Zemljine putanje. Uz te
jednadzbe slijedi

. M7 Ms \

i3 = 2/c2 gT'R +-"r) = 2(gR + Gr), (114a)

gdje je g ubrzanje Zemljine teze, a G ubrzanje Sunceve tezZe
na Zemljinoj putanji. Prema (112b) brzina oslobadanja od

Zemlje je voz = ]/2gR, a brzina oslobadanja od Sunca na

Zemljinoj putanji i;0s = ]/2GR, pa je tre¢a kozmicka brzina

n03 —]A>0z + t>5 - (114b)

Ako se letjelica izbaci u smjeru gibanja Zemlje oko Sunca,
tada je relativno prema Zemlji za oslobadanje od Sunca
potrebna samo dopunska brzina v0s = (42,10 —29,77) km/s =
= 12,33 km/s, pa je vrijednost treCe kozmicke brzine

vo3z = ]/11,192 4- 12,332km/s = 16,65 km/s.
Dinamika sustava Cestica

Do sada je razmatrana dinamika jedne Cestice prou¢avanjem
njezina gibanja. Medutim, i u dijelu vezanom uz rad i energiju,
pri sudaru, zatim gibanju svemirskih letjelica i tijela promatrali
su se i parovi Cestica, koje su u nekom smislu uvod u
sustav Cestica. ProSirenja koja se uvode sastoje se u definiranju
nekih dopunskih pojmova koji se pojavljuju pri proucavanju
skupa Cestica.

Prema tome, smatrat ¢e se da je sustav Cestica skup
Cestica koje djelovanjem vanjskih i unutradnjih sila ¢ine jednu
mehani¢ku cjelinu. Tako, npr., ako se promatra jato ptica
i pri tom se zanemare medusobne privlatne sile koje slijede
iz opteg zakona gravitacije (jer su vrlo male s obzirom na
njihovu teZzinu), ono se ne smatra sustavom cCestica. Medutim,
ako se privezu medusobno, jato ptica postaje sustavom Ccestica.
Suncev sustav je najilustrativniji primjer sustava Cestica. Unu-
traSnje su sile tog sustava privlacne sile izmedu planeta, satelita
i Sunca, a vanjske su sile u tom sustavu djelovanja nepo-
kretnih zvijezda. Takav se sustav naziva slobodnim sustavom
Cestica.

Za razliku od takvih sustava, u inZenjerskoj se praksi po-
javljuju tzv. vezani sustavi Cestica kojima je unutraSnja veza
obi¢no ostvarena materijalno.

Svojstva mehanickih sustava Cestica. Drugi Newtonov zakon
gibanja za Cesticu moZe se proSiriti za opCi sustav od /? estica,
koje su ograniCene u prostoru konturom, si. 18. Ta granica
obuhvacda cijeli sustav, poput oplo$ja nekog po volji izabranog
krutog tijela. Uvijek se, naime, sustav razmatra kao masa koja
ima svoje vanjsko ogranicCenje, uz uvjet da masa mora biti jasno
definirana i izolirana.

Na sL 18 izdvojeno je prikazana reprezentativha Ccestica
mase mh koja je izolirana i opterecena vanjskim silama
33 j silamal/1? 2, §to djeluju na Cesticu iz izvora

unutar oplo$ja sustava. Vanjske su sile posljedica vanjskog
kontakta s drugim tijelima. Vanjske sile mogu biti gravitacijske,

elektricne i magnetske sile. Unutra$nje su sile reakcije medu
gesticama unutar graniéne konture. Cestica mf definirana je
vektorom polozaja r- s poCetkom u ishodiStu nepomic¢noga
pravokutnoga koordinatnog sustava. SrediSte je mase G sustava
Cestica odredeno vektorom rGkoji proistjeCe iz tzv. momentnog
pravila

mrG- £ mir],

i=1

(115)

gdje je m = m, ukupna masa. Drugi zakon mehanike poprimit
¢e za Cesticu nii oblik
Fj 4-F2+ F34 -

4-/1 4-/2 + 13 + = mir > (116)

gdje je F ubrzanje mase m{ Za cjelokupni ¢e sustav Cestica biti

TFi + Xfi = (117)

gdje je vektorska suma svih vanjskih sila /koje djeluju
na Cestice cijelog sustava, a vektorska suma svih unutrasnjih
sila, tj. akcija i reakcija medu Cesticama sustava. Suma je unu-
trasnjih sila jednaka nistici ako se unutraSnje sile pojavljuju
u parovima jednake vrijednosti i suprotnog smjera. Derivira-
njem jednadzbe (115) dobiva se

mfG= Y mifi. (118)

Uvrstenjem u jednadzbu (116) jednadzba je gibanja

Jrp=mrc ili = magG, (119)

gdje je aG ubrzanje rG srediSta masa sustava Cestica.

JednadZzba (119) generalizacija je drugog Nevvtonova zakona
za gibanje sustava Cestica. 1z te jednadzbe slijedi da je rezultanta
vanjskih sila bilokojeg sustava Ccestica jednaka umno3ku
zbroja masai ubrzanja srediSta tih masa. To je zakon o
gibanju srediSta masa koji glasi: SrediSte se sustava Ccestica
giba kao Cestica kojoj je masa jednaka zbroju pojedinih masa
na koju djeluju sve vanjske sile sustava.

ZnaCenje je toga zakona viSestruko, jer on pruza obrazlo-
Zzenje za primjenu metoda dinamike sustava Cestica. Naime.,
iz jednadzbe (119)
se promatra kao Cestica odreduje zakon gibanja srediSta masa.
Tako, npr., ako se tijelo giba translacijski, tada je njegovo
gibanje u potpunosti odredeno gibanjem srediSta masa. Osim
toga, taj zakon omogucuje da se u sustavu Cestica mogu iz
razmatranja iskljuciti sve unaprijed nepoznate unutradnje sile.

Iz zakona se o odrzanju gibanja srediSta masa moZze izvesti
sljede¢i vazan zakljucak:

Ako je u promatranom sustavu zbroj vanjskih sila jednak
nistici, tj. XF, = 0, tada je i ubrzanje sredista masa aG= 0
ili v = const., paje prema tome gibanje srediSta masa jednoliko
i pravocrtno.

Isto se dobiva ako zbroj vanjskih sila nije jednak nistici,
ali su sile takve da je zbroj njihovih projekcija na jednu
os jednak nistici, npr. na os x:

XFu— -0, (120)
pa je tada
(129
dt
odnosno
axs vSx = xs —const., (122)

"dT

tj. brzina srediSta masa u pravcu osi x ima konstantnu vri-
jednost. To zna€i ako je u pocetnom trenutku brzina vSx = 0,
ona i u bilo kojem drugom trenutku ostaje jednaka nistici, tj,
srediSte se mase nece gibati uzduz osi x, pa je £s konstantno.

Mehanigki rad i energija sustava Cestica. Temeljne su veze
i definicije vezane uz mehanicki rad i energiju prikazane veé
u poglavlju o dinamici Cestice. Medutim, sada ¢e ;e ti zakljucci
poopéiti na sustav Cestica koji je prikazan na si. 18

slijedi da rjeSenjaza gibanje tijela Kkc
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Ukupni je rad koji izvrSava jedna Cestica m, prema definiciji
W W (?«+/i)-df0 (123)

gdje je dr infinitezimalni pomak cestice m(. Za sustav Cestica
ukupni je ili totalni rad za vanjske i unutradnje sile

W=2z " =Zi(Pi+J))dr, (124)
Sto se prema si. 18, jer je fG=f =?. —g., moZe pisati
+ (125)

Medutim, buduéi da je zbroj unutrasnjih sila
nistici, te da je vektorski zbroj vanjskih
ukupni je rad

W=SEP- dr +fZ{(F,+/5)-dgj}.

nuzno jednak
sila ZF,- —ZF,
(126)

.Cesticaizrazit
rh pacebiti

Za odredivanje kineticke energije sustava
kvadrat  brzine sljede¢im izrazom vf —ft -

= lyW f(f+0i)-0"+ 2. (127)

Nakon mnozZenja i sredivanja, uzevSi u obzir da je

A d(zmisd 11W
Im*, = —"~= =0 (128)

jer je naime, mjereno od srediSta masa),

slijedi da je

0 ( Je

Eki,, = -"mv2+ *m, IZfil2. (129)

Prema tome, ukupna je Kkineticka energija sustava Cestica
jednaka kineti¢koj energiji translacije srediSta masa kao cjeline
i energije Sto nastaje zbog relativnog gibanja svih Cestica s
obzirom na srediSte masa.

Ocito je da je KinetiCka energija sustava Cestica skalama
veli¢ina koja je uvijek pozitivna. Ona je jednaka zbroju Ki-
netiCkih energija svih Cestica od kojih se sastoji sustav. Slijedi
i to da je kineticka energija znaCajka kako translacijskog tako
i rotacijskog gibanja sustava. Osim toga, vrijednost je kineticke
energije nezavisna od smjera gibanja i smisla rotacije.

Zakon se KkinetiCke energije sustava Cestica moZe sada
postaviti izjednaCivanjem izraza za rad W i razliku kinetickih
energija, pa je

fIFEmdr+J1 {(F, +/,) -dg)}=\\ j-mv

(130)

Taj se izraz moZe podijeliti na dva nezavisna izraza, i to

jTF -dP= Alymp) (131)

SZ{(?<+?)m<%!} = * (132)

JednadZzba (131) je evidentno zakon kineti¢ke energije gibanja
srediSta masa, u kojem se tvrdi da je razlika kinetickih energija
izmedu dva stanja gibanja srediSta masa jednaka radu svih
vanjskih sila Sto djeluju na to srediSte masa za cijelo pro-
matrano gibanje.

JednadZba (132) opisuje relativno gibanje s obzirom na
srediSte gibanja, i to kao funkciju rada i vanjskih i unutrasnjih
sila. Prema tome, na promjenu kineticke energije sustava mogu
utjecati i vanjske i unutrasnje sile. U primjeru krutog tijela,
kao ekstrema sustava Cestica, kojemu su udaljenosti izmedu
pojedinih Cestica stalne, sve su unutraSnje sile i spregovi sila
medusobno uravnotezeni pa je rad unutradSnjih sila jednak
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nistici. 1z toga slijedi da se jednadzba (132) reducira na
oblik

(133)

Zakon kolicine gibanja. Da se utvrdi zakon koli€ine gibanja,
razmotrit ¢e se op¢i sustav od n Cestica koje su ograni¢ene
prostornom konturom. Prema analogiji vektor B definira se
koli¢inom gibanja sustava Cestica koja je jednaka zbroju koli-
¢ina gibanja pojedinih Cestica

(134)
ce se
SI. 19. Utvrdivanje vektora koli-
Cine gibanja sustava cestica
Za jednu cCesticu vrijedi Il Nevvtonov zakon
-~ (mv.) = Ff+ Sij, (135)

gdje su F, vanjske sile, a SO- unutra$nje sile $to djeluju na
Cesticu. Uz pretpostavku da je m = const., za sustav Cestica bit
ce

(136)

Ako je Sij= - Sjh drugi je ¢&lan u jednadzbi (136) jednak
nistici, pa je

d " w-
. (137)
dt i
Primjenom izraza (134) bit ¢e
diBi=iFidt=1idJ,, (138)

§to je zakon koli¢ine gibanja u diferencijalnom obliku.
Integralni je oblik zakona koliCine gibanja za sustav Cestica
§2 N i = Z jFfdi, (139)
i=1il
§to pokazuje da je razlika koli¢ina gibanja sustava Cestica na
kraju i na pocetku vremenskog razdoblja jednaka impulsu
rezultante vanjskih sila u tom istom razdoblju.
Zakon koli€ine gibanja sustava Cestica u sklarnom obliku
glasi:

B2x-B Ix =z j x Idt
1i,

(140
Lii
nt2
&7 ~ Biz —Z/Zfdr.

Ako se promatra gibanje srediSta masa sustava Cestica, tada
je

(LmdVsi - (Em,Nei = YNeNesi - $*i) = (141)
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pa je ukupna koli¢ina gibanja sustava Cestica jednaka koli€ini
gibanja mase, koja je po vrijednosti jednaka masi cijelog
sustava, smjeStenoj u srediStu masa promatranog sustava. To
omoguduje izraCunavanje koli¢ine gibanja u krutim tijelima. 1z
jednadzbe (141) slijedi i to da ¢e koliCina gibanja biti niStica
ako srediSte sustava miruje. Tako je pri rotaciji oko nepomicne
osi koja prolazi srediStem masa sustava Cestica.

Medutim, ako je gibanje sustava Cestica sastavljeno, koli-
¢inom se gibanja ne moze karakterizirati rotacija sustava, jer
koli€ina gibanja karakterizira samo translacijski dio gibanja.

Ako na sustav ne djeluje nikakva vanjska sila, koli¢ina ¢e
gibanja ostati nepromijenjena, tj. saCuvana. To se naziva prin-
cipom odrZzavanja koli€ine gibanja, odnosno tada vrijedi

m(vsz —vsi) = const. (142)

Zakon Kkinetickog momenta. Kineticki je moment Ccestice
veli¢ina definirana izrazom
Kt=fi x mi (143)

Ako se proSiri na sustav Cestica, mora se odabrati referentna
toCka 0 sustava. Tada je kineticki moment sustava Cestica

(144)
Deriviranjem toga izraza dobije se
dK( " drj AR dvt
——=X— xmVt,+ Xrtx m— (145)
at i at \ df

Zbog kolinearnosti prvi je ¢lan na desnoj strani jednak nistici,
pa je

N=£ (146)
Prema tome, derivacija je Kkinetickog momenta za bilo koju
tocku sustava Cestica jednaka zbroju momenata vanjskih sila
§to djeluju na sustav s obzirom na tu to€ku.

Uz pretpostavku da kroz referentnu toCku prolazi os x,
skalarni je oblik izraza (144)

I1*,1 = ILrimivisina,-, (147)

i
gdje je af kut Sto ga zatvaraju vektor poloZaja i vektor brzine.
Za rotaciju Cestica oko nepomicne osi kad je r{ udaljenost
Cestica od osi rotacije, jer je brzina okomita na polumjer
rh bit ¢e sina = 1, pa uz = rf iz (147) slijedi

Kx = (148)

Konzervativni sustavi Cestica. Sustav je Cestica konzervativan
ako u njemu nema gubitaka energije zbog djelovanja unutrasnjih
sila trenja ili zbog neelasti¢nosti dijelova sustava, $to uzrokuje
rasipanje energije. Ako na konzervativni sustav tokom gibanja

djeluju vanjske sile i ako nema izvrSenog rada, tada nema ni
gubitaka energije unutar sustava, pa ¢e biti

Afkin+ AFe+ AFg= 0, (149)

Sl. 20. Djelovanja vanjskih i unu-
trasnjih sila u sustavu cCestica
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§to izrazava zakon o odrZzanju dinamicke energije. Taj zakon
vrijedi u idealiziranom obliku samo kada se unutradnje kineticko
trenje moZe zanemariti.

Za konzervativne se sustave moZe postaviti da je
El+VI=E2+V2 (150)

pa se u skladu s ve¢ utvrdenim vanjskim i unutradnjim silama
moZe za sustav Cestica pisati, prema si. 20,

niivj
WEp+ Wep + Way
(151)
m,\%,
2 = WF.+ W3+ ~si
odnosno nakon zbrajanja
4-X>;((?— =Xwr.+ Xws... (152)
¢ 1 11 1 ii 1

Ako je sustav konzervativan, nema trenja medu cesticama,
pa je

Wec = - WSU
Zbog toga je u jednadzbi (152) ¢lan X ~.. = 0, pa je kine-
ij
ticka energija sustava opcenito
(153)

Prema tome, primjenom zakona za kinetiCku energiju sustava
Cestica, a kad su veze sustava bez trenja, eliminirane su sve
unaprijed nepoznate reakcije veza sustava.

Dinamika krutih tijela

Sile i ubrzanja. Za proucavanje i opisivanje gibanja krutih
tijela u prostoru i uzroka tih gibanja primjenjuje se i prostorna
i ravninska dinamika. Posebno je vaZzna u tehnickoj praksi
ravninska dinamika. Za opc¢enit pristup razmatrat ¢e se kruto

tijelo optereceno vanjskim silama FLF2,...Fi (si. 21). Pretpo-
stavlja se da je tijelo sastavljeno od mnogo cestica mase
Amf (i= 1,2,...n). Ako se tijelo promatra kao sustav cCestica,
moZe se napisati da je

F = mds. (154)

Pri tom se prouCava gibanje srediSta masa S tijela u ko-
ordinatnom sustavu Oxyz. Medutim, relativno gibanje tijela
prema koordinatnom sustavu Sx'y'z' opisuje se pomocu Kkine-
tickog momenta, pa je
dL-
= Me.
dt

gdje je Ks kineti€ki moment sustava Cestica koji ¢ine kruto
tijelo.Vektorske jednadZbe (154) i (155) predoCavaju ekvivalentnu

(155)
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skupinu sila koje djeluju na to tijelo silom mas, koja djeluje

u sredistu masa 5, i spregom Ks. Prema tome, opcenito
gibanje krutog tijela u prostoru moZe se opisati kao zbroj
translacijskog i rotacijskog gibanja. Kineticki je moment oko
tocke S

n

X (r[ x V'ilnii),
i1

Ks= (156)

gdje je r[ vektor poloZaja Cestice M, a.v[ brzina Eestice relativno
prema koordinatnom sustavu Sx'y'z'. Ako tijelo rotira oko
trenutne osi kutnom brzinom (5 tada je

U;-=c&x?J, (157)
pa je uvrStenjem u (146) kineticki moment
Ks = X [ri x (co x ri)Atrij. (158)

Za utvrdivanje npr. komponente u pravcuosi x primjenjuje
se pravilo za izratunavanje pravokutnih komponenata vektor-
skog umnoska, pa je

it

lb'.—t® X rfz - Zi(s x

kx= Anti =

|
r

0JyXi) - oxr,)] =
n n n

= (y2 4 z2) Arrii - Oy™ x iyiAmi- co”z”" Amt. (159)
1 1 1

Ako se znakovi zbrajanja zamijene znakovima integriranja,
a Konacni elementi diferencijalima, uz potpuno analogan po-
stupak i za osi y i z, komponente su kinetickog momenta

Kx = cox\(y2 + z2)dm - coy\xydm - coz\zxdm

Ky= —cox$xydm + coyJ(z2 + x2)dm —coz\yzdm (160)

Kz= —o)xj xydm —Q@y8yzdm + cozj (x2 + y2)dm.

U jednadzbama (160) integralne se funkcije nazivaju dinamickim
momentima inercije.

Dinami¢ki momenti inercije. Cestica Am priévriéena je na
Stap zanemarljive mase i polumjera r koji je ucévrséen za osovinu
A A (si. 22). Djelovanjem sprega na taj sustav, a uz pretpostavku
da je on prije djelovanja mirovao, nastupit ¢e rotacija. Vrijeme
potrebno da Cestica dostigne zahtijevanu brzinu vrtnje pro-
porcionalno je s masom Am i kvadratom njezine udaljenosti
r od osi rotacije. To je razlog da je umnozak r2Am mjera
inercije sustava, te se naziva dinamickim momentom inercije
Cestice mase Am s obzirom na os AA.

a Ali b

SI. 22. Model i original krutog tijela koje rotira
oko nepomitne osi AA

Tijelomase m koje rotira oko osi AA (si.22) podijeljeno
je u elemente AmP?Am2, Am3,... MozZe se pokazati daje mjera
otpora tijela prema gibanju (ili zaustavljanju) jednaka zbroju
elementarnih momenata inercije, pa je

n
N Amx+ r\Am2+ - =X r2 (161)
il
Povecanjem broja elemenata bit ¢e moment inercije
/ = j r2dm, (162)

m
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gdje je r najmanja udaljenost promatrane elementarne mase
od osi AA. To je tzv. aksijalni moment inercije s obzirom
na os AA. Taj izraz predstavlja vrlo vazno svojstvo tijela
ako se ono giba oko neke osi s nekim kutnim ubrzanjem.
I upravo kao S$to je masa m tijela mjera njegova otpora
translacijskom gibanju, tako je i moment inercije mjera otpora
tijela rotacijskom gibanju.

Ako je gustoCa tijela ¢ stalna u cijelom tijelu, aksijalni
je moment inercije s obzirom na jednu izabranu os

Il =qg$radv,
(o

gdje je dV elementarni volumen tijela. O¢Cito je da je tada
moment inercije geometrijsko svojstvo tijela. Ako gusto¢a nije
stalna, ali se mozZe izraziti u funkciji koordinata tijela, ne
moZe se staviti ispred integrala i mora se uklju€iti u integraciju.
Veze izmedu te funkcije i elemenata volumena, a time i toka
integracije, cesto mogu olak3ati izraCunavanje momenta inercije,
npr. u ljuskastim tijelima i si. Dimenzije su momenta inercije
umnozak mase i kvadrata udaljenosti, dakle izrazava se u
kilogramima puta kvadratni metar (kgm?2).

Polumjer inercije. Polumjer inercije i mase m oko neke osi,
za koju je moment inercije /, definiran je relacijom

(163)

— il 1 =i2m. (164)
m

Polumjer inercije mjera je raspodjele mase tijela. To znaCi
da bi se moglo smatrati da je sva masa m koncentrirana
na udaljenosti i od osi. Takav je postupak Cesto vrlo praktic¢an,
jer se moment inercije nekog tijela oko neke osi moZe izraziti
polumjerom inercije oko te iste osi.

Steinerovo pravilo. Ako je poznat moment inercije s obzirom
na jednu od osi tijela, moZe se jednostavno odrediti moment
inercije tog tijela s obzirom na neku drugu paralelnu os. Tada
je moment inercije

I =1s+ md2, (165)

gdje je Is moment inercije tijela s obzirom na os $to prolazi
srediStem masa, m masa Cestice, a d udaljenost medu osima.
Valja naglasiti da se moment inercije ne moze prenijeti ako
jedna od osi ne prolazi sredistem masa i ako joj druga os
nije paralelna.

Uvrstavanjem izraza za polumjer inercije (164) u jednadZzbu
(165) dobiva se

i2=i2+ d2, (166)

gdje je i polumjer inercije oko osi koja je na udaljenosti d
od osi kroz srediSte masa, a is polumjer inercije s obzirom
na srediSnju os
Ako su osi koordinatnog sustava xyz u tijelu kojemu je
gustoCa q stalna, tada su aksijalni momenti inercije
h=ei(2+ 2dv
(W)
ly=qj (z2+ x2dV
()

h = Q({/)y2+ 22)dV,

(167)

gdje su x,y,z koordinate elementa volumena, a integrira se
preko cijelog volumena.

Slicno su definirani i centrifugalni ili devijacijski momenti
inercije, pa su oni za tijela stalne gustoce
hy=Qf*ydV
0]
lyz=Q$yzdV (168)

(V)

Izx =6 Jzxdv.
0)

Steinerovo pravilo za centrifugalne momente ir 'rcije pot-
puno je analogno pravilu za aksijalne momente inercije, uva-
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Zavajuci razliku u definiciji, pa je

hn = Ixy + mcib,’ (169)

gdje su xy osi kroz srediSte masa, a £n\ osi paralelne s osima
kroz srediSte masa, i to su
£=x —a

170
azy_b, (170)

gdje je a udaljenost izmedu osi § i osi kroz srediste masa x,
a b udaljenost izmedu osi W i osi kroz srediSte masa b. Ixy
i/ su centrifugalni momenti inercije za navedene osi, a m
je sveukupna masa tijela.

SrediSnje i glavne osi inercije. U svakoj se toCki krutog
tijela osi koordinatnog sustava, koje su medusobno okomite,
mogu postaviti u takav poloZaj da su centrifugalni momenti
IxyJzxJzy s obzirom na osi xyz jednaki nistici. Osi u takvu
polozaju nazivaju se glavnim osima inercije.

Ako je ishodiste koordinatnog sustava ujedno i srediste
masa tog tijela, glavne se osi inercije nazivaju srediSnjim (ili
centralnim) glavnim osima inercije. Kada se osi nalaze u nave-
denom poloZaju, aksijalni su momenti inercije s obzirom na te
osi glavni momenti inercije i imaju ekstremne vrijednosti, a
obi€no se oznacuju sa lu h, h-

Polarni moment inercije. U polarnom koordinatnom sustavu
moment inercije definiran je izrazom

/,,= ] r@dm, (171)
(m)
gdje je r0 u koordinatnom sustavu xyz
rl = x2+y2+ z2, (172)
pa je
W2i 22
X—chfm + Lzém + —dm+ ...
(m)
1
= (R2+ y2)dm + (x2+ -2dm + (y2+ z2)dm (173)
Ako su
r2=x2+'y2
(174)
r2=1z2+y2,

veza je izmedu aksijalnih momenata inercije i polarnog mo-
menta inercije odredena izrazom

2/p —Ix+ [, + Iz (175)

Momenti inercije za nagnute osi. Veza izmedu momenata
inercije za skupinu ortogonalnih osi momenata inercije s obzirom
na osi Oxyz, kojima je 0 zajedniCko ishodiSte, moZze se
jednostavno geometrijski prikazati (si. 23). Oznaci li se | = cosa,
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7i = cos/?, a v=cosy, tada se za izabranu tocku M tijela
kojemu se odreduje moment inercije s obzirom na os u
dobiva OK =H, OM =1, MK = h, OMK = tj. uz
r2=x2+y2+ z2
H = reosep = XX + ny + vz (176)
X2+ \i2+ v2= 1,
pa odatle slijedi da je
h2 = h2(y2 + z2) + \i2{z2 + x2) + v2(x2 + y2) —
—IAfixy —2/ivyz —2vAzx. 77)

Ako se prema spomenutim definicijama uvedu oznake

Ix="Ff(y2+ ;(2)dm Ixy = jxydm
ly =\(z2 + x 2)dm lyz —fyzdm (178)
1z=J(x2 + y2)dm I,x=jzxdm,
ako se moment inercije za 0s u postavi
lu= $h2dm (179)

i ako se u(179) uvrste izrazi (177) i (178), aksijalni je moment
inercije tijela s obzirom na os Ou

lu= Ixcos2a@+ lycos2p + lzcos2y —2/~cosacos™ —

—2lyzcospcosy —2lzxcosycosa. (180)

To jelinearna transformacija, §to znaci da se radiotenzorskim
veliCinama, pa se tenzor inercije moZe pisati u obliku

h  ~xy /»]
0j = Iyx 1j hy (181)
u* K J

Elipsoid inercije. Zakon promjene iznosa momenta inercije
s obzirom na os lu (180) u vezi s promjenama parametara
/,ju,v omogucuje relativno jednostavnu geometrijsku interpre-
taciju u obliku elipsoida inercije. Naime, ako se izabere na osi
Ou (si. 23) neka po volji tocka N koja je udaljena od
ishodiSta za iznos d, dobiva se

1
(182)

/T

a koordinate su te toCke x = kd, y —f,id, z = vd, odakle je
a = x]/Tuy, ji = y]/Tuiv= z]/7", pa se uvritavanjem u jednadZbu
(180) dobiva

Ixx2+ Ixy2 1~z2- 2Ixyxy - 2lyzyz - 2lzxzx = 1 (183)

To je jednadzba elipsoida inercije. Elipsoid inercije moZe
se konstruirati za svaku toCku promatranog tijela primjenom
Steinerova pravila. Osim toga, u istoj tocki moZe se elipsoid
inercije konstruirati za razliCito orijentirane osi pravokutnih
sustava sa zajednickim ishodistem. Jedan je od tih sustava
sustav glavnih osi elipsoida, za koji je jednadZzba elipsoida
inercije

Ixx2+ lyy2 + 12z2= 1. (184)

Veza izmedu dinamickih i geometrijskih momenata inercije.
Sli€nost u definiciji izmedu dinamickih i geometrijskih mome-
nata inercije omogucuje egzaktna rjeSenja veza ravnih ploca.
Ploc¢a jednake debljine € prikazana je na si. 24. Ako se pretpo-
stavi daje gustoéa ploce g stalna, dinamicki je moment inercije

Iz=jr2dm = gSjr2d/l = gSlz, (185)

gdje je % debljina ploCe, dA element povrSine, a r udaljenost
elementa od osi z. Ako je debljina S malena prema ostalim
dimenzijama ploCe, momenti inercije za druge dvije osi mogu
se aproksimirati relacijama:
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Ix = jv2dm = £8J),2d" = e<5)x
= = gSjx2d~ = gSly. 086)

Iz jednadZbi (185) i (186) slijedi da je za tanke ploCe

I=1,+1,. (187)

Sl. 24. Geometrijske znacajke pri utvr-
divanju veze izmedu geometrijskih i
dinamickih momenata inercije

Gibanje krutog tijela. U skupu Cestica koji je definiran kao
sustav Cestica poloZaj ili gibanje svake cestice zavisi od polo-
Zaja ili gibanja ostalih Cestica. Medutim, kada su Cestice na
vrlo malim udaljenostima, onda se pretpostavlja da je skup
kontinuiran i smatra se tijelom. Ako se udaljenosti izmedu
Cestica ne mijenjaju zbog djelovanja bilo kakvih sila, tada se
taj skup Cestica naziva krutim tijelom.

U kinematici krutog tijela utvrdeno je, da se opcéenito
ravninsko gibanje sastoji od translacije i rotacije. Pri trans-
laciji sva se tijela gibaju na isti naCin. To zna€i da su pu-
tanje svih tijela medusobno jednake, pa su brzine i ubrzanja
takoder jednaki.

Translacija krutog tijela. Pri translaciji se sveukupna masa
tijela moze zamisliti koncentrirana u jednoj tocki, kojoj se
tada proucava gibanje. Za pravocrtnu translaciju vrijede iste
zakonitosti koje su definirane za pravocrtno gibanje Cestica,
a za krivocrtnu translaciju zakoni za krivocrtno gibanje Cestice.

Rotacija oko nepomicne osi. Rotacija krutog tijela oko nepo-
micne osi prikazana je na si. 25a.

Odabere li se ravnina paralelna s ravninom xy $to prolazi
tockom mh presjek ¢e u tlocrtu izgledati kao na si. 25 b. Tada
je moment

(188)
dok su ubrzanja
fln —co2r,’ a{=rs, (189)
pa su inercijske sile
dFn= dmco2r, dF{= dmrs. (190)
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Iz slike je ocito da je: 1) zbroj momenata svih sila §to
djeluju na pojedine Cestice tijela oko osi rotacije jednak nistici,
inaCe bi se tijelo razdvojilo; 2) zbroj vanjskih sila €ini moment
M () (188); 3) nema momenata centrifugalnih sila jer sile prolaze
kroz os rotacije.

Dakle, uvjet je ravnoteZe

MO —j (dmre)r = 0, (191a)

odnosno

MO —sJr2dm = 0. (191b)
To je dinamiCka jednadZba gibanja za tijelo koje rotira oko
nepomicne osi.

Vec¢ je definirano da je

jr2dm =10 (192)
dinamicki moment inercij:, pa je tada

MO = I0e, (193a)
odnosno

MO = 10q). (193b)

Taje jednadzba potpuno analogna s diferencijalnom jednadzbom
pravocrtnog gibanja Cestice;

X = mx. (194)

i=i

Usporedivanjem tih dviju.jednadzbi vidi se da moment inercije
u jednadZzbi rotacijskog gibanja ima istu ulogu kao masa u
jednadZbi gibanja Cestice. Dakle, moment inercije karakterizira
tromost tijela pri rotacijskom gibanju.

Iz toga je o€ito da se prostorna rotacija krutog tijela oko
nepomicne osi moze proucavati i kao planarna rotacija ploce
oko te iste osi.

Opéenito ravninsko gibanje krutog tijela. Povezujuéi tako
ravninsku translaciju krutog tijela s rotacijom krutog tijela
oko nepomic¢ne osi, o¢ito slijedi da su time obuhvaceni elementi
ravninskog gibanja krutog tijela. Naime, za opisivanje ravnin-
skog gibanja krutog tijela potrebno je poznavanje triju
nezavisnih skalarnih funkcija, i to dviju translacijskih i jedne
rotacijske jednadzbe:

Ms = lIse
Fx = max (195)
Fy = may,

gdje su u Ms obuhvaéeni svi momenti nastali i od vanjskih
i od unutradnjih sila $to djeluju na tijelo. No kako se radi o
krutom tijelu, suma je unutradnjih sila jednaka niStici, pa se
prema tome radi samo o momentima vanjskih sila, i to oko
srediSta masa S.

Jednadzbe (195) opce su jednadzbe
krutog tijela.

Na si. 26a prikazano je u ravnini tijelo oslobodeno od
vanjskih veza s ucrtanim kutnim ubrzanjem e i ubrzanjem
srediSta masa as u promatranom trenutku. Na si. 26b ucrtane
su ukupna sila mas u smjeru ubrzanja as i ukupni moment

ravninskog gibanja

SI. 26. Identi¢nost opterecenog tijela (;) s modelom oslobo-
denim veza (b)
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sprega sila Ise sa smislom koji ima i kutno ubrzanje s. Ta
ekvivalencija omogucuje postavljanje jednadzbi za trenutno
stanje izmedu sila i ubrzanja. Navedeni prikaz omoguduje
potpunu slobodu u izboru pripadne referentne momentne toCke.
Ako je, npr., tocka 0 na si. 26b takva totka, suma je mo-
menata vanjskih sila oko tocke 0

MG= Iss + masd. (196)

Ako je referentna toCka bila izabrana na drugoj strani od
pravca mas, oCito je da bi dio masd u jednadZbi (196) bio
negativan.

D ’Alembertov princip. Prethodno je prikazan temeljni odnos
izmedu sila, masa i ubrzanja za razlicite oblike gibanja krutog
tijela.

Medutim, mogu¢ je i drugi pristup u trazenju spomenitih
odnosa, a to je tzv. d’Alembertov princip, kojemu su osnove
ve¢ prikazane prilikom razmatranja dinamike cCestice. Taj se
princip moze lako proSiriti i na ravninsko gibanje krutog
tijela.

Ako se krutom tijelu koje se ravninski giba pridruzi ko-
ordinatni sustav, promatra¢ koji je takoder vezan za pomicni
koordinatni sustav ne opaZa gibanje tijela. Promatra¢ moZe
tada zakljuciti da se tijelo nalazi u ravnoteZi. Vanjske sile
i njihov spreg mogu se uravnotezZiti jedino tako da im se do-
daju fiktivne sile i fiktivni spregovi. Znaci, postavljaju se dva
uvjeta. U tom smislu, prema si. 27, uvjeti su ravnoteze: 1)
zbroj vanjskih sila i zbroj sila inercije jednak je nistici i 2)
zbroj momenata vanjskih sila i zbroj momenata sila inercije
takoder je jednak nistici.

SlI. 27. Prosirenje d’Alembertova prin-
cipa na kruta tijela

Prema si. 27, prvi je uvjet

X Ft —jdBdm = X Fi —jdAdm + Jco2rdm - j(e x f)dm =0,
i=1 m i- 1 m m m
(197a)
koji nakon sredivanja ima oblik
X ?i- m(aA- co2rs+ t Xfs)=0, (197b)
a kad je srediSte masa referentna tocka, tada je
—mas = 0. (198)
Prema si. 27, drugi je uvjet
x Ft- J(r x aBdm = 0, (199a)
m
odnosno
££) x Ft—Jr x (dmaA—dmoj2f + dme x r) = 0, (199b)
m
koji nakon sredivanja poprima oblik
MA= x a + lAs. (200)

Kad se srediSte masa izabere za referentnutoCku, dobiva *se

MS=/Sl, (201)

§to znaCi da se srediSte masa giba samostalno bez obzira okrece
li se tijelo oko njega ili ne. Dakle, ubrzanje je sredista masa
odredeno samo translacijskom inercijom tijela i rezultantom
vanjskih sila koje djeluju na tijelo, bez obzira da li ona
prolazi ili ne prolazi kroz srediSte masa.

To je istodobno i zakon o gibanju srediSta masa, koji glasi:
SrediSte se masa krutog tijela giba poput Cestice na koju djeluju
sile jednake i paralelne s vanjskim silama. Gibanje je nezavisno
od rotacije tijela.

Kineticki moment. Neka su osi x,y,z 'koordinatnog sustava
pricvrS¢ene na tijelo tako da je ishodiSte u srediStu masa kako
je prikazano na si. 28a. Kuthna brzina & postaje kutnom
brzinom sustava xyz ako se promatra s nepomicnog koordi-
natnog sustava X YZ. Na temelju uvedenih pojmova vezanih
uz momente inercije i prema jednadzbama (158) i (160) ki-
neticki je moment s obzirom na tocku S

Ks=\gx (G x g)dm. (202a)
Medutim, za bilo koju to€ku O Kineticki je moment
KQ=1jr x (o x r)dm. (202b)

Iz jednadzbi(202a) i (202b)
ili fiima istiizraz x| + y] +zk, pa su prema tome i
(202a) i (202b) identicna oblika.

o¢ito je davektorpolozaja $
izrazi

SI. 28. Izbor referentne to¢ke za definiranje kinetickog momenta krutog
tijela

Prema izrazu (160), skalarne su komponente kinetickog
momenta

Kx Ixox  1Xojy Ixz(oz
Ky— Ixy0)x lyO)y lyZco2 (203)
Kz lzx*x  lzy(y  lz"z -

Izrazi vrijedebez obzira na izbor referentne toCke, uz uvjet da
je kutna brzina & konstantna.

PridruZivanjem koordinatnog sustava xyz krutom tijelu
dinami¢ki su momenti inercije (178) invarijantni s vremenom.
Medutim, ako osi x,y,z rotiraju nezavisno od krutog tijela,
inercijski integrali postaju zavisni od vremena, Sto unosi ne-
Zeljene teSkoée pri izracunavanju kinetickog momenta. To ne
vrijedi kada sepojavi spin u krutom tijelu, i to oko osi
simetrije, jer tada integrali momenta inercije ne ovise o kuthnom
poloZaju tijela u odnosu na os spina.

Rotacija krutog tijela oko nepomicne osi. Oblik i karakte-
ristitne dimenzije tijela vec¢ih aksijalnih dimenzija koje rotira
oko nepomicne osi prikazani su na si. 29. U mehanickom sustavu
Cestica se mase m kruzno giba oko osi y. Na slici je prikazan
poloZaj te Cestice u nekom trenutku T. Na promatranu Cesticu
tijela djeluje elementarna centrifugalna sila ro)2dm. Neka koordi-
natni sustav rotira zajedno s ¢esticom. Elementarna centrifugalna
sila rastavlja se na dvije komponente.

Uvijeti su dinamicke ravnoteze za cijelo tijelo

IMy=0 i 17=0, (204)

dok su komponente sila, momenata i reakcija s obzirom na osi
X iz
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X1=0 Ax + Bx+ \xw2dm =0
m
£Z =0 Az + Bz + Jzco2dm = 0
m
205
XMx=0 Bzl + §zyaj2dm = 0 (205)
m
XMZ=0

Bxl + jxyco2dm = 0.
m

UvrStavanjem srediSta masa i momenata inercije, dobiva se

Ax + Bx + mxsco2 =10

s (206)
Bzl + lyz(D2= 0

Bx1 ~b Ixyco2 = 0.

Reakcije AXBXAZBZ nazivaju se komponentama dinamickih
reakcija.

SI. 29. Rotacija krutog tijela oko nepomiéne osi. Cesti-
ca dm kruzno se giba oko osi y (prikazan je poloZaj
u trenutku t)

Izjednadzbi (206) ocCito je da ¢e stroj imati miranhod
ako je xs =0 izs =0, §to znaCi da os y mora biti jedna od
glavnih osi inercije.

Ako se srediSte masa ne nalazi na osi rotacije, tj. xs F0
i zs 0, tijelo nije dinamicki uravnoteZeno. Stoga se dinamicko
uravnotezavanje postize korekcijom osi i srediSta masa. To je
temeljni princip uravnoteZavanja dijelovi koji rotiraju.

Zakon Kkineticke energije krutog tijela. Neka su pomaci i

brzine za sve toCke ploce koja se ravninski giba (si. 30)
definirani izrazima:
dsB=ds44-d0 x r
vVB=VvA+ X r
dbl=ds* + d0 x b1l (207)
dBi = dsA+ d x Si,
tada je elementarni rad
dW= ZFidbi = ZFi(dsA+ d0 x /?), (208)
1 1
§to se moze preurediti u oblik
dW = (j:Fi)dsA+ Ubi x F9 def), (209)
i
jer se radi o tzv. vektorskom mjeSovitom umnoSku. Prema

tome elementarni je mehanicki rad sila $to djeluje na kruto
tijelo
dw=

RdsA + MAdO, (210)
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gdje je R rezultanta svih vanjskih sila, a M rezultanta svih

vanjskih spregova.
Kineticka energija definirana je relacijom
dEv = (211)

pa se uvrStavanjem izraza za brzine pojedinih toCaka dobiva

d[m(vA+ od xr)(vA+ w.xf)]

dEk= (212)
iz Cega slijedi
dm dm dm .
dEk=— VAVA+— 2VvA@>xr) + o xv) xr). (213)

Kako je pri ravninskom gibanju vektor ¢ uvijek okomit na
vektor r, apsolutna je vrijednost vektorskog umnoska

o) X r =cor, (214)
pa je kinetitka energija
E= 4 :.\IfZA dm + (VA+ &) rdm r2dm,  (215)
§to se moze pisati i u obliku
mvA o s? y
E=-y- +JA— + mrs(vAx co). (216)
To je opcenit oblik za kineticku energiju pri planarnom
gibanju.
Izabere li se srediste masa kao referentna toCka, izraz

(216) poprima jo$ jednostavniji oblik. Osim toga, za translaciju
krutog tijela, kada je ¢5 = 0, izraz je za energiju vrlo jednostavan.
Vazno je istai da iz izraza (216) proistjeCe i to da se
kineticka energija tijela moZe odrediti zbrajanjem translacijske
i rotacijske kineticke energije samo kad je srediste masa
referentna toCka.
U opcem slu€aju vrijedi
(217)

“kin A~ £ tr + Eroi >

tj. kineticka energija nije sastavljena samo od translacijske
i rotacijske komponente kineticke energije.

Sl. 30. Utvrdivanje elementarnog rada
krutog tijela

Medutim, kako je promjena kinetiCke energije jednaka
radu vanjskih sila, prema (25), bit ce
E2-E x= Wi2, (218)
odnosno
mvg2 | 1502 mvh  1sojl
2 2
2
(219)

= JRsds + | Msdcp,
i i

gdje je Rs rezultanta u smjeru pomaka srediSta masa.

Zakon kineticke energije za prostorno gibanje krutog tijela.
KinetiCka je energija sustava Cestica opisana jednadzbama (129)
do (132). U njima se vidi zaseban utjecaj translacije sustava
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s obzirom na relativno gibanje prema sredistu masa na kinetiCku
energiju Ek Translacijski se €¢lan moZe pisati u obliku

220)

gdje je f brzina srediSta masa, a B koli¢ina gibanja tijela.
Rotacijski je €lan

(221)

uz uvjet da izraz na desnoj strani vrijedi za sustav u kojemu
se ne mijenjaju udaljenosti izmedu Cestica, Sto je svojstvo

krutog tijela. Tada = & x Q. Nakon jednostavnih vektorskih
transformacija moze se izraz (221) napisati u obliku

x Q)0j, x & = y<£X [mf& x (&d x &)]. (222)

Usporedi li se taj izraz s jednadZbom (158)" za desnu stranu
izraza (222) moze se postaviti
jedKs. (223)

Kineticka energija krutog tijela koje se giba s brzinom v
i kutnom brzinom & sredista masa iznosi

ek — v — 0K, (224)
pa je izraz za kineticku energiju u skalarnom obliku
£k = -jmvj + y (ISxdx + ISWy + hz">z) ~
(PSxyAXAY  ASXZAXAZ ASyzAyAz)' (225)

A .
Ako su osi koordinatnog sustava istodobno glavne osi inercije,
tada je

Ek =-jmvs$ + y (/ Vo2 + ISyo)y + / Szco2). (226)
Ako rezultanta svih vanjskih sila djeluje u srediStu masa
tijela a rezultanta sprega X Ms djeluje takoder oko sredista

masa, tada je
2 r

Y.FVsd t= \v sB

(227)
X Mojdf = — &dKs

To je zakon promjene translacijske i rotacijske kineticke ener-
gije krutog tijela za vrijeme djelovanja sila X F imomenata X M.

Zakon koli¢ine gibanja za kruto tijelo. S obzirom na izlo-
zeno u poglavlju o sustavima cestica, zakon koli¢ine gibanja
moze se primijeniti i na kruta tijela. Tako se gibanje krutog
tijela moZe opisati promjenom koli€ine gibanja mase koja je po
iznosu jednaka masi tijela, a smjeStena je u srediStu masa. Iz
jednadZbe (141) ocito je da se koli€inom gibanja karakterizira
samo translacija tijela, pa se taj zakon u nekom analogijskom
smislu nalazi i unutar zakona kinetickog momenta, bar Sto se
tiCe rotacijske komponente kineticke energije.

Zakon kinetickog momenta za kruto tijelo. Za tijelo koje se
ravninski giba (si. 31) kineticki moment tijela je s obzirom
na toCku A definiran relacijom

KA=\r x dmvBA. (228)
Buduéi da su ubrzanja

aB= aA+ aBA (229)
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derivacija je kinetickog momenta po vremenu

dl—?=Q':xd:|'nv_iﬁ+\rxama—u

at at (230
UvrStavanjem (229) u (230) i nakon sredivanja slijedi
(231)
odnosno
MA=dstA+ mrs x aA (232)

Izabere li se teziSte masa kao referentna tocka, otpast ¢e drugi
¢lan na desnoj strani, pa je

LKd>f — (233)
odakle slijedi da je

Ks=Ild (234)
Kad je, medutim, ubrzanje tocke as = 0, dobiva se

dKA: (235)

dt
odnosno

(236)

Zakon kinetickog momenta za kruto tijelo pri ravninskom

gibanju, dakle, kaze da je vremenska derivacija Kkineti¢kog
momenta oko srediSta masa koje se giba jednaka momentu
vanjskih sila oko iste toCke. Taj zakon nije ograni¢en samo
na kruta tijela, ve¢ on opcenito vrijedi i za zakone gibanja
deformabilnih sredina.

. Inte%ralni oblik zakona kinetickog momenta dobiva se iz
jednadzbe (233) jer je

d(1séd) = Msdt, (237)

pa je

UseR- (1,0), = [ Msdt, (238)

gdje je Msdt rotacijski impuls momenta vanjskih sila.

SI. 31. Definiranje kinetickog mo-
menta za kruto tijelo u ravnini

Zakon kinetickog momenta u prostoru temelji se na istom
pristupu kao za sustav Sestica, pa jekiketetidkn omenent prema
sredistu masa definiranir¢tdatjigom

Ks =r x dmwns. (239)

Kako je brzina neke totke s obzirom nasrediSte masa
Ms = &dxr, (240)
Ks = ir x dm(&d x r), (241)

Sto se s obzirom na poredak ¢lanova moZe napisati u obliku

Ks = J (r2dm)¢d — J dmr(&dr). (242)
o>
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Buduéi da je
roj —& ojx + yooy + zQlZ

te ako se (243) uvrsti u (242) i upotrijebe izrazi (160), (167)
i (168), dobiva se kineticki moment tijela u skalarnom obliku

(243)

Kx = Ixgjx — Ixyoly — | xz gjz

Ky = —Ixyojx  lyoly — | yzojz (244)
Kz = —Ilzxgx —lzyojy + lzqgjz.
Opéenito je
R =kJ+ kJ+ Kzt (245)

JednadZba (245) opca je jednadzba kinetickog momenta krutog
tijela koje rotira stalnom kutnom brzinom, i to bez obzira da
li je referentna tocka srediSte masa ili bilo koja druga tocka
tijela.

Opca je momentna jednadzba za tijelo konstantne mase
dana izrazom

dR

L g (246)

te ako je kineticki moment K izrazen u komponentama mjerenim
prema pomi€nom koordinatnom sustavu xyz koji ima kutnu
brzinu (2, tada je

yM = | | Q xK =

~ +
dr )xyz

—(kj +kj+ kzl)+q xR. (247)
lzraz u zagradi je dio od K Kkoji uzrokuje promjenu iznosa
vektora R, dok je vektorski umnoZak dio promjene pravca
komponente K. Razvijanjem determinante umnoska Q x K
nakon separacije dobiva se

YM = {kx— KyQz+Kzayi —

+ (Ky— KX - KxQ2j +

+ (K, —KxQy+ KyQxk

(248)

Ucvrste li se koordinatne osi xyz za tijelo, momenti i momenti
inercije postat ¢e vremenski nezavisni. Tada je Q = of i moze
se napisati u skalarnom obliku:

vMm, = Kx- KyOJz+ Kzojy,

(249)
YM z=Kz—Kxojy+ Kyojx.
Ako se referentne osi podudaraju s glavnim osima inercije, a
ishodiste im je u srediStu masa ili u nekoj fiksnoj toCki tijela,
tada e centrufugalni momenti inercije Ixy,lyz Ixz biti jednaki
nistici, pa jednadzba (249) prelazi u oblik:

y M x = Ixojx — (/, —12)0jycjz,

Y_My = ly(by — (I1z — IX)ojzojX, (250)

I M; =/,0)z— (Ix — ly)ojxojy.

To su Eulerove jednadzbe gibanja krutog tijela.

Priblizna teorija giroskopa. Rotacija tijela oko bilo koje
nepomicne toCke tijela ili oko njegova srediSta masa moze
se opisati pomocu temeljnih dinamickih jednadzbi. Tako su
npr. zvrk, rotor, giroskop, svemirska kapsula i si. tijela kojima
se gibanja mogu opisati jednadZzbama rotacije oko jedne toCke.
Momentne su jednadzbe (249) za op¢i slucaj takva gibanja
dosta sloZzene, jer traze katkada vrlo teSke matematicke prora-
¢une. Medutim, za neke tehnicke zadatke moguce je rotaciju
oko jedne tocke povezati s rotacijom oko jedne osi simetrije.
| upravo simetrija uklju€uje mnoga pojednostavnjenja koja
omogucduju rjeSavanje tih slozenih jednadzbi. Na si. 32 prikazano

je tijelo s potpunom aksijalnom simetrijom koje rotira oko
nepomicéne toCke kroz koju prolazi aksijalna os simetrije z
S izborom tocke 0, osi x iy postaju glavnim osima inercije
zajedno s osi z. Na tom se temelji tzv. priblizna teorija
giroskopa.

Tada su momenti inercije Iz=/ i Ix=1y= 10, a centri-
fugalni momenti inercije jednaki su nistici. U skladu s defi-
niranim Eulerovim kutovima (p,tt\p (v. Kinematika), prikazanim
na si. 32, brzine su sustava xyz Kkoji rotira s obzirom na
nepomicéni sustav XYZ

Q =0Qxi+ Qy + Qzk = Si + \psmttj + y>cos»9/c, (251)

a kutna brzina tijela

& ~ ojx1+ ojy] + ojzk = jU + \psin'A + {g + ipcos 9k . (252)

U ravnini A nalaze se nepomi¢ne osi X i Y, dok je ravnina
B okomita na os simetrije z. Os x presjecnica je ravnina A
i B, a kut je ip mjera za kut precesije oko vertikalne osi.
Rotacija je tijela relativno prema osima xyz odredena kutom
precesije (p, a nagib je osi nutacije z odreden s obzirom na
vertikalnu os kutom 9

<p(precesija)

SI. 32. Shema giroskopa s geometrijskim znacajkama za utvrdivanje priblizne
teorije giroskopa

Vazno je ista¢i da osi i tijelo imaju identicne x i y
komponente kutne brzine, dok se z komponente razlikuju za
relativnu kutnu brzinu ip

Uz kutnu brzinu Q jednadzbe za kineticki moment (244)
glase

Kx  Ixox 1xQx
Ky = lyQly = 1yQy

Kz = lzojz= 1Z(QZ+ ¢p),

(253)

uz uvjet da je coz ukupna kutna brzina tijela oko osi z.
Supstitucijom izraza (253) u jednadzbu (248) dobiju se jednadzbe

Mx = IXQX- (ly- 12)QyQz + 1z(jpQy
My=1yQy- (Jz- 1XQAX- 1zq)Qx
Mz—I~-CZ I=ep.

(254)
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To su tzv. modificirane Eulerove jednadZzbe koje se odnose na
ishodiste $to se nalazi u to€ki O rotacije (si. 32). Iste jednadZbe
vrijede ako je os rotacije i u srediStu masa. Jedino ako se
tocka rotacije nalazi izvan osi z (os nutacije), jednadzbe treba
preurediti.

Uvrste li se pripadne komponente kutnih brzina iz izraza
(251) i (252) u modificirane Eulerove jednadzbe (254), bit ¢ée

M X=1()¢ —p2sin9cos9) + I\pwlsin9

= AN i - y
AL, sm 9 dtNg sin2,9) - 1Awl (255)
YM,, =107

To su opce jednadZzbe rotacije simetricnog tijela oko nepo-
micne tocke O ili oko srediSta masa.

Kada se simetricno tijelo giba precesijski s konstantnom
kutnom brzinom ¢>te s konstantnim 3 i xp, iz Cega proistjece
daje Ip=0, S=0 i ip=0, jednadzbe (255) prelaze u oblik

IM_V= ¢@sin#(/o{—I10ycos9)

y My = o (256)

Y M= 0.

Iz toga se zakljuCuje da potrebni moment $to djeluje na tijelo
koje rotira okotocke O (ili oko G)mora biti usmjeru
osix, dok u smjeru osiy iz ima vrijednostnula.Osim toga,
uz stalne komponente veli¢ina ep, X i ipi vrijednost je mo-
menta stalna. Moment je s obzirom na os x

X Mx = mg Issin .9, (257)
odakle se izjednafenjem sa (256) dobiva
lo)zip- 10\p2cosB = Gls. (258)

gdje je Is = OS.
Buduéi da su u suvremenim giroskopima brzine vrtnje oko
osi z mnogo vece od rotacije oko osi Z, fj.

0)z> ak (259)

(prakticno coz = 2000 -5000 s_1, ojz % 0,001 s“1), izraz (258)
mijenja se u oblik

Icoz\p = Gis. (260)

Veli€ina Icozxp naziva se giroskopskim momentom. Iz tog je
izraza oCito da je brzina precesije u pribliznoj teoriji giroskopa
Gls.

| o7 (261)

Budu¢i da je

dK

—df K () = Icoic,

(262)

SI. 33. Djelovanje momenta sprega sila u giro-
skopu kojemu se rotor giba brzinom cO bitno
veéom od brzine o,
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vektor je kinetitkog momenta K u smjeru «:

dK\ d
irL =diC<*
Giroskopski efekt. Ako je giroskopu kojemu se rotor okrece
velikom brzinom cols obzirom na brzinu co2, kako je prikazano
na si. 33, nametnuto prisilno precesijsko gibanje, u lezajima
u kojima se nalazi osovina giroskopa pojavljuje se moment
sprega sila Mg, jer je

(263)

Mgr= - M() = Iz(¢dl x ¢o2). (264)

Taj spreg teZi da odvede os vlastite rotacije giroskopa u takav
poloZzaj da ona bude paralelna s osi precesije, tj. da vektori
¢5i i co2 budu kolinearni.
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MEHANIKA, ANALITICKA, dio teorijske ili racio-
nalne mehanike koja, polazeéi od opéih principa mehanike, ana-
liticki izvodi jednadZbe gibanja. Umjesto uobicajenih koordi-
natnih sustava upotrebljavaju se poopcene ili Lagrangeove
koordinate. Zakoni i principi u analitickoj mehanici izrazeni su
pomocu skalarnih veli¢ina: kineticke i potencijalne energije,
virtualnog rada, Lagrangeove i Hamiltonove funkcije itd. Na
tim dvjema Cinjenicama temelji se prednost metoda analiticke
mehanike pred klasicnim metodama u kojima se pretezno pri-
mjenjuju vektorske veliCine: sila, moment, koli¢ina gibanja itd.,
ili njihove skalame komponente u uobiCajenim koordinatnim
sustavima.

Prednost analitiCkih metoda je to veca §to je sustav slo-
Zeniji, osobito ako se radi o holonomnim sustavima s idealnim
vezama. Tada su reakcije veza automatski iskljucene iz razma-
tranja, $to uvelike pojednostavnjuje problem. Eliminiranje ne-
poznatih reakcija veza iz jednadzbi gibanja klasi¢nim postup-
kom moze biti dugotrajno i zamorno. AnalitiCka mehanika lako
se moze primijeniti na elektromehanicke sustave i druge sustave
koji nisu Cisto mehanicki. Utjecaj je analiticke mehanike na
razvoj teorijske fizike velik, posebno na razvoj kvantne meha-
nike, statisticke mehanike i teorije relativnosti.

Naziv analiticka mehanika potjeCe od Lagrangea, koji je
1788. objavio svoje djelo Mécanique analytique. U tom je djelu
obradena teorijska mehanika strogo sustavno i matematicki.
Zakone i principe koji su u tom djelu obradeni ve¢ su prije
Lagrangea formulirali njegovi prethodnici i suvremenici: G.
Galilei, Ch. Huygens, I. Newton, J. R. d’Alembert, L. Euler



