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To su tzv. modificirane Eulerove jednadZbe koje se odnose na
ishodiste Sto se nalazi u toc¢ki O rotacije (si. 32). Iste jednadzbe
vrijede ako je os rotacije i u sredistu masa. Jedino ako se
toCka rotacije nalazi izvan osi z (os nutacije), jednadzbe treba
preurediti.

Uvrste li se pripadne komponente kutnih brzina iz izraza
(251) i (252) u modificirane Eulerove jednadzbe (254), bit ¢e

M X= 109 —y2sin,9c0s.9 + I\pwlsin.9

. ANG < Y
AL, sm 9 dtNgsm2,9) 1TAWL (255)
YM,, =17

To su opce jednadzbe rotacije simetricnog tijela oko nepo-
micne tocke O ili oko srediSta masa.

Kada se simetricno tijelo giba precesijski s konstantnom
kutnom brzinom ip te s konstantnim 3 i xg iz Cega proistjece
daje Ip=0, &= 0 i ip=0, jednadzbe (255) prelaze u oblik

IM_V= @sin#(/w{—I10\pcos 9)

y My =o (256)

M =o.

Iz toga se zakljuCuje da potrebni moment Sto djeluje na tijelo
koje rotira okotoCke O (ili oko G) mora biti usmjeru
osix, dok u smjeru osiy iz ima vrijednostnula. Osim toga,
uz stalne komponente veli¢ina e \p \ ip \ vrijednost je mo-
menta stalna. Moment je s obzirom na os x

X Mx = mglssin .9, (257)
odakle se izjednacenjem sa (256) dobiva
lo)zip- 10ip2cosB = Gls. (258)

gdje je Is = OS.
Buduéi da su u suvremenim giroskopima brzine vrtnje oko
osi z mnogo veée od rotacije oko osi Z, tj.

07> ar (259)

(prakti€no oz = 2000 -5000 s_1, ojz %0,001 s“1), izraz (258)
mijenja se u oblik

Uozxp = Gls. (260)

Veli€ina Icozxp naziva se giroskopskim momentom. Iz tog je
izraza oCito da je brzina precesije u pribliznoj teoriji giroskopa
Gls.
261
I co7 (261)
Buduéi da je
dK

—df K () = Icoic,

=Mn i (262)

Sl. 33. Djelovanje momenta sprega sila u giro-
skopu kojemu se rotor giba brzinom oO bitno
vecom od brzine o,
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vektor je Kkinetickog momenta K u smjeru «Z:

dK\ d
irL =di¢«*

Giroskopski efekt. Ako je giroskopu kojemu se rotor olreée
velikom brzinom cols obzirom na brzinu co2, kako je prikazano
na si. 33, nametnuto prisilno precesijsko gibanje, u lezajima
u kojima se nalazi osovina giroskopa pojavljuje se moment
sprega sila Mg, jer je

(263)

Mgr= - MQ= lz((bl x &2). (264)

Taj spreg tezi da odvede os vlastite rotacije giroskopa u takav
poloZzaj da ona bude paralelna s osi precesije, tj. da vektori
¢bi i co2 budu kolinearni.
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MEHANIKA, ANALITICKA, dio teorijske ili racio-
nalne mehanike koja, polaze¢i od op¢ih principa mehanike, ana-
liticki izvodi jednadzbe gibanja. Umjesto uobicajenih koordi-
natnih sustava upotrebljavaju se poopcene ili Lagrangeove
koordinate. Zakoni i principi u analitiCkoj mehanici izrazeni su
pomocu skalarnih veli€ina: kineticke i potencijalne energije,
virtualnog rada, Lagrangeove i Hamiltonove funkcije itd. Na
tim dvjema €injenicama temelji se prednost metoda analiticke
mehanike pred klasicnim metodama u kojima se pretezno pri-
mjenjuju vektorske veli€ine: sila, moment, koli¢ina gibanja itd.,
ili njihove skalame komponente u uobi€ajenim koordinatnim
sustavima.

Prednost analitickih metoda je to veéa Sto je sustav slo-
Zeniji, osobito ako se radi o holonomnim sustavima s idealnim
vezama. Tada su reakcije veza automatski iskljuCene iz razma-
tranja, Sto uvelike pojednostavnjuje problem. Eliminiranje ne-
poznatih reakcija veza iz jednadzbi gibanja klasicnim postup-
kom moze biti dugotrajno i zamorno. AnalitiCka mehanika lako
se moze primijeniti na elektromehanicke sustave i druge sustave
koji nisu Cisto mehanicki. Utjecaj je analiticke mehanike na
razvoj teorijske fizike velik, posebno na razvoj kvantne meha-
nike, statisticke mehanike i teorije relativnosti.

Naziv analiticka mehanika potjeCe od Lagrangea, koji je
1788. objavio svoje djelo Mécanique analytique. U tom je djelu
obradena teorijska mehanika strogo sustavno i matematicki.
Zakone i principe koji su u tom djelu obradeni ve¢ su prije
Lagrangea formulirali njegovi prethodnici i suvremenici: G.
Galilei, Ch. Huygens, I. Newton, J. R. d’Alembert, L. Euler
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i drugi. J. L. Lagrange je shvatio mehaniku kao dio matematike
i u svom djelu nije razmatrao fizikalnu i primijenjenu stranu
mehanike. Lagrange je napisao: »U ovom djelu nema nijednog
crteza. Metode koje predlazem ne zahtijevaju geometrijsko ili
mehanicko rasudivanje, dovoljno je samo Koristiti se algebar-
skim operacijama po jednoobraznom postupku«.

Razvoju analiticke mehanike pridonijeli su mnogi znanstve-
nici: W. R. Hamilton, C. G. Jacobi, S. D. Poisson, M. V.
Ostrogradski, J. H. Poincare, S. A. Caplygin, P. Appell i
mnogi drugi.

sustavi Cestica i veze

Sustav Cestica i mehanicki sustav. Sustav Cestica jest skup
Cestica u kojem gibanje svake Cestice ovisi 0 polozaju i gi-
banju ostalih Cestica sustava. Svako kruto tijelo moZe se sma-
trati kao skup veoma mnogo Cestica kojima je medusobni
razmak nepromjenljiv, pa se skup tijela i Cestica kojih je gi-
banje medusobno ovisno moZe takoder smatrati sustavom Cce-
stica. Medutim, u tom sluaju ¢eS¢e se upotrebljava izraz meha-
nicki sustav ili materijalni sustav.

Gibanje pojedinih Cestica sustava moZe biti ograniceno ve-
zama. Te su veze matematicki opisane pomocu jednadzbi koje
medusobno povezuju koordinate polozZaja i brzine pojedinih
Cestica ili dijelova sustava i vrijeme. JednadZba veze ima oblik

5,0, @)

odnosno krace
fOFi,K t)§ 0, @)
gdje su r) = xti + + 2ijk vektor polozaja, r;=i(i+ >/ + Z;£

vektor brzine, a t vrijeme. Znak jednakosti odnosi se na
obostrane veze, a znak ~ na jednostrane veze, tj. veze koje
sprecavaju gibanje Cestice samo u jednom smjeru, a dopustaju
gibanje Cestice u drugom smjeru. Obostrana veza je npr. veza
dviju Gestica krutim S$tapom (si. 1). Stap spreGava ne samo
udaljavanje nego i priblizavanje CesticaTOCito tada medu koor-
dinatama Cestica postoji veza

(x2-Xi)2+ (y2- yif + (z2- zj2= 12 3

veza

Da su Cestice bile povezane nerastezljivom niti, umjesto znaka
jednakosti u izrazu (3) stajao bi znak ~ i veza bi bila jedno-
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strana. Nit spreava samo udaljavanje Cestica na razmak veci
od /, medutim dopusta smanjenje udaljenosti. Kao primjer jedno-
strane veze moZze posluZziti i Cestica koja je zatvorena u sfemoj
posudi polumjera R (si. 2). Tada jednadzba veze glasi

X2+ y2+ 22" r2 @

Primjerom takve veze mogu biti i Cestice plina u posudi pro-
izvoljna oblika.

Skleronomne i reonomne veze. Ako se u izrazu koji opisuje
neku vezu vrijeme javlja eksplicitno, veza je reonomna ili ne-
stacionama. Nasuprot tome, u skleronomnim ili stacionarnim
vezama U izrazu koji opisuje vezu vrijeme t ne javlja se ekspli-
citno. Tako npr. izrazi (3) i (4 opisuju skleronomnu vezu.

SI. 3. Holonomna reonomna veza

Sustav koji se sastoji od dvije mase (si. 3) podvrgnut je reo-
nomnim vezama, jer je masa mx prisiljena da titra prema za-
konu x1 = "cos(cor). Tada jednadZba veze glasi

(x2- Xi)2+ (y2- yi)2=12 5)
odnosno
(x2—Acoscot)2+ y2= 12 ®)

jer je yx=0.

Holonomne i neholonomne veze. Veze se svrstavaju nadalje
po tome da li su izrazene pomodu algebarskih ili diferencijalnih
jednadzbi. Holonomne (integralne, geometrijske) veze izraZavaju
se pomocéu algebarskih jednadzbi ili diferencijalnih jednadZzbi
koje se dadu integrirati a da se ne rijeSi cijeli problem. Ako su
veze izrazene pomocu diferencijalnih jednadzbi koje se ne dadu
integrirati, zovu se neholonomne, diferencijalne ili kinematiCke
veze. Ako je materijalni sustav podvrgnut bar jednoj neholo-
nomnoj vezi, sustav se smatra neholonomnim.

Primjer. Dva kotaCa spojena osovinom koja se kotrljaju bez
trenja po horizontalnoj podlozi (si. 4) primjer su neholonom-
nog sustava.

PoloZaj krutog tijela $to ga Cine kotaCi s osovinom mozZe
se odrediti pomoéu tri koordinate teziSta xT, yT, zT i tri kuta
< ip, 9 za koje je tijelo okrenuto oko osiju xI? yu zt. OCcito

Sl. 4. Sustav s neholonomnim vezama



58 MEHANIKA,

je tijelo podvrgnuto dvjema geometrijskim ili holonomnim ve-
zama, koje glase

T= R, ip=0. o

Osim toga, tijelo je podvrgnuto i kinematiCkim vezama. Naime,

XT = VvTeos $; yT = vj sin #
Kako je vj = Rep, bit ¢e
xT = R(pcos(p, yT = Repsin$. ®)

Izrazi (8) ne mogu se u opcéem slucaju, tj. kad je $= s,
integrirati, pa su veze neholonomne. Ako je $ = const., npr. ako
se kotacCi gibaju po ravnim traCnicama, izrazi (8) mogu se in-
tegrirati, pa sustav postaje holonoman.

PRINCIP VIRTUALNIH RADOVA

Stvarni,mogudi i virtualni pomak. Beskona¢no mali
Cestice dr
silama koje djeluju na Cesticu naziva se stvarnim pomakom
Cestice. Stvarni pomak zadovoljava i jednadzbe veza i jednadzbe
gibanja. Moguéi pomak dr, za razliku od stvarnoga, jest besko-
nacno mali pomak koji zadovoljava samo jednadzbe veza, ali
ne mora zadovoljavati jednadZzbe gibanja. Ako je Cestica pod-
vrgnuta obostranoj holonomnoj vezi

pomak

f(x,y,z,t)= f(r,t) =0,

moguci pomak mora zadovoljiti izraz

ifJM x+& dy+¢& dl +<>1,,
(%4 oy az (0]
odnosno
d/= V/-dr + % = 0.
& ®
Virtualni pomak Sr jest beskonacno mali pomak koji dopu-
Staju veze u zadanom trenutku vremena. Za razliku od stvar-

nog pomaka koji se zbiva u vremenu dr, virtualni pomak se
zbiva trenutno. Virtualni pomak treba da zadovolji uvjet

¥ =V/ Sr= dfu +&sy + = 0. (10)
cX cy o

V4

Svaki stvarni pomak ujedno je i jedan od moguéih pomaka.

Virtualni pomak Sr podudara se s jednim od moguc¢ih pomaka’

samo kad su veze skleronomne, tj. kad je df/dt = 0, odnosno
kad jednadzba veze nije funkcija vremena. Ako je Cestica ve-
zana za povrdinu koja se giba (si. 5), mogudi ili stvarni po-
mak dr nisu tangencijalni na povrSinu dok virtualni pomak

SI. 5. Kod reonomnih veza virtualni po-
mak ne spada u grupu mogucih po-
maka dr

Sr jest. U skleronomnim sustavima iSCezava razlika izmedu
virtualnih i moguéih pomaka. Dok je stvarni pomak potpuno
odreden jednadZzbama gibanja i jednadzbama veza, moguéi i
virtualni pomak mogu se odabrati potpuno proizvoljno, pod
uvjetom da zadovoljavaju izraze (9), odnosno (10).

Virtualni rad, idealne veze. Virtualni rad SA sile koja djeluje
na Cesticu jest rad koji sila izvrSi na virtualnom pomaku, fj.

koji se zbiva u vremenu dt u skladusvezama i R'sy = SAr =
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SA = F-Sr = FxSx + FySy + Fz5z b

Ako na materijalni sustav u zadanom poloZaju i fiksiranom
trenutku vremena djeluju sile f 1, f 2 - i ako su virtualni
pomaci hvatista sila Srl, Sr2... Srn, virtualni rad sustava jest
zbroj radova svih sila na virtualnim pomacima, tj.

SA=£ fr&i
i=1

(12

Materijalni sustav je podvrgnut idealnim vezama ako je vir-
tualni rad reakcija veza jednak nuli, tj. ako je
FR =&H.

YAr — A (13)

Nekoliko primjera idealnih veza. 1 Gibanje Cestice po glatkoj
deformabilnoj i krutoj povrSini Reakcija veze FR uvijek je nor-
malna, a virtualni pomak Sr tangencijalan na povrSinu, pa je
0 (si. 6a).

2. Dodir dvaju glatkih tijela u gibanju. U ovom slu¢aju je
prema zakonu akcije i reakcije *1R= ~?2R- Obje su reakcije
okomite na zajedni¢ku tangencijalnu ravninu. Relativna brzina
toaka u dodiru vt —v2 lezi utangencijalnoj ravnini, pa i
razlika virtualnih pomaka Srl —S'2 takoder lezi u tangenci-
jalnoj ravnini. Virtualni rad reakcija veza iznosi

= PiR-iS?! + = t ROI?! ~ A 2)= 0

jer su vektori f IR i (Srl— Sr2) medusobno okomiti (si. 6b).

Sr,-3r2

~-Tangencijalna
\  ravnina

Sl. 6. Idealne veze: a glatka kruta ili deformabilna povr$ina, b dodir
glatkih tijela, ¢ zglob bez trenja, d dodir hrapavih tijela kad je trenje
dovoljno veliko da sprije¢i medusobno Klizanje

3. Veza dvaju tijela zglobom bez trenja (si. 6¢). U tom slu-
Caju je PIR=-22r i 8% = Sr2, pa je

SR=f IR sfl+ ?2R'"2 = 0.

4. Dva hrapava tijela u dodiru kad je trenje dovoljno veliko
da sprije€i medusobno klizanje (si. 6d). Kao i u primjeru
prema si. 6¢, bit e SAR= 0, jer je

?21R=~?2 Srl  Sr2

5 Veza dviju Cestica krutim Stapom.

6. Veza dviju Cestica nerastezljivom niti ako je gibanje takvo
da je nit uvijek napeta.

Princip virtualnih pomaka. Princip virtualnih pomaka ili
Lagrangeov princip glasi: Za ravnotezu materijalnog sustava
s holonomnim dvostranim idealnim vezama nuzno je i dovoljno
da algebarski zbroj virtualnih radova aktivnih sila bude jednak
nuli, tj. da je

SA=£ SAi=£ Ft-Sfi=0. 14

Prednost je tog principa u tome Sto se u obzir uzimaju

samo aktivne sile pa ne treba posebno izraCunavati nepoznate
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reakcije veza. To osobito vrijedi kad se trazi odnos pogonske
i radne sile u razli€itim mehanizmima.

, Ako je sustav podvrgnut neideajnim vezama, princip se ne
moze neposredno primijeniti. Medutim, mogu se reakcije veza
rastaviti na normalne komponente i sile trenja. Ako se sile
trenja ubroje u aktivne sile, veze se mogu smatrati idealnim
jer je virtualni rad normalnih komponenata jednak nuli.

Princip virtualnih pomaka moZe se primijeniti i pri jedno-
stranim vezama u preinacenom obliku:

X 8Af= X frgf,§ 0,
i— i—
tj. ako je rad aktivnih sila pri virtualnom pomaku negativan
ili jednak nuli, sustav se nalazi u ravnoteZi.

Pri rjeSavanju zadataka pomocu principa virtualnih pomaka
treba izraz (14) napisati u skalamom obliku. To se mozZe ura-
diti na dva nacina: geometrijski i analitiCki. Pri geometrijskom
postupku sustavu se dade (u mislima ili na skici) virtualni
pomak i pri tome izracuna virtualni rad svih aktivnih sila
pomocu izraza

X SAi=Z FM + 7 Mis<ph

=1 i=1 i=1
gdje je 8st projekcija virtualnog pomaka hvatista sile Ft na
pravac djelovanja sile. Isto tako je 8(pi komponenta kutnog
pomaka oko osi oko koje djeluje spreg M,. Kad sustav ima
jedan stupanj slobode, svi pomaci 8st i 8(pt mogu se izraziti
pomocu jednoga, npr. 8qk. Kad se 8st i 8(ph izrazeni pomodu
8ok, uvrste u (16), moze se pokratiti sa 8pk. Pomocéu dobivenog
izraza moze se odrediti nepoznata veli€ina. Ako sustav ima
viSe stupnjeva slobode, odabire se onoliko nezavisnih virtualnih
pomaka koliko ima stupnjeva slobode i za svaki pomak po-
novi se postupak. Pri tome se moZe dobiti onoliko jednadZbi
koliko ima stupnjeva slobode, a zatim iz njih veli¢ine koje
se traZe.

Pri analitickom postupku odabire se povoljni koordinatni
sustav, a zatim se pomocu projekcija sila i virtualnih pomaka
u tom sustavu izrazi princip virtualnih radova. Ako je sustav
kartezijski, princip glasi

15

(16)

1 M, : 7)

i—
Komponente virtualnih pomaka 8xh 8y i 8zt zapravo su vari-
jacije koordinata i mogu se odrediti operacijom variranja. U
tu se svrhu sve koordinate xh y\ i zt izraze pomocu konstant-
nih poznatih veli¢ina (obicno dimenzije pojedinih dijelova su-
stava) i nekog parametra, npr. a Zatim se odrede varijacije
koordinata u kojima se javlja varijacija 8a. Nakon uvrStenja
varijacija koordinata u (17), moZe se pokratiti sa 8a Iz tako
dobivene jednadzbe odreduje se trazena veliCina. Kad sustav
ima viSe stupnjeva slobode, koordinate se izrazavaju pomodu
onoliko nezavisnih parametara koliko ima stupnjeva slobode.

Neki elementi varijacionog ratuna. Neka je zadana funkcija
x = X(i), koja opisuje gibanje Cestice s jednim stupnjem slo-
bode. Diferencijal te funkcije jest

dx = xdt

Z (Fxi8x, + Fyinyt + Fzi8Zi)-= 0.

(18)

i odgovara stvarnom pomaku Cestice u vremenu dt (si. 7). Neka
se oblik funkcije malo promijeni, tj. neka je

X = X(t) + sr](t\ (19)

gdje je x nova promijenjena funkcija, rj(t) proizvoljna konacna,
jednoznacna derivabilna funkcija vremena, a e po volji mala
konstanta. Infinitezimalno mala promjena funkcije koja nastaje
u trenutku t zbog promjene oblika funkcije zove se izokrona
ili nepuna varijacija funkcije x(t) i oznaCuje se slovom 8 tj.

(20)

Variranje se formalno provodi prema istim pravilima kao i di-
ferenciranje tako da se simbol d zamjenjuje simbolom 8 Ako je

8x = x —x = erj(t).

y = 2acosa  a= const, 1)
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bit ce
dy = —2asinada
_ . @)
8y = —2asina8a
Variranje i deriviranje je komutativno, tj.
d 23
div™) = 23)
Isto je tako komutativno integriranje i variranje
f Sxdf = Sj xdt. (24)

Sl. 7. Diferencijal ¢x i izokrona varijacija funk-

cije x(t)

Primjer. U tockama A i B stapnog tijeska (si. 8) djeluju
pogonske sile F. Treba odrediti radnu silu Fx. Princip virtual-
nih radova za tijesak glasi

X 8A(  FAy8yA + FRybyB -f FCy8yG—O. 25)

Sve su sile vertikalne, pa su uzete samo varijacije koor-
dinate y, jer se pri horizontalnim pomacima  ne obavlja rad.

Pri tom je
FAy= —F, F i FC=-F (26)
yA —bcosP + asina
yB = bcosP —asina @7
yc = 2bcos ft + t.
SI. 8. Stapni tijesak
Varijacije koordinata iznose
8yA = —Dbsinp8p + acosa8a
8yB = —Dbsin p8/3 —acosa &c (28)

8yc = —2frsin p8fi.
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Nakon uvrstenja (26) i (28) u (25) i sredivanja, bit ce
a cosa8a

N
FAF b sin/?8/T

(29)
Pomaci 8a i Sfi jesu zavisni. Njihov odnos moze se odrediti
iz izraza

2acosa —2c = 2d —2/sin 2 (30)
Odatle se nakon variranja dobije

— 2asina 8 = —2hcos/?S/?,

odnosno 8a b cos/? 31)
8 asina’
pa je radna sila
F1= Fcotacot/ (32)

JEDNADZBE GIBANJA U POOPCENIM
KOORDINATAMA

Poopcene koordinate. Poopcene, generalizirane ili Lagrange-
ove koordinate jesu skup medusobno nezavisnih parametara
koji jednoznacno odreduju poloZaj sustava. Broj poopcenih
koordinata jednak je broju stupnjeva slobode sustava. Poopéene
koodinate oznaCuju se sa ql9g2, gdje je s broj stupnjeva
slobode. Kao poopcene koordinate mogu se upotrijebiti razno-
vrsne velicine, npr. duljine, kutovi, lukovi, povrSine itd. Karte-
zijske, sfeme i cilindricne koordinate specijalni su slucajevi
poopcenih koordinata sustava slobodnih Cestica. Ako sustav
ima n Cestica i k veza, imat ¢e 3n—k stupnjeva slobode, pa
mozZe imati samo 3n —k poopcenih koordinata.

Polozaj krutog tijela Sto rotira oko nepomicne osi moze se
odrediti pomoc¢u kuta en koji tada sluzi kao poopéena koordi-
nata. Poopéene koordinate slobodnog krutog tijela mogu biti
npr. tri koordinate teZiSta i tri Eulerova kuta, tj. xT, yT, zT,
@ tp, U dvostrukom njihalu (si. 9) kao poopcene koordinate
mogu se odabrati kutovi (px i q@-

SI. 9. Dvostruko njihalo

Ako je mehanicki sustav holonoman, kartezijske koordinate
mogu se izraziti eksplicitno pomocu poopéenih koordinata i
vremena, f{j.

= % (<21,225--,& %)

3
= Zi(qug2,..., qs,t),
ili krace
i—12,

fajj 34
rfajj) i= 12 (34)
Npr. za dvostruko njihalo kartezijske koordinate izrazene preko

poopéenih koordinata cpl i g2 glase:

x1—/tsingpl  x2 = lisin <2 + /2sin (p2
yx=licos(@* y2= /icos(pl + 2 cos (p2 (35)
zx= 0 z2=0.
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Poopcene sile, princip virtualnih radova u poopcenim koor-
dinatama. Princip virtualnih radova izrazen analiticki glasi

8A= £ =
i—1

Z?2rirt=o. (36)
i=1

Kako je rt= ri(ql,q2,...,9st), bit ¢e prema pravilu o di-
ferenciranju funkcija viSe varijabli (v. Diferencijalni racun, TE 3,
str. 288)

drt drt , drt dr; ,
drt—- dgl + - dg2+-*t—dgs + — dt. 37)
dqi dg2 dgs dt
Virtualni pomak 8mMizraCunava se na sliCannalin, ali je za
fiksirani trenutak (izokrono variranje), tj. za dt = 0,
drt drt dr{
—-&q—l«gl + écﬁ % + - +-%E$qs>
odnosno
s df;
. (38)
me'-jas**
Nakon uvrStenja tog izraza u (36) dobit Ce se
N ’ (39)
=1’ o
odnosno kada se zamijeni redoslijed sumiranja,
=7 gz I'W - = Z QMi> (40)
ENEL e ))) 7=1
gdje su
/= 1-2...% (41)

i=i  cqj
poopcene sile. Svakoj poopéenoj koordinati gj odgovara poop-
¢ena sila Qj. lzraz (41) u skalamom obliku glasi

42)

Qj= ii[f\xtyq'i + F y&(ﬁ +F 0‘81] I
Princip virtualnih pomaka u poopcenim koordinatama glasi

n

=_ZlQMi=Qidqi +QinN2 +mmQs*gs= o. (43)
J:

Kada su sustavi holonomni, varijacije qi,q2,--,gs medu-
sobno su nezavisne. Ako se uzme 8 4 0, a sve su ostale va-
rijacije jednake nuli, iz izraza (43) slijedi Qx = 0. Na sli¢an
nacin, ako je samo 8§92 4=0, a sve su ostale varijacije jednake
nuli, slijedi Q2= 0. Opéenito je

Q=0 J=1,2,..5

tj. nuzdan i dovoljan uvjet ravnoteze holonomnog sustava s
idealnim dvostranim vezama jest jednakost nuli svih poopéenih
aktivnih sila.

Poopcene sile mogu se izracunavati neposredno primjenom
izraza (42), ili tako da se sustavu dade virtualni pomak i pri
tom izrauna 8A Koeficijent uz Sqt jest QI9 koeficijent uz Sg2
jest Q2 itd. Ponekad se sustavu daje samo virtualni pomak 8q1,
zatim Sg2 itd., i pri tome se izracunaju virtualni radovi iz kojih
neposredno slijede poopéene sile Qu Q2 itd.

Primjer. Poopéene sile dvostrukog njihala mogu seizracu-
nati pomodéu izraza (42). Pri tome treba wuvaziti da je
Fi*=Fu=FX=FIlz=0, Fiy=mlg, F= m2gKad se te
vrijednosti i (35) uvrste u (42), dobit ¢e se
dy2

N
| = 1% 2¢n2?
Qb= «1935 + m2d*=,

(44)

£V Sy2
62= mig r}L + m2g -—y,
Otp2 otp2
odnosno
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Qi = ~{mi + m2)glisin<pi
Q2= "-m 2gl2sm(p2
Te se sile mogu odrediti i tako da se sustavu dade virtualni
pomak, tj. da se kutovi (pli g povecaju za iznos S(pl, odnosno
Scpl9 i izraCuna virtualni rad. Tada je
SA = —migll[cos”™i + S(px) —cosqA -
- m2g{I1[~ (~i + SvI - cos(p{\ +
+ /2[cos(<p2 + 8<Pl) - COS(p2]}- (46)
Kad se taj izraz sredi i uoCi da su Sl i Sop2 male veliCine
viseg reda, dobit ce se
= —(ml+ m2)g singxS(pl —m2gl2sin (fo S(p2 =
= Qi8(pt + Q28(p2.
Odatle odmah slijede poopcene sile Qi i 62-

Konzervativne sile. 'Ako su sile koje djeluju na holonomni
sustav sa stacionarnim vezama konzervativne, postoji funkcija
U = U(xi%i%i) iz koje se mogu odrediti komponente aktivnih
sila (v. Mehanika krutih tijela)

(45)

(47)

du du
_ = - @
dxi ly dyt9 8z,
Funkcija U naziva se potencijalnom energijom.
Kad se (48) uvrsti u (42), dobit ¢e se
_ " tdlddXi  8U8yj 8U8zj 49)
1 i=1\8Xidqj + 8y, 8qj + 8zj 8q},

Prema pravilu o deriviranju sloZzene funkcije viSe varijabli, taj
izraz predstavlja derivaciju U po koordinati qj9 tj.

. 8U
881_'1"

Tada je uvjet ravnoteze (44)

(0)

- © - GD)
tj. u ravnoteZznom poloZaju potencijalna energija ima ekstremnu
stacionarnu vrijednost. Podrobnija bi analiza pokazala kad je
ravnoteZa stabilna da potencijalna energija ima minimum, a kad
je ravnoteZa nestabilna maksimum. Strogu definiciju stabilne
ravnoteze izrazava Lagrange-Dirichletov poucak koji glasi: Ako
se holonomni sustav sa skleronomnim idealnim vezama nalazi
u potencijalnom polju sila i ako je u ravnoteznom polozZaju
potencijalna energija minimalna, ravnotezni polozaj je stabilan.

SI. 10. Stabilnost ravnoteze ploce debljine h na
valjku polumjera R

Primjer. Potencijalna energija sustava (si. 10) iznosi

U — U0+ G\R + —jcos<p + GRcpsmcp. (52)
. . o .. dU .
Da bi sustav bio u ravnoteZi, mora biti —= 0, tj.
dav / h . - A
—= G R(pcosep— —sin® = 0. (53)
8(p \ 2
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RjeSenje te jednadzbe jest g = 0, tj. ravnoteZa je moguca samo
ako je ploCa postavljena horizontalno na valjak. Karakter
ravnoteze moze se odrediti iz druge derivacije. Za grani€ni po-
loZaj izmedu stabilne i nestabilne ravnoteze druga je derivacija
jednaka nuli. Kako je

d2u

GR(cos(p — epsin ep) — G— coscp, (54)
dep2
bit ¢e za ravnotezni polozaj, tj. za = 0,
d2u
GR- (55)

Ako je R >/i/2, druga derivacija je veéa od nule, tj. poten-
cijalna energija je minimalna, pa je poloZaj ravnoteZe stabilan.
Ako je R < /i/2, polozaj je nestabilan.

Disipativne sile. Vrlo Cest i vaZzan primjer disipativnih sila
jesu viskozne sile, tj. sile koje su proporcionalne brzini i usmje-
rene suprotno od vektora brzine

f = —kvrd k >0, (56)
gdje je k faktor priguSenja, a fFei relativna brzina dijelova
sustava medu kojima djeluje viskozno trenje. Tada je

n V T5 vV /*8" (57)
i=1 i—1
gdje M znaci relativnu brzinu. Kako je
dri drt drt 5rj ot}
. - 58
Vi=di=™ | +a”2+"' 0Qs dt’ (58)
bit ce
dvi  drt (59)
8di  8di
Sto uvrSteno u (57) daje
n _ v 1+ 3vt oy 1 korili 60
O r s Bgi =P - ®
Skalama funkcija
ir X kifvid (61)
¢ i=1

naziva se Rayleigheva disipativna funkcija. U skleronomnim
vezama je

(62)
pa je
1 s o 5 dY-
(63)
odnosno
(64)
gdje je
. . n dr- dr-
kjk = kkj= i|_ dgj dak 65>

Rayleigheva funkcija jest homogena kvadratna funkcija
poopéenih brzina s koeficijentima koji ovise o poopéenim koor-
dinatama. Poopcena sila koja potjeCe od disipativnih viskoznih
sila dobije se uvrStenjem izraza (61) i (60) te iznosi

<P
Qi= “ I €0

Lagrangeove jednadzbe prve vrste. JednadZbe gibanja Cestice
koja se giba po glatkoj povrsini (si 11) glase
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mx = FX + FRx
my = + Fr (67)
mz = Fz + Fr},

odnosno u vektorskom obliku
mr = F + Fr, ©8)

gdje je F rezultanta aktivnih sila, a Fx, Fy, Fz njene su kom-
ponente. F* je reakcija veze, a FRx F” i FR njene su kom-
ponente. Tri jednadzbe (67) i jednadzba veze

I(x,y>z) = ° (69)
nisu dovoljne da se odredi Sest nepoznanica: X, y, z i FRx

i Fkz. Medutim, kad je povrSina glatka, reakcija FR oko-
mita je na povrSinu f(x,y,z), pa njene komponente nisu ne-
zavisne. Pravac normale, tj. reakcije FK podudara se s prav-
cem gradijenta V/

I +"¢ +f I (70)

Kosinusi kutova koje V/, odnosno TR, ¢ini s osima x, y iz
iznose

Sf df 8 f
cosa 8x 8y 7 . dz
= cos7 =
Ik Valk v @
gdje je
df'2 df2
1V/I1 1
dx, f * dr (72)
Sada izrazi (67) prelaze u
Fr df
F+m & -F+¢€
(73)
mz = Fz + IJL-B =F

IV /1 5z 2 dz'

Velicina X naziva se Lagrangeov multiplikator. Tri jed-

nadZbe (73) zajedno s jednadZzbom veze (69) dovoljne su da se
odrede Cetiri nepoznanice X, y, z i A a zatim i reakcija po-
mocu izraza

(74)

JednadZzbe (73) zovu se Lagrangeove jednadzbe prve vrste.
Ako sustav ima n Cestica i k veza

fixh  zht\=0 j= 1,2,3,...,k (75)
Lagrangeove jednadZbe prve vrste glase
nixi Fxi+ | A
= l OXi
»= 1,2,3,...,« (76)

»hVi= Fyi + Z i-ril
=1

mZ=Fz+ £
i
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Ukupno ima n Lagrangeovih jednadzbi i k jednadZbi veza sa n
nepoznatih koordinata i k Lagrangeovih multiplikatora Xj.

Lagrangeove jednadzbe druge vrste. Diferencijalne jednadzbe
gibanja holonomnog sustava s dvostranim idealnim vezama u
poopc¢enim koordinatama glase

Woap - "dy=Q 1=U2..8

gdje je EK ukupna Kineti¢ka energija sustava, Qj poopcena sila,
qj i ¢Jj poopcene su koordinate, odnosno poopcene brzine, t je
vrijeme, a s broj stupnjeva slobode sustava.

Izraz (77) moZe se primijeniti i kad veze nisu idealne. Tada
treba reakcije veza rastaviti na normalne komponente i sile
trenja, pa zatim sile trenja ukljuciti u aktivne sile, odnosno
poopéene sile. Izraz (77) moZze se preinaciti u

d (dEK\ dEk

(7

R (78)
AWJ ~W, "0 +er +e°
gdje je
f= o 79
Q 84qj (79)
dio poopcene sile koji potjeCe od potencijalnih sila i
<P *
QJ* = - ®0)

d ¢
dio poopcene sile koji potjece od viskoznih sila, a Qj dio
poopéene sile koji potjeCe od ostalih sila. Sada izraz (78)
prelazi u
8U d<P_

®1)

dt\dqjl dqj+ dgj + dgj

Ako na sustav djeluju samo konzervativne sile, Lagrangeove
jednadzbe mogu se pisati u obliku

* N o9 _ 1

dt\dgj/  dqj (62)
gdje je L Lagrangeova funkcija:
L=EK- U (83)

Naime, potencijalna energija U ne ovisi o poop¢enim brzinama,
pa je

daj

Pomocu Lagrangeovih jednadzbi druge vrste mogu se vrlo
lako, u usporedbi s klasicnim metodama, dobiti jednadzbe gi-
banja. Prednost je Lagrangeovih jednadzbi to veca $to je su-
stav slozeniji. Ako posebno nije naglaseno o kojim se Lagran-
geovim jednadzbama radi, misli se uvijek na Lagrangeove jed-
nadzbe druge vrste. Primjena Lagrangeovih jednadzbi ilustri-
rana je pomocéu dva primjera.

Primjer 1 Sustav Cestica (si. 12) sastoji se od tri mase m1?
m2 i m3 koje su povezane nerastezljivim nitima prebacenim
preko kolotura zanemarive mase. Sustav ima dva stupnja slo-

SI. 12. Sustav Cestica s

dva stupnja slobode i ho-

lonomno skleronomnim
vezama
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bode. Kao poopcene koordinate odabrane su veli€ine yx i y2.
Kineticka energija sustava iznosi

Ek =y [niipl + m2(yl- y2)2+ «3(5! + y2)2]. (84)

Ako se sustavu dade virtualni pomak 8yl 4=0, Sy2 = 0,
bit ¢e
(85)

Odatle je Qx = (mi —m2 —m3)g. Kad se sustavu dade vir-
tualni pomak Sy2 =f 0, Syx = 0, bit ¢e

8" = Qityi = mi9&yi - (m2 + mjgiiyi.

8A2 = Q28y2 = m2gSy2 - m3gSy2. 86)
Odatle je Q2= (m2 i)g-
Lagrangeove jednadzbe za taj sustav glase
d idE\i\  OEk_
dt\dyxj dyl 1
@7
d idEK\  OEk_
dt\dy?2j dy2 2
Deriviranjem EK po yx dobit ¢e se
(:jEK: mlyl+ m2(yl- y2) + m3(yl + y2).
yi
Odatle je
dldB& ; X.
d11dy )= (1 2 AN e (M R 2)R2 (88)
Na sli€an naCin moZe se dobiti
d IdEK
\-t(m2 + m3)j2 + (m3 - (89)
dr ldy2r

d EK=
Takoder je =8Bk _ 0, pa Lagrangeove jednadzbe u sre-

Byl dy
denom obliku glase
(mt + m2+ m3)vi + (M3 - m2)y2 = (mt - m2 - m3)g

(%0)
(m3 - + (M2 + m3)y2= (m2 - m3)g.

Primjer 2. Na sustav koji se sastoji od tri mase mi, m2 i m3
(si. 13) djeluje uzbudna sila F = FOcoscot. Mase su medusobno
povezane oprugama konstante cu c2 i c¢3 te viskoznim prigu-
SivaCima konstante kt i k2. Trenje izmedu mase i podloge je
zanemarivo.

Sustav ima tri stupnja slobode, a kao poopcene koordinate
odabrani su pomaci masa iz ravnoteznog polozaja x1? x2 i x3.

Tada na mase djeluju konzervativne sile opruga, viskozne
sile priguSivaca i vanjska sila F, a Lagrangeove jednadzbe
imaju oblik
oGP _

~1 1)

d fdEK\
dr \dxi |

d.EK
dxi

du
dxt + dxi

Kineticka energija sustava glasi

Ek =y(mi*f + m2x| + m3xf). (92)
Potencijalna energija jest
u=y + cA(x2 ~ M2+ ¢3(x3- x2)2, (93)

SI. 13. Sustav s tri stupnja slobode

2w
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a disipativna funkcija
0 =y1[M *2 - %2+ k2(x} - x2f | (94)

Ako se sustavu uzastopce dade virtualni pomak SxI5 zatim Sx2
i napokon Sx3, dobit ée se za poopcene sile
Qi = Q2= 0, Q3 = FOcoscot.
Lagrangeove jednadZbe u sredenom obliku sada glase
mlx1l+ clxl—c2(x2— —kIx1=0
M2X2 + C2(X2- Xj)- €3(x3- xX)+ sii (x2- Xi) +
+ /i2(x3—*2)= 0
m3x3 + c3(x3—x2) + k3(x3 —x2) = FOcosa)t.

Struktura kineticke energije u poopc¢enim koordinatama. Ki-
neticka energija sustava glasi
1 n 1n

X myf=— £ mtvi-v,.
Z i=1 Z =i

(95)

Ako se u taj izraz uvrsti (58), bit ée

rr, 1"/, drt; dr\2
(96)
odnosno
5rf
(97
=1 at
gdje je
) 7 drt dri
ak= ki dg dok
(98)
"o dri
i?i m,dgj dt'
Sada se EK moze rastaviti na tri dijela
Ek = Ek2+ EK\ + £ko, (99)

gdje je

ER2=ir Yj X ajkqjgk
Zk=Jlj=quJq

s
Ek\= X biCjj
=1

100y

dn
dt

Ocito je u skleronomnim vezama £ki = Eko = 0, pa je ki-
neticka energija homogen kvadratni polinom poopcenih brzina.

Hamiltonove jednadZbe. Lagrangeove jednadzbe (77) €ine su-
stav od s obi¢nih diferencijalnih jednadzbi drugog reda u poopce-
nim koordinatama sa s nepoznatih funkcija qi,gq2,...,qs- Taj
sustav od s jednadzbi drugog reda moguce je transformirati u
sustav od 2s jednadzbi prvog reda uvodenjem novih 5 varijabli.
Hamilton je predloZio da kao nove varijable posluze poopéeni
impulsi pi,p2,...,ps koji su definirani izrazom

i aL 101
P = g (101)
Kako je L = EK—U, a U ne ovisi o gh moze se pisati
dEK
| = 102
A= it (102)

Npr., ako se radi o gibanju slobodne Cestice mase m i ako su
kao poopcene koordinate odabrane kartezijske koordinate, bit ¢e

[x2+ y2+r2]. (103)
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Tada se poopéeni impulsi podudaraju s pravim impulsima, od-
nosno koli¢inama gibanja, tj.

dEK . dEK SEk
Px tdE( mx, py dy my, pz=- (104)
Uzme li se u obzir (97), dobit ¢e se
S
Pk ~ X akmQm+ bk (105)
m=1
Ako se (101) uvrsti u (82), dobit ¢e se
;= dk (106)
Pi = o
Hamiltonova funkcija H definirana je izrazom
H=£ PM- L (107)

Prema tom izrazu ocito je H funkcija od i, gh qt i pt. Po-
godnom transformacijom treba eliminirati qt pomo¢u ph pa
¢e se dobiti

H=H (phght). (108)
Izokronim variranjem izraza (107) dobit ée se
s s s S
= £. i . g"Pi ~ Z. Ny T
SH |£:| pMi + i£:| g"Pi & dqt |Z|aq| (109)

Uz pomoé¢ (101) mogu se prvi i Cetvrti ¢lan desne strane po-
kratiti. Nakon uvrStenja (106) u taj izraz slijedi

su = :Z_(v6Pi - P6qi)- no
I—L( qi) (no)
Izokronim variranjem izraza (108) dobit ¢e se
SH= £ f c pl+~Liqg\ (111)
i=i "°Pi . dgt )

Kako je sustav holonoman, svi Sqt i 8pt medusobno su ne-
zavisni, pa usporedbom izraza (110) i (111) slijedi

8H
dpi

L _ _ g

= 112
i 112)

Te se jednadzbe zovu Hamiltonove jednadzbe ili kanonske
jednadzbe dinamike. Hamiltonove jednadZzbe u tom obliku vrijede
ako je gibanje u polju konzervativnih sila. Kad djeluju disi-
pativne sile, Hamiltonove jednadzbe imaju oblik

dH 8H -
o dg = QI P

Izraz za Hamiltonovu funkciju moZe se preinaciti, a prema
(105) jest
S

(113)

s s s
Z, Pidi = iZ_ljélaiAAi + Z,btoi = 26k2 + Eki, (114)

§to uvrsteno u (107) daje
H = 2EKL+ EKi - (EK2+ £Ki + EKO- U) (115)
Il = EKR- EKD+ U. (116)
Kad su veze skleronomne, tada je EKD = EKi =0 i EKR2= EK,

pa Hamiltonova funkcija predstavlja ukupnu mehani€ku ener-
giju, tj. zbroj potencijalne i KkinetiCke energije. Tada je

H=EK+ U. (117)

Medutim, u op¢em slu€aju H nije jednako ukupnoj mehanickoj
energiji.

Pri rjeSavanju mnogih problema tehnicke i primijenjene me-
hanike Hamiltonove jednadzbe su manje prikladne nego La-
grangeove jednadzbe. Hamiltonove jednadzbe imaju veliku pred-
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nost u mnogim granama fizike, npr. statistiCkoj mehanici, kvant-
noj mehanici, teoriji perturbacija u nebeskoj mehanici itd.

Integral energije. Kad Lagrangeova funkcija L ne ovisi
eksplicitno o vremenu t, postoji prvi integral koji karakterizira
promjenu energije sustava. Taj se integral zove integral energije
ili Jacobijev integral. Ako se svaka Lagrangeova jednadzba
(82) pomnozi sa qt i sumira, dobit ¢e se

* [ d 5ZA * dL
<18’
Kako je
eqddL\.d *dL,  *dL,
i=i\dfiddik' = i1’ - iEadioah
bit ce
d LdL. *(dL dL »
N H _ '_" ~ 1 1 —_—
di i€k~ ifaldgit T HR D= O (119
odnosno
(120)
Odatle je
£ 8Lg - L =h= const 121

.=i8qt

. 8L
Kako je a}t: pir usporedbom sa (107) vidi se da je h=H,

tj. prvi integral jednak je Hamiltonovoj funkciji. Prema tome je

.Ek2 —Eko + U — const. (122)
Ako su veze skleronomne, bit ¢e
EK + U = const,, (123)

Sto izrazava zakon o odrzanju mehaniCke energije.

Ciklicke koordinate. U izrazu za Lagrangeovu funkciju ne
moraju se pojaviti eksplicitno sve poopéene koordinate. One
koordinate koje se ne pojavljuju eksplicitno nazivaju se ci-
klickima. Neka ima ukupno s poopéenih koordinata, od kojih
je k < s cikli¢kih

«1.42.— «*>
tj. takvih da je
dL
aqt: 0 i=1,2,..., fc (124)
Iz Lagrangeovih jednadzbi (82) slijedi
d (dL\
at\dqj =0 i= 1,2,..%, (125)
odnosno
¢ Pi — = const. i=12,...,k (126)
dqt

Ovi izrazi predstavljaju prve integrale Lagrangeovih jednadzbi
i nazivaju se ciklickim integralima.

VARIJACIONI PRINCIP MEHANIKE

Zakoni i principi mehanike. Op¢i zakoni mehanike, kao npr.
zakon kolicine gibanja, zakon kinetiCkog momenta, zakon kine-
ticke energije itd., izvedeni su iz Newtonovih aksioma meha-
nike. Oni opisuju neke, ali ne i sve karakteristike gibanja. Iz
njih se ne mogu izvesti sve jednadzbe gibanja. Osim tih zakona,
postoje i opcenitiji zakoni koji se nazivaju principima. Da bi
neki zakon mogao biti smatran principom, mora u potpunosti
karakterizirati gibanje mehani¢kog sustava i biti potpuno ekvi-
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valentan svim diferencijalnim jednadzbama gibanja tog sustava.
Princip mehanike moZe vrijediti opéenito ili samo za odredenu
klasu sustava. Prema tome, princip u odredenim uvjetima moze
zamijeniti aksiome mehanike.

Principi se dijele na diferencijalne i integralne. Diferencijalni
principi odnose se na jednu proizvoljno odabranu konfiguraciju
u proizvoljnom trenutku i pri tome se promatraju elementarni
pomaci sustava s obzirom na odabranu konfiguraciju. Nasu-
prot tome, integralni principi razmatraju konafnu promjenu
konfiguracije u konanom intervalu vremena.

U diferencijalne principe spadaju: d’Alembert-Lagrangeov
princip, Gaussov princip najmanje prinude, Hertzov princip gi-
banja po putanji najmanje zakrivljenosti i dr. Integralni prin-
cipi jesu Hamiltonov princip najmanjeg djelovanja i Maupertius-
-Lagrangeov princip stacionarnog djelovanja.

Konfiguracijski prostor. PoloZaj mehanickog sustava sa n
Cestica odreden je sa 3n koordinata. Po tri koordinate odre-
duju tocku Pi koju zauzima u danom trenutku cestica mf. Skup
3n koordinata mozZe se shvatiti kao polozaj samo jedne tocke
P u 3n-dimenzionalnom prostoru koji se naziva konfiguracijskim
prostorom. Svakoj konfiguraciji sustava odgovara jedan polozaj
toCke P. Pri gibanju pojedinih toCaka sustava mijenjaju se neke
od 3n koordinata tocke P, pa ona mijenja svoj polozaj, tj.
opisuje putanju u konfiguracijskom prostoru. Analogno obi€nom
prostoru uvodi se pojam konfiguracijskog vektora poloZaja,
brzine, ubrzanja itd. Konfiguracijski vektor polozaja ima 3n
skalamih komponenata. Prema tome, matrica tog vektora ima
3n skalamih elemenata, odnosno n vektorskih elemenata. Sli¢no
vrijedi i za vektor brzine i vektor ubrzanja u konfiguracijskom
prostoru, tj.

127)

Nood2r
a=-"=(rur2,...rn.

Konfiguracijski prostor olak3ava praéenje gibanja sustava u
analogiji sa zornim gibanjem jedne cestice u obi¢nom trodi-
menzionalnom prostoru.
D ’Alembert-Lagrangeov princip. D ’Alembert-Lagrangeov
princip glasi: Ako se mehanicki sustav giba i ako je podvrgnut
idealnim dvostranim vezama, zbroj virtualnih radova aktivnih
sila i sila inercije jednaka je nuli, tj.
) mia,)-Sf, = 0. (128)
i—1

Za jednostrane veze umjesto izraza (128) vrijedi izraz
fi{fl-m ta,)-Bfi* 0. (129)
i—

D’Alembert-Lagrangeov princip ujedinjuje d’Alembertov
princip i princip virtualnih radova. lzraz (129) zove se jo$ i
op¢a jednadzba dinamike.

Gaussov princip najmanje prinude. Gaussova prinuda Z jest
mjera odstupanja gibanja zadanog sustava koji je podvrgnut ve-
zama od gibanja takva istog sustava, ali s odstranjenim ve-
zama. U oba primjera uzima se ista* pocetna konfiguracija, iste
pocetne brzine iiste aktivne sile. Cestice vezanogsustava gi-
baju se poddjelovanjem aktivnih sila Pt i reakcija veza PRI,
dok se Cestice slobodnog sustava gibaju samo pod djelovanjem
aktivnih sila Pi.

Neka u nekom trenutku jedna Cestica sustava mase mt zau-
zima poloZaj P i neka ima pocCetnu brzinu % Pod djelovanjem
rezultante aktivnih sila Fti rezultante reakcije veza PR Cestica
¢e dobiti ubrzanje at i u vrlo kratkom intervalu vremena At
prije¢i ¢e put PP1 (si. 14), gdje je

BBt = At + — iAt'. (130)
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Kad bi Cestica bila slobodna, presla bi put PP2
PP2 = viAt + LA t2 131
- 2 m{A " ( )
Razlika prijedenog puta iznosi
N I (o
P\P2 = PP2- PPi =y - 3ij At2. (132)

Kao mjeru odstupanja prinudnog gibanja od slobodnog gi-
banja Cestice Gauss je definirao veliCinu proporcionalnu kva-

dratu P1P2 i tu veliinu nazvao prinudom

1 (Pi A2

(133)

gdje je Zj prinuda jedne Cestice. Prinuda Citavog sustava jed-
naka je zbroju prinuda pojedinih Cestica, tj.

(134)

Gaussov princip najmanje prinude glasi: Stvarno gibanje su-
stava u svakom trenutku razlikuje se od kinemati¢ki mogucih
gibanja, koja pocinju iz iste konfiguracije i s istim pocetnim
brzinama, po tome $§to je za stvarno gibanje prinuda mini-
malna, tj.

$Z=  (Pt— —0 (135)

Kako sU koordinate i brzine konstantne, varira se samo
ubrzanje. U skalamom obliku Gaussov princip glasi
Z (Fu- mXj) =+ (Fiy-

+(Fiz- m.z)"=0.  (136)

Sl. 15. Primjena Gaussova principa na gi-
banje niz kosinu

SI. 14. Definicija
Gaussove prinude

Primjena Gaussova principa ilustrirana je na primjeru cestice
koja se giba niz kosinu (si. 15). Neka su pocetni polozaj i
pocetna brzina Cestice A jednaki nuli. Kad bi Cestica bila slo-

bodna, presla bi put AB =y At2. Vezana Cestica je prisiljena

da se giba po kosini. Ima beskonatno mnogo kinematicki

mogucih pomaka. Na slici je oznageno nekoliko: AC1= « At",

AC2 =y At2 itd. Medu svim tim pomacima pravi je onaj za

koji je prinuda, tj. odrezak BC1 najmanji. Ako se iz tocke B
spusti okomica na kosinu, dobije se toCka C{. OCito je od svih

odrezaka BC1 najmanji, tj. stvarno se gibanje zbiva ubrzanjem
ax tako da je

BCl= 45sina, (137)

odnosno

— At2 = — Ai2sina. (138)
2 2

Odatle je pravo ubrzanje a = gsinot.

Hertzov princip putanje najmanje zakrivljenosti. Ako je me-
hanic¢ki sustav podvrgnut skleronomnim vezama i ako na njega



66 MEHANIKA, ANALITICKA

ne djeluju aktivne sile, stvarno gibanje zbiva se konstantnom
brzinom i od ostalih kinemati¢ki mogucih gibanja razlikuje se
po tome S§to putanja stvarnog gibanja ima najmanju zakrivlje-
nost. Misli se na brzinu i putanju u konfiguracijskom 3n-
-dimenzionalnom prostoru.

Ako je Cestica prisiljena da se giba po glatkoj povrsini i
ako na Cesticu ne djeluju aktivne sile (mora biti iskljucena i
gravitacija), Cestica ¢e se gibati po geodezijskoj liniji, tj. po
putanji najmanje zakrivljenosti.

Hamiltonov princip najmanjeg djelovanja. Hamiltonovim dje-
lovanjem S naziva se odredeni integral

(139)

gdje je L = L(gqhght) Lagrangeova funkcija. Hamiltonov princip
usporeduje Hamiltonovo djelovanje na stvarnom putu s Hamil-
tonovim djelovanjem na zaobilaznim putovima, pri ¢emu zao-
bilazna putanja ima istu pocetnu i krajnju to€ku kroz koju
Cestica ili sustav prolaze u istim trenucima tt i t2 (si. 16). Ako
se radi o gibanju jedne Cestice, putanje na si. 16 odnose se na
zorne putanje u obi¢nom trodimenzionalnom prostoru, a ako se
radi o gibanju sustava, radi se o hiperkrivulji u konfigura-
cijskom 3M-dimenzionalnom prostoru. Buduci da se u trenucima

i t2 obje putanje podudaraju, izokrone varijacije poopcéenih
koordinata identiCki su jednake nuli, tj.

i)=0, Sqi(t2) = 0. (140)

Duljine prave i zaobilazne putanje nisu jednake, a kako su-
stav po objema putanjama prelazi za isto vrijeme t2 —tu
poopéene brzine koje se odnose na isti trenutak prave i zao-
bilazne putanje jesu razliCite, pa je i KinetiCka energija u istim
trenucima razliCita, a razliCite su i potencijalne energije.

Stvarga

SI. 17. Cestica mase m vezana
oprugom giba se u vertikal-
noj ravnini

Sl. 16. Stvarna i zaobilazna ili uspored-
bena putanja u Hamiltonovu principu

Uza sva ta ogranienja Hamiltonov princip za holonomne
sustave glasi: gibanje po stvarnoj putanji razlikuje se od gibanja
po bliskoj zaobilaznoj putanji po tome §to Hamiltonovo djelo-
vanje ima stacionarnu vrijednost u usporedbi s djelovanjem po
zaobilaznim putanjama, ili izrazeno na drugi nacin, samo je pri
stvarnom gibanju izokrona varijacija Hamiltonova djelovanja
jednaka nuli, tj.

ssS= Ldt =0 (141)
Hamiltonov princip u tom obliku vrijedi samo ako su sve sile
konzervativne. Ako sile nisu konzervativne, bit ée

JBEK+ M)df = j(8EK- QMi)dt = 0.
1l 1]
Hamiltonov princip moze se proSiriti i na linearne neholo-
nomne veze.
Primjer. Kuglica mase m objeSena je na oprugu konstante ¢
(si. 17). Gibanje je ograniceno na ravninu slike. Lagrangeova
funkcija sustava iznosi

(142)

L=i-m(r2+ rv ) mgrcos@p—~"c(r—r0), (143)

gdje je r0 duljina nenapete opruge. Hamiltonov princip daje

h h
JSLdt = | [mrSr + mrcp2Sr + mr2(ff>8p + mgSrcoscp —
h h

—mgrsirupScp — c(r —r0)8r]df. (144)

Kako je
mrSrdt = mrd(Sr) = d(mrSr) —mSrrdt

d(mr2
mr2(pS(pdt = d(mr2(pScp) — S(p - ( it ?

= d(mr2(pS(p) — Scp(mr2(p + 2mrr<p)dt,

bit ¢e

J {[mr —mrép2 —mgcoscp + c(r —r0)]*r + [mrtp + Imrrép +
fi

+ mgrsin<p]d<p}di —jh [d(mr8r)+ d~r2(pS(p)~\dt = 0.  (145)

Drugi integral jednak je nuli, jer je za tx i t2 Sr= S(p—0.
Kako su Sr i S(p nezavisni, prvi integral jednak je nuli za sve
Sr i §p samo ako je

mr — mr(p2 —mgcoscp + ¢(r —r0) —0 (146)

mrg> + 2mrrcp + mgrsin(p —O0.

lzraz (146) predstavlja jednadZbe gibanja sustava sa slike 17.

Hamiltonov princip ima veliko teorijsko znacenje u klasi¢noj
mehanici, a jo$ vise u kvantnoj mehanici, teoriji relativnosti i
drugim granama fizike. Medutim, taj princip ne olak3ava rjesa-
vanje konkretnih problema vezanih uz diskretne sustave. Ha-
miltonov princip u posljednje vrijeme sve se vise upotrebljava
pri rjeSavanju problema iz dinamike kontinuiranih sustava: Sta-
pova, ploca, ljuski itd.

Primjer. Na elasti¢ni Stap konstantnog presjeka (si. 18) dje-
luje dinamic¢ko kontinuirano opterecenje g = q(x, t). Rubni uvjeti
za sada nisu odredeni.

dl - '
VA%

Fl

izw

Sl. 18. Poprecne vibracije Stapa

Potencijalna energija deformacije Stapa iznosi (v. Nauka o
¢vrstoci)
i
U=

Awdx, (147)

dok je kineticka energija

(148)

— w2dx,

gdje je q linijska gustoéa nosaca, tj. masa po jedinici duljine, a

dw d2w dw e
W= — itd.
dx’ dx2’ dt

Potencijal vanjskog opterecenja jest
Ub= ~ (i)q(x,t)w(x,t)dx + 20W(0,i) +

+ MOW'(0,f) - Qw(l, t) - Mw'(lt). (149)
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Hamiltonov princip sada glasi

8j (U+ UE- EK)dt =0, (150)
odnosno
f oW)H2- 1 -w2- 4(x,i)w(x,t) dx +
+ Qow(0,t)+ Mow'(0,t) —QW(/, i) - Miw'(l,t)Adt —0.  (151)

Kad se provede'variranje podintegralne funkcije, dobit ée se
h i
FLILE/W"S(W")—qgw'Sw — &/(X,F)&w]dx + Q oSw(0,i) +
ti 0
+ MOEW(0, r) —Qi 8xv(l, t) —M tSw'(/, t)} dt —O. (152)

d(s
Kako je S(w") = (Sw)" i 8w= ( \tN)-, nakon parcijalnog integri-

ranja dobit ¢ée se

t2 i t2
i [i £ s(w™)]di = 3 {[E/W"Sw']6 —

—(E/vv")'Sw]o + j (EIw")"8wdx}dt. (153)
Isto tako je

©2 i i h
i GEvvS(w)dx]dr —{{[*"wSw]* —j Q\vSwdt}dx. (154)

Prema definiciji je 8w = 0 za trenutke tt i t2, pa prvi €lan
desne strane izraza (153) iSCezava, tako da nakon uvrstenja
(153) i (154) u (152) slijedi

h oI
J LI(E/wW™)" - qw —<?(x,i)]8wdx-h[(20 4- (EIw")'~\x=08w(0,t) -f
ti 0
+ [~ Qi ~ (Elw")]8w(It) + [MO—E Iw"]Sw(0,t) +
+ [—Mi —£/w "]x=iSw'(/,;r)}di = 0. (155)
Kako se Sw moZe odabrati proizvoljno, da bi izraz (155) za
svako 8w bio jednak nuli, mora biti

(Elw")" + @v= q(x, O (156)
Q0= (EW")x=0 ili &W0.1) =0
Qi=(Elwyi=, ili Sw(,t)—0
MO= (E/wx-0 ili 8w(0,1)=0 (157)
M/ = (E/wx=, ili e =o

lzraz (156) predstavlja diferencijalnu jednadzbu fleksijskih vi-
bracija Stapa. lzrazi (157) predstavljaju rubne uvjete. OCito je
da na svakom kraju Stapa mora biti zadana bilo popre€na
sila bilo pomak w; ali ne oboje istodobno. Isto tako treba
biti zadan moment savijanja M ili kutni pomak w, ali ne oba
istodobno.

Princip najmanjeg Lagrangeovog djelovanja. Lagrangeovo dje-
lovanje A definirano je izrazom

(158)

U principu najmanjeg Lagrangeova djelovanja usporeduje se
gibanje po stvarnoj i zaobilaznoj putanji koje se obavlja pri
konstantnoj ukupnoj energiji £K 4- U = const. Kako je energija
konstantna, moraju i poopcéene brzine biti konstantne, a jer su
putovi razliciti, mora i interval vremena biti razli€it. Prema
tome, ria krajevima putanje izokrone varijacije poopcenih koor-
dinata nisu jednake nuli. Umjesto toga uzima se da su pune
varijacije poopcenih koordinata na krajevima obiju putanja jed-
nake nuli tj.
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(159)

Pod svim tim uvjetima taj, princip glasi: Puna varijacija La-
grangeova djelovanja jednaka je nuli, tj.

(160)

Osim obradenih principa mehanike formulirani su i drugi
principi, a mogu se formulirati i novi ili ve¢ formulirani poop-
¢iti na nove klase sustava.
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I. Alfirevi¢

MEHANIKA FLUIDA, znanost o mehanickom pona-
Sanju fluida. Prema stanju fluida razlikuju se: statika fluida,
koja se bavi zakonima ravnoteze i tlakova u fluidima u miro-
vanju, kinematika fluida, koja se bavi zakonima gibanja fluida,
i dinamika fluida, koja se bavi silama koje djeluju na fluide,
gibanjima koja nastaju djelovanjem tih sila i interakcijama iz-
medu cvrstih tijela i fluida u gibanju. Prema vrsti fluida raz-
likuju se dvije osnovne grane mehanike fluida: aerodinamika,
znanost o ravnoteZi i gibanjima stlaCivih fluida (zraka, plinova),
te hidrodinamika, znanost o ravnotezi i gibanjima nestlaCivih
fluida (vode, kapljevina).

Arheoloski nalazi, rijetki izvorni crtezi i stare legende dokazuju da je ve¢
u prethistorijsko doba ¢ovjek iskustvom pronalazio prakti¢na rjesenja brojnih
problema mehanike fluida. Izumio je splav, ¢amac i brod, te veslo i jedro za
pogon tih plovila, nau¢io gradnjom kanala i nasipa kontrolirati vodene tokove,
navodnjavati i odvodnjavati zemlju, te spreCavati poplave, izumio je strelicu
s repnim stabilizatorom, kovacki mijeh, primitivno vodeni¢ko kolo, primitivnu
Vijetrenjacu itd.

Prva zapisana tumacenja nekih pojava mehanike fluida potjeCu od grckih
filozofa starog vijeka. U jednoj se od svojih rasprava Aristotel (*-384. do
4322) bavi gibanjem tijela kroz vodu i zrak i zakljuCuje da je otpor Koji
medij pruza gibanju tijela proporcionalan gusto¢i medija. Arhimed iz Sirakuze
(<-287. do <-212) smatra se osnivacem hidrostatike.. On je postavio tri osnovna
poucka o uzgonu i istisnini tijela koje pluta na povrsini vode ili je uronjeno
u vodu, te teoriju stabilnosti sfernog segmenta koji pluta. Ktesibije iz Alek-
sandrije (krajem <-Ill st) izumio je vodeni sat, hidraulicke orgulje, zratnu
pusku i vatrogasnu dvostapnu crpku. Heron iz Aleksandrije (izmedu «-250. i
<-150) ostavio je zapise o pneumatici, razradio teoriju sifona, prvi opisao
mlazni pogon pomocu vodene pare i prikazao postupak kojim se moZe prora-
Cunati koli¢ina vode koja protje¢e kroz cijev. Filon iz Bizanta (*-1l st.) bavio
se pneumatikom i primjenom sifona za odrzavanje konstantne razine tekucine
u tlatnim komorama.

Znanje o mehanici fluida Rimljani su preuzeli od Grka, ali nisu dopri-
nijeli daljem razvoju te znanosti. Rimljani su doduse izgradili velike vodovodne
sustave i kanalizaciju u gradovima, te poboljsali oblik brodskog trupa, ali to
su sve bile samo primjene grékih spoznaja i teorija. Jedini vazniji pisani radovi
s podru¢ja mehanike fluida iz rimskog vremena potjecu od Marka Vitruvija
Poliona (<-1 st)), koji je kompilirao tadasnja gréka znanja o hidraulici, i Seksta
Julija Frontinia (40— 103), koji je opisao metode raspodjele vode.

Nakon propasti Rimskog Carstva u kr3¢anskoj Evropi znanost je skoro
tisu¢u godina stagnirala, ili ¢ak i nazadovala. GrEke su spoznaje o mehanici
fluida zaboravljene, a velike su rimske hidrogradnje zapustene ili unistene.
U arapskom je svijetu nastavljen razvoj hidraulickih strojeva i naprava;
usavrseno je vodenitko kolo i vjetrenjaca, izumljeni su neki novi hidraulicki
automati, poboljsani su vodovodni uredaji itd. Neke od tih pronalazaka
Mauri su donijeli u Spanjolsku, a neke su, kao npr. usavrieno vodenitko
kolo, krizari prenijeli u Evropu.

U XV st renesansa je oslobodila umjetnost i znanost od skolasti¢kih
stega, pa se i mehanika fluida ponovno pocinje razvijati. Na osnovi proma-
tranja prirode i fizikalnih pokusa Leonardo da Vinci (1452— 1519) opisuje u
svojim radovima mnoge pojave hidrostatike, hidrodinamike i mehanike leta.
Prvi je postavio princip zakona kontinuiteta, a priblizno je to¢no rastumacio
relativno gibanje, prirodu valova na povrsini vode, putanju slobodnog mlaza
kapljevine, raspodjelu brzina u vrtloznom strujanju, protjecanje vode u otvo-
renim kanalima, stvaranje virova u podrucju odjeljivanja strujnica itd. Otkrio



