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DINAMIKA FLUIDA

U kinematici fluida razvijene su osnovne metode matema-
tickog opisivanja strujanja fluida kao neprekidne sredine. Po-
mocu tih metoda u dinamici fluida razraduju se zakoni odr-
zanja za fluid u strujanju, tj. osnovni zakoni dinamike fluida:
zakon odrZanja mase (jednadZba kontinuiteta), zakon odrZanja
koliCine gibanja (jednadzba koli€ine gibanja) i zakon odrzanja
energije (energetska jednadzba kao poseban izraz prvog zakona
termodinamike). Tim zakonima odrZanja pridruzuje se i drugi
zakon termodinamike kao uvjet stvaranja entropije. Ako su
vazni i elektromagnetski u€inci, npr. pri strujanju vodljivih
fluida u elektri¢nim i magnetskim poljima, tada ta polja moraju
zadovoljavati grupu fizikalnih zakona izrazenih Maxwellovim
jednadzbama. Takva strujanja prou€ava posebna grana dina-
mike fluida, magnetohidrodinamika (MHD).

U klasicnoj mehanici i termodinamici zakoni su odrZanja
empiricki i aksiomatski, a odrzavaju se zato $to ih jo$ nijedan
eksperiment nije opovrgao. U dinamici fluida ti su zakoni
fundamentalni ili univerzalni, . oni moraju biti uvijek za-
dovoljeni, bez obzira na vrstu fluida i na specificna dinamicka
i termicka svojstva fluida.

Pomocéu Reynoldsova transportnog teorema zakoni odr-
Zanja, primijenjeni na materijalni volumen fluida u strujanju,
prikazuju se u integralno-diferencijalnom obliku u Eulerovim
varijablama. U tom obliku ti zakoni pruzaju informacije o
nacinu i uvjetima pod kojima konacne mase fluida u strujanju
zadovoljavaju zakone odrZanja. To su globalne i integralne
informacije o relevantnim dinamickim veli€¢inama, Sto se Cesto
jedino i trazi. Medutim, u integralno-diferencijalnom obliku ti
zakoni ne daju podatke o mikrostrukturnoj razdiobi dinamickih
veli¢ina. Primjenom leme vezane uz proizvoljnost volumena in-
tegracije integralno-diferencijalni oblici se jednostavno transfor-
miraju u diferencijalne jednadZzbe u Eulerovim varijablama.
Integracija tih diferencijalnih jednadZzbi daje i razdiobu gustoce
dinamic€kih veli¢ina u obliku skalarnih, vektorskih i tenzorskih
polja. Tako se npr. i polje brzine strujanja fluida V(r,t) moZe
u dinamickom smislu shvatiti kao masena gusto¢a koliine
gibanja.

S obzirom na broj nepoznatih funkcija zakoni odrzanja
ipak ne pruZzaju dovoljno jednadZbi, pa zato nije moguca ni
integracija sustava tih jednadzbi. Zato se fundamentalnim zako-
nima odrzanja moraju pridruZiti i dodatne ili konstitutivne jed-
nadzbe koje opisuju specifitcna dinamicka i termodinamicka
ponadanja pojedinih vrsta fluida. Takve su jednadZbe npr. New-
tonov zakon viskoznosti i njegova generalizacija, te Fourierov
zakon toplinske vodljivosti. Pri tom se specificha pona3anja
fluida prikazuju razlicitim teoretskim modelima koji s dovoljnom
to€nosS¢éu predocuju stvarna ponasanja odredene vrste fluida,
npr. newtonski fluidi.

Zakoni odrzanja

Sustavi i kontrolni volumen. U dinamici sustava materijalnih
Cestica u kojem unutrasnje sile slijede tre¢i Newtonov zakon
0 jednakosti veli¢ine unutradnjih sila medusobnog djelovanja
Cestica i suprotnosti smjera njihova djelovanja formuliran je npr.
zakon odrzanja koli€ine gibanja (drugi Newtonov zakon) u
obliku

¢ iffi X \é\

p iéi miffi = i;(l F (373)
gdje je F-e) vanjska sila na ¢-tu Cesticu. Pri tom se podrazu-
mijeva: a) daje zakon odrZanja mase (jednadZba kontinuiteta)
automatski zadovoljen pretpostavkom da su mase materijalnih
Cestica mf konstantne; b) da grani¢ni prijelaz diferencijalnog
kvocijenta A/At -> d/dt prati svaku pojedinu Cesticu sustava po
njezinu diferencijalnom pomaku As tokom gibanja prostorom.
Zbog toga uz jednadzbu (373) nije potrebna jo$ dodatna jed-
nadzba kontinuiteta, niti je za operator d/dt potreban poseban
simbol.

U dinamici fluida kao neprekidne sredine formulira se zakon
odrzanja koli€ine gibanja (373) za materijalni volumen Vm(t)
koji se uvijek sastoji od istih Cestica. U dinami¢kom smislu
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taj je materijalni volumen sustav beskonanog broja beskonacno
malih materijalnih Cestica, pa suma u izrazu (373) prelazi u
integral po materijalnom volumenu

gDdV,

p(t) =mlim 2 mijvim (374)
N-+co i= i

m-+0 hn(©
a zakon odrzanja koli¢ine gibanja (373), uz vanjske masene
sile definirane izrazom (23) i povrsinske sile definirane izrazom
(24), koje kao unutradnje sile prema izrazu (30) zadovoljavaju
tre¢ci Newtonov zakon, poprima oblik

<mdS. (375)

qldv= Qfdv+

Dt

Tako formuliranom zakonu odrzanja koli€ine gibanja pridruzuje
se i zakon odrZzanja mase koji i definira materijalni volumen

m(t) = J £dP=const. (376)
Vo

Zakoni odrZanja koli€ine gibanja i mase u oblicima (375)
i (376) formulirani su koncepcijom sustava. Sustav je identifi-
cirana masa tvari u materijalnom volumenu i opcenito je u
dinamici fluida jedno od moguéih sredstava formulacije zakona
odrzanja. Takav je pristup analogan Lagrangeovu opisu stru-
janja fluida pomocu individualizacije Cestica fluida.

Ponekad je potrebno odrediti dinamicke i termodinamicke
ucinke fluida u odredenom ograni€enom dijelu prostora, tzv.
kontrolnom volumenu (KV), kroz koji tokom vremena prolaze
razli¢iti materijalni volumeni. Kontrolni je volumen dio pro-
stora, a nepromjenljivog je polozaja, veli¢ine, oblika i orijen-
tacije relativno prema nekom promatracu. Povrsina koja ogra-
duje kontrolni volumen zove se kontrolna povrSina (KP). Taj
je pristup analogan Eulerovu opisu strujanja fluida individua-
lizacijom tocaka prostora, a ne tocaka (Cestica) fluida. Tako
se npr. pri odredivanju sile kojom fluid djeluje na koljeno
cijevi zbog skretanja strujanja u cjevovodnom sustavu (si. 78)
unutradnji prostor koljena uzima kao kontrolni volumen, ogra-
den kontrolnom povrSinom (KP), i tokom vremena se razliciti
materijalni volumeni poklapaju s kontrolnim volumenom, kao
§to je to prikazano na si. 78 za vremena t —11i t = t2.

Zakon odrzanja primjenjuje se na kontrolni volumen po-
mocéu Reynoldsova transportnog teorema (366). Naime, u odre-
denom su vremenskom trenutku t = t0 volumen Vm{t0) i povr-
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SI. 78. Koncepcija kontrolnog volumena KV i kontrolne povriine KP
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Sina Sm(t0) na desnoj strani izraza (366) nepromjenljivi u Eu-
lerovim varijablama (r,r). Ako se taj volumen Vm(t0) poklopi
u t=1i0 s izabranim kontrolnim volumenom (KV), Reynold-
sov transportni teorem moZe se napisati u obliku

*

4> ro(d= d>(r.10)d « HdS =
Dt % t=t0
V(0 V'o) (o)
fd& .
\wlt dv+  <P(r,t0)V =fidS. 377)

Pri dinamickoj analizi strujanja tokom vremena ¢e se razliCiti
materijalni volumeni poklapati s kontrolnim volumenom, pa za
proizvoljni vremenski trenutak t izraz (377) prelazi u

<P
<Pdv= dv+

378
Dt dt (378)

Ako se u Reynoldsov transportni teorem stavi $ = gv, moze
se zakon odrzanja koli¢ine gibanja (375), primijenjen na kon-
trolni volumen, izraziti u obliku

(379)

efdv+  g.dS Sf;‘t‘t)d V—

IQU{V- H)ds= 0.

To je jednadzba koli€ine gibanja za kontrolni volumen
koja je univerzalno valjana kad je kontrolni volumen nepro-
mjenljiv s obzirom na promatraca ¢vrsto vezanog za inercijalni
koordinatni sustav. Naime, ako je kontrolni volumen ¢vrsto
vezan uz neinercijalni sustav, moraju se u masenu silu / uklju-
Citi razlicite inercijalne sile, ovisno o uzrocima neinercijalnosti
sustava.

Zakon odrZanja mase ili jednadZba kontinuiteta. lzraz (376)
jedan je od matematickih opisa zakona odrZzanja mase u klasi¢noj
nerelativistickoj mehanici fluida. Individualna (materijalna) vre-
menska derivacija tog izraza daje

Dm
gdv= 0.
Dr Dr

Vis)

Primjenom Reynoldsova transportnog teorema, uz <€ = g(r,t),
dobiva se

(380a)

dg t
igdv+ gd <HdS = 0,

ymQ Su

§to je integralno-diferencijalni oblik zakona odrZzanja mase.
U mehanici fluida izraz (380b) naziva se jednadzbom kontinuiteta.
Ocito je da oba €lana lijeve strane izraza (380b) ne mogu biti
istog predznaka. Npr. koliina sekundnog masenog istjecanja
iz kontrolnog volumena Vin(t) preko kontrolne povrsine Smr),
u odredenom trenutku vremena (ako je drugi €lan lijeve strane
(380b) >0), jednaka je brzini smanjenja koli€ine mase unutar
kontrolnog volumena (tj. prvi ¢lan mora biti manji od nule).

Primjenom teorema Gau”s-Ostrogradskoga (46¢c) na drugi

(380b)

Clan lijeve strane izraza (380b) dobiva se alternativni inte-
gralno-diferencijalni oblik jednadZbe kontinuiteta

dg . ..

dt-+ divfec) dv= 0. (380c)

V)

Buduéi da je u (380c) volumen integracije proizvoljan, lema
definirana izrazima (372a) i (372b) pokazuje da u svakoj tocki
podrucja strujanja fluida mora biti

— + divfetT) = 0. (380d)

To je diferencijalni oblik jednadZzbe kontinuiteta. Ako se u

izrazu (380d) razvije divergencija produkta skalarne i vektorske

funkcije
diviti) = Vegradg + gdivu,
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gdje je prvi Clan desne strane konvektivni ¢lan individualne
vremenske derivacije skalarne funkcije (225), tada se zajedno
s lokalnim ¢lanom u (380d) dobiva alternativni diferencijalni
oblik jednadZbe kontinuiteta

1 Fli

divv = - (380¢)

Zakon odrzanja koli¢ine gibanja (drugi Newtonov zakon) ili
jednadzba koli¢ine gibanja. Stavi li se u Reynoldsov transportni
teorem $ = gv i primijeni na lijevu stranu izraza (375), dobiva
se

em
\ dv+
dt

\iInWw hn(©

To je integralno-diferencijalni oblik zakona odrZzanja koli-
¢ine gibanja koji se u mehanici fluida naziva jednadzbom koli-
¢ine gibanja. Za kontrolni volumen piSe se i u obliku (379).

PovrSinski integral na desnoj strani izraza (375) moZe se
pomocu teorema Gauss-Ostrogradskoga (46a) transformirati u
volumenski integral

j ?2ndS= J HT,dS= J DivT~dK
Smi> Sne oo
gdje je Div Ta definiran izrazom (43a). Ako se na lijevoj strani
(375) operator D/Dt stavi ispod znaka volumenskog integrala,
vodeci rauna da je za element mase materijalnog volumena
zbog kontinuiteta B{gdV)/Dt = 0, moze se izraz (375) napisati
u obliku

g 2(tEtH)dS =  Q?dV+  dndS.  (38la)

SmwW

(381b)

Dv . .
g— -gj-Div T0)dv= 0. (381c)
Dr
hn(0
Zbog proizvoljnosti volumena integracije
e = «?/+Div7;, (381d)

i ako se razvije prema Euleru individualna vremenska deriva-
cija D/Dt pomodu izraza (226) ili (237), dobiva se

(3gle)

dv .
e-N + Q(V- 2 = DivT,,
To je diferencijalni oblik zakona odrZanja koliCine gibanja
u Eulerovim varijablama f i t. U mehanici fluida ta se jed-
nadzba zove jednadzba gibanja fluida izrazena naprezanjima.
Zakon odrZanja kinetiCke energije izravno proizlazi iz zakona
odrzanja koli€ine gibanja. Pri diferencijalnoj promjeni konfigu-
racije sustava materijalnih Cestica, definiranoj pomacima cestica

d?f = tAdr, (382a)
rad vanjske sile i unutrasnje F () iznosi
N . N dv-
dW= | [F<es+ ]*>]«Vidt= 2 m, ' "dt =
&l i=1
N
=d X irmjvf -dEk (382b)
i=1¢

gdje je Ek kinetiCka energija sustava.
Kao zakon odrzanja kineticke energije, izraz (382b) pise se
u obliku
N N N
f Xi-mrf= X"e)+t | *
ati=1 z i:l 1=1

(382c)

gdje je P<e = P\e) off, snaga vanjskih sila, a P\l)= P[l)ev{ snaga
unutradnjih sila. Preveden u integralno-diferencijalni oblik, izraz
(382c) glasi

D" 1 .
Dr ev2dvV= | e?-tldV+ j* Cn-0dS + |

vVl wm(t) SO Kb (3839)
gdje je volumenska gusto¢a snage unutradnjih sila u fluidu,

s dimenzijom [p@) = ML_1T"3, dakle [p())S = W/m3.
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Primjenom teorema Gauss-Ostrogradskoga (46¢) drugi €lan
desne strane izraza (383a) moze se pisati

J evdS = J JHT'-VdS = J H-(TJ)dS =
m) - sm(f)
= J div(Taltdv, (383b)
V(0

gdje je skalarni produkt tenzora i vektora, $to daje vektor,
definiran izrazima (298a) i (298b). Uvrsti li se (383b) u izraz
(383a), uz D(gdK)/Di = 0, dobiva se izraz u kojem su svi
Clanovi volumenski integrali, paje zbog proizvoljnosti volumena
integracije

=e?-V+ div(TaS) + p() (383c)
ili primjenom izraza (226) za operator D/Dt:
th\l 21 O/m G + div(T,,d) + p( (383d)

To je diferencijalni oblik zakona odrzanja kineticke energije
izrazen u Eulerovim varijablama.

Pomocu jednadzbe gibanja (38ld) moze se dobiti izraz za
volumensku gustoéu snage unutra$njih sila p() u fluidu koji
struji. PomnoZi li se skalarno sa D Citav izraz (381d), 5to daje

‘Dt\ 2 =ef-a+V- Div (384a)
i usporedi li*se sa (383c), slijedi
p@= VeDivTa—di\(TJ). (384b)
Transformacijom
div(TJ) = (DivTa)-V+Ta-Gradv (384c)
pretvara se izraz (384b) u
p@)= - TaeGradv. (384d)

Tenzor gradijenta brzine Grad5 definiram je u kinematici
fluida izrazom (291c). Skalarni produkt dvaju tenzora P i g,
Sto daje skalar, definiran je izrazom

P'Q= S | P paQpa-
P=1g=1
Ako se rastavi tenzor Gradf na antisimetricni dio Tg i si-
metri¢ni dio T, izraz (297e), a buduci da je tenzor naprezanja Ta
simetrican, tako da je TaeT@#= 0, izraz (384d) za gustocu
snage unutra$njih sila u fluidu dobiva jednostavan oblik
fy =_ T (384f)

Primjenom izraza (384f) diferencijalni oblik zakona odrZanja
kineti¢keenergije (383c) prelazi u alternativni oblik

(384¢)

(3849)
a izraz (383d) prelazi u
eatfiy "7 +e(i?'y)(y .2'=
=e/-?2+div(T,t))- T.-Tr (384h)

Zakon odrzanja energije ili energetska jednadzba. U dinamici
fluida zakon odrZanja energije predstavlja primjenu prvog za-
kona termodinamike na elemente fluida u strujanju. Prvi se
zakon termodinamike primjenjuje na takav termodinamicki
sustav koji je prvobitno u stanju mirovanja i, nakon Sto prode
neki proces, ponovno dolazi u stanje mirovanja. Materijalni vo-
lumen s identificiranom masom fluida mozZe se smatrati termo-
dinamic¢kim sustavom iako nikad nije u stanju mirovanja.
Naime, fluid koji struji moZe se smatrati da je u termodina-
mi¢kom smislu u stanju ravnoteze, pa je prema prvom zakonu
termodinamike energija fluida jednaka zbroju unutrasnje ener-
gije po jedinici mase u i kineticke energije po jedinici mase

1
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Tako modificiran prvi zakon termodinamike postaje u di-
namici fluida zakon odrzanja energije i glasi: brzina promjene
zbroja unutradnje i kinetiCke energije fluida unutar materijalnog
volumena jednaka je snazi vanjskih masenih i povrSinskih sila
i brzini dovodenja topline fluidu. U integralno-diferencijalnom
obliku taj je zakon prikazan izrazom

JD

Dt
MAO

1
g\u + - dv= gf-vdv+

MO

3,-VdS-  &'HdS, (385a)

«mW
gdje je u specificna unutraSnja energija po jedinici mase, s
dimenzijom [u] = L2T-2, dakle [w]9 = J/kg, a # vektor povr-
Sinske gustoce toplinske snage (ili toplinskog toka) definiran sa

toplinska snaga (dQ/dt)
povrsina (A)

s dimenzijom [|51] = M T-3, dakle [|¢/[]si = J/(m2s) = W/m2.

Zadnji Clan desne strane izraza (385a) ima negativan pred-
znak, jer ¢[-H>0 zna€i brzinu odvodenja topline od sustava,
pa (-cj-ft) predstavlja brzinu dovodenja topline sustavu.

Ako se dva povrSinska integrala desne strane izraza (385a)
transformiraju u volumenske integrale, i ako se primijeni kon-
tinuitet D(gdV)Dt —O0, zbog proizvoljnosti volumena integracije
vjt) slijedi

sm(f)

\q\ =

div(Ta® —di\q. (385b)

en(« +y y2)=e/"-

To je diferencijalni oblik zakona odrzanja energije koji se
u dinamici fluida zove energetska jednadzba.

Ako se od jednadZzbe (385b) oduzme jednadZzba Kkineticke

energije (383c) ili (384g), dobiva se prvi alternativni oblik
energetske jednadzbe
Du . .
= - - div# =Ta TE- div#, (385c)
QDt

iz kojeg se jednostavno dobiva uobi¢ajena formulacija prvog
zakona termodinamike. Naime, ako se (385c) pomnoZi sa DtdV,
dobiva se

(385d)

gdje je U unutradnja energija sustava, s dimenzijom [U] =
= ML2T '2, dakle [U]S=J, SPT( elementarni rad vanjskih
sila, s dimenzijom [PT] = ML2T-2, dakle [ff]9=1J, a
toplina dovedena izvana elementu fluida, s dimenzijom [g] =
= ML2r 2 dakle [Q]S=J.

Unutradnja energija sustava U jest termodinamicko svojstvo
sustava, koje se doduSe ne moze direktno mijeriti, ali se po-
srednim mjerenjima drugih veli¢ina moZe proracunati. Zato je
dU u izrazu (385d) egzaktni diferencijal tog svojstva, tj. skalarne
funkcije U.

U izrazu (385d) pretpostavljen je polagani ravnotezni, tzv.
kvazistaticki termodinamicki proces pri kojem je elementarni
rad vanjskih sila

8P0e)= -SW ()= —p(i)dVDt = TasTedVDt.

To je rad kojim povrSinske sile djeluju na element fluida u
strujanju, a sastoji se od rada tlacnih sila koje mijenjaju
volumen elementa i rada tangencijalnih sila koje kutno defor-
miraju element. Elementarni rad vanjskih povrSinskih sila SfE(
i pritjecanje topline elementu fluida izvana, koje je dano sa

Sg = -div#dEDr,

nisu u opéem slucaju egzaktni diferencijali nekih funkcija, veé
su beskonaéno mali iznosi tih velicina.

Drugi alternativni diferencijalni oblik energetske jednadzbe
dobiva se tako da se u normalnim naprezanjima tenzora na-
prezanja Ta odijeli u€inak termodinamickog tlaka p od ucinka
viskoznih normalnih naprezanja. To se postiZe rastavljanjem Ta
na dva dijela:
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XX Axy Lxz P + KX nxz
T.= nyx nyz
ftzx -P + Kzz-
-p 0 0 nxx  ftxy = ftxz
0 -p 0 + e fyy nys + THO  (385e)
0 0 —p_ ftzx  ftzy = ftzz

gdje je p termodinamicki tlak, npr. tlak koji za savrSeni plin
zadovoljava jednadzbu stanja (8) ili tlak u statickom fluidu,
$ je tenzorska jedinica, analogna tzv. Kroneckerovu simbolu
Sik, definirana sa

100
010 (385f)
o0 1

a Tn tenzor viskoznih (normalnih i tangencijalnih) naprezanja
definiran sa

ilixy /Lxz

Tlyx Tlyy  Tlyz (3859)

nzx Kzy Kzz J

gdje vrijede i identiteti: nxy = Txy, ,yz.
Pomocu rastavljenog tenzora naprezanja (385e) pri razvoju
drugog C€lana desne strane jednadZbe (385b) dobiva se

di\(TJ) = div[(-K + TIC] =
= —pdivtf —Degradp + div(TnV) =

p Dp
= N7 - i 385h
9 Lt7 v mgradp + div(T,t5), ( )
gdje je primijenjena i jednadZba kontinuiteta (380e). Zbog
jednakosti
S PD DR g A

e Dt Dt\Q) dt

izraz (385h) postaje

dW )= -Afr) +| +div(T.sS,

§to uvrsteno u (385b) daje drugi alternativni diferencijalni

oblik energetske jednadzbe

eEt(u+ ~"+y y2) =%,+ ePT+div(T’s”_ div?- (385i)

U mnogim problemima strujanja pojavljuju se veliCine u
i p/p kao zbroj nazvan entalpijom

(3864a)
Q
gdje je h entalpija s dimenzijom [h] = L2T 2 dakle [/z]9 =
= J/kg.
Ako masene sile imaju potencijal U koji zavisi samo od
prostornih koordinata a ne i od vremena, tako da je

v= - gqD-gradi/ = ~QI5'A‘ (386h)
i

moze se izraz (385i) pisati i u obliku

05, (N+ 'Tiz+ u)="r +di\{TJ) - div 5, (386¢)
gdje je uvedena i entalpija h definirana sa (386a).

Povezano s rastavljanjem tenzora naprezanja Ta prema iz-
razu .(385e), izraz (384f) za volumensku gustou snage unu-
tradnjih sila poprima alternativni oblik

p@>= Pdi«tf- t, t, (386d)

Energetska jednadzba za stacionarno strujanje. Unutra$njost
nekog toplinsko-strujnog uredaja (npr. ventilatora, si. 79) iza-
brana je kao kontrolni volumen (KV), ograden kontrolnom
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povrSinom (KP), koja ukljuCuje ulazni i izlazni presjek At i
A2, unutradnju stijenku uredaja i presjek pogonske osovine
stroja. Pretpostavlja se da je strujanje stacionarno, tj. d/dt = 0,
i da masene sile imaju potencijal U.

Primjenom Reynoldsova transportnog teorema (378), uvrs-

tivsi P= qlu + — v2 , lijeva strana energetske jednadzbe (385a)

postaje
Dt alu+yi;2)dF= QW +-jv2r 'nds-  (387a)
hn ()
Prvi €lan desne strane jednadZbe (385a) postaje
j gf'vdv= —J£fgrad U +DdV= —J div( U dV=
KV KV KV
= - fgUV-HdS, (387b)
KP

gdje je primijenjena jednadzba kontinuiteta za stacionarno stru-
janje prema izrazu (380d), tj. div(gi}) = 0. Drugi ¢lan desne
strane jednadZbe (385a) postaje

pH«VdS = Ps—

KP d\, a2
(AUA2)

*UdS =ps- Q7jV-ndA, (387c)

gdje je Ps= Ws osovinska snaga predana sustavu preko rotira-
juce osovine motora toplinskog stroja. Buduci daje zbog viskoz-
nosti brzina fluida uz unutradnju stijenku uredaja jednaka nuli
{v = 0), ostaju samo integrali tlakova preko presjeka Ax i A2.
Tre¢i ¢lan desne strane jednadZbe (385a) postaje
Q = — j 5eAdiS,
KP

§to predstavlja toplinsku snagu ili toplinski tok predan fluidu.

(387d)

Ako se uvrsti (387a, b, ¢ i d) u (385a) i uvede specificna
entalpija (386a), pa kad se sredi, dobiva se energetska jednadzba
za stacionarno strujanje:

h+-i-v2+ Ulgt)efidA = Ps+ Q (388a)

Osim te jednadzbe mora biti zadovoljena i jednadzba
kontinuiteta za stacionarno strujanje, koja prema (380b) ima
oblik:

J *HdS = 0,
KP

(388b)
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a iz toga slijedi

171=,— j qi5*HdA = j *HdA. (388c)

Uz dalje pretpostavke jednadZzba (388a) poprima i druga-
Cije oblike. Ako se pretpostavi da su pojedine veliCine preko
presjeka Ax i A2 konstantne, integral u (388a) jednostavno se
izraCuna, pa energetska jednadzba za stacionarno strujanje
dobiva oblik

h2+y »2 + U2)— g1 + v PS+ Qg (388d)
Buduci da su presjeci y i 42 okomiti na smjer vektora brzine
i niaseni je protok m dan jednostavnim izrazom

m = qlvlA1l—q2v2A2 (388e)

Ako u sustavu nema stroja (Ps= 0) i nema dovodenja topline
(iQ = 0), Sto je znaCajka adijabatskog procesa, za strujnu cijev
s krutom stijenkom uzduZ koje je v=0 i preko Cijih ravnih
presjeka A vrijedi pretpostavka da su relevantne veli¢ine kon-
stantne, jednadZzba (388d) poprima oblik

h+ v2+ U = const. (388f)

To je adijabatska energetska jednadZba za stacionarno strujanje.

Drugi zakon termodinamike. Postoji vise verbalnih formu-
lacija sadrzaja drugog zakona termodinamike, ali u termodina-
mickoj analizi strujanja fluida prakticno se primjenjuju samo
posljedice tog sadrZaja, a to su ljestvica termodinamicke ili
apsolutne temperature T i termodinamiCko svojstvo tvari naz-
vano entropijom.

Definicija se entropije povezuje s idealiziranim, u termo-
dinamic¢kom smislu povrativim ili reverzibilnim procesom

ds = (389a)
(¥)m
gdje je S entropija s dimenzijom [S] = ML2T_2(-)~1 dakle
[S]si = J/IK.
Za povrativi kruzni proces vrijedi
dS =0, (389h)

I(tl f)ﬁ u

a to je ujedno i definicija entropije kao svojstva. Svojstvo se,
naime, identificira s ¢injenicom da je promjena njegove vrijed-
nosti zavisna samo od pocetnog i zavrdnog stanja procesa, a
ne i od prirode procesa. Zato je jednakost (389b) valjana za
bilo koji kruzni povrativi proces

U prirodi ne postoji idealni povrativi proces, i takvu se
procesu moZe tek pribliZiti posebnim tehnikama, trikovima i
uvjetima provodenja procesa. Stoga za realne kruZne procese
vrijedi Clausiusova nejednakost

(389c)

Kombinirana s jednadzbom (389b) ta se nejednakost piSe u
obliku

(389d)

gdje je znak jednakosti valjan samo za povrativi proces. lz-
raZzena entropijom ta nejednakost prelazi u

ds > (389¢)

Izrazi (389d) i (389e) matematicki su zapisi drugog zakona
termodinamike. U izrazu (389e) SQ je prijenos topline preko
granice sustava, i ima pozitivni predznak za dovodenje topline
sustavu, a negativni za (©dvodenje topline od sustava. Termo-
dinamicka temperatura T je uvijek pozitivna, a odnosi se na
toCku granice sustava \i kojoj se obavlja prijenos topline Sg.
Prema tome, u (389e) prirast entropije dS moZe biti pozitivan
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ili negativan, a ako je negativan, tada izraz (389e) pokazuje
da li je dS manje (ili jednako) negativan od vise (ili jednako)
negativne veli¢ine Sg/T

Za adijabatski sustav Sg = 0, pa (389¢) daje

dSaddko ~ 0. (389f)

To je poseban slu€aj drugog zakona termodinamike i naziva
se princip povetanja entropije. Za povrativi proces izraz (389f)
prelazi u jednakost

Madijab A (3899)
ili

Aadijab  COnst., (389h)
$to je zakon odrzanja entropije u povrativim procesima. Prema
(389h) adijabatski povrativi proces jest proces konstantne en-
tropije, i zato se naziva izentropskim.

Drugi zakon termodinamike jest empiri¢ki i univerzalan
zakon, uvijek ponovo potvrdivan eksperimentima. Taj zakon
pokazuje da je nemoguée postojanje perpetuum mobile i pri-
kladan je za analizu realnosti razli€itih pronalazackih ideja.
Pisan u obliku (389d) ili (389%) to nije zakon odrzanja, veé
zakon degradacije energije. Premda zakon odrzanja energije
(takoder empiri€ki i univerzalan) kaZe da ukupni iznos energije
svaki put kad energija mijenja oblik ili se prenosi od jednog
sustava na drugi ostaje konstantan, drugi zakon termodinamike
kaZze da se pri tim promjenama oblika energije ili pri prijenosu
energije njen potencijal za proizvodnju korisnog rada nepov-
rativo i zauvijek smanjuje.

Izrazi (389d) i (389e) pokazuju da drugi zakon termodina-
mike govori o jednosmjernosti moguéeg odvijanja realnih ter-
modinamickih procesa i zato postaje vazan uvjet ili kriterij
za ocjenu valjanosti dobivenog rjeSenja nekog termodinamickog
problema strujanja fluida. Naime, matematicko rjeSenje nekog
termodinamic¢kog problema strujanja fluida samo po sebi je
formalno, jer npr. za viSestruko matematiCki moguce rjeSenje
neki korijeni rjeSenja mogu biti fizikalno besmisleni. Tada
drugi zakon termodinamike pokazuje moguci smjer odvijanja
termodinamiCkog procesa.

Ako se nejednakost (389e) napiSe u obliku

ds —3¢ > ¢ (390a)
i primijeni na materijalni volumen Vm{t) fluida, ograden ma-
terijalnom povrSinom Sm(t), drugi zakon termodinamike pisan
u obliku brzine promjene sadrZaja entropije postaje

psdT + *iidS>0, (390b)

Dr
gdje je s specificna entropija izrazena po jedinici mase, s
dimenzijom [s]=L2T2(-)-1, dakle [s]si = J/(kgK), a5 vektor

povrinske gustoce toplinske snage definiranomjerom toplinske
snage i povrsine tako da mali iznos topline doveden fluidu
preko elementa granice dS iznosi

Sg = -¢j-ndSDt. (390c)

Ako se povrsinski integral u (390b) transformira u volu-
menski integral, zbog proizvoljnosti volumena integracije i pri-
mjenom jednadzbe kontinuiteta slijedi

; + divl-") >0, (390d)
ni
ds ig\
Qh_'_ + dlY(y) — o (390e)

To je diferencijalni oblik drugog zakona termodinamike, pri-
lagoden primjeni u dinamici fluida.

Univerzalne jednadzbe dinamike fluida kao nepotpun skup
diferencijalnih jednadzbi. Diferencijalni oblici zakona odrZanja
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jesu univerzalne jednadZbe koje moraju zadovoljiti svi fluidi u
strujanju. To su: skalama jednadZzba kontinuiteta

dg .
+ div(pil) = 0, (391a)
dt
vektorska jednadzba gibanja
as >
Qdt + = fradP+ Divrs  (391b)
i skalama energetska jednadZba
d/ P 1 .
— U+ —h-7zVv2] + q(P- V)(«+-L +i-t™| =
Qg U+ g —hFVA +alP- V)(« |
d
P (391c)

= dt+6? ' V+ diy(Tm  div®

U jednadZzbi gibanja (391b) uveden je tenzor naprezanja ras-
tavljen prema shemi (385e), a u energetskoj jednadzbi (391c)
razvijen je operator DfDt.

Uz te univerzalne jednadZbe dolazi i univerzalna nejed-
nadzba drugog zakona termodinamike, kao uvjet jednosmjer-
nosti odvijanja termodinamickog procesa:

+ e SHivy )

Ako se pretpostavi da se specificna entropija s mozZe izra-
ziti veli€inama koje se nalaze u diferencijalnim jednadZzbama
(391a, b i c), te da je zadano polje masene sile / u kojem
se odvija strujanje fluida, ostaje problem kako da se odredi
15 skalarnihfunkcija prostora i vremena. Te su skalarne
funkcije: gustoca p, specificna unutradnja energija u, termodi-
namicki tlak p, trikomponente vektora brzine V, tri kom-
ponente vektora gustoce toplinske snage 5 i Sest komponenata
simetri€nog tenzora naprezanja Tn. OCito je da za rjeSenje tog
problema nije dovoljno pet raspolozivih diferencijalnih jed-
nadzbi, tj. (391a), stri skalarne komponentne jednadZzbe (391b)
i jednadzba (391c).

Da bi se dobio potpuni skup jednadzbi koje omoguéuju
rieSenje, univerzalnim jednadzbama treba dodati dopunske ili
konstitutivne jednadZbe, koje nemaju univerzalno znacenje nego
opisuju specificna dinamicka i termodinamicka ponaSanja po-
jedinih vrsta fluida.

Zakoni posebnih ponaSanja fluida (konstitutivne jednadZbe).
Pokazalo se da za analitiCko rjeSenje nepotpunog skupa uni-
verzalnih jednadzbi, koje izrazavaju zakone odrzanja, treba tom
skupu dodati dopunske informacije o ponaSanju i stanju fluida.
Te dopunske informacije odraZavaju specifiCna reolo3ka i ter-
modinamicka svojstva fluida, a po sadrzaju se svrstavaju u dvije
grupe. U prvoj su grupi zakonitosti odnosa naprezanja u flu-
idu i polja brzine strujanja fluida, a u drugoj su toplinske
i kaloricke jednadzbe koje opisuju termodinamicko stanje fluida.

Generalizirani Newtonov zakon viskoznosti jest generalizacija
Newtonova zakona viskoznosti definiranog izrazima (65) ili (67)
za op¢i slucaj trodimenzijskog strujanja fluida. Tom se genera-
lizacijom uspostavlja opéi linearni odnos izmedu tenzora na-
prezanja i prostorno promjenljivog polja brzine strujanja fluida.
Prostorna promjenljivost polja brzine potpuno je definirana
tenzorom gradijenta vektora brzine Gradtl, izraz (291c), koji je
dalje rastavljen na antisimetri¢ni dio bez dijagonalnih €lanova,
tj. tenzor rotacijskog gibanja fluida 7~, i na simetric¢ni dio, tj.
tenzor brzine deformacije Te izraz (297e). Pri razvoju izraza za
gusto¢u snage unutra$njih sila p(l) prijelazom od izraza (384e) u
izraz (384f) ispao je iz jednadZbe kineticke energije fluida u
strujanju antisimetriéni dio Tw Buduéi da u kvazikriitgj Botdciji
fluida ne postoje unutrasnja smi¢na naprezanja u fluidu, to ne
postoji ni traZzeni linearni odnos tenzora rotacijskog gibanja 7" s
tenzorom naprezanja Ta, ve¢ se u tom odnosu pojavljuje samo
tenzor brzine deformacije Te

Prema tome, generalizacija Newtonova zakona viskoznosti
svodi se na odredivanje opée linearne ovisnosti svake od devet
komponenata tenzora naprezanja Tff o devet komponenata ten-
zora brzine deformacije Te Takva bi ovisnost, ukljucujuéi i
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slobodne Clanove u linearnim funkcijama, sadrzavala ukupno
90 koeficijenata koje bi kao svojstva fluida.trebalo odrediti
eksperimentom. Simetricnost tenzora Ta i Te smanjuje taj broj
na 42 koeficijenta, Sto je jo$ uvijek previse za bilo kakav
prakti¢an rad s dopunskim zakonom o ponaSanju fluida. Zato
se postavljaju prihvatljive pretpostavke koje jo$§ vise smanjuju
broj potrebnih koeficijenata. Te su pretpostavke:

1) U stanju mirovanja u fluidu vlada skalarno tlatno na-
prezanje prema izrazu (55), koje je jednako termodinamickom
tlaku p.

2) Simetri¢ni tenzor naprezanja Ta linearno je zavisan od
simetricnog tenzora brzine deformacije 7~ Isto vrijedi i za
simetri€ni tenzor viskoznih naprezanja Tn, izrtfz (385g).

3) Fluid je izotropan, tj. svojstva fluida zavise samo od tocke
u prostoru, a ne i od smjera u pojedinim tockama.

4) Za paralelno pravocrtno ravninsko strujanje linearna
zavisnost prelazi u Newtonov zakon viskoznosti dan izrazom
(65).

Pretpostavka 1 zahtijeva da tenzor naprezanja TO ima oblik

prema izrazu (385e), tj.
Ta=-pd + Tn, (392)

gdje je Tn tenzor viskoznih naprezanja (385g), a $ tenzorska

jedinica (385f).
PIA  Pri razmatranju pretpostavke 2 polazi se od linearne zavis-

nosti Tn u glavnim osima x1919zi tenzora brzine deformacije
Te u kojima taj tenzor ima jednostavan oblik (306). U tim je
osima

= aisx,+ a2syi + 2i,
a zbog pretpostavke 3 vrijedi i
nyiyi = aifyi + a2Ex+ a3£X (393b)
nzlzi = o1 + a2”xx+ 03V
Transformiraju li se glavne osi prema shemi
Xi = xu yi = zu ZX=-yu (393c)
oCito je da su i osi 3¢i,yi,Zi glavne (desne) ositenzora brzine
deformacije Tt. U tim je osima:
SV
dxt dxi
;<K 1
S dzl (393d)
_<K =dwi=
v*’ CE, dyi = o
Kjict = reXIXI,
tako da je
nxil —0i£X + 02 + 03 =
= Oi«X + a2ed + a3eyi = nXXi. (393e)
Usporedba sa (393a) pokazuje da je
02 =03 =A, (394a)
gdje je A neki koeficijent, pa se i preostali koeficijent ax
moze oznaciti sa
ai=B. (394b)
Ako se uvedu koeficijenti A i B definirani sa (394a) i
(394b), tada izrazi (393a) i (393b) za normalna naprezanja ten-
zora Tn poprimaju oblik
+ Aeyi +Ael =A)eX,
yiyt = Beyi + Ae2i +AeX=/ldivi? + (B —
Xz,i, = Bed + AeXt+ A eyt =,4div? +

a iSCezavaju tangencijalna naprezanja

Bhvi = i = B\ = Thyi = 1§ = g = 0
Uvrsti li se (395a) u izraz (392), odnos tenzora Ta i Te u glav-
nim osima x1y1z1 moZze se pisati u matricnom obliku:

(395b)
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exIxl Txy, 'Xifi
Tylx| Gyiyi zyizi -
Szzix1 Oy s
'L 0 of 0 o0o%*
(—p + AdivV)e 0 1 0 + (B-A)- 0 0 (396a)
.0 0 1, .0 0
ili
Ta= (~P + AdivV)-d + (B - A)-Te (396b)

Ako su primjerene komponente dvaju tenzora jednake u
jednom koordinatnom sustavu, tada su te komponente medu-
sobno jednake i u bilo kojem drugom koordinatnom sustavu.
Prema tome je u koordinatnom sustavu Oxyz

axx  'Cy Tx
7yx  Gyy  Xyz
Tx iy &
1 0 O Iy Y&
={—p+Adivd)e 0 1 0 +(B-A)- Y yye (396¢)
O 0 1 VY sz
dok oblik (396b) odnosa Ta i Te ostaje nepromijenjen za bilo

koje osi.
Prema pretpostavci 4, za strujanje fluida s poljem brzine
vw=vz=0 i vx= vx(y) mora odnos (396c) biti

Ty = R (396d)
U takvu je strujanju

1idvx. dy,

yoo-oowe Byt g, (396¢)

§to uvrsteno u (396d) daje

XyX = 2gYyXy, (396f)
a usporedba sa (396c) pokazuje da je

B —A = 2Ii, (3960)

gdje je g dinamicki koeficijent viskoznosti ili koeficijent smicne
viskoznosti.

Razlika izmedu termodinamickog tlaka p i srednjeg meha-
nickog tlaka psr, definiranog invarijantom tenzora naprezanja
TH, izraz (41), izraZava se koeficijentom volumenske viskoznosti gv:

P Psr = /avdivi®, (397a)
gdje koeficijent volumenske viskoznosti ima dimenziju [pV] =
= ML"1T“\ dakle [pvisi = Pas-

Ako se psrizrazi pomo¢u normalnih naprezanja iz odnosa
(396¢) i primijeni izraz (396g), dobiva se

P~Psr = P- A + Oyy + 0zz) =

= p- p—4divt? — —/idivU A + —g)d\\V, (397b)

a usporedba sa (397a) pokazuje da je koeficijent A jednak
2

A= - (397¢)

Uvrsti li se (396g) i (397c) u (396b), dohiva se opéi linearni
odnos tenzora naprezanja Ta i tenzora brzine deformacije Te

T,= -p - - levdivtS 1+ 2pTg (398a)
ili u matricnom obliku:
& xx AXy 7Xz e o
T OV h, -p -hra-nay divio 0 0 4
o o
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(398b)

To je generalizirani Newtonov zakon viskoznosti, i fluidi koji
slijede taj zakon, tj. linearni odnos Ta i Te zovu se newtonski
fluidi.

lzraz (398a) piSe se i u obliku

Ta= -pd + 2p(re-ydivi**j +pvd i (3 98¢c)

u kojemu je uc€inak smic¢ne viskoznosti p razdvojen od ucinka
volumenske viskoznosti pwv.

. Koeficijenti viskoznosti p i juvjesu svojstva fluida, i zavise
samo od lokalnoga termodinamickog stanja. U tabl. 4 dani su
podaci o koeficijentima viskoznosti g i /;v nekih plinovitih
i kapljevitih fluida.

Tablica 4

TRANSPORTNA SVOJSTVA NEKIH FLUIDA PRI 300K |
1,013 bar (= latm)

2
: Q - w . Pr
Fluid kg/m3 o Ll J/In?sﬁ 10"5m2/s

He 0,162 1,98 0 15,0 12,2 0,67
Ar 1,62 2,27 0 1,77 1,40 0,67
h?2 0,0821 0,887 32 17,3 10,8 071
n2 114 1,66 0,8 2,52 1,46 0,71
02 1,30 2,07 04 2,58 1,59 0,72
co2 1,79 1,50 1000 1,66 0,837 0,75
Zrak 1,18 1,85 0,6 2,58 1,57 0,71
Voda 997 85,7 31 61 0,0860 6,0
Etilni alkohol 786 110 45 18,3 0,14 15
Glicerin 1230 134000 0,4 29 109 11000

Za kombinaciju koeficijenata g i pv, koja je u izrazu
(397c) oznacena kao koeficijent A, uvedena je i posebna oznaka

(398d)

koja se naziva drugi koeficijent viskoznosti.

Fizikalna interpretacija smi¢ne viskoznosti g provedena je na
temelju kineti€ke teorije plinova. | volumenska viskoznost pv
mozZe se interpretirati kinetiCkom teorijom poliatomnih plinova.
Naime, tlak psr, nazvan mehanic¢kim, mjera je samo translacijske
energije molekula, dok je termodinamicki tlak mjera ukupne
energije molekula, koja uz translacijski oblik ukljucuje i vibra-
cijske, rotacijske i sve ostale oblike energije. Ti razli¢iti oblici
energije imaju razliCita vremena relaksacije, tj. vremena potreb-
na da se nakon poremecaja ponovo uspostavi ravnotezno
stanje neke veliine. Za duSik N2 pri 300 K vrijeme relaksacije
za molekularnu translaciju iznosi 1,6 *10-lo's, za molekularnu
rotaciju 1,2*10-9 s, a pri 3000K za molekularne vibracije
3+10-5 s. Zbog takvih razlika energija se moZe pretvarati i pre-
nositi iz jednog oblika u drugi. Tako se volumenska viskoz-
nost pvu izrazu (397a) moze interpretirati kao mjera prijenosa
energije od translacijskog oblika u druge oblike. Npr. pri prolazu
kroz udarni val translacijski oblik energije pretvara se u vibra-
cijski, pa ¢e u takvoj pojavi volumenska viskoznost biti veoma
vazna. Budué¢i da monoatomni plinovi imaju samo translacijski
oblik energije, nemoguc je prijenos energije u druge oblike, pa
je za monoatomne plinove pv= 0, Sto pokazuju i eksperiment'
(v. tabl. 4). To znaci da je pri strujanju monoatomnih plinova
termodinamicki tlak jednak mehani¢kom tlaku.

Volumenska viskoznost plinova bitno utjee u procesima
koji se razvijaju vrlo brzo i u kojima su gradijenti pojedinih
veliCina veliki, kao §to je npr. eksplozija i udarni val. U mnogim
je strujanjima plinova divergencija brzine div# dovoljno malena
da se utjecaj volumenske viskoznosti moZze zanemariti. Kad je
pv” 0, izraz (398a) prelazi u
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T.= p+ylidivil+ 2/ T (399a)
ili izrazeno u komponentama tenzora naprezanja
2 .. dvx
gxx = ~P ~ -jpdivv + 2ju— ,
2 .. - dwy
oyy = p - y/IdIVE + 2/r— f
2. dvz
2= - - o /IIVE ¢ 2/1— (399b)

'

(dvx  8wy\

di?v ¢to,

"UTf+

I"(aF+.&m
Za nestlacivi fluid, tj. g —eonst., jednadZba kontinuiteta
(333a) ili (380e) daje divi?=0, pa je generalizirani Newtonov
zakon viskoznosti:
N = —

+ 2pTe, (400a)

ili izrazeno u komponentama:

A —

-~P+2pa9

(Tyy= ~p + 2pdvy

oz=-p + ZIiﬂ/Z,
(400b)

. /eto* dvy

Koy Ply "k,

dw dvz

dz

dvx

" A

+ Tz

Primjenom generaliziranog Newtonova zakona viskoznosti
u oblicima (398a), (399a) i (400a), za gusto¢u snage unutrasnjih
sila p() definiranu izrazom (384f), uz jednakost «Te= divE
dobivaju se sljedeci izrazi:

a) py 4=0, divi? 4=0:

p« = pdivi? + p - pv(divtd)2- 2p Tc; (401)
fr) pw= 0, divi? + 0:
p«>=pdiv? + 3-p(divi)2- 2pTE-Te (402)
c) divl? = 0, nestlaivi fluid:
n®= -2pTr Tt (403)

Fourierov zakon toplinske vodljivosti. Vektor povrSinske gus-
to¢e toplinske snage ili toplinskog toka g, uveden u izrazu
(385a) pri formulaciji zakona odrZanja energije, odrazava bit
same definicije topline. Toplina nije svojstvo sustava ili nesto
§to sustav sadrzava. Govori se samo o prenesenoj toplini
kao medudjelovanju izmedu sustava i okolia, ili o prenesenoj
energiji koja se ne moze identificirati s radom. Taj prijenos
topline rezultat je razlike u temperaturama.

Fourierov zakon toplinske vodljivosti linearni je odnos iz-
medu gustoce toplinske snage g i gradijenta skalarnog tempe-
raturnog polia

g= —2grad T (404)

gdje je X koeficijent toplinske vodljivosti s dimenzijom
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[2] = MLT- 30 -1, dakle [/I]9 = J/(msK). U tabl. 4 dani su
podaci o koeficijentu X za neke plinovite i kapljevite fluide.
Za X> 0 Fourierov zakon (404) pokazuje da toplina struji od
podrucja visih temperatura prema podru€ju nizih temperatura.
Taj je Fourierov linearni odnos gustoée toplinske snage i tem-
peraturnog gradijenta potvrden mnogim eksperimentima i
striktno je primjenljiv samo za iZotropne fluide. Za kapljevine
je koeficijent toplinske vodljivosti X relativho nezavisan od tem-
perature, a za plinove je, poput koeficijenta viskoznosti p,
rastu¢a funkcija temperature.

Koeficijenti smi¢ne viskoznosti p, volumenske viskoznosti ps
i toplinske vodljivosti X spadaju u grupu transportnih koeficije-
nata. To su svojstva tvari koja zavise od lokalnog termodina-
mickog stanja, pa ako je to stanje definirano tlakom p i tem-
peraturom T, zavisnost se izrazava u obliku:

p=ppT); pv=pyp T); X=X(p, T). (405)

Koeficijenti p, X i specificna toplina pri konstantnom tlaku cp
tvore bezdimenzijsku kombinaciju

Pr="il,
X

(406)

nazvanu Prandtlovim brojem.

Prandtlov je broj odredena kombinacija svojstava fluida,
pa se i sam moZe smatrati svojstvom koje zavisi od lokalnog
termodinamickog stanja. lznos Prandtlova broja daje odnos
relativnih utjecaja viskoznih naprezanja i prijenosa topline vod-
ljivos¢u, pa pokazuje npr. da li se u nekom strujanju brze
razvija profil brzine ili profil temperature. Podaci o Prandtlovu
broju nekih fluida dani su u tabl. 4.

Termodinamicke jednadZbe stanja. Stanje sustava, npr. ma-
terijalnog volumena, zadano je tzv. parametrima stanja, kojima
se mogu potpuno odrediti sve znaCajke sustava potrebne za
dinamicko-termodinamicku analizu. Prema principu stanja za
Cistu tvar, tj. za takav sustav kojeg je kemijski sastav za
vrijeme procesa homogen i nepromjenljiv, lokalno termodina-
mic¢ko stanje odredeno je s bilo koja dva nezavisna termo-
dinamic¢ka parametra stanja. Ako su ta dva nezavisna para-
metra tlak p i gustofa o, tada toplinska jednadZba stanja ima
oblik

p=p{Q\ (407)
kao jednadzba stanja savrSenog plina (8).
Kalori¢ka jednadzba stanja za specificnu unutradnju energiju

glasi:

npr.

U=u(p.q) = ] (408)

JednadZbe stanja (407) i (408) medusobno su zavisne, a pomocu
njih se moZe odrediti bilo koje termodinamicko svojstvo fluida
kao Ciste tvari.

Navier-Stokesove jednadzbe. Jednadzba gibanja fluida (38le)
ili (391b) i konstitutivna jednadzba za newtonski fluid (398a),
koja uspostavlja op¢i linearni odnos izmedu tenzora naprezanja
Ta i tenzora brzine deformacije Te daju Navier-Stokesove jed-
nadzbe. Tri skalarne komponente tih jednadzbi sadrzane su u
kompaktnom vektorskom obliku

dfi
Q-".+ Q(P- V)12 =
—of—gradp - grad  -p - py divi? + 2Div(p7j), (409a)
gdje, prema definiciji (43a) za DivT,, operator Di\{pTf u
pravokutnom Kkartezijskom sustavu ima komponente:
[DivATDL +
dx dy dz
[Div(p Ty d(pyxy) | dQieyy) | dipizy) (409b)
dx dy dz ’
d(pe.
[Div (xTJ]Z= (pe-22)
dy dz

U ortogonalnim krivocrtnim koordinatama taj operator ima
vrlo sloZen oblik, pa da se pojednostavni jednadzba (409a),
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daje joj se invarijantni vektorski oblik, koji doduSe sadrZava
veci broj ¢lanova ali su ti €lanovi standardni operatori za
koje su ve¢ razyijeni izrazi u ortogonalnim krivocrtnim koordi-
natama. Pri tom se za konvektivhu akceleraciju na lijevoj
strani izraza (409a) primjenjuje izraz (240), a zadnji Clan desne
strane (409a) transformira se pomocu poznatog izraza vektorske
analize:

Ad = —rotrotd + graddivd, 1409c)
gdje je A = V «V = V2 Laplaceov operator.
Transformacija jednadzbe (409a) daje
dv. ~ J 1
— —tIx rott/ + grad
—qgl —gradP —rotrot(p£) + grad — p + pv)divt}
+ grad(Vegrad/t) —VA/i —divVgradp 4- gradp x roti/. (409d)

To je vrlo slozena diferencijalna jednadzba, pa su za njenu
primjenu potrebne neke pretpostavke i priblizenja. Ako su tem-
peraturne promjene malene, tada se i promjene koeficijenta
viskoznosti p i /iv mogu zanemariti, pa jednadzba (409d) ima
jednostavniji oblik:

) mV x rott/ 4-grad
dt

o) - gradp --protrotJ+ \—p + p, graddivti=

= o|- 9radp + p Aii+ —p + pv graddivil (409¢)
Za nestlaCivi je fluid divv = 0, pa iz jednadZzbe (409d) nestaju
Clanovi koji sadrzavaju divii. Ako se uz to pretpostavi da je
p = const.,, tri komponente Navier-Stokesovih jednadzbi za

nestlaivi fluid saZete su u vektorskoj jednadZzbi

—t/ x rotti= /—grad (— 4+ —v2) —vrotrotii =
dt \aq 2 j

= /- grad H v AU. (410)

Energetska jednadzba za newtonske fluide. Ako se u prvi
alternativni oblik energetske jednadZzbe (385c) uvedu konstitu-
tivne jednadZzbe (398a) i (404), broj ¢e se nepoznatih funkcija
smanjiti, pa se mozZe formirati potpuni skup jednadzbi dinamike
fluida koje su u principu integrabilne.

Jedan od ¢lanova jednadZzbe (385c) jest gustoca snage unu-
trasnjih sila s negativnim predznakom, koja je prema izrazu
(386d) jednaka:

~P{)= ~pdivt) + TneTe, (411)
gdje za Tn, usporedbom (392) i (398a), vrijedi
Tn=-(y p -p v)divi/<i+ 2pTe (412a)

Prvi izraz desne strane (411) jest snaga po jedinici volumena
sile tlaka na element fluida, $to je reverzibilan prijenos ener-
gije. Taj dio (—p(@) moze biti >0 pri divi/<0, i <0 pri
divi/> 0. Drugi ¢lan desne strane (411) jest volumenska gustoca
disipativne snage unutrasnjih sila, tj. nepovrativi (ireverzibilni)
dio gustoée snage unutrasnjih sila s negativnim predznakom.
Ta se snaga naziva disipativnom funkcijom <P i definirana je
izrazom

9 = -Mrev = - (p()- pdivt!) = TnmTs. (412b)

Primijeni li se izraz (412a) za Tn i izraz (297c) za TE za
disipativnu se funkciju nakon jednostavnih operacija dobiva:

&=4p(th +  + o+

2

+y Hi(«» - ew)2 +(eyy- e j2+

TE VIII, 9

- 2] +
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+ P\(Bx + Sy + £22 7 0, (412c)

tj: ta funkcija ne moZe imati negativnu vrijednost.
Primjenom izraza (411), (412c) i Fourierova zakona toplinske
vodljivosti (404) energetska jednadzba (385c) dobiva oblik

0 § + (72 V)w = —pdivV + P+ div(Agrad 7). (413a)
t
Lako je dokazati da je
div(/lgrad T) = Tdiv | + ~(grad/F)2, (413b)

gdje zadnji ¢lan desne strane, slicno funkciji <& ne moze biti
negativan, pa se energetska jednadZba moZe pisati i u obliku:

. . Xgrad T
+ (VeV)u + pdivi/ —Tdiv

=$ +y (grad T)2 (413c)

Drugi zakon termodinamike. Kombinirani matematicki zapis
prvog i drugog zakona termodinamike dan je Gibbsavom jed-,
nadzbom

TDs = DM+ pD (—). (414a)

Primjenom jednadZbe kontinuiteta u obliku, (380e)* za rever-
zibilni dio gustoe snage unutra$njih sila mozZe se pisati v

;élVE - (414b)

Pa kombinacija (413c), (414a) i (414b) daje

at 1 +0»-v), = P+ —(grad T)2S 0,

(414c)

gdje je disipativna funkcija $ dana izrazom (412c).

Tako je primjenom konstitutivnih jednadzbi i Gibbsove jed-
nadzbe diferencijalni oblik drugog zakona termodinamike (390e)
dobio konkretniji sadrzaj u obliku (414c), primjeren svojstvima
newtonskih fluida.

Osnovne jednadzbe dinamike ne”tonskih fluida i rubni uvjeti.
Osnovne dinamicke i termodinamicke jednadzbe koje opisuju
strujanje newtonskog fluida jesu: jednadzba kontinuiteta (380d),
Navier-Stokesove jednadzbe u sazetom vektorskom obliku
(409d), energetska jednadZzba (413c) i jednadzbe stanja (407) i
(408). Tih pet osnovnih jednadzbi ¢€ini potpuni skup i.u principu
postoji njihovo rjeSenje kojim se odredi sedam nepoznatih
funkcija prostora i vremena: p, p, te tri skalarne komponente
brzine v, u i T

Pretpostavlja se da su svojstva fluida /i, pv i X poznate
funkcije tlaka i temperature prema izrazu (405). Nadalje, uz skup
osnovnih jednadzbi dinamike dolazi i drugi zakon termodina-
mike prilagoden termodinamickoj analizi strujanja newtonskih
fluida (414c).

Tri skalarne komponente *Navier-Stokesovih jednadZbi
(409d) jesu tri eliptiCke parcijalne jednadzbe drugog reda. Sva
moguca strujanja nevvtonskih fluida zadovoljavaju Navier-
-Stokesove jednadzbe, ali za rjeSenje svakog pojedinog problema
treba u sustav jednadzbi uvesti posebne rubne (grani¢ne) uvjete
koji zavise od karakteristicnih geometrijskih granica tog prob-
lema. Eksperimentima je utvrdeno da na krutoj grani¢noj
povrsini oko koje ili preko koje struji realni viskozni fluid
nema sklizanja fluida po toj povrsini, tj. Cestice fluida se pri-
lijepe uz krutu stijenku pa je brzina Cestice na stijenki jednaka
brzini pripadne toCke stijenke. Ako je u raspored brzina to¢aka
krute stijenke, a v raspored brzina Cestica fluida, tada je rubni
uvjet za viskozni fluid na krutoj povrsini

(415)

Drugi rubni uvjet za neograniCeni fluid koji u beskonac-
nosti miruje jest

V=u

lim i/ = 0. (416)
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Za rjeSenje potpunog skupa jednadzbi strujanja newtonskih
fluida, kad su ukljuceni i toplinski u€inci, potrebni su i tem-
peraturni rubni uvjeti koji se sastoje od zadane temperature ili
gustoCe toplinske snage preko granica.

Posebni oblici i integrali osnovnih jednadzbi dinamike fluida

Osnovne jednadzbe dinamike newtonskih fluida (380d),
(409d) i (413c) matematicki su vrlo sloZzen skup diferencijalnih
jednadZbi s ograniCenim brojem egzaktnih rjeSenja. Takva rje-
Senja postoje za jednostavnije tipove strujanja, kad se mogu
zanemariti mnogi ¢lanovi, pa jednadZbe postaju znatno jedno-
stavnije. Numerickim metodama mogu se rijeSiti i sloZeniji
slu€ajevi, ali tada su to rjeSenja samo odredenih problema, pa
nemaju karakter opcih zakonitosti s univerzalnom primjenom.
Do bitnih pojednostavnjenja dolazi i ako se zanemare neki
ucinci, npr. djelovanje viskoznosti fluida ili prijenosa topline, ili
kad se uzmu jednostavniji modeli fluida, npr. model savrienog
plina s njegovom jednostavnhom jednadZbom stanja (8). Takva su
rieSenja ograni¢ena na idealizirane uvjete, pa ih za probleme
strujanja realnih fluida treba nadopuniti empirickim koeficijen-
tima.

Svako pojednostavnjenje ili poseban oblik osnovnih jed-
nadzbi i njihova posebna rjeSenja moraju biti toéno oznaceni,
upravo zato da* bi se mogla ocijeniti njihova valjanost i pri-
kladnost za rjeSavanje realnih problema dinamike fluida.

Posebni oblici jednadzbe kontinuiteta. Jednadzba kontinuiteta,
kao izraz zakona odrZanja mase, mora biti zadovoljena za
sve vrste fluida i sve tipove strujanja. Op¢i diferencijalni ob-
lici jednadZzbe kontinuiteta pripadaju skupu osnovnih diferen-
cijalnih jednadzbi, a definirani su izrazima (380d) i (380e) dok
je opCi integralno-diferencijalni oblik dan izrazom "(380b).

Za stacionarno strujanje, u kojemu je gustoca g = g(r) i
dg/dt = 0, izraz (380b) dobiva poseban oblik:

$gV-rtdS = 0. (4173)
KP
Za nestlacivi fluid, g = const.,, u proizvoljnom strujanju
vrijedi:
Jt!-nd,S = 0. (417b)
KP

Kad kontrolni vdumen KV obuhvaéa unutraSnjost strujne
cijevi presjeCene sa dva proizvoljna poprecna presjeka Si i S2
(sL 80a), preko pladta strujne cijevi bit ¢ée veii= 0, pa jed-
nadzba kontinuiteta (380b) prelazi u oblik
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d
gVitHidS+ |gv2-ii2dS= — SIdT,  (418a)

S, S2 KV

§to za stacionarno strujanje dobiva oblik

m = J gVert[dS = [grt2-TI2dS = \grt * rtdS = const., (418b)
Si s2 s

gdje je m maseni protok s dimenzijom [m] = MT_1, dakle
[m]S = kg/s, a Hhormala na proizvoljan presjek S strujne
cijevi, na nizvodnoj strani povrSine S (na Si, si. 80a, takva je
normala oznaena sa n\ = —iii).

Za strujnu cijev nestlacivog fluida kontinuitet se mase ne
izrazava masenim protokom, nego protokom

Q=

.ndS = const.
S

(418c)

Pri strujanju fluida kroz cjevovode redovito postoje ravni
dijelovi cijevi konstantnoga popre¢nog presjeka. Unutar tih
dijelova cijevi strujanje se odvija po pravocrtnim paralelnim
putanjama, tako da se mogu poloziti ravni normalni presjeci
kroz koje strujnice prolaze ortogonalno (si. 80b). Ako se u
takvim normalnim presjecima moZe pretpostaviti konstantna
gustoc¢a fluida, tada za stacionarno strujanje jednadzba konti-

nuiteta (418b) dobiva oblik
m = gvsrA = const., (418d)

gdje je vsr srednja brzina strujanja preko normalnoga ravnog
presjeka cijevi, koji ima povrSinu A, definirana izrazom

= _|jvdA=A-
A

Za nestlacivi je fluid
Q = vsrA = const. (418e)
Za strujanje kroz dio cjevovoda prikazanog na si. 80b vrijedi
m = RIV\TA\ = g2V2srA 2 = 03"3sr"3,
a ako je g = const., tada je
Q 4wQ Q
As=~Df <

4tcQ Q 4tc<2

Vlu = VS=A[=~-DTm

U elementarnoj strujnoj cijevi (si. 80c) uvijek se mogu po-
loziti elementarni normalni presjeci dA, pa je za stacionarno
strujanje stlaCivog fluida

dm = gvdA = const., (418f)

a za nestlacivi fluid
dQ = vdA = const. (418g)

Pri stla¢ivom strujanju bitno je da se gustoa g nalazi u
jednadzbi kontinuiteta za cjevovode promjenljivih presjeka. Na
primjer, pri nadzvuénom strujanju plina, zbog proSirenja pre-
sjeka cijevi, plin ekspandira, pa gusto¢a tako naglo pada da
brzina strujanja poraste premda se presjek proSiruje, Sto je
upravo suprotno od pona$anja kapljevina.

Funkcija toka ravninskog strujanja nestlaCivog fluida. Pri
ravninskom strujanju sve se Cestice fluida gibaju paralelno
s nekom ravninom. Ako je to ravnina Oxy, slika strujanja
je iderficna u svim ravninama paralelnim s ravninom Oxy,
pa je vz=0 i d/dz = 0. Ako se drugacije ne specificira, pod
ravninskim se strujanjem smatra strujanje sloja fluida- izmedu
ravnine Oxy i na jedini¢noj udaljenosti njoj paralelne ravnine.
Optjecanje kruznog cilindra, tj. strujanje okomito na uzduZnu
simetralu cilindra, prikazuje se u ravnini Oxy kao optjecanje
kruga.

Polje brzine ravninskog strujanja zadano je skalarnim kom-
ponentama

vX = w{x,y%)9 vy = vy(X,y,t\ (419a)
JednadZzba kontinuiteta za ravninsko strujanje nestlacivog fluida
(333a) ima oblik

vz=0.

dvx  dvy
+ —2=0.

419b
dx dy ¢ )



MEHANIKA FLUIDA

Ta jednadZzba, pisana u obliku

dvx d(—v.)

(4199
pokazuje odredeno matemati¢ko srodstvo funkcija vx i vy, i to

takvo daje linearna diferencijalna forma vxdy + (—u>)dy eg-
zaktni diferencijal neke funkcije tip:

(419d)

gdje je x = \p(x,y,t) funkcija toka ravninskog strujanja ne-
stlaCivog fluida s dimenzijom [ip] = L2T _1, dakle [i/>]S = m 2s.
Buduc¢i da je izvedena iz jednadzbe kontinuiteta, funkcija toka
ip postoji za sva mogucéa” ravninska strujanja nestlacivih viskoz-
nih i idealnih fluida.

Za poznate funkcije vx i vy, funkcija toka se predoCava
poznatim izrazom vise analize:

vxdy —vydx = dtp,

V>(xy) = J vx(xO0p- J iy(x,_v)dx + C. (419)
Za poznatu funkciju toka ip polje brzine (419a), prema (419d),

dano je izrazima:

axp
= - 419f
v dy’ \% dx ’ (419f)

Iz diferencijalne jednadZzbe strujnice ravninskog strujanja
(264) ili (280) vidi se da je uzduZ strujnice

vxdy —vydx = 0, (420a)
ili je, usporedi li se taj izraz sa (419d), uzduZ strujnice
dtp =0 (420b)
Prema tome je jednadZba strujnice (uzduZ strujnice)
\p = const. (420c)

Sustavnim mijenjanjem konstantne vrijednosti funkcije toka
ip definirana je slika strujnica ravninskog strujanja. Pomocu
funkcije toka ip moZe se proracunati protok gi nestlafivog
tluida preko proizvoljne povrsine, koja u ravnini Oxy ima za
konturu nekukrivulju AB (si. 81), a njenajevisina u smjeru
osi Oz jednaka Az = 1 Razvijeli se izraz za protokpreko takve
povrsine, dobiva se

Qi = Jv-nds- 1= J [vxcos(n,x) + vycos(n,yjlds =
AB A3
= J (vxdy —uydx) = J d\p = xp(B) —xp(A). (420d)
AB AB

Buduc¢i da \p{B) i \p(A) definiraju dvije strujnice, razlika vrijed-
nosti funkcije toka u dvjema toCkama ravnine strujanja odre-
duje protok kroz proizvoljnu spojnicu dviju strujnica koje pro-

si. 81. lzvod svojstva funkcije toka t ravninskog strujanja

Q =B - WA
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laze kroz te dvije tocke, pa je zato izraz (420d) valjan i za
protok preko npr. krivulje CD na si. 81

Osnovne jednadzbe dinamike idealnog toplinski nevodljivog
fluida i grani¢ni uvjeti. U idealnom, tj. neviskoznom fluidu
tenzorsko polje naprezanja Tadegenerira u skalarno polje tlaka
(55), a jednadZzba gibanja dobiva jednostavan oblik (60). lzraze
li se sve veliine u Eulerovim varijablama r i f, lijeva strana
izraza (60) prelazi u individualnu vremensku derivaciju D/Dt
danu izrazom (237), tako da je jednadzba gibanja idealnog
fluida

dv 1

— + (veV)u = /| ——gradp. (421a)
To je saZeti vektorski oblik Eulerovih jednadzbi gibanja idealnog
fluida, koje u kartezijskom sustavu imaju oblik

dvx dvx dvx dvx

f -1
ir+vito+v’jij+'-w - e

dv. dvy dvv dvy

dp
o ek oyay iz ST
dv7 dv7 - 1 dp

dv. dvz
dt +Vxte' Vﬁf * VFJ% —fz g dz

(421b)

Te se jednadzbe jednostavno izrazavaju i u ortogonalnim Kkri-
vocrtnim koordinatama pomocu izraza za pojedine operatore u
tim koordinatama.

Eulerova vektorska jednadzba (421a) izravno slijedi i iz
Navier-Stokesovih jednadZbi (409a) kad se zanemari viskoznost,
tj. kad se stavi p = pv= 0.

JednadZzba kontinuiteta za idealni fluid zadrZzava oblik (380d)
ili (380e), tj.

dg
— + di\(eV) =0, (422a)
ili
divu : dg ! d b
: gdt g u-gradg. (422b)

Ako se osim viskoznosti istodobno zanemari i prijenos topline,
g = 0, energetska jednadzba (413a) za strujanje toplinski nevod-
ljivog fluida glasi

at + (veV)u = - E divtl, (423a)

uz toplinske jednadZzbe stanja
P = P(Q,T), (423b)
u=u(pg). (423c)

Budu¢i da nema toplinske vodljivosti ni viskozne disipacije
energije, drugi zakon termodinamike (414c) ima oblik

O, vegrads = 0.
dt

(424)

Sedam jednadzbi (421b), (422a), (423a), (423b) i (423c) pred-
stavljaju potpuni skup jednadZzbi koji je potreban za rjeSenje
nepoznatih funkcija: v sa tri skalarne komponente, te /2, g, u
i T

Sustav jednadzbi (421a) do (423c) zadovoljava sva moguca
strujanja idealnih toplinski nevodljivih fluida. Svaki pojedini
konkretni problem dodaje tom sustavu jednadZzbi svoje indivi-
dualne grani¢ne i pocetne uvjete koji specificiraju ponaSanje
pojedinih veli¢ina u odredenim tockama prostora, npr. na gra-
nicama i u odredenom pocetnom trenutku vremena.

Grani€ni uvjet na krutoj nepromocivoj povrsini, npr. na povr-
Sini krutog tijela koje se giba kroz fluid. Buduéi da nema
viskoznosti, idealni fluid se ne lijepi uz krutu stijenku, pa se
moze gibati tangencijalnom brzinom relativno prema stijenki.
Zbog nepromocivosti povrSine ne postoji normalna komponenta
brzine cCestica fluida relativno prema krutoj povrSini. Ako za
krutu grani€nu povrSinu F, pomi¢nu u prostoru, vrijedi jed-
nadzba

F(rsf) = 0, (425a)
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tada je kinematic¢ki uvjet nepromocCivosti dan izrazom

VhIfFO=0= we (425b)

gdje je vnnormalna komponenta brzine Cestice fluida na povr-
Sini F, a un normalna komponenta brzine to¢aka povrSine F.
Lako se dokaZe da je

~di
(425¢)
IgradF |
Naime, normala na F dana je izrazom
F
grad (425d)
”~ |gradF |’
pa je
N gradF 425
un=u n=u-
|gradF |’ (425¢)

gdje su u(r,t) brzine toCaka povrSine F u trenutku t. U tre-
nutku t+ dt, prema (425a), vrijedi:
0= F(r + udt,t + dr) = F(r,t) + iidt egradF +
+ﬂ:dt: dt|(ﬂ: + u egradF ,
dt dt

gdje je primijenjena jednadZba (425a). 1z (425e) i (425f) proizlazi
izraz (425c).
Granicni uvjet (425b) moZe se pomocu (425d) pisati

(425f)

v-gradF = u +gradF, (4259)

Sto uvrSteno u (425f) daje alternativni oblik grani¢nog uvjeta
(425b):
DF
W =0. (425h)

Analiticki izraz za povrSinu krute kugle polumjera r0 koja se brzinom
Uz{t) giba u smjeru osi Oz (si. 82) i kojoj se u trenutku t= 0 sredite C
nalazilo u 0 glasi:

F(x,y,z,t) = x2+ y2 + ( -M 1° r0=0. (426a)

Izraz (425c) daje

mi uxdt

Uz[z w! u.dt)
° ! m= Uzcos\p,

= Uz (426b)

Ix2+ y2+ [z- jClzdrj

gdje je kut ip druga koordinata sfernog koordinatnog sustava. Prema tome je
grani€ni kinemati¢ki uvjet na granici kugle (426a) izrazen sa

vn = Uzcos\p. (426¢)

Do istog se rezultata dolazi i primjenom izraza (425h).

SI. 82. 1zvod kinemati¢koga grani¢nog uvjeta na krutoj povrsini
pomicne kugle

Granicni uvjeti na razdjelnoj povrsini dvaju idealnih fluida.
Ako je wh) normalna komponenta brzine tocaka razdjelne po-
vrS§ine S, a 1 i 2 oznake njezinih dviju strana, granicni su
uvjeti dani izrazima

p(,)ls= p,2,L (427)
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gdje je prvi uvjet analogan uvjetu (425b), a drugi se uvjet
dokazuje istim izvodom kao i uvjet (122b) u statici fluida, ako
se pri strujanju idealnog fluida zanemari utjecaj povrSinske na-
petosti.

Uvjeti u beskonacnosti odnose se na ponaSanje brzine, tlaka
i temperature u beskonacnosti:

= juo, (p)h0o0 = Poo(0, (T)r*w= TJt). (428)
Pocetni uvjeti. Budu¢i da strujanje fluida zavisi od stanja

iz kojeg je poCelo u neki pocetni trenutak t = t0, potrebno je
to stanje definirati pocetnim uvjetima:

(n=t0=u n (Mrro=po(n (n=0=un (429)

Pri stacionarnom strujanju pocetni uvjeti nemaju smisla,
jer bi njima bile definirane sve trazene funkcije i u sva kasnija
vremena, tj. ti bi uvjeti ve¢ predstavljali rjeSenje. Prema tome,
rjeSenje problema strujanja idealnog toplinski nevodljiva fluida
sastoji se u odredivanju takvih funkcija U p, g, u i T koje su
rjeSenje sustava jednadZbi (421a) do (423c), koje u pocetni tre-
nutak t = t0 prelaze u funkcije (429) i koje u sva vremena
t > t0 zadovoljavaju grani¢ne uvjete (425b), (427) i (428). Ako je
u trenutku t = t0 zadana razdjelna povrSina SO, treba odrediti
i oblik povriine S u sva kasnija vremena t > t0.

Posebni integrali Eulerovih jednadZzbi gibanja idealnoga baro-
tropnog fluida pod djelovanjem konzervativnih masenih sila.
Idealni fluid u strujanju je barotropan, odnosno njegovo stru-
janje je barotropno ako gustoéa fluida g zavisi samo od tlaka

Q= Qp)- (430a)
Za barotropne je fluide prikladno uvesti funkciju tlaka &

definiranu sa

v
dp_

mj:akY

(430b)

s dimenzijom = L2T-2, dakle [*]9= m2s2. Pomocu
funkcije tlaka & ¢lan s gradijentom tlaka u Eulerovoj jednadzZbi
gibanja (421a) moze se pisati:
— grad p = grad 0~ (430c)
Q
Konzervativno polje masene sile /
tako da je

ima potencijal 17, izraz (17),

/= -gradil. (430d)

Primjenom izraza (240) za konvektivhu akceleraciju i izraza
(430c) i (430d), Eulerova jednadzba gibanja idealnoga barotrop-
nog fluida (421a) dobiva Lamb-Gromekin oblik:

au '

i v2 \

v X rottf=- grad ~ + — +U_.

\ 2 )

Taj je oblik jednadZzbe gibanja vrlo prikladan za istraZivanje

njenih posebnih integrala, $to se svodi na posebne smjerove
integracije i na posebne vrste strujanja.

Posebni smjerovi integracije. Za stacionarno strujanje jed-

nadzba gibanja (431) prelazi u

(431)

grad -+ L/fj= Vx rottl. (432)

PomnoZi li se ta jednadZzba skalarno s elementomluka strujnice

\

d+u ds, (433a)

dobiva se

(433b)

jer je vektor V x rotll okomit na iT i rott?; indeks str oznacava
diferencijal u smjeru strujnice. Buduci da je samo diferencijal
konstante jednak nuli, izraz (433b) pokazuje da je wuzduZ
strujnice
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1+ — + U = const. (433c)

Dalji oblik jednadZbe (433c) zavisi od vrste barotropnosti fluida,
tj. od oblika funkcije i od vrste konzervativhog polja ma-
sene sile, tj. od funkcije U. Za strujanje nestlac¢ivog fluida

Q= Q(p) —const,, (433d)

u polju sile teze U = gz, jednadzba (433c) prelazi u Bernoullijevu
jednadzbu ili Bernoullijev integral:

p
Q

Ako se jednadZba (432) pomnozi skalarno s elementom luka
vrtloZzne krivulje

v2
h—2 --gz = const., uzduz strujnice. (433e)

h* TOtV A

(434a)
TrotaT
dobiva se
& + — + U = const.,, uzduz vrtlozne krivulje,  (434b)
ili za nestla€ivi fluid u polju sile teze:
p v2 . . -
1— + gz = const., uzduz vrtlozne krivulje. (434c)

Q 2

Ako se iz toCke M (si. 83) u polju stacionarnog strujanja
idealnog barotropnog fluida povuce strujnica, pa se iz to¢aka
strujnice povuku vrtloZzne krivulje, zatim iz toCaka vrtloZnih
krivulja povuku nove strujnice i nastavi li se taj postupak,
mreZa strujnica i vrtloZznih krivulja formira povrdinu. U svakoj
toCki te povrSine vektor v x rotf okomit je na povrSinu. Da bi
u vektorskom polju v x rotf postojale povrsine koje vektorske
krivulje tog polja ortogonalno presijecaju, to vektorsko polje
mora zadovoljavati uvjet (119b). Ako ukupna specificna meha-
ni€ka energija po jedinici mase iznosi

v2
E=0+— +UY

(435a)
tada jednadzba (432) dobiva oblik
gradf£ = v x rotf, (435b)
a provjerauvjeta (119b) za vektorsko polje vxrotf daje
(v x rottT)-rot(f x rotv) = grad£ erot(grad£) = 0. (435¢)
Prema tome, postoje povrSine
E=& + 12 + U = const., (435d)
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koje vektorske krivulje polja v x rotV normalno probadaju, pa
je moguca i integracija jednadzbe (432) uzduz proizvoljnih kri-
vulja preko tih povrSina.

Za nestlaCiv idealni fluid u stacionarnom strujanju u polju
sile teZe taj se integral moZe napisati u obliku

p
Q

uzduZz proizvoljne krivulje na povrSini E = const.

Ako se jednodimenzijsko nestacionarno strujanje nestla¢ivoga
idealnog fluidadefinira kao strujanje ukojemu strujnice u toku
vremena nemijenjajusvoj prostorni oblik i poloZaj,tada se
za vektor brzine uzduZ strujnice takva strujanja moZe pisati

V= v(s,t)?s(s), (436a)

gdje je s linearna varijabla uzduz strujnice, a es jedini¢ni vektor

t
\~—2 + gz —const. (435¢e)

tangencijalan na strujnicu i zavisan samo od s. Parcijalna
vremenska derivacija vektora brzine (436a) daje:

dv  dv

¥ =¥ A (436b)

§to uvrSteno u (431) omogucuje za nestlacivi fluid integraciju
uzduZ strujnice:

) \ 1 fdv
77+y +7° ) - (- +y +0z1]= ads, (436¢)

gdje je oznaka 1 za to¢ku uzvodno, a oznaka 2 za toCku niz-
vodno na istoj strujnici.

Izraz (436c) pokazuje da se dio ukupne mehanicke energije
troSi inaubrzanje mase fluida unutarelementarne  strujne
cijevi formirane oko strujnice. Naime, ako jedv/dt > 0, izraz
(436¢) pokazuje da je ukupna mehanicka energija u nizvodnoj
to€ki 2 manja nego u uzvodnoj tocki 1.

Posebne vrste strujanja. Bezvrtlozno strujanje idealnog fluida
definirano je identitetom

rotv =0, (437a)
koji garantira da postoji skalarni potencijal brzine
€= (p(r,t\ (437b)
tako da polje strujanja postaje gradijentno
v = gradtp. (437c)
Za lokalnu akceleraciju moZe se pisati
" glt “ga ;’/"’ , (437d)

pa Eulerova jednadzba gibanja (431) za idealni barotropni fluid
u potencijalnom strujanju dobiva oblik
gad®? +; 4. grad(p2+ £ = 0. (438a)
lzraz (438a) pokazuje da je u odredenom trenutku podgradi-
jentna funkcija jednaka konstanti koja je ista u svim tockama
prostora potencijalnog strujanja idealnog barotropnog fluida.
Ta se prostorna konstanta moze vremenski mijenjati, pa se ozna-
Cuje samo kao funkcija vremena F(t), tako da integral jednadzbe
(438a) prelazi u tzv. Cauchy-Lagrangeov integral:
d
~d§p— Fi'+ ylgrad<p|2+ U = F(), (438b)
t
Funkcija F(t) moze se ukljuciti u funkciju nekog novog
potencijala brzine (pY pomocu jednostavne transformacije

(438¢)
dt u dt 9

tako da je

<Pi(r,t) = (p(r,1)- E1)F(t)dt, (438d)
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pa integral (438b) s funkcijom cpx dobiva oblik

d(px 1 .

~1t+9 +y |grad<rPilz2+ U =0. (438e)

Za strujanje idealnoga nestlacivog fluida u polju sile teze
Cauchy-Lagrangeov integral ima oblik
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istu vrijednost potencijala brzine o i isti vektor brzine F gi-
banja Cestice, tj. mora vrijediti:

€0dt) = P[FXRt\t] = o(r, t\ (439¢)
W ut) = grad [ep(Tui)] = grad [cp(F,i)] = F(F,t\ (439d)
M LFLi) = M(F,i). (439)

dep p 1 Cauchy-Lagrangeov integral u obliku (438f)izveden je za
& * _Q * 2 lgrad 2 + = FO. (438f) inercijski sustav, a parcijalna vremenska derivacija d(p/dt prora-
Cunata je za inercijski radijvektor = const., $to je potpuno
Ako u beskonacnosti potencijal brzine tezi k nuli, tj. razli¢ito od dep/dt pri F= const. Vrijedi, dakle,
® O, dcp/dt-+ 0, |grad<p]|->0, _
o . _ o . dp_= ld(pd (439f)
a na visini z = z0 tlak tezi k nekoj konstantnoj vrijednosti dt  \dt /2=
P -»Poo = const., ¢kp\
o . P (439g)
tada (438f) daje izraz za tlak: dt Yr=const dt = const
Iz jednakosti (439c) dobiva se
=Pa - 09(z~2z0)- "~ - Igrad |2=
(d(p\ .
+ ~  mgrad\jp(r,,(l,
&0 1 . dt at  _onet
= Phs - 0 y P Igrad <p|2,(438_?)
ili
gdje je pHS = —gg(z —z0) hidrostaticki tlak. dep
Prikazani oblici jednadzbi gibanja fluida izvedeni su za i = (%) o=(t ) — grad[(N(.01.  (439h)
. L . S s Lo ' ut /A = Eofist "Vt )?= const
inercijski sustav, pa su i integrali tih jednadzbi valjani za
strujanja opisana u inercijskom sustavu. Medutim, ponekad je o _ dFi . i . . B
potrebno da se ti integrali, pa i Cauchy-Lagrangeov, izraze u 9die j& U= — prijenosna brzina tocke neinercijskog sustava
pomiénom neinercijskom sustavu, npr. u sustavu c¢vrsto ve- (439a).

zanom uz tijelo koje se giba u idealnom nestlacéivom fluidu
proizvoljnom, vremenski promjenljivom brzinom

= 0(t)+ e3(t) x K (439a)
gdje je O (i) brzina gibanja ishodista O neinercijskog sustava
Oxyz prema inercijskom sustavu 0 I1x1lylz1; ob(t) kutna brzina
rotacije sustava Oxyz mjerena u inercijskom sustavu O "y~ z”
F= xi 4-yj + z/£ radijvektor mjeren u neinercijskom sustavu
Oxyz; Tt(f, t) prijenosna brzina tocke neinercijskog sustava mje-
rena u inercijskom sustavu (si. 84).

Za poznatu prijenosnu brzinu U toCke u neinercijskom su-
stavu, definiranu sa (439a), moze se definirati i analiticka Veza
izmedu radijvektora fl inercijskog sustava i radijvektora F
neinercijskog sustava pomocu funkcije oblika

(439b)

U potencijalnom se strujanju Cestice fluida gibaju relativno
prema oba sustava i ta su gibanja opisana sa dva razliita
zakona u ta dva sustava, a povezana su odnosom radijvektora
(439b). Medutim, u istoj to€ki prostora Mj = M (si. 84), u isti
vremenski trenutak ta dva analiti¢ki razlicita opisa istog poten-
cijalnog strujanja Cestice fluida moraju u toCki Mt =M dati

21=mty

Prema tome, Cauchy-Lagrangeov integral u pomi¢nom nei-
nercijskom sustavu, uvrStenjem (439h) u (438b), dobiva oblik:

\~r-) +U=F(t\ (440)

~ i*'gt&dV + 4 - lgradep\2 +
tdt 2

const

a za nestlacivi fluid u polju sile teZze taj izraz postaje

P(Kt) = Phs ~ gq["~) |grado|2. (440a)

ut Jr=const

+ Q&*gradcp -

Pri stacionarnom potencijalnom strujanju jest o= cp(f) i
dep/dt = 0, pa Cauchy-Lagrangeov integral (438b) prelazi u
Euler-Bernoullijev integral

'"+y |grad<p|2 + (441)
gdje je C jednaka i ista konstanta za sve tocke prostora kojim
idealni barotropni fluid struji stacionarno i potencijalno.

Za nestlacivi fluid u potencijalnom strujanju u polju sile teZe
Euler-Bernoullijev integral ima oblik

— + 2 Igradtpl2 + gz = C. (441a)

Q 2
Premda je integral (441a) formalno.jednak Bernoullijevoj jed-
nadzbi (433e), daje mu se posebno ime da bi se naglasila razlika
u uvjetima pod kojima su ti izrazi izvedeni. Naime, dok se lijeva
strana Bernoullijeve jednadzbe (433e) odnosi na opcenitiji tip
strujanja idealnoga nestlaCivog fluida, tj. i na vrtlozno strujanje,
pa je konstanta na desnoj strani valjana samo uzduZz strujnice
i mijenja se od strujnice do strujnice, lijeva strana Euler-Ber-
noullijeva integrala (441a) ograniCena je samo na potencijalno
strujanje, pa je konstanta na desnoj strani postala univerzalna
za Citav prostor strujanja fluida.

Kad je pri strujanju u svakoj tocki vektor vrtloznosti
rotF kolinearan s vektorom brzine strujanja F, iS¢ezava njihov
vektorski produkt F x rotF = 0, pa ako je takvo strujanje i
stacionarno, moZe se integrirati Eulerova jednadZba gibanja
(431). Integracijom se dobiva tzv. Gromekin integral

"+ — + U = const,, (442)
pri strujanju u kojem je F|rotF. Takvo je strujanje npr. nestla-
Civo strujanje s poljem brzine prema izrazu (284), pa se u tom
polju moze primijeniti Gromekin integral za nestlacivi fluid u
polju sile teze:
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1X + gz = const. (£ UrotU).
Q 2

Premda su posebni integrali Eulerovih jednadZbi gibanja
strogo valjani samo za idealni fluid, oni se mogu primijeniti
i za realna strujanja, jer se npr. strujanje fluida izvan viskoznog
relativno tankog grani¢nog sloja uz tijelo moZe smatrati poten-
cijalnim.

Impulsno gibanje, kineticka energija potencijalnog strujanja i
Kelvinov teorem o minimumu kineticke energije. Pomoc¢u raz-
diobe impulsa tlaka koji djeluje unutar fluida moze se mirujuci
nestlacivi fluid trenutno prevesti u bilo koje potencijalno stru-
janje. Naime, ako osim uobitajene masene sile / i tlaka p na
fluid djeluju kratkotrajno, ali s velikim intenzitetom, trenutna
sila/' i trenutni tlak p', Eulerova jednadZzba gibanja idealnog
fluida (421a) dobiva oblik:

(442a)

~ =/+/"- —qgradp - —gradp". (443)
q e

ut

Pri integraciji te jednadZzbe u kratkom vremenskom intervalu
od i=0 do t=t moZe se zanemariti impuls obi€ne masene

sile / i tlaka p, pa ostaje
v- ff=. - —grad p'dt (444)
Q
gdje je brzina strujanja fluida neposredno prije impulsnog

djelovanja sila, V brzina strujanja fluida nakon impulsnog dje-
lovanja sila, a 3 impuls trenutne masene sile definiran sa:
3=J/'dr. (445)
0

Ako nema impulsa trenutnih masenih sila, ti. 3 = 0, nego samo
impuls trenutne razdiobe tlaka p' oznaCen sa

t= ¥r8 Jp dt (446)
f-+00
i ako je strujanje fluida zapocelo iz stanja mirovanja =0,

a trenutnim djelovanjem impulsa tlaka n stvoreno je polje
brzine potencijalnog strujanja D= grad <p, izraz (444) prelazi u

grad<p = — —qgradtt, (447)
Q
pa integracija za nestlacivi fluid g = const. daje
n= —Q(p + const. (448)

U izrazu (448) moZe se zanemariti konstanta, jer razdioba
konstantnog tlaka unutar fluida ne utjeCe na strujanje, pa je
—Q(p jednako impulsu n trenutnog tlaka p'. Taj bi impuls,
prostorno rasporeden u polju strujanja, trenutno stvorio iz
stanja mirovanja potencijalno strujanje koje stvarno postoji.

Primjenom teorema Gauss-Ostrogradskoga (46c) ijednakosti

div(</)gradi/)) = grad<p egradm + <pA<p = grad<p egrad<p, (449)

jer je za nestlaCivo strujanje A (p = 0, dobiva se izraz za kine-
ticku energiju .potencijalnog strujanja nestlacivog fluida:
Ek=1

epdF =i grad(/> egmdcpdV=

div(</) gradi/) )dV (450)

U izrazu (450) zatvorena povrSina S ograduje volumen
fluida V, a rt je vanjska normala na S s obzirom na fluid unutar
V lzraz (450) mozZe se primijeniti i za proracun KinetiCke
energije nestlaCivog fluida kad se u fluidu koji u beskonacénosti
miruje giba kruto tijelo. Tada je Vneograni¢en volumen fluida
oko tijela koje je ogradeno povrSinom S, sastavljenom od za-
tvorene povrsine tijela SO i povrSine S,, beskonacno velike
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kugle sa srediStem unutar tijela, polozene u fluid u potencijalnom
strujanju. Buduéi da daleko od tijela pri |?|-*o0 brze iS¢ezavaju
i (p i d(p/dn nego Sto S™ raste, ostaje od integrala (450)
samo integral preko povrSine tijela SO.

Kelvinov teorem minimalne kineticke energije glasi: Ako su na
granici nekog jednostavno zatvorenog podru¢ja normalne kom-
ponente brzine vrtloZznog i bezvrtloznog (potencijalnog) stru-
janja jednake, tada je kinetiCka energija bezvrtloZznog strujanja
u promatranom podru¢ju manja od kineticke energije vrtloZnog
strujanja. Naime, neka je £kpot kinetiCka energija bezvrtloZnog
strujanja nestlacivog fluida s potencijalom brzine (p:

(451)

nkpot 2 £ grad(pmgrad(pdv,

a Ek Kkineticka energija bilo kojeg drugog vrtloZznog strujanja:

EE=yi?jVsdK (452)

gdje je
= Cpot + = grad<p + (453)
Uz uvjete teorema vrijedi: divtf= 0, r-15 gradip *fi (na

granici), tako da je prema (453)

divi? = 0, (454)
Aot = (U—grade/)) «ft= 0 (na: granici). (455)
Prema tome se izraz (452) moZe pisati u obliku:
Ek —~~Q (grad(p+ V1)2dV=
= cCkpot + Eki + Q  egradi/)av, (456)
gdje je
EK\ — (457)

Prema pravilu vektorske analize vrijedi:
div(</)™) =

pa je, primjenom (455), zadnji ¢lan desne strane (456) jednak
nuli, tj.

gJvigrad pd V= g{div{p”" )dV=qJ (" *nxdS = 0, (458)
v v S

egrade/) + cpdiv® = egrad<p,

tako da izraz (456) prelazi u

Ek = Ekpot + EKI, (459)
a budu¢i da je EK > 0, slijedi
£ kpot < Ek. (460)

Dinamicki teoremi o vrtlozima. Kelvinov dinamicki teorem
0 Vrtlozima glasi: Ako masene sile imaju jednoznacni potencijal
(7, a idealni fluid je u barotropnom strujanju tako da postoji
funkcija tlaka & (430b), cirkulacija brzine po zatvorenoj ma-
terijalnoj krivulji ne mijenja se tokom vremena. Taj se teorem
jednostavno dokazuje pomocu Eulerove jednadzbe gibanja
(421a), koja za uvjete teorema ima oblik

= —grad(U + (461a)
1 Kelvinova kinemati¢kog teorema (354)
*
dr I3 fdi;
j‘“’ tudf = — -df= - d(U+ ") =0, (461b)
Di Dt Dt
C(E) c C(f)
odakle odmah slijedi
rc{t): const. tokom vremena, (461c)

gdje je C{t) zatvorena materijalna krivulja koja se sve vrijeme
sastoji od istih Cestica.
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Premda se teorem (461c) odnosi na Cisto kinematicki ele-
ment strujanja, u izvodu tog teorema bitna je dinamicka struk-
tura sustava strujanja: konzervativnost masenih sila i barotrop-
nost strujanja idealnog fluida.

Uz iste uvjete Eulerova vektorska jednadzba gibanja po-

prima Lamb-Gromekin oblik (431). Operacijom rotora nad
objema stranama te jednadzbe, uz identitet rotgrad = 0,
dobiva se

— = rot(I?x 3), (462a)
gdje je

3(r,t) = rotp(r,f)], (462b)

vektor vrtloznosti koji zadovoljava uvjet da je vektorsko polje
solenoidalno:

div3 = 0. (462c)

Lako se dokaZze da za bilo koje solenoidalno vektorsko
polje d(f,t) vrijedi izraz za vremensku individualnu derivaciju
toka takvog vektora kroz materijalnu povrsinu

° gefas=
Dt ~di
S(t) S(t)

nds, (463)

Totw Xd)

gdje je S(t) materijalna povrSina koja se kroz sve vrijeme
sastoji od istih Cestica.

Za solenoidalno vektorsko polje. 3, koje uz uvjet (462c)
zadovoljava i uvjet (462a), primjena izraza (463) daje

D_
Onds =o,
Dt

0

(464a)

ili
J 3 +HdS = const. tokom vremena.
S0

(464b)

To je zakon odrZanja toka vektora vrtloZnosti 3 kroz
proizvoljnu povrsinu S(t) koja se giba zajedno s Cesticama
fluida. Primjenom Stokesova teorema (352) na (464b) odmah
se dobiva izraz (461c) za Kelvinov teorem.

Primijeni li se zakon odrzanja toka vektora vrtloznosti
(464b), mogu se jednostavno dokazati dva Helmholtzova dina-
miCka teorema o vrtiozima. Prvi teorem glasi: Ako u barotrop-
nom strujanju idealnog fluida pod djelovanjem konzervativnih
masenih sila Cestice fluida u nekom trenutku tvore vrtloZnu
povrSinu, vrtloznu cijev ili vrtloznu krivulju, tada one u sve
vrijeme strujanja tvore vrtloznu povrSinu, vrtloznu cijev ili
vrtloznu krivulju.

Drugi Helmholtzov dinamicki teorem koji se odnosi na isti
tip strujanja idealndga barotropnog fluida glasi: Intenzitet vrt-
loZzne cijevi, definiran veliC¢inom i prema izrazu (347c), ostaje
konstantan kroz sve vrijeme strujanja, tj.

i= J3eHdS = rc= JBed? = const, (465)

S c
gdje je S proizvoljan presjek vrtlozne cijevi, a C proizvoljna
zatvorena krivulja koja opasuje vrtloZznu cijev.

Iz Kelvinova teorema (461c) neposredno proizlazi Lagran-
geov teorem koji glasi: Ako na idealni fluid u barotropnom
strujanju djeluju masene konzervativne sile, a u nekom dijelu
fluida u neki dani trenutak vremena t0 nema vrtloga, tada ih
u tom dijelu fluida nije bilo ni ranije u t < t0 niti ¢e ih biti
kasnije u t > t0. Treba naglasiti da se taj teorem ne odnosi
na odredene tocke prostora, ve¢ na dio fluida u strujanju koji
opc¢enito mijenja svoj oblik i polozaj u prostoru.

Prema uvjetu Lagrangeova teorema, u vrijeme tOje u nekom
dijelu fluida rotU= 0, pa primjena Stokesova teorema (352)
pokazuje da je i cirkulacija brzine po proizvoljnoj zatvorenoj
krivulji, polozenoj u taj dio fluida, takoder jednaka nuli, tj.

Vedf = 0. (466a)

I
C(t0)
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Prema Kelvinovu teoremu cirkulacija T po zatvorenoj ma-
terijalnoj krivulji C ostat ¢e jednaka nuli i u sva druga vre-
mena. Ponovna primjena Stokesova teorema (352) pokazuje da
za proizvoljnu povrdinu S koja potpuno leZi u promatranom
dijelu fluida vrijedi:

JnerotudS —0, (466b)
a to je mogucée samo ako u proizvoljnoj tocki promatranog
dijela fluida, i za proizvoljan smjer n vrijedi n- rotf = 0, t.
za proizvoljnu Cesticu u proizvoljno vrijeme rotv = 0.

BezvrtloZznost je uvjet da postoji potencijal brzine ¢x pa
se Lagrangeov teorem moze formulirati i na sljede¢i nacin: Ako
je u nekom trenutku vremena barotropno strujanje idealnog
fluida bilo potencijalno, tada je ono bilo i bit ¢e potencijalno
i u svim ostalim trenucima vremena.

Zato Sto u realnim strujanjima vrtlozi nastaju i nestaju,
znaCi da ti realni uvjeti odstupaju od onih u Kelvinovu teo-

remu, tj. ili je fluid viskozan, ili strujanje nije barotropno, ili
masene sile nisu konzervativne, ili je naruSena neprekidnost
polja brzine.

Vrtloznost i entropija. U analizi strujanja fluida i za razu-
mijevanje fizike polja strujanja vrlo su vazni pojava i svojstva
vrtloZznosti strujanja, ponaSanje entropije sustava i odnos iz-
medu vrtloZnosti i entropije. Kad je poznat taj odnos, moZe
se iz povecanja entropije na nekom mjestu u strujanju (npr.
pri prolazu kroz zakrivljeni udarni val) odrediti vrtloZnost uve-
dena u strujanje na tom mjestu.

Odnos vektora vrtloznosti 3 (342b) i gradijenta specificne
entropije s dobiva se eliminiranjem tlaka p iz Navier-Stoke-
sovih jednadzbi (409e), u kojima je pretpostavljeno da su vis-
koznosti p i px konstantne. Primjenom Gibbsove jednadzbe
(414a) za diferencijal entalpije h moze se pisati

dh =du + d(— |= Tds + —dp. (467a)
61 Q

Budu¢i da se pretpostavlja da sve Cestice fluida imaju istu
jednadzbu stanja, izraz (467a) vrijedi za bilo koji par bliskih
Cestica u bliskom termodinami¢kom stanju, pa tako i za
susjedne Cestice u neprekidnom strujanju. Uz identitet operatora
nad skalarnom funkcijom

(467b)

i budué¢i da je izraz (467a) valjan za sve smjerove elementa
df, moze se (467a) izraziti i u gradijentnom obliku:

d = dr egrad

grad h = Tgrads + —gradp, (467c)
§to uvrSteno u (409e), uz pretpostavku konzervativnih masenih
sila, daje

Ov f " .
- vx 3= Tgrads- gradih +y + I/j --~-rot3 +

+y (yju + /iv)graddivi;. (468)

To je jednadzba koja povezuje vrtloZznost i entropiju s pri

strujanju newtonskih fluida konstantne viskoznosti. Za idealni

je fluid p = = 0, pa izraz (468) prelazi u Croccovu jednadzbu

dv — / \

— ~VxQ = Tgrads - grad Ih + — + Uj. (469)

Pri stacionarnom adijabatskom strujanju idealnog fluida jed-
nadzba entropije (414c) prelazi u

Df s (470a)
ili

s = const. uzduZz strujnice. (470b)

Takvo se strujanje zove izentropsko.
Pri stacionarnom adijabatskom
nadzba (469) ima oblik

strujanju Croccova jed-
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v X Q = —Tgrads + grad(/z0 + U), (470c)
gdje je hO specificna entalpija stanja mirovanja kad je fluid
reverzibilnim procesom doveden u to stanje, tj.

hO=h+ !

(470d)

U Croccovoj je jednadzbi (470c) ¢lan v x Q okomit na
strujnicu i na vrtloZnu krivulju i nema komponente u smjeru
tih krivulja, pa kako ni grad5 prema (470b) nema kompo-
nente u smjeru strujnice stacionarnog adijabatskog strujanja,
to vrijedi:

hO + U = const. uzduzZ strujnice. (470e)

Do istog se zakljutka dolazi izravno ako se energetska
jednadzba (386c) primijeni za stacionarno (d/dt = 0) adijabatsko
(g = 0) strujanje idealnog fluida (Tn= 0), jer tada njena desna
strana iSCezava, pa je

g5egrad [/i + "-v2+ U )= 0, (470f)
iz Cega slijedi izraz (470e).

Ako se u nekom spremniku nalazi plin u stanju mirovanja
i u mehanickoj j termodinamickoj ravnoteZi, tada su u svim
totkama spremnika hO+ U i entropija s konstantni. Ako iz
stanja mirovanja zapocinje strujanje plina, tada su h0+ U i s
isti za sve strujnice koje izlaze iz spremnika, pa su

grad(/io 4- U) = 0,

470
grads = 0, (4700)
a prema Croccovoj jednadzhi (470c> slijedi
vx Q=0. (470h)

Osim trivijalnog rjeSenja V=0, taj je uvjet zadovoljen pri
bezvrtloZnom strujanju £2= 0 i pri strujanju u kojem su v i Q
paralelni vektori, pa se strujnice poklapaju s vrtloznim Kkrivu-
ljama, npr. u polju brzine strujanja nestlacivog fluida opisanog
izrazima (284).

Svako strujanje koje zadovoljava uvjet grads = 0 naziva se
homentropskim.

Ako se neko tijelo (npr. avion, raketa ili projektil) giba konstantnom
nadzvuénom brzinom kroz atmosferu, tada se promatracu vezanom uz to
tijelo jednolika atmosfera daleko ispred tijela pri¢inja kao jednoliko paralelno
strujanje zraka nadzvu€nom brzinom v*, t. Maw=vjc > 1 (si. 85). U svim
toCkama tog polja strujanja vladaju uvjeti homentropskog strujanja grads = 0,
ili s = const. Takvo se stanje nastavlja i uzduZz strujnica koje se razvijaju iz
jednolikog strujanja, ali samo do zakrivljenog udarnog vala koji se formira
ispred prednjeg dijela tijela. Pri prolazu kroz udarni val nadzvu€na brzina
strujanja skokovito se smanjuje na podzvuénu brzinu, i nakon toga uzduz
sredidnje strujnice pada na nulu u toCki zastoja. | sve se ostale veliine
skokovito mijenjaju pri prolazi kroz udarni val, pa skokovito poraste i spe-
cificna entropija s. Skokoviti porast entropije vec¢i je na srediSnjoj strujnici,

Udarni val ,,

Ma< 1
(Ma>]) dealni fluid:
= const. uzduz strujnice,

s = const.
ho :Oconst. 3 *+0 h0 = const.
H o_mentropsko 0 (totka zastoja) ;{?&%ﬁf%ﬁnwﬁmno strujanje
strujanje Sioj

Udarni val

SI. 85. Primjena Croccove jednadZzbe u analizi strujanja iza zakrivljenog
udarnog vala

gdje je udar ja€i, a manji prema periferiji, pa se zbog toga formiraju gradi-
jenti entropije prikazani na si. 85. Strujanje zraka izvan relativno tanka
viskoznoga grani¢nog sloja uz povrSinu tijela moZe se smatrati neviskoznim
strujanjem idealnog fluida. Zato u podru¢ju strujanja izvan grani¢nog sloja
i iza udarnog vala vrijede uvjeti Croccove jednadzbe (470c), tj. uvjeti stacio-
narnog adijabatskog strujanja idealnog fluida. To znai da je prema (470b)
s = const. uzduZ strujnice, grads je okomit na strujnice, a prema (470c) i uz
grad(/i0 + U) = 0 strujanje je vrtlozno, tj. 3 40, i to tako da je 3 okomit
na grads.
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Operacijom rotora nad lijevom i desnom stranom jednadZzbe
(468) pomocu identiteta (409c) i izraza

rot(t? x ¢5) = —Sdivt?—(VmV )3 + (¢} V)tf, (471a)

gdje je usputno primijenjen i identitet div¢5 = divroti? = 0,

dobiva se jednadzba vrtloZnosti

DI3 _ d& n * x
—_ = — + (VV)D = -tidivV + (5*V)V +
Df ot

f
+grad T x grads -+

xvjgradg x
q2\T Jgradg

x graddivJ+ — (AiZ + —gradg x rotilV (471b)
Q1 Q I
Za nestlaciv viskozni fluid konstantne viskoznosti i kad je
specifitna entropija funkcija samo temperature, s=/(T), tako
da je grads =/'gradT i grad T x grads = 0, jednadZba vrtloZ-
nosti (471b) poprima oblik

& * = V)3= (5 V)zfvAis. (471c)

Buduc¢i da se u toj jednadzbi ne javlja eksplicite tlak p, ocito
je da se polje vrtloZznosti i brzine moze odrediti i kad je
nepoznato skalarno polje tlaka.

Jednadzba koju zadovoljava tlak p dobiva se operacijom
divergencije nad vektorskom Navier-Stokesovom jednadZzbom
za nestlacivi fluid konstantne viskoznosti (410). Primjenom iden-
titeta
Av2 o

div[(15- V)J] = y AF- ea,

(471d)
gdje je usputno primijenjena jednadzba kontinuiteta nestlaci-
vog fluida divi?= 0, operacija divergencije daje jednadzbu tlaka
1
A(y) = £Li2+15A »-y A>2- AC/,m (471e)
§to je Poissonova diferencijalna jednadZba.
U jednadzbi tlaka (471e) za polje sile teZze, uz pretpostavku
g = const., vrijedi:

AU@= Agz = 0. (471f)

Jednodimenzijsko strujanje nestlacivog fluida

Znanstvena teorijska i eksperimentalna istrazivanja razlicitih
problema strujanja fluida polaze od osnovnih i iz njih izvedenih
jednadzbi dinamike fluida. Zahvaljujuéi rezultatima takvih istra-
Zivanja postignut je s vremenom op¢i napredak i razvoj znan-
stvene misli mehanike fluida. Medutim, za tehnicku je praksu
Cesto suviSe slozen i nepotreban strogo znanstveni
Savanju konkretnih problema mehanike fluida, veé
jednostavni matematicko-hidrodinamicki modeli koji daju rje-
Senja ogranicene, ali za tehnicku praksu prihvatljive toCnosti.
Tako se jednodimenzijskim modelom strujanja (a to je naj-
jednostavniji model strujanja) mogu priblizno simulirati i s
dovoljnom to€noS¢u rjeSavati i prakticki problemi nekih trodi-
menzijskih strujanja.

Pretpostavlja se u idealiziranom jednodimenzijskom stru-
janju da se sva svojstva fluida i sve funkcije dinamickih veli-
Cina strujanja mogu izraziti jednom duljinskom koordinatom
i vremenom. Ta je pretpostavka potpuno opravdana za ele-
mentarnu strujnu cijev (si. 64c), preko Cijih se malih normalnih
presjeka dA mogu zanemariti promjene gustoce, brzine, tlaka i
ostalih veli¢ina, tako da one ostaju funkcije samo koordinate
s postavljene uzduz simetrale elementarne strujne cijevi i mje-
rene od proizvoljno postavljenog ishodiSta O na toj simetrali.
Elementarna strujna cijev moze u prostoru mijenjati smjer, pa
zato i tok simetrale i koordinate s moZe imati proizvoljan
trodimenzijski oblik. Dopusteno je da gustoéa, brzina, tlak i
ostale veli¢ine zavise i od vremena jedino pri odredenim.
jednostavnijim tipovima nestacionarnih strujanja.

Pretpostavka da je u strujnim cijevima konacnih dimenzija
strujanje jednodimenzijsko, razlog je pogreSkama koje se ili
mogu zanemariti ili se ispravljaju razli¢itim empirickim fakto-

pristup rje-
sudovoljni
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rima. Hidrostaticka promjena tlaka preko presjeka ravnih dije-
lova strujne cijevi konacnih dimenzija moze se jednostavno
uklju€iti u proraune koji se zasnivaju na modelu jednodimen-
zijskog strujanja.

Poprecni ravni presjeci strujne cijevi uzimaju se na ravnim
cilindri¢nim ili prizmatickim dijelovima cijevi. Opcenito, takav
se izbor ograniCava uvjetima:

dA i d <

472

ds R (472)

"dje je A povrSina poprecnog presjeka strujne cijevi, d promjer
cijevi ili visina kanala, a R polumjer zakrivljenosti simetrale

strujne cijevi.

Neke od osnovnih jednadzbi jednodimenzijskog strujanja
pretpostavljaju model idealnog fluida, pa su za uvjete strujanja
realnoga viskoznog fluida potrebne empiricke modifikacije tih
jednadzhi.

Osnovne jednadzbe jednodimenzijskog strujanja nestlagivog
fluida bez izmjene topline s okoliSem. Takvo je strujanje de-
finirano funkcijama:

g = const.,
v = v(s,t\ (473)
p = p(s.b),

uz dodatni uvjet da strujna cijev tokom vremena ne mijenja
ni oblik ni polozaj u prostoru, ali se dopuSta da se transla-
torno pomice konstantnom brzinom.

Jednadzba kontinuiteta za stacionarno i nestacionarno jedno-
dimenzijsko strujanje poprima oblik (418e), ali se za strujnu cijev
kona¢noga normalnog presjeka brzina v piSe bez indeksa sr,
tako da se za dvije tocke strujne cijevi piSe

Q = v1AIl = v2A2 = const. (474)

Odnos tlaka p, brzine v i visine z u toCkama 1 (uzvodno) i 2
(nizvodno) stacionarnog strujanja idealnoga nestlaCivog fluida
unutar elementarne strujne cijevi izrazava se Bernoullijevom
jednadzbom (433e), koja se tada piSe

1 2 1

Pi+2& 1+ Qgz' =Pl +-fQv2+ 2, (4753)

a za tip nestacionarnog strujanja danog poljem brzine (436a),
§to je u skladu i s uvjetima (473), jednadZzba (436¢c) u obliku:

dl
A+y quvi+Qd (dtds. (475h)

Prikladno je da indeksi to€aka 7, 2, 3 itd. uzduz strujnice
imaju redoslijed u smjeru strujanja fluida. Razina z = 0 pot-
puno je proizvoljna, ali da bi visine z bile uvijek pozitivne,
prikladno je postaviti z = 0 ii najnizu to¢ku sustava ili ispod nje.

Energetski sadrzaj BernouHijeve jednadzbe moZze se fizikalno
jasnije istaknuti, a kasnije s£ moze jednostavnije provesti njena

[0 @

SI. 86. lzvod BernouHijeve jednadzbe
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energetska modifikacija, ako se ona izvede iz jednadzbe kine-
ticke energije (383a). Prema (386d) za idealni nestlaivi fluid
(7~ = 0, divi? = 0) gustoéa snage unutra$njih sila jest p()= 0,
pa u polju sile teze J(@ = —gradgz, primjenom Reynoldsova
transportnog teorema (366), jednadZba (383a) za kontrolni vo-
lumen unutradnjosti elementarne strujne cijevi (si. 86) dobiva
oblik

Q “voyavea L vav-nds-
8KV
= —q d-(gradpz)dF- pJi «t2dS. (475¢)
8KV SKP
Za divv = 0 prvi se ¢lan desne strane moze razviti u
J v-(gra.dgz)dv=J div(*zi)dk= J (475d)

8KV SKV 8KP

Preko plasta elementarne strujne cijevi Hi U su medusobno
okomiti, pa uz dV= dsdT i primjenom jednadZbe kontinuiteta
(4189g) jednadzba (475d) prelazi u

[AdsdQ + y 0tidQ - -\j-QWdQ m

= ~eQg(z2-Z2i)dQ -(p2- ®5e)

Ako se podijeli (475e) sa dQ, dobiva se Bernoullijeva jed-
nadzba (475b), odnosno za stacionarno strujanje d/dt = 0 jed-
nadzba (475a).

Nestacionarno istjecanje iz spremnika. Kad se na izlazu cijevi
(si. 87) u tocki 3 naglo otvori zasun, zbog djelovanja gravitacije
i tlaka ps zapocCinje istjecati idealna kapljevina gustoée q iz
velikog spremnika. Pretpostavlja se da razina kapljevine u
spremniku ostaje tokom vremena na konstantnoj visini.

Sve Cestice kapljevine na slobodnoj povrSini u spremniku
imaju istu mehanicku energiju, a isto tako i na izlazu iz
cijevi. Zbog D S H mogu se zanemariti neznatne promjene geo-
metrijske visine z preko presjeka izlaza cijevi, pa je Bernoul-
lijeva jednadZzba identi€na za sve strujnice koje zapoCinju na
slobodnoj povrSini u spremniku i izlaze u atmosferu na kraju
cijevi. Prema tome, Citava kapljevina u spremniku i cijevi moze
se smatrati elementarnom strujnom cijevi, pa se tako problem
svodi na jednodimenzijsko strujanje za koje Bernoullijeva jed-
nadzba (475b)~za to€ke 1 i 3 ima oblik:

i g =

1
ps + QgH = paAy QV2+t at

1 2 di;
~Pa+— Qv +Q-L, (476)
gdje je pretpostavljeno da je u svim toCkama u spremniku
v= 0. Taje pretpostavka ozbiljnije pogreSna samo u neposred-
noj blizini izlaza iz spremnika. Zbog pretpostavke da je u
spremniku u= 0, integral od sx do s3 prelazi u integral od
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s2 do s3, a budu¢i da je promjer cijevi D = const. i brzina
u cijevi v = v(t), rjeSenje integrala daje

di?, ' dv

it Aot (477a)

Iz (476) dobiva se diferencijalna jednadzba sa separiranim
varijablama
i?
ek Lat (477b)
2L
— (Ps -

Pa + QgH) - v2
Prvi €lan u nazivniku lijeve strane predstavlja kvadrat asim-
ptotske brzine istjecanja. Naime, pri t-> oo, nestacionarni ¢lan
u (476) mozZe se zanemariti, pa je tada

v(t->00) = t0: fl (Ps- pa+ QgH)> 17(9), (477c)
Q
§to pokazuje da je istjecanje moguce samo pri
ps> (Pa-egH). (477d)
Primjenom tabli¢nog integrala
Fv y=2/Arth-,
'—try a a
integracija izraza (477b) daje za a2 > v2 rjeSenje
17(f) = IMth |—VO fj, (477e)
gdje je asimptotska brzina istjecanja definirana izrazom

(477c). O¢ito je da C¢e za dulju cijev duze trajati ubrzavanje
istjecanja.

Ako je spremnik otvoren prema atmosferskom tlaku, ftj.
Ps — Pa» asimptotska brzina istjecanja vO prelazi u

Vo= 1/2h . (4771)

To je Torricellijeva formula za brzinu stacionarnog istjecanja
iz spremnika.

Domet m/ozo. Treba odrediti kut » vatrogasne mlaznice
kojim ¢ée se za zadanu izlaznu brzinu mlaza  ostvariti zadani
uzduzni domet L i vertikalni domet H mlaza (si. 88a). Ako se
zanemari otpor S§to ga zrak pruza gibanju mlaza, na cCestice
fluida u mlazu ne djeluje horizontalna sila, pa ¢e svaka
Cestica bilo gdje u mlazu imati konstantnu horizontalnu kom-
ponentu brzine

i2o = vIx —t~cos# = const., (478a)
gdje je Vi izlazna brzina mlaza.
z2=127
s
vz(z)
______________________ N
p = const
H
. A 0
Mlaznica & = vfx = cos9 = const.
L

SI. 88. Domet mlaza

Inercijski sustav O i*”~ Cvrsto je vezan za izlaz iz mlaznice,
a inercijski sustav Oxz pomican je i giba se translatorno
horizontalno konstantnom brzinom v0. Promatra¢ koji je ¢vrsto
vezan uz pomicni inercijski sustav Oxz, prate¢i gibanje jedne
Cestice fluida, opaZza samo vertikalnu komponentu gibanja Ces-
tice vz. Ako je pracenje Cestice zapoCelo u vrijeme /= 0, kad
su se 0 i Oi poklapali, promatra¢ mozZe primijeniti Bernoul-
lijevu jednadZbu (475b), koja je valjana za svaki inercijski
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sustav, i uz p = const. dobiva

1 2
~jQviz mypiI>z(4]2 +QQzZ,

(478b)

gdje je
vIx = visin9 (478c)
vertikalna komponenta brzine cestice na izlazu iz mlaznice,

a vz(z) brzina te iste Cestice kad se nalazi na visini z
Iz (478b) primjenom z-komponente izraza (227) slijedi:
vz(z) = /v - 2gz =" (478d)
Uvrsti li se (478c) u (478d), dobiva se separirana diferencijalna
jednadzba:

Dz
= Df.
\/v2sin2& — 29z

(478e)

Vrijeme potrebno da 0 prijede razdaljinu L iznosi
L L
t0= % thicos#

i kroz to se vrijeme Cestica popne od z= 0 do z= H, tako
da integral diferencijalne jednadzbe (478e) ima oblik

(478Q

bz (478g)
. ; g
.VvlsinZ&—ZgZ vjcosi9
]
Kad se sredi, integral daje
. 2Hvj
taso = — b ¥(— . (478h)
gL F ~gi3
Realna rjeSenja postoje samo za
2 + 1 (478i)
gL2

Za znak jednakosti rjeSenje (478h) ima samo jedan korijen.
Lako se dokaze da se dva mlaza koja istje€u iz spremnika
sijeku u tocki za koju vrijedi jednakost /?tCi = (si. 88h).
Kad se podijeli jednadzba (475e) sa dQ, dobiva se Bernoulli-
jeva jednadZba (475a), u kojoj sva tri ¢lana na svakoj strani
imaju dimenziju tlaka ili energije po jedinici volumena ili snage
po jedinici (volumenskog) protoka.
Ako se jednadZba (475e) za stacionarno strujanje podijeli
masenim protokom gdQ, Bernoullijeva jednadZba dobiva oblik
p v2 ..
— + -y + gz = const. uzduz strujnice, (479a)
u kojoj svi Clanovi i konstanta imaju dimenziju energije po
jedinici mase ili dimenziju snage po jedinici masenog protoka.
JednadZzba (475e) podijeljena tezinskim protokom ggdQ daje
Bernoullijevoj jednadZbi za stacionarno strujanje oblik
2

p v . L
b+ z = const. uzduz strujnice,

479
eg 02 (479b)

gdje svi Clanovi i konstanta imaju dimenziju energije po je-
dinici tezine ili dimenziju snage po jedinici tezinskog protoka.
Ako se skrate dimenzije mase i vremena, ostaje samo dimen-
zija duljine, pa svaki ¢lan i konstanta predstavljaju visine.
Prema tome, moZe se pisati
p v2 . -
H,=-—- — bz = const. uzduz strujnice,
Q9 2g
gdje je H{ visina ukupne mehanicke energije, L visina tlaka,

(479c)

visina brzine, jednaka visini vertikalnog hica ispaljenog u

vakuumu pocetnom brzinom i? a z geometrijska ili geodetska
visina.

Korisno je i ilustrativno da se u skicama cjevovodnih
sustava ucrtaju linije pojedinih visina iz Bernoullijeve jednadzbe
(479c), i to:
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2 =1/i(s), geometrijska ili
ili linija potencijalne energije;

£ + z =/ 2(s), piezometric¢ka linija ili hidrauli€ka gradijentna

geodetska linija sustava (GL)

linija (HGL);
p V2 -
— + 2" + z =f Js), energetska linija (EL).

Na si. 89 te su linije ucrtane za tri primjera cjevovoda,
od kojih svaki na svoj na€in ilustrira sadrZaj Bernoullijeve
jednadzbe (479b) i jednadZzbe kontinuiteta (474). Pretpostavlja
se da su na pojedinim presjecima profili brzine konstantni.

Energetska linija Ht= — + — + z = const.
99

29 EL
p r m
Hidraulicka .=t
gradijentna linija" IH @ =12
P
@ GL_
il
z=0
EL
EL

Dok je zakon hidrostatike nestlativog fluida (128) pokazi-
vao da je piezometricka visina konstantna, pri strujanju ide-
alnoga nestla€ivog fluida toj se visini pridruzuje i visina brzine.
Medutim, kao Sto pokazuje primjer na si. 89c, pri konstantnom
presjeku cijevi vrijedi takoder hidrostatski odnos tlaka i visine,

t)-

® zZ = const. (479d)
uzduZ strujnice u cijevi konstantnog presjeka.

Pri strujanju realnog fluida, zbog viskozne disipacije ener-
gije, energetska ¢e linija imati pad u smjeru strujanja. U
dijelu cjevovoda konstantnog presjeka isti takav pad ima i
hidraulicka gradijentna linija.

Za z = const. Bernoullijeva jednadZba (479c) pokazuje da
zbog povecanja brzine na suzenom presjeku cijevi pada tlak
(si. 89a). Takva se suzenja u cjevovodnim sustavima, s pripad-
nim promjenama tlaka mnogo primjenjuju u mnogim mjernim
uredajima, napravama i hidraulickim regulacijskim sustavima.

U suzenom dijelu ejektora (si. 90a) smanji se tlak, pa se pri nekom
odredenom protoku (2mjn primarnog fluida, uz zadane iznose povrsina presjeka
A\ i A2 te visine h, sekundarni fluid iz nizeg spremnika podiZze do ejektora
i pri Q> @min ulazi u primarni fluid, mijeSa se s njime i dalje nastavlja
strujati. Da bi ejektor po€eo funkcionirati, na presjeku 1 mora se uspostaviti
tlak

Pi = Pa~ Qdh, (480a)

a to ¢e se ostvariti pri protoku Qmin koji zadovoljava Bernoullijevu jed-
nadzbu napisanu za toCke / i 2:
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Pi Qmin _ Pa ~ Qm\n (480b)
gg 2gA\ gg 2gA\'
Rjedenje (480a) i (480b) daje
AiA2
2min = -1/2gh. (480¢)
1/i!
Primarni i sekundarni fluid u ejektoru mogu biti razli€iti, npr. kombina-

cija zraka i vode.

2J\CA2

\

SI. 90. Shema ejektora i injektora

Na si. 90b shematski je prikazan princip rada injektora. Prikladnim izborom
povrdina presjeka A2 i A3 moze se posti¢i znatna razlika tlakova p3 —p4, tako
da se npr. pri atmosferskom tlaku voda iz napojnog spremnika spojenog
s cijevi 4 injektira u kotao koji je pod visokim tlakom p3. Alternativno,
u slucaju ejektora voda struji niz cijev 1 kroz suZzenje 2 i izlazi na presjeku
3 u atmosferu, pri ¢emu se u spremniku spojenom s cijevi 4 stvara djelomican
vakuum.

Za poseban oblik nestacionarnog strujanja nestlacivog fluida

koje je zadano poljem brzine (436a), primjenom jednakosti

(481a)

+?n

22-)IT=2S
( ) g V2 R

gdje je es jedini¢ni vektor tangente na strujnicu, en jedinicni
vektor glavne normale na strujnicu, a R polumjer zakrivljenosti
strujnice, ima Eulerova jednadzba gibanja (421a) u polju sile
teze oblik .

dv d + -sN-grad—.
Q

481b
% t+ sTs(- H K ( )

Ako se, uz es-en= 0, jednadzba (481b) skalarno pomnoZi
s elementom luka strujnice ~Sds i integrira od sx do s2, dobiva
se Bernoullijeva jednadzba (436¢c). Ako se, pak, skalarno po-
mnoZi s elementom luka normale na strujnicu dn = endn,
dobiva se
A~ dn — “norm[—b QZ (481c)
Integracija jednadzbe (481c) od tocke 1 do toCke 2 na krivulji
koja presijeca strujnice, a na koju je tangenta u svakoj tocki
usmjerena uzduz glavne normale na strujnice, daje

(P2+ggz2)- (pt + Qgzx)= -q  Man  (48ld)

Ta jednadZzba odreduje promjenu tlaka normalno na strujnicu
idealnoga nestlacivog fluida.

Buduéi da je R > 0, negativni predznak desne strane izraza
(481d) pokazuje da se tlak smanjuje pri pomaku u smjeru
glavne normale prema srediStu zakrivljenosti strujnice, a da u
suprotnom smjeru raste. Zbog takva rasporeda tlaka djeluje na
Cesticu fluida sila usmjerena prema srediStu zakrivljenosti, odr-
Zavajuéi Cesticu na zakrivljenoj putanji.

Strujanje s pravocrtnim strujnicama. Ako su strujnice pravocrtne, tako da
je polumjer zakrivljenosti R beskonatan, izraz (481d) pokazuje da je

(Pi+ggz2)-(pi +ggzl)- O, (482a)
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ili da je
+z = const. normalno na strujnice.
Q9

To je zakon promjene hidrostatickog tlaka, izraZzen u hidrostatici izrazom
(128). Zakon (482b) ilustriran je s dva primjera strujanja na si. 91.

(482b)

SI. 91. Promjena tlaka normalno na pravocrtne strujnice

JednadZba koli€ine gibanja (379) ima za elementarnu strujnu
cijev nestlacivog fluida (si. 86) oblik

QdV+ j2ndS-<? |

-f qVivieA 1 —0. (483)

Ta jednadzba nije ograni¢ena na idealni fluid. Primjenom jed-
nadzbe kontinuiteta (474) jednadzba (483). poprima oblik

efdv+ | ?nds=c J ~"dv+emh-ii), (484)

8KV 8KP 8KV

gdje je protok kroz elementarnu strujnu cijev.

Lijeva strana jednadZzbe (484) predstavlja masene i povr-
Sinske sile Sto djeluju na fluid. Pri stacionarnom strujanju
otpada prvi Clan desne strane. Osim Sto je ograniCena na
inercijski kontrolni volumen i nestlacivi fluid, jednadzba (484)
nema nikakvih drugih ograni¢enja. U primjeni se ta jednadzba
razlaze na tri skalarne komponente. Ako se pri strujanju mogu
pretpostaviti konstantni profili brzina preko ravnih nor-
malnih presjeka, tada se jednadZba (484) primjenjuje i za
strujne cijevi konacnih dimenzija.

J KP u blizini
p jBordinog otvora

a L _
KV < Pa

Sl. 92. Bordin otvor

Koeficijent kontrakcije Bordina otvora. Bordin otvor jest cijev uvuena za
polovicu promjera dO u spremnik, i kroz tu cijev kapljevina istjece iz sprem-
nika (si. 92a). Na izlazu se mlaz suZzava od povrSine otvora A0 na povrsinu
Am, tako da je koeficijent kontrakcije Cc definiran odnosom

cc="5="

Ag &

Buduci da je Bordin otvor uvu€en, uz stijenku spremnika nije poremeéen

hidrostaticki tlak, pa je vidak sile hidrostatickog tlaka u horizontalnom smjeru

na fluid u spremniku (spremnik se uzima kao kontrolni volumen) potpuno
odreden izrazom

(485a)

AFpx =gghAO. (485b)

Naime, osim na samom otvoru povrSine A0, gdje vlada atmosferski tlak pa
(si. 92b), svuda unaokolo na stijenci spremnika na dubini h vlada tlak
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P= Pa+ PHS=Pa + 09h’ <485c)
koji upravo proizvodi viSak sile (485b) u smjeru istjecanja mlaza.
Primjenom Torricellijeve formule (477f), uz vt=0 i v2=v =\/2gh,
~A-komponenta jednadzbe koliine gibanja (484)) dobiva oblik
gghA0=9gQv =gvAmv = gAm2gh, (485d)
odatle slijedi
r —dm—x* (485¢)
C Ao 2

Ta se vrijednost dobro slaZze s eksperimentalnim podacima.
Ako otvor nije uvucen, hidrostati¢ki ¢e tlak na stijenci spremnika u blizini
otvora biti smanjen, pa ¢e sila AFpx postati veca, te prema (485d) slijedi da

je Cc> _

Djelovanje sile na branu. Preko brane (si. 93a) prelijeva se voda gustoce q.
Strujanje je vode stacionarnp ravninsko, a uzvodno i nizvodno od brane
uspostavljaju se pravocrtna paralelna strujanja s profilima konstantnih brzina
vt i v2 i s dubinama Ht i H2

1.7

B = Sirina brane

*FX
Hi

SI. 93. Proracun sile vode na branu

Buduéi da konstantni tlak pa, koji se prema Pascalovu zakonu prenosi
na Citav fluid, ne daje komponentu sile u smjeru osi x, u proraun ulazi samo
hidrostaticki tlak. Na ravnim vertikalnim presjecima 1 i 2 djeluju na fluid sile
hidrostatickog tlaka

F2x= -\ggH\B.

Ako se sa Fx oznali x-komponenta trazene integralne sile tlatnih i tan-
gencijalnih naprezanja kojom voda djeluje na branu, tada (—Fx) oznacuje
x-komponentu ukupne sile kojom brana djeluje na vodu (si. 93b), tj.

—Fx= f
“brana
i to je sila koja ulazi u jednadzbu koli¢ine gibanja pa ona poprima oblik

anxds, (486b)

y ggH\B - -1-ggH2B - FX= qQ(v2- i>j). (486¢)
Za rjeSenje zadatka sluze i jednadzba kontinuiteta
Q = Vv1HIB = v2H 2Bf (486d)

te Bernoullijeva jednadzba (478b) za strujnicu uzduZ slobodne povrsine

486e
2 20 (486€)
Iz tih se jednadZbi za nepoznanice Q, vu v2 i Fx dobivaju izrazi
Q Q 486f
B 2 h2b’ (4861)
v _ 1 ~ 486!
X 2eg Hi + H2 ( )

Isti izraz za silu Fx koja djeluje na branu dobiva se i ako brana ima oblik
prikazan na si. 93c.
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Modifikacija osnovnih jednadzbi. Premda strujanja s pro-
mjenljivim profilima brzine u cijevima konacnih dimenzija nisu
prema definiciji jednodimenzijska, mogu se modifikacijama
osnovnih jednadZzbi svrstati u tu kategoriju.

Jednadzba kontinuiteta za strujanja s promjenljivim profilom
brzine po ravnom presjeku strujne cijevi konaénih dimenzija,
izrazena srednjom brzinom strujanja, ima jednostavan oblik

Q = VA, (487)

gdje je v srednja brzina strujanja definirana sa

=1, CU«!. 487a
Al “A (4872)

U energetskoj analizi.stacionarnog strujanja kroz cjevovodni
sustav s pumpom dolaze svi elementi modifikacije Bernoullijeve
jednadzbe za realna strujanja u strujnim cijevima konacnih
dimenzija. Prema si. 94 kontrolni volumen (KV) ograden je kon-
trolnom povrsinom (KP), koja se sastoji od dva ravna presjeka
Ai i A2 unutra$nje stijenke cijevi s ku¢istem pumpe i presjeka
osovine pumpe. JednadZba kinetiCke energije (383a) za stacio-
narno strujanje nestlaCivog fluida u polju sile teze primjenom
Reynoldsova transportnog teorema (366) i izraza (386d), uz
divi? = 0, poprima oblik

1
-Q V2vdA + -*-p  v2vdA =

V-(gradgz)dv+  CneVdS - Tn TedV  (488)

KV KP

Takav je izraz previSe slozen za praktine proraCune, pa
ga treba osloboditi integrala. Integrali na lijevoj strani (488)
izrazavaju se srednjom brzinom strujanja i faktorom ispravka
kineticke energije a u obliku

1
v2vdA = a—gVv2vsrtA = a — qv¢Q, (489a)

gdje je

3dA .. JA. (489b)
v L
, é |

Faktor a zavisi od oblika profila brzine na pojedinom
presjeku. Iz izraza za profil brzine (76) dobiva se za laminarno
strujanje u cijevi kruznog presjeka aian= 2,0, a za turbulentno
strujanje rturb = 1,01**1,10. Pri turbulentnom strujanju faktor a
zavisi od Reynoldsova broja, te opada s porastom Re.
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Primjenom identiteta

V- gradgz = div{gzV) —gzdivV= div(gzV) (490a)
prvi €lan desne strane jednadZbe (488) postaje
- qJ Ve(gradgz)dV= - g J di\(gzV)dV=
= —q J gz$- HdS = +gg J zvdA —gg J zvdA.  (490b)

KP AXx A2

UzduZz nepomicne stijenke cijevi i kuc¢iSta pumpe je v=0,
pa i8Cezava drugi Clan desne strane jednadzbe (488), a pod
integralom ostaju samo presjeci Ax i A2 te presjek “osovine
pumpe. Ako se sa Ps oznaCi osovinska snaga pogonskog mo-
tora, koja se preko osovine pumpe dovodi sustavu, moze se
pisati

J (heVdS = Ps— J pft- VdA — J pfteftdA —
kp ax a2

=Ps+ f pvdA — f pvdA. (491)

Ravni presjeci Axi A2 izabrani su na cilindri¢nim dijelovima
cjevovoda, gdje je strujanje pravocrtno i paralelno, pa se prema
izrazu (482b) moZe pretpostaviti da je preko takvih presjeka
p+ ggz = const. To znaCi da se pri zbrajanju izraza (490b)
i (491) moze (p + ggz) staviti ispred znaka integrala, pa preostali
integral daje vrijednost Q. Prema tome se za zbroj prvih dvaju
Clanova desne strane jednadZbe (488) moZe pisati

—q J i?egradgzd V+ J dneVdS =
KV KP

=P+ (pi + Qgzi)Q - (pi + QQz2)Q, (492)

gdje su pi, zx i p2, z2 tlakovi i visine u bilo kojoj to€ki presjeka
AXx i A2 npr. u toCki gdje simetrala cijevi probada presjek.

Zadnji ¢lan desne strane jednadzbe (488) predstavlja snagu
viskozne disipacije energije i izrazava se empirickim obrascima
na sljede¢i nacin:

Pri strujanju realnog viskoznog fluida u ravnim cilindricnim
ili prizmati¢nim dijelovima cjevovoda, gdje vSI= const., snaga
se viskozne disipacije energije izrazava snagom gubitka tlaka
zbog otpora trenja Pf Ako je u cjevovodnom sustavu JVf broj
takvih ravnih dijelova, u kojem i-ti dio ima promjer D{ i
duljinu Lb tada se prema Darcy-Weisbachovu obrascu

Apf=Pi-p 2= MRe,k/D)"-Qvi (492a)
dobiva za snagu Pfizraz
Nf Nf/ k\L- 1
Pf=Q<«Z Apfi=Q+£ k\Reid2 )-2-— QV2i. (493)
1=1 i=1 b °D: 2
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Ako cijev nije kruznog presjeka, racuna se s ekvivalentnim
promjerom cijevi De koji je definiran sa

£e= 4RH= 4?' (493a)
gdje je Ru = A/o hidrauli¢ki radijus, A povrSina presjeka toka
fluida, o opl&kani opseg, tj. opseg fluida u dodiru sa stijenkom
cijevi.

S tako definiranim ekvivalentnim promjerom izracuna se
Reynoldsov broj i relativna hrapavost cijevi k/De, pa se pomocu
tih vrijednosti odredi koeficijent otpora trenja k iz podataka
za cijevi kruznog presjeka. Takoder ,se s ekvivalentnim pro-
mjerom proracuna i Darcy-Weisbachov obrazac (492a).

Razli¢ita armatura u cjevovodnom sustavu, npr. ventili, za-
suni, slavine, zakrivljeni dijelovi cjevovoda, koljena, nagle pro-
mjene presjeka cjevovoda, tocke grananja itd. uzrokuju mjesti-
mi¢ne gubitke tlakova Apfm S$to predstavlja snagu lokalnih ili
manjih gubitaka Pfm Ako je ATm broj lokalnih izvora gubitka
tlaka u cjevovodnom sustavu, snaga lokalnih gubitaka racuna
se prema prakticnom obrascu

Nfim Nfim J

ffm -fi'l Apfafc= Q mX Kk~ -evirb (493b)

gdje je Kk koeficijent k-tog lokalnog gubitka, koji opcenito

zavisi od lokalnog Reynoldsova broja i geometrijskog oblika
uzro€nika lokalnog gubitka.

Od psovinske snage Ps (koja predstavlja integral snage
naprezanja preko presjeka osovine na ulazu u kontrolni volu-
men) u pumpi se gubi dio PPf. Ostatak PP je korisna snaga
pumpe izravno predana fluidu, pa se zbog toga pri prolazu
kroz pumpu povecava ukupna mehanicka energija fluida, te
fluid s poveéanom mehanickom energijom napu$ta pumpu i
nastavlja strujati kroz sustav. Prema tome je

PPf=Ps-P P. - (493c)

Korisna snaga pumpe PP predana fluidu obi¢no se izraZzava
ukupnim stupnjem iskoristivosti pumpe u obliku

Pp = rjpPs. (493d)

Ako se za svaki od clanova lijeve strane jednadZbe (488)

uvrsti pripadni izraz (489a), a izrazi (492), (493), (493b) i (493c)
uvrste u desnu stranu (488), dobiva se

= (P+ Qg?i)Q - (pi - egzi)Q - A - A m+(494)

Vec¢ prema tome kojim se protokom dijeli jednadzba (494).

dobivaju se razliCiti oblici modificirane Bernouliijeve jednadzbe.

Ispustajuéi indeks za oznaku srednje brzine, dobivaju se sljedeci
oblici:
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b) dijeljenje jednadzbe (494) masenim protokom qQ nakon
sredenja daje

—i Z*w 4 gzx+1E|P:

p2 v\
= —m a2-y + g¢2 + E[f4-£]fm (496)
gdje je £ IP specificni prirast ukupne mehanicke energije fluida
pri prolazu kroz pumpu, £ If specificni gubitak energije tlaka
fluida zbog otpora trenja, a £ lfim specifi¢ni lokalni gubici ener-

gije tlaka. Te su veliCine dane izrazima:

496a
s- 4 - T H -f- (4962)
£.r= — = LA (496b)
' i=i 8I i=i 2 yy
me\Bfm 2
k ST Lo
win—2- w— 3. . (496¢)

k=1 Q k=l z
U jednadzbi (496) svaki ¢lan ima dimenziju snage po je-
dinici masenog protoka, ili dimenziju energije po jedinici mase,
ili dimenziju L2T~2.

c) dijeljenje jednadZbe (494) tezinskim protokom ggQ nakon

sredenja daje

— f
q9 29

Pi , Vi

: a2 Mol h z2 + [if + [Zfm,

€g 2¢g
gdje je h? visina dobave pumpe, /zf visina ukupnog gubitka
tlaka zbog otpora trenja, a /zZim visina ukupnih lokalnih gubi-
taka tlaka. Te su veliCine dane izrazima:

47j + hP=

(497)

hP=a {— + x"-+ 2,497a)

Apf, * L, vf
z = - -, (497b)
i=i 89 i=i dij29
Nl'm/gB} Nfm %
, mk o~ vl
b= X~ = S Kky~ (497¢)
k=i gg k=i zg

U jednadZzbi (497) svaki ¢lan ima dimenziju snage po je-
dinici tezinskog protoka, ili dimenziju energije po jedinici tezine,
ili jednostavno dimenziju duljine, tj. visine.

Oblik (497) modificirane Bernoullijeve jednadzbe prikladan

je za graficki prikaz transformacije pojedinih oblika energije,

te gubitaka i prirasta energije pri strujanju u nekom cjevo-
vodno-pumpnom sustavu (si. 94). Za strujanje idealnoga nestla-

a) dijeljenje jednadzbe (494) protokom Q nakon sredenjajyog fluida energetska linija (EL) ima konstantan horizontalan

daje
1
Jzi+pP=

= Pl + <*2-jed++ Pt+ Pfm (495)

gdje je pP prirast ukupnog tlaka fluida pri prolazu kroz pumpu,
pf ukupni gubitak tlaka zbog otpora trenja u ravnim dijelo-
vima cjevovoda, a pfm ukupni gubitak tlaka zbog lokalnih po-
remec€aja strujanja. Te su veli¢ine dane izrazima:

Pp=A(p+ayO0Ou2+esrzj="p (495a)
Nf Nf J
Pi= Z PU=Z"i7 (495b)
i=\ i=1 Ui zZ
/\fm /\fm N
Pim= Z Apfmk= Z Kk— Qh'l (495¢)
k=1Ap k=l z <

U jednadZzbi (495) svaki ¢lan ima dimenziju snage po jedinici
protoka ili dimenziju energije po jedinici volumena ili dimen-
ziju tlaka.

tok (si. 89), dok pri strujanju realnoga viskoznog fluida ener-
getska linija stalno opada u smjeru strujanja zbog gubitaka
koji su posljedica viskoznosti (si. 94). U ravnim, horizontalnim
ili kosim dijelovima cjevovoda, zbog v = const., isti pad ima i
hidraulicka gradijentna linija (HGL) koja je na takvim dijelo-
vima paralelna s energetskom linijom. Pad tlaka po jedinici
duljine cijevi konstantnog presjeka naziva se hidraulicki gra-
dijent. Taj je gradijent bez dimenzije, a definiran je izrazom

_d(HGL)_ hr_ 17r2
1 ds L D 2g’

Visine lokalnih gubitaka, npr. u dva ventila na si. 94,
prikazane su naglim padovima EL i HGL, a skokoviti porast
EL i HGL dolazi na prolazu fluida kroz pumpu.

Za razliku od pumpe za kapljevine ili ventilatora za plinove,
koji fluidu povecavaju energiju, vodna ili toplinska turbina
oduzimlje od fluida energiju pretvarajuci je u rad. Ako se sa
PT ozna€i snaga koju turbina oduzimlje fluidu, a sa hT visina
pada energije fluida kroz turbinu, tako da je

(497d)

*T=~ (| +a€£_+z)atiL i (497¢)

\oa 2a /  o0aO
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modificirana Bernoullijeva jednadZzba za turbinsko-cjevovodni
sustav ima oblik

Pi vi

'@ hz  hj—
Q9

[ cc25- + 22 4- h{ + hfm. (497f)
g

G

Primjena modificirane Bernoullijeve jednadzbe moZze se ilustrirati odredi-
vanjem toka EL i HGL u zavisnosti od smjera strujanja u kosoj ravnoj
cijevi Konstantnog promjera (si. 95). U oba slucaja strujanja isti oblik imaju
i modificirana Bernoullijeva jednadZba (495), koja za u = const. glasi

Pi P:
V24— hz2 "F (498a)
09
i jednadzba hidrostatskog manometra
(498b)

Pi ~ P2 = QthO&I o [) go{zl - z2),
0

tako da je zasi.95a (zx- z2)>0,a za si. 95b (zt- z2)<0O.
RjeSenje (498a) i(498b) dajeza oba primjera

H_ RA,,
Q g =\

Za strujanje idealnog fluida oba bi manometra pokazivala hO= 0.

hf =

Kad se jednadZba koli¢ine gibanja (483) primijeni na strujnu
cijev konacnih dimenzija, s ravnim* presjecima Ai i A2 na ko-
jima su vektori brzine medusobno paralelni, integrali zadnjih
dvaju Clanova na lijevoj strani jednadZzbe piSu se u prakticnom
obliku

\tfvdA = +H jv2dA = % firtv2A = % prtvsrQ, (499a)
gdje je n vektor vanjske normale (s obzirom na kontrolni vo-
lumen) na presjeku A, a [? faktor ispravka kolicine gibanja.
Prema (499a) faktor /? definiran je izrazom

v2dA =m v2dA.
VsrQ

(499b)

AsrA

Faktor i3 zavisi od oblika profila brzine i za laminarni pro-
fil brzine u kruznoj cijevi (76) iznosi /?lan= 1,333, a za turbu-
lentni profil /2turb~ 1,0.

Ako se pri integraciji zadnjih dvaju €lanova jednadZzbe (483)
preko ravnih presjeka A{ i A2 strujne cijevi konacnih dimen-
zija primijeni izraz (499a) i ispusti indeks srednje brzine, dobiva
se modificirana jednadZba koliCine gibanja u obliku

dv
efdv+ 3ndS=a — dv+ p2er2v272 - PieriViAi

A diJ
| -frdv+.'QQ(fi2fi2 - fi 1VI).

(500)
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Sliénim se postupkom moze jednadzba (483) generalizirati za
sustav s viSe ulaznih i izlaznih presjeka.

Lokalni gubitak tlaka pri naglom prosirenju cijevi. Realni fluid struji kroz
cijev koja ima naglo proSirenje od presjeka Ax na presjek A2 (si. 96a). Nepo-
sredno ispred naglog proSirenja cijevi, u presjeku Ax vlada tlak px. Nepo-
sredno iza naglog proS$irenja cijevi tlak px proSiri se preko cijelog presjeka A2.
Ako se pretpostavi ax= a2 = — 1 >zanemari tangencijalno naprezanje
uz stijenku proSirene cijevi, osnovne jednadZzbe primijenjene na kontrolni vo-
lumen (si. 96b) imaju oblik:

jednadzba kontinuiteta:

ulAl =u2A2 (501a)
modificirana Bernoullijeva jednadZba:
P2 °2
501b
=M +2 +(,fmiNn G010)
gdje indeks NPr oznaCuje naglo proSirenje cijevi;
A-komponenta jednadZbe koliCine gibanja:
P\A2- p2A2=qv\A2- qu2Al (501c)
Rjedenje tih triju jednadzbi daje
frinpr— (W 7222, (501d)

KV

Pi tw« 0
b

SI. 96. Proracun lokalnog gubitka pri naglom proSirenju cijevi

Ako se taj gubitak izrazi koeficijentom lokalnog gubitka, uz visinu brzine vx
u izrazu

— o 501¢€)
(MM)NPr = ANPrI Y s (501€)
dobiva se
i Ali2
KNPrl =(>
ili uz visinu brzine v2:
XNPr2 = 1) (501f)
Ako su ax241i /h 24 U lak® se dokaZe da je
A ~ ~ Py ~ ND -
NPr 1 Pi T+ (22 ~ Qi (5019)

Pripadna energetska i hidraulicka gradijentna linija za strujanje kroz
naglo prodirenje prikazane su na si. 96a.

Hidraulicki skok. U odredenim uvjetima, brzi plitki tok kapljevine u otvo-
renom kanalu skokovito se mijenja u. polagani tok s povisenom slobodnom
povr§inom (si. 97). Ta se pojava zove hidraulicki skok, a opaza se i pri dnu
kade kad se niz vertikalnu stijenku slijeva tanak sloj vode. Na kosoj slobod-
noj povrsini preko hidraulickog skoka nastaje intenzivno vrtloZenje, pa se dio
kineticke energije brzog toka ispred skoka pretvara u povecanu potencijalnu
energiju iza skoka, a dio se trodi za odrzavanje intenzivnog vrtloZenja.

Hidraulicki se skok dinamicki analizira jednadZzbom kontinuiteta, modifi-
ciranom Bernoullijevom jednadZzbom i jednadzbom koliCine gibanja, koje se
primjenjuju na kontrolni volumen oznafen na si. 97. Za jedini€nu Sirinu otvo-
renog toka, okomito na ravninu strujanja, navedene jednadzbe daju
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EL

SI. 97. Hidraulicki skok u pravokutnom kanalu

Q = 0iih = u2h2, (502a)
Tg+h =Tg+h «m (5020)

1 2 1
—Qghl~~Qghl = (Q<2~ .(502c)

RjeSenja tih jednadzbi definiraju posebne uvjete brzina i dubina otvorenog
toka pod kojim ¢e se pojaviti hidraulicki skok i daju visinu gubitka zbog skoka:

/gh2(hl + h2)

(502d)
2v\hx
h2=~- (502¢)
(h2 ~ /*i)3
502
4hxh2 (5020)

U rjedenju (502e) zadrzan je samo pozitivan korijen, jer negativan h2 nema
fizikalnog smisla. Isto se rjedenje moze prikazati i u bezdimenzijskom obliku

=y (/1 + 8Fr\ —1), (502g)

gdje je Fi'i = vlj\/gh[ Froudeou broj koji predstavlja odnos inercijskih i gra-
vitacijskih sila, a bezdimenzijski je kriterij slinosti pojava u kojima dominira
utjecaj gravitacije g (v. Dimenzijska analiza, TE 3, str. 340).

U praksi se hidraulickim skokom ponistava kineti¢ka energija brzih razor-
nih tokova i bujica, a u nekim postupcima hidraulicki skok sluzi kao djelo-
tvorno sredstvo turbulentnog mijeSanja. Teoretski prorauni odnosa u hidrau-
lickom skoku izvrsno se podudaraju s eksperimentalnim podacima.

Kavitacija. Ako se u horizontalnoj cijevi sa suzenjem odr-
Zava na ulazu suzenja konstantan apsolutni tlak pu jednadZzba
kontinuiteta i Bernoullijeva jednadzba (475a) pokazuju da apso-
lutni tlak p2 u suZenju pada s kvadratom protoka Q kroz
cijev (si. 98a):

Pl PIl- { eQ 7 - Ai (503a)

AVA\

Realne kapljevine, koje redovito nisu kemijski Ciste tvari,
ve¢ u sebi sadrZe strane krute Cestice i otopljene plinove, ne
mogu podnijeti vlatna naprezanja ili negativne tlakove. (Npr.,
kemijski Cista voda moZe izdrzati negativne tlakove do 200
bara, a vodovodna voda samo vrlo kratkotrajne negativne
tlakove do 4 bara.) U realnim kapljevinama tlak moZe pasti
samo do tlaka isparavanja ili tlaka zasi¢enih para kapljevine
pv (tabl. 2). Zato ¢e na najuzem presjeku cijevi (si. 98) prema
izrazu (503a) pri kriticnom protoku

AiA2
1/Aj

tlak pasti na vrijednost px= pv, i pri veéim protocima taj
se tlaKmece viSe smanjivati. Istodobno ¢e se na mjestu,tlaka
ps poceti pojavljivati mjehuri¢i pare kapljevine ili plina koji
se oslobada iz otopine, tj. kapljevina po€inje na hladno klju¢ati.
Pri Q > Qkm podrucje tlaka pv Siri se uzvodno i nizvodno
od suzenja, i u tom se podru¢ju manji mjehuriéi sjedinjuju,
pa nastaju vecée Supljine (kaverne) ispunjene plinovima i parama.
Zbog toga su naruSeni homogenost i kontinuitet kapljevite
faze, te za to podruCje viSe ne vrijede osnovne jednadzbe
strujanja nestlativog fluida. Ta se pojava naziva kavitacijom.
Pri analizi pojave kavitacije treba operirati s apsolutnim tla-
kovima.

Uz konstantni protok Q kavitacija na suzenju cijevi moze
nastati ako se smanji apsolutni ulazni tlak px (si. 98b), ili uz

— (Pl - PV (503b)

TE VIII, 10
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cvrste pu Q i ako se smanji presjek A2 pa brzina v2
toliko poraste da je tlak p2 fg pv. Kavitacija nastaje i pri op-
tjecanju tijela i profila na smjestu maksimalne brzine Lmex kad
minimalni tlak pmn padne ispod py. Pri gibanju kugle kon-
stantnom brzinom UZ tlak je minimalan na ekvatoru ip = tt/2:

Pmm= P(R = f&V = */2) = PHS

pa ¢e se kavitacija pojaviti pri brzini

u = 7-(SPHS - PV, (503d)
5
gdje je pHS hidrostaticki tlak.

Iz izraza (503c) oCito je da kavitacija moZe nastupiti ne
samo zbog povecanja brzine gibanja tijela ve¢ i zbog smanjenja
hidrostatiCkog tlaka pri konstantnoj brzini, npr. ako se smanji
uronjaj tijela, tj. tijelo priblizi slobodnoj povrSini kao granici
vode i atmosfere.

Bezdimenzijski kavitacijski broj er definiran je sa

Pus (504a)
a koeficijent tlaka na mjestu minimalnog tlaka iznosi
Gorni =" 71 (504b)
Kavitacija ¢e se pojaviti kad bude
oU ~ Cnmi (504c)
Za strujanja pri kojima je o —Cpmn Kkavitacijski broj a

postaje, uz Reynoldsov i Froudeov broj, bitan kriterij hidro-
mehanicke sli€nosti u eksperimentalnim ispitivanjima modela.

Zbog visokih brzina strujanja kavitacija se Cesto pojavljuje
na lopaticama pumpi i vodnih turbina, na krilima brodskog
vijka, na podvodnim krilima hidrokrilnog ¢amca itd. Kavitacija
se moZe pojaviti i u hidrauliCkim sustavima aviona na velikim
visinama zbog velikog pada hidrostatickog tlaka. Kao posljedica
implozivnog raspada kavitacijskih mjehuriéa nastaje na povr-
Sini tijela tzv. kavitacijska erozija (v. Brod, TE 2, str. 205).
Ostale popratne pojave u sustavu koji kavitira jesu vibracije
i jaki Sumovi.

Istjecanje. Istjecanje Kkapljevine iz otvorenog spremnika
nestacionarnaje pojava ako se kapljevina koja je istekla ne nado-
lijeva ili ako povrSina razine u spremniku nije vrlo velika
relativno prema povrSini otvora. Ako se na dvije tocke 1 i 2
bilo koje strujnice od razine u spremniku do izlaznog mlaza
(si. 99a) primijeni Bernoullijeva jednadzba (475b) i jednadZba
kontinuiteta (474) u obliku

(503C)
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= Ms» (505&)

(gdje je vs= —dz/dt brzina spustanja razine u spremniku, Am
povrSina izlaznog presjeka mlaza, a As povrSina horizontalnog
presjeka spremnika), dobiva se izraz za brzinu istjecanja vm u
trenutku t kad je dubina vode u spremniku z(t):

1

smit) - 20201 - — “ds . (508D)

SI. 99. Istjecanje kapljevina kroz otvore na spremniku

Nestacionarni ¢lan u izrazu (505b) odredi se uz pretpostavku
da su na svim horizontalnim presjecima u spremniku brzine
strujanja jednake i da iznose vs(t\ te da su duljine svih struj-
nica u spremniku jednake i da u trenutku t iznose z(t). Ta
pretpostavka znatnije odstupa od stvarnosti samo u neposrednoj
blizini izlaznog otvora, gdje se strujanje odvija po zakrivljenim
strujnicama razli¢itim brzinama. Uz tu se pretpostavku nesta-
cionarni ¢lan u (505b) moZe pisati

Loy, dsn 1‘*5 z. (505¢)
dt odi

Iz izraza (505a) i (505b), zanemarujuci u (505b) nestacionarni
¢lan koji se i tako smatra malenim, dobiva se

d
W)= - 2o 1 112 02(1), (505d)
' 1
pa je
dv,
dt (@jaj2-r

§to uvrSteno u (505c) i zatim u (505b) nakon sredenja daje

,505'»
Za Am/As= 01 faktor ispred korijena iznosi 1,01, pa se za
AJAS< 01, (505f)

uz greSku manju od —1%, taj faktor moze zanemariti i izraz
(505e) prelazi u

v jt) = J#(5059)
Ako su mlaz i spremnik kruznog presjeka, uvjet (505f)
izrazen promjerima prelazi u

DJDS< 0,32. (505h)

Za otvorenispremnik u kojem razina kapljevine ostaje na
konstantnoj visini //, izraz (505g) prelazi uTorricellijevu for-
mulu

v=1/2

To je brzina koju bi Cestice kapljevine dobile da slobodno pa-
daju s visine H.

Ako je spremnik zatvoren i nad slobodnom povrSinom vlada
tlak ps (si. 99b), brzina istjecanja iznosi

Jg06a)
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(Ps- Pa+ QgH)= (506b)
gdje je HO—H + (ps—pa)/{Qqg) fiktivna dubina kapljevine u
spremniku kojoj bi na slobodnoj povrdini vladao tlak pa

Kapljevina istjeCe iz spremnika i kad je ps manji od pa
ali prema (506b) samo do iznosa

ps"pa- ggH, (506¢)
jer bi pri jo§ manjem ps umjesto da kapljevina istjeCe, vanjski
zrak ulazio kroz otvor u spremnik.

Pri istjecanju kroz otvor nastaje suzenje (kontrakcija) mlaza.
Naime, na otvor spremnika nailazi kapljevina radijalno iz svih
smjerova, pa su strujnice na samom otvoru zakrivljene i s
rasporedom tlaka razli¢itim od atmosferskoga (si. 99c), a tek
se negdje nedaleko, postrance ili nize od otvora, strujnice izrav-
navaju u pravocrtne i paralelne. Presjek mlaza s izravnanim struj-
nicama naziva se vena contracta, i tek je tu tlak konstantan
preko presjeka mlaza i jednak okolnom atmosferskom tlaku.
Zato i dubinu H treba mjeriti do vene contracte (si. 99b).

Kontrakcija se mlaza izrazava koeficijentom kontrakcije
Cc (za koji se Cesto upotrebljava i oznaka e) definiranim sa

Cc—E£=AJAO. (507a)

Strujanja realnih fluida imaju gubitke energije koje ne uzima

u obzir Bernoullijeva jednadzba (475a), primijenjena za prora-

c¢un brzine istjecanja. Zato se brzina koju daje Torricellijeva
formula (506a) ili (506b) ispravlja koeficijentom brzine Cv\

v=Cv]/2gHO (507b)

pa je koeficijent brzine Cv (za koji se upotrebljava i oznaka
(p) definiran izrazom

Cv= <p=- (507c)
1/2
Protok se racuna prema prakti¢noj formuli
fi = CcC,.A0\/2gHO0= CdAO\/2gHO, (507d)

gdje je koeficijent istjecanja ili protoka Cd (za koji se upo-
trebljava i oznaka p0) definiran izrazom

Q (507¢)
AQ]/2iH®
ili
Cd= CcCv= = £(p. (507f)
Na si. 100 prikazani su podaci o koeficijentima Cv, Cc i Cd za
razliite tipove otvora i za tri tipa sapnica vatrogasnog
Smrka.

Umjesto koeficijentom brzine Cv moZe se gubitak brzine
pri istjecanju izraziti koeficijentom lokalnog gubitka Kisj u
obrascu (493b). Ako se modificirana Bernoullijeva jednadzba
(497) napiSe za stacionarno istjecanje iz otvorenog spremnika
za tocku 1 na slobodnoj povrsini u spremniku i toCku 2 u
izlaznom mlazu, dobiva se

He 29 + K (5079)
Uvrsti li se za v izraz (507b), dobiva se
1
Kistj &% (507h)
a visina lokalnog gubitka poprima vrijednost
1
(507i)

Prema si. 100 za kratku je cijev Cv= 0,82, pa je Kidj =

= 0,49 » 05. To je ujedno i koeficijent lokalnog gubitka na
oStrom ulazu u cijev kroz koju se odvodi kapljevina iz
spremnika.

U praksi je ponekad potrebno odrediti i vrijeme za koje se
isprazni spremnik. Ako je zadovoljen uvjet (505f) tako da se
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Cv* 0,74
Cc= 1,0

Cc« 0HA, Cv* 0,8 Cc= 10, C, % 0,98

729&z

Cc~ 0,84, Cv* 0,98

Sl. 100. Koeficijenti Cc, Cv i Cd za razliCite tipove otvora i
sapnica

moze zanemariti (vjvm)2 i nestacionarni ¢lan u Bernoullijevoj
jednadZzbi, prema (505g) i (507b) dobiva se za brzinu istjecanja
v u trenutku t izraz

v(t) = c W/2gz(t), (508a)
pa se u vremenskom intervalu izmedu t i t + dt volumen kap-
ljevine u spremniku smanji za iznos (si. 101)

dV —(—dz)/4qz) =
a iz toga slijedi
1 A‘]'Z)dz.
CdAO0]/2g 1/i

(508c)

v(t) = Cv]/2gz{i)

Sl. 101. Odredivanje vremena praznjenja sprem-
nika

Vrijeme potrebno da se razina kapljevine u spremniku spusti
od H1 na H2 daje integral:

72=H2
1 r Ajjz) 4z
CaA0]/2, J 1/i
a ] CZ|:H| :

U- ti= (508d)

Da se odredi vrijeme za koje se spremnik potpuno isprazni,
treba staviti H2 = 0.

Ako je spremnik cilindri¢an, tada je As(z) = const. = As, pa je vrijeme za
potpuno ispraznjenje spremnika:

Q(t)dt = CdA0]/2gz(t)dt,
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2A* ;
im .
CdAOy %

gdje je H pocetna visina kapljevine u spremniku.
Lako se dokaze daje u rotacijskoj posudi (si. 102) kojoj se kontura mijenja
s visinom po zakonu

(508¢)

X = const. |/z (509)

brzina spustanja razine kapljevine jednolika i konstantna. Princip takvih posuda
upotrebljavao se u davna vremena u vodenim satovima. (klepsidrama), gdje je
visina razine u gornjoj posudi pokazivala vrijeme.

Pri proracunu istjecanja kapljevine kroz veée bocne otvore
(si. 103) mora se uzeti u obzir promjena brzine istjecanja po
visini presjeka otvora. Ako se pretpostavi da je preko citave
visine otvora koeficijent istjecanja Cd konstantan, tada ¢e preko
uskog presjeka Bdh, koji se nalazi na dubini h ispod razine
kapljevine, istjecati volumenska sekundna koli€ina

d Q= Cdeb10a)

Integracija od gornjeg ruba otvora, na dubini Hu do donjega,
na dubini H2, daje protok istjecanja

Q=-CaBYlg(HI2- H\'2). (510b)

Taj je iznos manji od protoka S§to bi ga dao racun istjecanja
samo s uronjajem hO simetrale otvora (si. 103).

(508b)

Hidrodinamicki instrumenti za mjerenje brzine strujanja i
protoka. Nekoliko razli¢itih hidrodinamickih uredaja i instru-
menata za mjerenje brzine strujanja i protoka kapljevine zasniva
se na Bernoullijevoj jednadzbi (475a).

Pitotova cijev je vrlo jednostavan i to€an instrument za
mjerenje brzine strujanja. To je obic¢na cijev u obliku velikog
slova L, kojoj su oba kraja otvorena (si. 104a). Cijev se
postavi u struju kapljevine tako da je uronjeni krak paralelan
s tokom strujanja, dok je otvor drugog (vertikalnog) kraka
izlozen vanjskom atmosferskom tlaku. Rezultati su mjerenja
brzine strujanja to€ni ako uronjeni krak nema otklon veéi od
10° s obzirom na smjer paralelnog strujanja kapljevine.

U struji kapljevine cijev se napuni kapljevinom do ravno-
teznog polozaja u kojemu visina meniskusa u vertikalnom
kraku prelazi visinu slobodne povrSine na kojoj vlada atmos-
ferski tlak pa. Naime, na ulazu uronjenog kraka cijevi nalazi se
tocka zastoja u kojoj je brzina strujanja v2= 0, pa je totalni
tlak p2 u toj tocki:

Pi = Pi #§(511a)

tj. veCi je od statiCkog tlaka px u to¢ki 1 ispred ulaza cijevi,
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gdje kapljevina struji brzinom v{. lzraz (511a) pokazuje da je
totalni tlak p2 veéi od statickog tlaka za iznos dinamickog
tlaka Zato tlak p2 odrzava u vertikalnom kraku cijevi

stupac kapljevine h + Ah koji je viSi od stupca h primjerenog
statickom tlaku pl

SI. 104. Pitotova cijev

3d

ho

\J)

SI. 105. Pitot-Prandtlova cijev

JednadZzba hidrostatickog manometra od to¢ke 2 kroz cijev
pa do slobodne povrSine na meniskusu glasi

P2~ Ofi(h + Ali) = pa, (511b)
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a buduci daje tok kapljevine ispred cijevi pravocrtan i paralelan,
vrijedi

Pi=Pa + Qgh. (511c)
Iz jednadzbi (511a, b i c) slijedi
Vi = 1/2gAh. (51 1d)

Na si. 104b i c prikazana su dva nacina postavljanja
Pitotove cijevi na cjevovod u kojem se mjeri brzina strujanja.

Prandtlova modifikacija Pitotove cijevi sastoji se od dviju
koaksijalnih cijevi, Sto omogucuje mjerenje totalnog i statickog
tlaka (si. 105a). Princip rada Pitot-Prandtlove cijevi zasnovan
je na cCinjenici da se pri optjecanju rotacijskog polutijela na
odredenoj udaljenosti iza ulaznog vrha uspostavlja tlak koji se
po volji malo razlikuje od tlaka p” u paralelnom strujanju
dovoljno daleko ispred tijela (si. 105b). Ako se na toj udaljenosti
(priblizno tri promjera vanjske cijevi) izbuSe po obodu vanjske
cijevi rupice i spoje s jednim krajem diferencijalnog mano-
metra, a drugi se kraj spoji s unutraSnjom cjevéicom (u kojoj
vlada totalni tlak pm v2), dobiva se Pitot-Prandtlova cijev.

Primjena Bernoullijeve jednadzbe i jednadzbe manometra
daju brzinu strujanja

— Pl ~ Pg= 2W - -1 (51 le)

\Q

Venturijeva cijev (si. 106) sluzi za mjerenje protoka. Sastoji
se od ulaznog dijela s ugradenim piezometrickim prstenom,
konvergentnog dijela, najuzeg dijela (grla cijevi), takoder s
piezometrickim prstenom, i blago divergentnog izlaznog dijela.
Ulazni dio i izlaz divergentnog dijela imaju promjer jednak
promjeru cjevovoda u kojemu se mjeri protok. Diferencijalni
manometar (hidrostaticki ili metalni) postavljen je izmedu dva
piezometricka prstena. Radi to€nosti mjerenja treba da ispred
Venturijeve cijevi postoji ravni dio cjevovoda duljine najmanje
10 promjera cijevi.

Ulaz Grlo

SI. 106. Venturijeva cijev, a shema cijevi s energetskom linijom EL i hidra-
ulitkom gradijentnom linijom HGL, b presjek  cijevi, ¢ dijagram koeficijenta
brzine Cv u ovisnosti o Reynoldsovu broju Rex ulaznogstrujanja

Bernoullijeva jednadzba za totke 1 i2 (si. 106b), uz
al= a2= 1, glasi
. 2 ” n2
Pit Q=" (512a)
gg ' 2gA\ " " gg 2dA\’

gdje je Ax ulazni presjek Venturijeve cijevi (jednak presjeku
cjevovoda), A2 presjek grla Venturijeve cijevi.
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JednadZzba manometra glasi
Pi + QgH + + Qgho- QghO- ggk =p2, (512b)

gdje je g gustoéa fluida u strujanju, a g0 gusto¢a mjernog
fluida u manometru. RjeSenje (512a) i (512b), uz koeficijent

protoka Cd= Cv (jer je u Venturijevoj cijevi Cc= 1), daje
izraz za protok
Q=cv — (Pi #ip 2)=
c, 2gho &0 (512¢)
6

Kad se mjeri diferencijalnim hidrostatiCkim manometrom,
u izrazu za protok (512c) nema visinske razlike H izmedu
ulaza i grla (si. 106b), tako da protok zavisi samo od ocitanja
manometra hO, bez obzira na orijentaciju Venturijeve cijevi.
Ako se tlakovi px i p2 mjere odvojenim manometrima, prvi
dio jednakosti u izrazu (512c) pokazuje da H ulazi u izraz za
protok. Medutim, ako diferencijalni metalni manometar, bez
obzira na kojoj je visini postavljen, pokazuje razliku tlakova
Ap, tada se H opet gubi iz izraza za protok:

2
Q~: cVv -AD.

(512d)

U dijagramu si. 106c prikazani su podaci o koeficijentu
brzine Cv na bazi Reynoldsova broja ulaznog strujanja Reu
dobiveni brojnim baZzdarenjima Venturijevih cijevi. Dijagram
vrijedi za odnose promjera D2/D1= 0,25- -0,75, a tolerancije
su oznaCene crtkanim krivuljama.

Zbog postepenog Sirenja divergentnog dijela Venturijeve
cijevi, lokalni gubitak hfmje malen i iznosi ~ 10--m15% pada
h hidraulicke gradijentne linije od ulaza do grla (si. 106a i
si. 109). Bazdarenje Venturijeve cijevi vrlo fino obradene glatke
unutra$nje povrSine mozZe dati koeficijent brzine Cv neSto veci
od jedinice. To ne znaCi da nema gubitaka, nego pokazuje
da su zanemareni faktori ispravka kineti€ke energije ox i a2, od
kojih je (zbog nizeg Re) dx opcenite” veci od a2. Kad bi se
uzeli u obzir i ti faktori, tada bi izraz (512c) imao oblik

n2
-(Pi +

b4 p2). (512)

Q=0-,
a2- ai(A—2

Budué¢i da je ax> a2, usporedba izraza (512e) i (512c)
pokazuje da Cvmora biti vete od Cv, pa tako moze premasiti
i jedinicu, dok je uvijek C¥< 1

Mjerna sapnica (si. 107a) fadi na istom principu kao i
Venturijeva cijev, samo mlaz iza grla nije voden, ve¢ slobodno
ulazi u cijev cjevovoda, $to uzrokuje veée gubitke tlaka (si. 109).

Sl. 107. Mjerna sapnica, a standardne mjerne sapnice ISA i VDI; piezo-

metri€ki otvori mogu biti prema konstrukciji prikazanoj na gornjem ili na

donjem dijelu skice, b dijagram koeficijenta protoka C u ovisnosti o Reynoldsovu
broju Ret ulaznog strujanja
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inaCe je mjerna sapnica jeftinija od Venturijeve cijevi i zauzima
manje prostora. lzraz za protok obi¢no se piSe u obliku
Q=CA2/—(p, - p2, (513a)
gdje je
— C’
I -m ~ )2

At povrSina unutraSnjeg presjeka cijevi cjevovoda, a A2 povrsina
izlaznog presjeka sapnice.

Podaci o koeficijentu C za razliCite odnose A2/ Ax prikazani
su u dijagramu na si. 107b. Taj dijagram vrijedi samo za
standardnu izvedbu sapnice te za smjeStaj i dimenzije piezome-
trickih otvora prema si. 107a.

c (513b)

B A30°
+ A 002Di
3 - -
s I Uo,Di
~0,03Dx [SQ.®@BDt
:CAo]M P

Si. 108. Mjerna dijafragma, a shema mjerne dijafragme, b presjek mjerne
dijafragme, c dijagram koeficijenta C mjerne dijafragme u ovisnosti o Rey-
noldsovu broju Rex i omjeru AGAI

Mjerna dijafragma (prigusnica, zaslon ili blenda) prikazana
je shematski na si. 108a. Koeficijent kontrakcije mlaza iza
dijafragme definiran je odnosom

Cc=

Aqg’
gdje je A2 presjek vene contracte iza dijafragme, a AO povrSina
otvora dijafragme. Primjenom jednadzbe kontinuiteta i Bernoul-
lijeve jednadZbe, te ako se uvede i koeficijent brzine C,, dobiva
se izraz za protok

(514a)

(514b)
1711 -C"~Ao/Ai) 8

gdje je koeficijent protoka Cd= CcCr, a Ax povrsina presjeka
cijevi.

Da se izbjegne odredivanje dvaju koeficijenata Cc i Cr,
primjenjuje se jednostavnija formula

Q=CAo (Pl - PI), (514c)

gdje je za standardnu izvedbu mjerne dijafragme (si. 108b) u
dijagramu si. 108 ¢ prikazan koeficijent C kao funkcija Rey-
noldsova broja Rex i omjera AO/Av

Sl. 109 pokazuje daje vrlo velik lokalni gubitak pri strujanju
kroz mjernu dijafragmu.
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Mjerna brana sluZi za mjerenje protoka u otvorenom kanalu
(si. 110). Protok se odreduje prema visini H uzvodno od noZa
brane, i to na mjestu koje je od noZa udaljeno bar Ccetiri
maksimalne visine H za vrijeme mjerenja. Uleknuce slobodne
povrSine kapljevine iznad noza iznosi ~0,15H.

A2/A1 za Venturijevu cijev i sapnicu
AO/A1l za mjernu dijafragmu

SI. 109. Visina lokalnog gubitka u protoénom mjerilu

SIl. 110. Mjerna brana

Pri izvodu izraza za protok preko pravokutne brane Sirine
B promatra se elementarni protok dQ preko povrSine dA = Bdh
u ravnini noZa. Zanemari li se kvadrat male ulazne brzine
v0, Bernoullijeva jednadZba daje

dg = Bdh]/2gh, (515a)
a integracijom od hm=0 do h= H, i ako se uvede koeficijent
protoka Cd, dobiva se

Q=-C i\MlYgBHi2 (515h)

U podru¢ju visina iznad brane H  30-*-600 mm Rehbockova
formula za koeficijent Cd glasi

Cd= 0,605 +
1000 {H} + 0,08 HO’

gdje je visina iznad brane {H} izrazena u metrima.

Pravokutna mjerna brana na si. 110 nema kontrakciju bo¢nih
krajeva. Ostali tipovi mjernih brana jesu brane s kontrakcijom
krajeva (Sirina je otvora brane manja od Sirine ulaznog kanala)
i brane s razli¢itim oblicima otvora brane, npr. trokutne,
trapezne i kruzne brane.

(515c)
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Jednodimenzijsko stladivo strujanje

U jednodimenzijskom stlaivom strujanju gustoca fluida g
postaje jedna od osnovnih skalarnih funkcija varijable x. Umjesto
oznake s za jednodimenzijsku varijablu nestlativog strujanja,
pri stlaCivom strujanju uvodi se oznaka Xx. Tako jednadZzba
kontinuiteta za stacionarno stlaivo strujanje ima oblik (418d)
i, ispusti li se indeks srednje brzine, ona glasi

m = g(x)v{x)A{x) = const., uzduz strujne cijevi. (516)

Pri stlacivom strujanju i temperatura Tje jedna od osnovnih
veli¢ina i skalama je funkcija varijable x.

U obiénim tehnickim problemima strujanja plinova redovito
se utjecaj masenih sila (npr. gravitacije) moZze zanemariti, pa iz
jednadzbe gibanja i energetske jednadzbe otpada clan koji
izrazava taj utjecaj. Medutim, pri analizi dinamike strujanja
velikih masa plina, npr. pri analizi stabilnosti atmosfere, Zemljina
gravitacija ima velik utjecaj koji se ne smije zanemariti.

Za jednodimenzijsko stacionarno strujanje stlaivog fluida,
ako izmedu presjeka 1 i 2 strujne cijevi fluid ne obavlja
mehanicki rad, niti se rad obavlja na fluidu (tj. u sustavu nema
stroja, pa je Ps=0), energetska jednadzba (388d), uz U=0
i nakon dijeljenja masenim protokom m, dobiva oblik

hi + — +§—h2+2 (517)
gdje je g = Q/m toplinska energija po jedinici mase fluida
dovedena fluidu iz vanjskog toplinskog izvora, ili toplinska snaga
po jedinigi masenog protoka, s dimenzijom [q] = L2T -2, dakle
Wsi = J/kg = ¥(kg/s).

U energetskoj jednadZbi (517) pretpostavljeni su jedinicni
faktori ispravka kineticke energije definirani izrazom (489b),
tj al=a2= 1 Ako se pretpostave jediniCni faktori ispravka
kolicine gibanja definirani sa (499b), tj. Rx = R2 = 1, jednadZba
koli¢ine gibanja (379) za jednodimenzijsko stacionarno stlafivo
strujanje, umjesto oblika (500), poprima oblik

{ dndS = q2tev2A2 - grfivrAl = m(td2 i), (518)
KP
gdje, uz vanjske normale, maseni protok iznosi
m = @72 7272 = —QiMi *rfiAi. - (518a)

U jednadzbi (518) zanemaren je utjecaj masenih sila.

Razvije li se lijeva strana izraza (390b), drugi zakon ter-
modinamike za jednodimenzijsko stacionarno strujanje dobiva
oblik

(519)

@ 22~ BISIMi+ Y 'féS= G

gdje je s specificna entropija. Za adijabatsko strujanje (tj.
g = 0), primjenom jednadZbe kontinuiteta, izraz (519) prelazi u

s2- s, M 0. (519a)

Odnosi za savrseni plin. Savrdeni plin je tvar s jednadZzbom
stanja u obliku

p = gRT. (520a)

U tehniCkoj se primjeni mogu mnogi plinovi smatrati
savrSenim plinom ako se nalaze ispod kriti€nog tlaka, a iznad
kritiCne temperature (v. Termodinamika). Savr3eni se plin ne
smije poistovjetiti s idealnim fluidom ili idealnim plinom. Naime,
idealni fluid ili plin idealizirani je medij bez viskoznosti, pa
zbog toga u njemu ne mogu postojati smicna ili tangencijalna
naprezanja, dok je savrSeni plin viskozan i definiran samo
jednadZzbom stanja (520a). Idealni savr3eni plin je idealizirani
neviskozni stlaCivi fluid koji slijedi jednadzbu stanja (520a).
Pri analizi stlacivog strujanja plinova uvijek se mora raCunati
s apsolutnim tlakom p koji ulazi u jednadzbu stanja (520a).

Toplinski i kaloricno savrSeni plin jest plin koji slijedi
jednadzbu stanja (520a) i ima konstantne specificne topline cp i
cv, pa je konstantan i omjer

= % (520b)
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Realni plinovi odstupaju viSe od toplinske i kalori€ne savrSenosti
nego od jednadZzbe stanja (520a).

Za cCistu tvar koja slijedi jednadZbu
odnos

stanja (520a) vrijedi

dit\
Yg)t = °

tj. da unutradnja energija savrSenog plina ne zavisi od gustoce,
nego samo od temperature, pa je

du = cvdT,

(521a)

(521b)

<521c>

Promjena unutradnje energije savrSenog plina izmedu bilo
kojeg para krajnjih stanja iznosi

«- «i = jc,(T)dT= c, (T2 - 7)),
Ti

(521d)

gdje se prvi dio jednakosti odnosi na savrSeni plin, a drugi
na toplinski i kalori¢no savrSeni plin.

Prema (520a) i omjer p/g funkcija je samo temperature,
te je i entalpija h (386a) takoder funkcija samo temperature,
pa vrijede relacije:

dh = cpT, cp- 4N 522
= ) - a
a - p P-4 (522a)
Promjena je entalpije dana izrazom

h2 —hl =j2 cp(T)dT— (522b)

mn
Primjenom jednadzbe stanja (520a) moZe se pisati
h=uH =u T, (523a)

mf
ili primjenom (521b) diferencijalni oblik izraza za entalpiju glasi
dh = cpdT=du+ RdT= ctdT+ RdT. (523b)
Iz te se relacije dobiva za savrSeni plin vazna jednakost
(523c)

Uvede li se u tu jednakost omjer specificnih toplina x prema
(520b), dobiva se

cv+ R.

(523d)

R
o x- 1 x—1qT"’

_ i p
" x—10T

Gibbsova jednadZba (414a) i primjena jednadzbi (521b) i
(52j)a) daju izraz za diferencijal entropije savrSenog plina:

« — 1R (523e)

ds = (524a)

T T aj T
Uz cv= const. integracijom se dobiva
i— —RIn—
Ti Qi
a primjenom (523e) i (520a) taj izraz poprima i sljede¢e oblike:

(524b)

s2 —Si = evin 524c) .
5395

s2- Si = cvin (524d)

52 —Si —cvin (524e)

m i-
Ako je proces izentropski, tj. adijabatski i reverzibilan, tada je
s2—Sj = 0, pa iz (524d) slijedi
P1= P+
Ql  Q\’

(524i)
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m= const, za izentropski proces. (5249)

Taj se proces mozZe izraziti i temperaturama u obliku

Z
, Tt

- (524h)

i - E
\Pi/ 1
Izraz (524g) pokazuje da je izentropski proces barotropan:
i
(525a)

_ =1
e=al)= \'const.

pa funkcija tlaka definirana sa (430b), postaje

dp;
&(p) = dp

e(p) const. - (525b)

1'Q

Brzina Sirenja slabog tlacnog poremecaja ili brzina zvuka.
Ako se stap u cijevi (si. lila i b) u trenutku t = t0 odjednom
poene gibati nekom malom brzinom di\ istodobno nastaje preko
povrsine stapa slabo stlacivanje fluida, $to se oCituje u poveéanju
tlaka za dp i gustote za dp. Nakon toga, u vrijeme t > r0, taj
se poremecaj Siri uzduz cijevi konstantnom brzinom ¢, i to u
obliku valnog cCela (si. 111c). Fluid kroz koji je proSlo celo
vala nalazi se pod tlakom p + dp, ima gusto¢u p + dp i giba
se brzinom dv. Fluid ispred valnog Cela i dalje ostaje nepore-
mecen u stanju p, p i v= 0. Pri tom treba razlikovati malu
brzinu strujanja fluida dv od velike brzine ¢ kojom cCestice
medusobnim dodirom jedna drugoj prenose poremecéaj koji se
dogodio negdje u fluidu. Kad bi fluid bio apsolutno nestlaciv,
ta bi brzina Sirenja poremecaja bila beskonacna, tj. poremecaj
bi se istodobno i trenutno raSirio Citavim fluidom.

il °

m o pP>¢

U (A

p+dp.g+ dg
P Q
L uuuuuuuuuuuuuaaaaaaa
Valno ¢elo
"iJ \NOZM p+dpQ+d I -ic
dv PQVv =0 x

TTPINTTTTTTTT], N TITTTTr T T TeiiTiiiiiTg

Sl. 111. Sirenje slabog tlagnog poremeéaja u fluidu

S obzirom na promatrata u sustavu c&vrsto vezanom uz
cijev pojava je nestacionarna. Analiza je jednostavnija ako je
inercijski sustav promatraca ¢vrsto vezan uz Celo vala koje se
giba konstantnom brzinom c, jer je u tom sustavu pojava
stacionarna. Na dijagramu si. 112 prikazane su veli€ine p, p i v
kako ih vidi promatra¢ koji se giba zdjedno s celom vala.

KV

c—dv -
p+Iic +dQ | PQ

P+ dp

Sl. 112. Izvod izraza za brzinu zvuka
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JednadZzba kontinuiteta (516) ili (518a) i ~-komponenta jed-
nadzbe koli¢ine gibanja (518), primijenjene na fluid unutar kon-
trolnog volumena koji prekriva neposredni okoli§ valnog cela
(si. 112), daju

m=gcA=(g + d")(¢"—4V)A, (526a)
dpA = gcA [—(c —dv) + c], (526b)
ili zanemari li se d~dr kao produkt malih veliCina, vrijedi
=—, dp = gcdv. (526¢)
Ako se te dvije jednadzbe podijele, dobiva se
A =ci I
de ili (526d)

To je izraz za brzinu Sirenja slabog poremecaja u fluidu ili
izraz za brzinu zvuka.
Pomoéu (staticke) jednadzbe kontinuiteta

dm =gdV+Vvdg =0 (527a)

moze se prikazati zakon stlaivanja fluida (1) i u obliku
d@_ dp dp K
g K dQ Q

Ako se jednakost (527b) uvrsti u (526d), dobiva se alternativni
izraz za brzinu zvuka

m = gV = const. ili

(527b)

'K
Q"

Za vodu temperature 15°C volumenski modul elasti¢nosti
iznosi K — 2,15 » 109 Pa, a gusto¢a g = 999,1 kg/m3, pa je brzina
zvuka u vodi c = 1467 m/s.

Pri prolazu zvu€nog vala neznatne su promjene tlaka i
temperature, pa se proces moze smatrati reverzibilnim, a buduéi
daje proces relativno brz, moze se, zbog neznatne temperaturne
promjene, smatrati i adijabatskim. Prema tome, proces Sirenja
zvutnog vala u fluidu moZe se smatrati izentropskim. Odnos

(528)

p i g za savrSeni plin i izentropski proces dan je izrazom
(524g), pa vrijedi
-1_ XP
i = x const, «gX" 1= 529a
!d’) 9 e)s q ( )
ili, izrazeno volumenskim modulom elasti¢nosti,
K = xp za izentropsku kompresiju. (529b)

Prema (526d) ili (528) izraz za brzinu zvuka u savrSenom
plinu glasi

dp
dg (529c)
ili je, primjenom (520a), alternativni oblik
c = $29d)
Prema toj jednadzbi, u zraku temperature 15°C, uz R —

= 287,04 J/(kgK) i x= 14, brzina zvuka iznosi 340,3 m/s.

Izraz (529d) pokazuje da u savrSenom plinu brzina zvuka
zavisi samo od apsolutne temperature. Za nestlacivi je fluid
volumenski modul elasti¢nosti K beskonacan, pa je i brzina
zvuka beskonacna.

Buduéi da je c brzina Sirenja slabog poremecaja relativno
prema Cesticama fluida, apsolutna brzina zvuka a u fluidu
koji struji brzinom v iznosi

a=vtc, (529¢)

gdje se predznak + odnosi na podrucje nizvodno od izvora zvuka,
a predznak — na podrucje uzvodno od izvora zvuka, dok se
predznak brzine a odnosi na smjer brzine v. Zbog toga, kad
fluid struji brzinom v < c¢ preko dva fiksna mjesta koja se nalaze
jedno uzvodno, a drugo nizvodno od izvora zvuka, isti ton emi-
tiran odredenom frekvencijom ¢ut ¢e se na mjestu uzvodno od
izvora zvuka kao ton vise frekvencije, a na mjestu nizvodno od
izvora kao ton nize frekvencije od one kojom je stvarno emitiran.
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Ako se kroz fluid koji miruje giba izvor zvuka nekom odredenom
brzinom, tada ¢e se na fiksnom mjestu u fluidu Cuti ton kojemu
frekvencija raste s priblizavanjem izvora zvuka, a opada s
udaljavanjem izvora zvuka. Ta se pojava zove Dopplerov efekt.

Kao $to pokazuje izraz (529e), kad je v > c, predznak a je
u oba slucaja pozitivan, pa se u podruc¢ju uzvodno od izvora
zvuka neée uopée ¢uti zvuk, tj. u nadzvuénom strujanju slabi
se poremecaji ne mogu Siriti uzvodno, tj. u smjeru suprotnom
od smjera strujanja.

Ako u fluidu koji miruje toCkasti izvor zvuka emitira ton
odredene frekvencije, tada ¢e se pulsovi tog tona Siriti prostorom
u svim smjerovima formiraju¢i sferna valna cela (si. 113a).
Kad se preko takva izvora pusti da fluid paralelno struji brzinom
Do < ¢, zvuk ¢ée se ponovo Siriti na sve strane, ali s nizom
ekscentricnih valnih Cela pojedinog pulsa tona (si. 113b). Pri
vtx> ¢ situacija se potpuno mijenja, i kao Sto pokazuje
konstrukcija na si. 113c, sav poremecaj ostaje unutar konusnog
podru¢ja nazvanog Machovim konusom, izvan kojeg je tzv.
zona tiSine. Ako se takav toCkasti izvor zvuka giba kroz mirni
fluid nadzvu€nom brzinom u= —v”, na fiksnom mjestu u
fluidu ¢ut ¢e se zvuk tek kad na to mjesto naide rub Machova
konusa. Ta se pojava opaza kad nebom proleti avion nadzvu¢-
nom brzinom.

=° v,, <c¢ (Ma0= 05 < 1)

Polovi¢ni kut Machova konusa naziva se Machov kut, i
prema si. 113c iznosi:
i ct 1
sina = -—- = —— (529f)
Ma«

gdje je Ma” = v*/c Machov broj.

O detaljnijoj dinami¢koj analizi Sirenja slabog poremecaja u
fluidu (kao nestacionarne pojave) v. Valovi u fluidima.

Jednodimenzijsko stacionarno izentropsko strujanje idealnoga
savrsenog plina. Pri takvu su strujanju sve veli€ine funkcije
samo jednodimenzijske varijable x: v=v(x), p = p(x)9g = g{x\
T=T{x), A =A(x\ s(x) = const.

Zanemare li se masene sile (tj. / = 0), Eulerova jednadZzba
gibanja (421a) zajednodimenzijsko stacionarno strujanje idealnog
fluida poprima oblik

dr 1dp
vax = ~

a jednadzba kontinuiteta (516):

m = gr A = const. (530b)

j $30a>
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PiSe li se jednadZba (530a) u obliku diferencijala

n dp\ dp= _ f2de
vy = T = (530c)
dels Q
a (530b) u obliku logaritmi¢kog diferencijala
Ct>A ar, 9 0 (530d)
— — 4+ — =
v A '

i ako se uvede Machov broj Ma = v/c, kombinacija (530c) i
(530d) daje Hugoniotovu jednadzbu

dA

dv
Ma2- 1)— = 531
( T A (531)
Primjenom (530a), Hugoniotova se jednadZba moZe pisati i u

obliku

7 dp dA
1 —Ma2) 7T T1 (531a)
Hugoniotovom se jednadzbom mogu rastumaciti odnosi iz-
medu prirasta povrSine presjeka strujne cijevi dA, prirasta
brzine dr iprirasta tlaka dp pri podzvuénom (Ma < 1) i nadzvuénom

(Ma> 1) strujanju idealnog stlaCivog fluida (si. 114). Ti su
odnosi sljedeci:
Geometrija Ma< 1 Ma> 1
dA > 0 (Divergentni kanal) dt; < 0 dv >0
dp >0 dp <0
Podzvuéni difuzor

dA < 0 (Konvergentni kanal) di; > 0 d;; < 0
dp <0 dp>0

Nadzvuéni difuzor

SI. 114. Odnosi pri izentropskom strujanju

a) Ako je Ma < 1, tada dr i dA imaju suprotne predznake,
tj. pri podzvuénom izentropskom strujanju plina, kao i pri
strujanju nestlac¢ivog fluida, brzina se strujanja smanjuje s po-
rastom povrsine presjeka cijevi, i obratno, pri smanjenju presjeka
cijevi brzina se povecava.

b) Ako je Ma > 1, predznaci dr i dA su jednaki, tj. pri
nadzvucnom izentropskom strujanju plina u cijevi koja se suzava
strujanje se usporava, a u cijevi koja se proSiruje strujanje se
ubrzava. Ta, na prvi pogled paradoksalna pojava nastaje zato
§to se u nadzvu€énom podrucju brzina gustoca plina pri ekspanziji
toliko smanjuje da se bez obzira na porast povrSine A produkt
aA u jednadZbi kontinuiteta ipak smanjuje, pa se brzina r
povecava.

c) Ako je Ma =1 te je dA = 0, pripadni presjek cijevi na
kojemu je izentropsko strujanje jednako brzini zvuka naziva se
kriticni presjek, Akr Nuzdan uvjet ekstrema povrSine presjeka
A jest dA —0, tj. dA/dx = 0. Lako se dokaZe da je kriti¢ni
presjek Akr minimalan, a ne maksimalan presjek. Naime, ako
plin pritjeCe maksimalnom presjeku, podzvuéno strujanje se
usporava i ne moze dose¢i Ma = 1, a nadzvucno strujanje se
ubrzava, pa zato Ma i dalje raste te ostaje Ma > 1 Zbog
toga se na maksimalnom presjeku cijevi nikad ne moze ostvariti
strujanje brzinom zvuka.

d) Ako je dA =0, tj. presjek je ekstreman (maksimalan
ili minimalan), tada je ili Ma = 1, tj. presjek je kriti€an (mini-
malan), ili je Ma #=1, a dr = 0. U tom posljednjem slucaju,
bez obzira da li je brzina strujanja podzvu€na ili nadzvuéna,
ona u ekstremnom presjeku ima ekstremnu vrijednost. Pri
podzvuénom strujanju brzina je minimalna na maksimalnom
presjeku, a maksimalna na minimalnom presjeku. Pri nad-
zvucénom je strujanju obratno, na maksimalnom presjeku brzina
je maksimalna, a na minimalnom minimalna.

Dakle, da bi se ostvarilo nadzvucno stacionarno izentropsko
strujanje plina iz stanja mirovanja u spremniku, potrebno je da
plin prvo prolazi kroz konvergentni dio cijevi i zatim, uz odgo-
varajuce uvjete na izlazu, u divergentnoj cijevi postize nadzvucnu
brzinu strujanja.

153
Iz jednadZbe gibanja (530a) slijedi
de 0 531b
— = — <
dr evs B ( )
tj. pri izentropskom strujanju dp i dr uvijek imaju razlicite

predznake.

Ako se zanemari utjecaj masene sile (U = 0) i primijeni
funkcija tlaka 0*za izentropski proces (525b), integral jednadzbe
gibanja idealnoga barotropnog fluida (433c) prelazi u Bernoul-
lijevu jednadZzbu za stacionarno izentropsko strujanje idealnoga
savrSenog plina:

X P v2 * PO
X—Zg+_-£:;(—~l@

const., (532)
gdje indeks 0 oznaCava veliCine (izentropskog) stanja mirovanja
ostvarenog povratnim procesom (npr. tlak pO, gustoéa qoO,
brzina zvuka cO, temperatura TO, entalpija hO itd. plina u
spremniku u kojemu miruje i iz kojeg izentropski istjece).

Za dvije toCke jednodimenzijskog izentropskog strujanja,
primjenom odnosa (524f) za izentropski proces, jednadzba (532)
moZe se pisati u obliku

x-1
V2 ~ Vj x Pj

I-1*

X P2

PI\*
X-iQi p2

Za stacionarno izentropsko strujanje vrijedi i adijabatska
energetska jednadzba (388f) sa U = 0 ili (517) sa q= 0, {j.

-1 (532a)

h+2-v2= ho. (533)

Za savrseni
(520a) slijedi

plin s konstantnim cp i cv iz (522b), (523d) i

h:cpT:—X g P

X —

[RT= (533a)

X —1 Q
gdje je proizvoljna konstanta izjednacena s nulom. UvrStenjem
(533a) u (533) dobiva se Bernoullijeva jednadzba (532).

Jednadzbe (532) i (533) imaju u prakti¢noj primjeni i druge
alternativne oblike. Ako se prva jednakost iz (533a) uvrsti u
(533), slijedi

2
cpT+ Ye_ cpTO, (534a)

a primjenom (529d) i (523d) ta jednadZba poprima oblik

x— 1

i
c +- AT = Cg ili -Ma2. (534b)

Primjenom (524h) dobivaju se iz (534b) izrazi za omjere tlakova
Po/P i gustoda q0/q: X ,

a3y

(534c)

Uvjeti strujanja na najuzem presjeku jednodimenzijskog
strujanja nazivaju se kriticnima kad je na tom mjestu brzina
strujanja jednaka brzini zvuka (Ma = 1 na Akr), pa je

f *Pkr
Qr

JednadZzbe (532) i (533) mogu se izraziti i veli€inama kriti¢nih
uvjeta. Tako jednakost (535a) uvrStena u (534b) daje

v = Vo = ckr: (535a)

1% 1, (535b)
§to uvrSteno natrag u (534b) daje
c X L XL, (535¢)
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Pri Ma = 1 odnosi (534b i c) prelaze u odnose kriti¢nih
veliCina i veliCina izentropskog stanja mirovanja:

u _ <ir_ 2
TO c0 x+ 1
Phr (535d)
Po
i
Pkr X—1
Po

U tabl. 5 dani su podaci o tim odnosima za tri uobiCajene

vrijednosti x.

Tablica 5
ODNOS KRITICNIH VELICINA | VELICINA STANJA

MIROVANJA PRI IZENTROPSKOM STRUJANJU
IDEALNOGA SAVRSENOG PLINA

X f= 1286 i = 1,400 f= 1,667
Tier 0,8750 0,8333 0,7500

0

Pkr 0,5483 0,5283 04871

Po

g’ 0,6267 0,6339 0,6495

Ako bi se od nekog polaznog stanja mirovanja p0, Po>
TO i cO izentropska ekspanzija plina pri istjecanju odvijala do
potpunog vakuuma, tj. p, g, T i ¢= 0. npr. pri istjecanju iz
spremnika kroz konvergentno-divergentnu sapnicu (si. 115),
ostvarila bi se maksimalna ili grani¢na brzina za koju izrazi
(534a), (534b), (535c), (532) i (533) redom daju

= 1/2cpr0 :cCo .
x- 1 ; ckr

(536a)
«- 10n
Pomocu te maksimalne brzine mogu se izvesti novi oblici ener-
getske ili Bernoullijeve jednadZbe izentropskog strujanja. Npr.,
uvrdtenjem u (534b) dobiva se oblik

1 X —1
(536h)

Spremnik:
v=0 Apsolutni vakuum
P=Po p=0 gq=0 T=0,
Q=Q =
T=To c=0
c=c0

Umjesto Machovim brojem Ma = v/c, odnosi pri izentrop-
skom strujanju (534b i c) i ostale jednadzbe mogu se izraziti
koeficijentom brzine X definiranim sa

Jt=-
ckr

(536¢)
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Taj se odnos naziva i normalizirani Machov broj, a neopravdano
se oznacuje sa Makr
Lako se dokaze da su X i Ma povezani izrazima:

'X 4-1 Ma
X= (536d)
-Ma2

1+ -

Ma — (536€)

X -1
X 4-1

Ako je Ma =0, tada je i X=0, a za Mam 1 i X=1; ako
Ma-*Q0, tada A"Anmex, gdje je

(536f)
Recipro¢ni odnosi izraza (534b i c) izrazeni sa X glase:
2 w_ 1
1 =5L= i- (537a)
T0O O X+ 1
L= L,y-> (537b)
Po
1
mro-11- (537¢)
Po

Kad se u stlativom strujanju brzina mjeri pomocu Pitotove
ili Pitot-Prandtlove cijevi, potrebno je odvojeno izmjeriti staticki
tlak Poo, tlak stanja mirovanja pO i temperaturu T0. Za Ma® —
= Poo/Coo < 1 primjena Bernoullijeve jednadzbe (532), jednadzbe
izentrope (524f) i izraza (523d) daju izraz za brzinu mjerenu
Pitotovom cijevi:

2— @ FoPo
* ~ IpO Po Pm

[ 2cp70 1 _ |£ « . (538)
Po

U nadzvu€nom strujanju Ma” > 1, kad nadzvuéna brzina
RPo padne na nulu, nastaje ispred nosa Pitotove cijevi udarni
val i izraz (538), valjan za izentropsko zaustavljanje fluida, ne
mozZe se viSe primijeniti.

Utjecaj stlacivosti fluida na razliku tlakova p0 i p” raste
s poveéanjem Machova broja i izrazava se faktorom stlacivosti
ili kompresibilnosti

Fe=P P2 —f(may. (539a)
-%Q av?
Za nestlacivi fluid monst, taj faktor iznosi
1
PO —P oo’z
-re ) =1 (539b)
y Poo*4

U stla¢ivom strujanju odnos tlakova pO i p» dan je izrazom
(534c), i za Ma” < 1 taj izraz razvijen u red daje u okolisu
Mol = 0:

N= |+ "M ai+fM ai+® M a i +

Poo 2 8 48

x(2- x)(3 —2*0,, 8

[T % U (539c)
Budu¢i da prema (529c) vrijedi
* 2 * » 1 X
2PaM a N P2 2 = yP0O v (539d)
*P<x
Poo
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za faktor stlaivosti pomocu (539c) dobiva se izraz

Po-Po, 1 ; 2 2 -

Fc=m *-Mat +
1

=1+ T Ma* + “2T

L(2 -x)(3 -2 x) 6

lag - (53%)

+ 192
U tabl. 6 prikazane su vrijednosti faktora Fc za podrucje
Ma®=0*1 i x —14. Iz te se tablice vidi da ako se za
Ma” > 0,2 zanemari stlacivost fluida, u razlici p0 —Poo nastaje
pogreSka veca od 1%, Sto za omjer gusto¢a q*/qo daje pogresku
vecu od 2%.

Tablica 6

FAKTOR STLACIVOSTI Fc=f(MaJ ZA SAVRSENI
PLIN (x = 14)

100(FC- 1)
%

0 0
0,05 1,0006 0,06
0,10 1,0025 0,25
0,15 1,0056 0,56
0,20 1,0100 1,00
0,25 1,0157 1,57
0,30 1,0277 2,27
0,35 1,0310 3,10
0,40 1,0406 4,06
0,45 1,0517 517
0,50 1,0641 6,41
1,00 1,2756 27,56

Jednadzba kontinuiteta takoder se moze izraziti kriticnim
veli¢inama
m —qvA = QKTvkrAkr = gkrcKTAkr. (540a)

Maseni protok kroz jedini€énu povrsinu normalnog presjeka
cijevi mx naziva se maseni tok ili fluks, a definiran je sa

(540b)

Odnos masenog toka i kriticnoga masenog toka naziva se
normalizirani maseni tok mj, a moZe se pisati:

QQUV CH

Qv . g Qv
akeake A 5 Qkrckr QO Qkr ¢ cO ckr
(540c)
£Kr Ckr Qo co

Primjenom odnosa (534b), (534c) i (535d) normalizirani
maseni tok savrSenog plina postaje funkcija Machova broja,
ili, primjenom odnosa (536d), koeficijenta brzine

mi = _/\kr: - Q‘/ Ma
A Qkrvkr
.. -Ma2
X+ 1 X+1
1
X+ 1 xAT
=A (540d)

Ta funkcija ima maksimum pri Ma = X= 1, pa je maseni tok
maksimalan pri kriti¢nim uvjetima. To vrijedi i za druge plinove,
a ne samo za savrdeni plin. U dijagramu na si. 116 prikazane
su za x = 1,4 funkcija = F1(Ma) i njena recipro¢na vrijed-
nost m\ —F2(Ma).

Omjer AKJA ne moze biti veéi od jedinice, pa prema tome
ni omjer A/Ak« ne moZe biti manji od jedinice. Za bilo koji
A/Akr> 1 postoje dva Machova broja: jedan za podzvuéno
strujanje Ma < 1, a drugi za nadzvu€no strujanje Ma > 1
Oblik krivulje F2{Ma\ si. 116, moZe se zamisliti kao iskrivljeni
profil nadzvuéne sapnice u kojoj se Machov broj poveéava s
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udaljenosti u smjeru strujanja, Sto ocito zahtijeva odredeni
protutlak u prostoru kamo plin istjece.

Za prakti¢ne proracune izentropskog strujanja sluze tablice
s numeri¢kim vrijednostima odnosa pojedinih veli¢ina kao
funkcija Machova broja Ma ili koeficijenta brzine A

Ma=-

Sl. 116. Maseni tok i recipro¢na vrijednost kao funkcija Machova broja
za x —14

Istjecanje idealnoga savrSenog plina kroz sapnice. Pri pod-
zvuénom istjecanju idealnoga savrSenog plina preko grani€ne
povrSine mlaza plina ulazi u unutrasSnjost mlaza tlak paprostora
u koji istjece plin, pa vrijedi uvjet

Pm = Pa, (541)

gdje je pm tlak u unutradnjosti izlaznog mlaza, a pa tlak u
prostoru kamo istjeCe plin, koji se naziva i protutlakom.

Pri nadzvuénom istjecanju tlak se unutar fluida ne moze
Siriti u smjeru suprotnom od smjera strujanja, pa tlak u mlazu
pm moze biti veéi, jednak ili manji od protutlaka okolisa
pa tj. vrijedi uvjet

(542)

Uz zadani tlak p0 u spremniku pri nadzvuénom se istjecanju
moze ostvariti uvjet pm= pasamo jednim odredenim odnosom
izlaznog presjeka sapnice i protutlaka pa Ako je pri nadzvuénom
istjecanju pm> pa, plin napustajuci sapnicu dalje ekspandira u
u prostoru do tlaka pa Ako je pm< pa na izlaznom se presjeku
cijevi stvara udarni val u kojemu tlak skokovito poraste na pa.

Konvergentna sapnica. Analiza istjecanja kroz konvergentnu
sapnicu prikazana je dijagramima odnosa tlaka p/p0i Machova
broja (si. 117):

a) ako je pal = p0, nema istjecanja;

b) ako je pkr< pa2< Po, uzduz sapnice svuda je podzvucno
strujanje (Ma < 1), a u mlazu na izlazu tlak je pm= pa2;

€) ako je pad3= pkr, istjecanje je brzinom zvuka (Ma = 1),
a u mlazu je pm= pad3= pkr,

d) ako protutlak pai dalje pada ispod tlaka pkr (fj. pad < pkr),
unutrasnje strujanje u sapnici ne€e se niSta promijeniti prema
slu¢aju pod c), jer se protiv smjera strujanja ne moze Kkroz
mlaz Siriti nikakav poremeéaj. To pokazuje i Hugoniotova
jednadzba (531), prema kojoj se u konvergentnom dijelu sapnice
ubrzavanje strujanja od Ma = 0 u spremniku, moZe odvijati naj-
vise do Ma = 1na presjeku minimalne povrsine. Na samom izlazu

Pm| Pa-
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bit ¢e u mlazu pm= pkr, a ekspanzija je od pk do pa izvan
sapnice.

Sapnica u kojoj su dosegnuti kriti€ni uvjeti na presjeku
minimalne povrSine i gdje je ekspanzija na nizi tlak okolisa
izvan sapnice, naziva se zaguSena sapnica. Kad su jednom
dosegnuti kriticni uvjeti, oCito se i maseni protok ne moZe
dalje povecavati, bez obzira na snizavanje protutlaka pd.

Opisani odnosi pri istjecanju kroz konvergentnu sapnicu
mogu se sazeti u sljedece: kad je
Pkr Z Pa < Po, (543a)

tad je uvijek pm=pa pa je strujanje s Machovim brojem
Ma g 1; za sve protutlakove
Pa z Pkr (543Db)

u izlaznom je mlazu pm= Pkr = Pa, Pa Je istjecanje uvijek
brzinom zvuka (tj. Ma = 1), a dodatna ekspanzija plina nastaje
izvan sapnice.

Pri odredivanju masenog protoka kad je pa” pkr izlazna
brzina iz konvergentne sapnice ra€una se pomoc¢u Bernoullijeve
jednadzbe (532a), koja uz vi=0, Pi=p0, QQ =Q i v2="m
p2 = pa daje

, / x-1
I8 * P .
x5 ' po/
Primjenom izentropskog odnosa (524f) moZe se gustoéa u
mlazu gm izraziti sa

(544a)

Pa\X . (544b)
Po
pa je maseni protok
r 2i X-r
™ =—emVmA = A popo " )" i H (544c)
X—1 "Po/ \PoJ
za sve omjere tlakova
2 \"T
Pa > Pkr . (544d)
Po = Po W x + 1
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U izrazu (544c) A je povrsina presjeka otvora sapnice i povrSina
mlaza, tj, pretpostavljen je koeficijent kontrakcije Cc= 1

Pri kriticnom omjeru tlakova i za sve omjere tlakova manje
od kriticnoga, tj. pri

Pa < Pkr = (544¢)
Po Po "X+ 1/
izlazna brzina ostaje jednaka brzini zvuka:
*pkr = ' 2x Po
s Amkr — Ckr “ ! ' (544f)
Pkr X+ 1Po’
gdje je primijenjen omjer
2 P
Pkr 0 (544g)

Pkr X+ 1Q0
dobiven dijeljenjem drugog i treéeg izraza (535d).
Izrazi (544f) i (544b) daju za maksimalni maseni protok
izraz
x+ 1

2x—0,

AKr o PKeKEA A V'y-PoQo, (544h)

za sve paz pkr.

Ako se maseni protok (544c) podijeli maksimalnim ma-
senim protokom (544h), dobiva se bezdimenzijski maseni pro-
tok

x+1 2 x-1
1- (p *)~
' Po) ‘po/
za sve pa”™ pkr, a m*= 1 za sve pag pkr
U dijagramu na si. 118 prikazani su za x = 7/5 = 1,4 bez-
dimenzijski maseni protoci (545) kao funkcije omjera tlakova

Pa/Po-

X —1 ) (545)

Sl. 118. Zavisnost bezdimenzijskog masenog protoka m = ni/mkr = wi/wmax oc®
omjera tlaka pa u prostoru istjecanja i tlaka p0 u spremniku

Konvergentno-divergentna (De Lavalova) ili nadzvu¢éna sap-
nica. Na ulazni (konvergentni ili konfuzorski) dio sapnice, koji
se suzava do grla, nastavlja se izlazni ili difuzorski dio. Ako
pri istjecanju kroz sapnicu brzina plina na grlu ima Kkriticnu
vrijednost (tj. jednaka je brzini zvuka), pri daljnjoj ekspanziji
plina i pri odredenim uvjetima protutlaka na izlazu u prostor
istjecanja u difuzorskom se izlaznom dijelu sapnice moze ostva-
riti nadzvucno strujanje.

Analiza istjecanja kroz konvergentno-divergentnu sapnicu
graficki je prikazana dijagramima omjera tlakova p/p0i Machova
broja na si. 119. Ti dijagrami pokazuju sljedece:

a) ako je protutlak pal = p0, tada nema strujanja;

b) ako je protutlak pa2 takav da je p0> pa2> pa3 tada
je svuda unutar sapnice strujanje podzvuéno;
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c) pri jednom potpuno odredenom protutlaku pa3, strujanje
na grlu je kriticno (Ma =1), a u divergentnom se dijelu
nastavlja podzvucno strujanje;

d) u podruju protutlakova od pa3 do pa6, kad su protu-
tlakovi pa3> pad> pab> pab, na grlu sapnice nastaju Kkriticni
uvjeti, a u divergentnom dijelu nadzvuéno strujanje. To nad-
zvu€no strujanje na nekom mjestu preko udarnog vala prelazi
u podzvuc€no, da bi se na izlazu tlak povisio, npr. na pa4, u
skladu s uvjetom istjecanja pmd = pad. U podrucju protutlakova
od p& do pab udarni val nastaje na samom izlazu iz sapnice.
Sto je tlak pa5 blizi tlaku pa6, to je udarni val sve slabiji
i slabiji;

e) pri jednom potpuno odredenom protutlaku pa6, koji
zavisi od veli€ina stanja mirovanja u spremniku i od dimenzija
sapnice, unutar divergentnog dijela sapnice i na njenu izlazu
uspostavlja se nadzvucno strujanje, a unutar izlaznog mlaza
vlada tlak pnb = pab. Takvi uvjeti strujanja u konvergentno-
-divergentnoj sapnici zovu se projektirani rad sapnice;

j) pri protutlakovima pa< pa (na si. 119 primjer protutlaka
pa7)unutradnje strujanje u sapnici ostaje nepromijenjeno sobzirom
na protutlak pa&6 i pnv= pab, pa se ekspanzija plina od
tlaka pa6 na pa7 dogada izvan sapnice.

SI. 119. Istjecanje kroz konvergentno-divergentnu (De Lavalovu)
sapnicu

U podruCju protutlakova od pa3 do p& u divergentnom
dijelu sapnice nastaju normalni udarni valovi, okomiti na smjer
strujanja, a u podrucju protutlakova od pa do pab kosi udarni
valovi na izlazu iz sapnice. Karakteristika udarnih valova jesu
skokovite promjene tlaka, gustoe, temperature i brzine, pa ta
pojava nije izentropski proces.

Normalni udarni val. Udarni val je relativno vrlo tanki sloj
fluida u kojemu nastaju nagle promjene dinamickih veliCina.
Debljina je tog sloja vrlo malena, reda veliCine srednje slobodne
putanje molekula, tj. 10~6m, pa se udarni val moZe smatrati
prostornom povrSinom diskontinuiteta brzine strujanja, tlaka,
gustoCe, temperature i entropije fluida. Kad u zraénom tunelu
na tupi rotacijski projektil nailazi paralelno nadzvu€no strujanje
zraka (Ma” > 1), ispred projektila nastaje udarni val u obliku
rotacijskog hiperboloida, kroz koji se nadzvu€na brzina strujanja
zraka skokovito mijenja u podzvucnu brzinu, a tlak, gustoca,
temperatura i entropija skokovito porastu. Kad se projektil
giba nadzvuénom brzinom kroz staticku atmosferu, takav se
udarni val giba ispred projektila. Eksplozija u zraku proizvede
sferno celo udarnog vala, koje se S8iri u okolni staticki i
neporemeceni fluid.
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Pri jednodimenzijskom strujanju nastaje normalni ravni
udarni val, okomit na smjer strujanja. Tako pri neispravno
projektiranoj konvergentno-divergentnoj sapnici (npr. protutlak
/724 na si. 119) plin na ulazu u proSirenje iza grla sapnice
pocinje strujati nadzvu¢nom brzinom, ali zbog visokog protutlaka
na izlazu sapnice nastaje ve¢ u njenu proSirenom dijelu udarni
val, pa nadzvucna brzina plina padne na podzvucnu i prilagodi
se uvjetima koji vladaju na izlazu.

D
E

Sl. 120. Kvalitativna analiza nastajanja udarnog vala

Nastanak normalnog udarnog vala kvalitativnho se analizira
tako da se u cijevi konstantnog promjera (si. 120) prati od
nekog trenutka t = tl vremenska promjena uzduzne razdiobe
neke veli¢ine, npr. profila gustoce 6 =g(Xti)- Takav profil
razdiobe gustoée u cijevi moze nastati ako se u vremenu
od r- 0do «— 11 stap pokrece od lijevog kraja cijevi prema
desnom kraju po odredenom zakonu brzine gibanja U = U (),
uz U(t = 0)=01i U(t =ti) = 0. Slican profil razdiobe ili jedno-
stavni val na istom dijelu cijevi imaju tlak p, brzina zvuka c
(tj. brzina prijenosa informacije izmedu Cestica, ili brzina Sirenja
poremecaja kroz Cestice, ili brzina gibanja vala relativno prema
Cesticama) i brzina v gibanja Cestica fluida. Prema tome se u
prostoru, relativno prema cijevi kojamiruje,poremecaj Siri
udesno brzinom

a=v+ec (546)
Uz pretpostavku izentropskog strujanja, prema (5249) vrijedi
p = const{?x, (547)

gdje jepozitivnakonstanta ista za sve Cestice,
izrazu (529c)

pa je prema

— = l/const. xq* (548)

Q

tj. brzina je zvuka veéa u guS¢em mediju. Zbog toga ce se
tocke A i B na profilu razdiobe gustoée desno od tjemena M
(si. 120a) tokom vremena priblizavati u cijevi, a tocke A' i
B\ istih gusto¢a kao u tockama A i B, lijevo od M, medusobno
¢e se udaljavati. Tu je rijec o tome da se u cijevi priblizavaju
i udaljavaju tocke odredenih gusto€a, a ne da se mijenja polozaj
odredenih Cestice fluida u cijevi. Zbog takve deformacije profila
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uzduzne razdiobe gustoée profil vala stlaCivanja, tj. dio profila
desno od M, postaje s vremenom sve strmiji, a val razrjedenja,
tj. dio profila lijevo od M, sve polozitiji (si. 120b). Matematicki
promatrano, nastavak deformacije bi u nekom trenutku t = r3
poprimio oblik profila vala stlaivanja prikazan na si. 120c.
Medutim, fizikalno je nemoguce da ista Cestica fluida na nekom
polozaju x u cijevi ima tri razli¢ite gustoe 4. Prema tome,
kontinuirani analitiCki proces vremenske deformacije profila
razdiobe gustoCe ¢ prestaje u trenutku « = «m < 13 kad tangenta
na profil razdiobe gusto¢e q postane vertikalna (si. 121a), tj.
rjeSenje je diskontinuitet nazvan skokom zgusnuéa (si. 121b) u
kojem se gustoca, tlak, brzina, temperatura i entropija skokovito
promijene. Takvo rjeSenje potvrduju mnogi eksperimenti. Buduci
da valovi razrjedenja postaju tokom vremena sve polozitiji,
ne moze se pojaviti skok razrjedenja.

r,ir2
Si | s2
|

SI. 121. Nastajanje udarnog vala

Analiticko rjeSenje udarnog vala dobiva se razmatranjem
jednodimenzijskoga nestacionarnog strujanja, opisanog neline-
arnom diferencijalnom jednadzbom (v. Valovi u fluidima).

Odnosi dinamickih i termodinamickih veliina pri prolazu
kroz udarni val kvantitativno se analiziraju pomoc¢u osnovnih
jednadZzbijednodimenzijskog strujanja na stacionarnom udarnom
valu. Naime, na promatraca Cvrsto vezanog za udarni val
(si. 121b) nailazi paralelno strujanje fluida brzinom =a, a
napusta ga brzinom v2=a —v, pa se dobiva stanje prikazano
na si. 122, gdje su indeksi 1 i 2 zamijenili mjesta koja su imali
na si. 121b. To stanje odgovara pojavi normalnog udarnog
vala u konvergentno-divergentnoj sapnici (npr. protutlak pa na
si. 119) kad kroz udarni val nadzvuéno strujanje skokom
prelazi u podzvucno strujanje.

Pretpostavlja se da je strujanje fluida do udarnog vala i iza
njega izentropsko. Prolaz kroz udarni val nije reverzibilan
proces, ali se moZe smatrati adijabatskim procesom jer je debljina
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udarnog vala vrlo malena. Iz istog razloga moZe se za izabrani
kontrolni volumen oko udarnog vala (si. 122) prihvatiti da je
Ai = A2=A, a mogu se zanemariti i viskozna naprezanja
preko kontrolne povrSine. Pri tom se ne zanemaruju intenzivne
viskozne pojave unutar udarnog vala, premda je on vrlo tanak.

Primjena jednadZzbe kontinuiteta (516), uz navedenu pret-
postavku o jednakosti presjeka daje glvl=g2v2. Energetska
jednadZzba (517) za stacionarno adijabatsko strujanje (q —O0)
poprima oblik:

»2 2

ili h0l = h02 = hO. (549a)

Iz izvoda izraza (388f) vidi se da se ta jednadZzba moZze pri-
mijeniti za prolaz kroz udarni val kao adijabatsku pojavu.
Odnos entalpije h i p/g prema izrazu (533a) pokazuje da integral

jednadzbe gibanja idealnog fluida (433c) u obliku (532) ostaje
valjan kroz udarni val, tj.

++ 4=
PxafE=_x 2w (549b)
lgx 2 x—1q2 2~
ali uz Poi f Po2 i -P}_ i
0i 02

Jednadzba koli¢ine gibanja (518) primijenjena na kontrolni
volumen (si. 122) daje

IH +ei 2=

Mogu¢i smjer razvoja udarnog vala odreduje se pomocu
drugog zakona termodinamike, koji za adijabatsko strujanje
kroz udarni val ima oblik (519a), tj. s2- Sj z 0.

Za savrseni plin koji zadovoljava jednadZzbu stanja (520a)
i za zadano stanje ispred udarnog vala pu ou gu 7j, sx i
Moj > 1 raspolozive jednadzbe daju stanje iza udarnog vala
Pit v22 02, T2, s2 i Ma2< 1

Eliminacijom i v2 iz (549b) i (549c) i uzme li se u

obzir relacija Qivi= qg2v2, dobiju se Rankine-Hugoniotove
jednadZzbe:
X+ 1Q2_ j
2 ~\ Qi
P x-t (550a)
Pi X+ \ 02
X — 01
14 X+ 1P2
02 1Pl (550b)
01 x+1 P2 »2
X-1 Pi

Ti se odnosi nazivaju i Rankine-Hugoniotova adijabata ili udarna
adijabata. Za x = 7/5 = 1,400 prikazana je Rankine-Hugoniotova
adijabata dijagramom na si. 123, zajedno s izentropskom adija-
batom (524f).

Kombinacija jednadzbi (549b) i (549c) daje za zadane pl5 vi
i Pi izraz za tlak p2:

Pi= ,nl2zeivi-{k- npIl, (551a)
ili za omjer tlakova p2/pi:
p2 2xMa\ —(x —1) 2X .
=1+- {Maj * (551b)
Pi X+ 1 X+ \
§to uvrSteno u (550b) daje omjer gustoca:
g2 _ Ma\{x + 1) (551¢)
ql 2+ Ala\{x - 1)
Dalje se dobiva
P2
h2 — 551d
[ (551d)
P2 Pl (551¢)
02v2 01Vi

p2+
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Promjena entropije pri prolazu kroz udarni val odredena
je za savrdeni plin izrazom (524d), koji primjenom odnosa
(551b) i (551c) daje

2xMaf x+ 1 2+ Ma\{x —1

Ma\(x + 1) - (5510

2 * /M
Budu¢i da je samo za p2> Pi, Qi> Qi i Mal> 1 entropija
s2 veéa od sl9 u udarnom valu moZze nastati samo skok
zgusnucéa. Skok razrjedenja bi dao s2 < su §to proturje¢i drugom

zakonu termodinamike.

i &
Ine,

Sl. 123. Rankine-Hugoniotova ili udarna adijabata i izentropska adija-
bata za x = 14

Iz (549a) slijedi Citav niz drugih jednakosti, kao npr.:

Toi — T02 = TO; c0l —c02 =c0;
(552a)
Kl "kr2 Nl N2 ke
ali i nejednakost
Pol > P02’ (552b)
Iz (551¢) slijedi Prandtlov odnos
viva—ckr ili  2iA2=1 (852¢)

Primjena odnosa (536d) i izraza (552c) pokazuje da pri
Mai > 1 mora biti Ma2 < 1, tako da je strujanje do udarnog
vala nadzvuéno, a iza njega podzvucno. lzrazi (536d) i (552c)
daju

Maj "

Ma2 = (552d)

Prema jednakosti (552a) moZe se izraz (534b) s istom vri-
jednosti TO primijeniti na stanja ispred i iza udarnog vala, pa
se dobiva odnos

1
1+ -Ma\
(552¢)

Ti
1+-

Odnosi pojedinih veli€ina pri prolazu kroz normalni udarni val
u savrSenom plinu x = 14, prikazani su u tabl. 7.
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Tablica 7

ODNOSI KARAKTERISNICNIH yELICINA U NORMALNOM
UDARNOM VALU U SAVRSENOM PLINU (x = 1,40)

Ml Pi 02 2 £ Poz V- v2 s
Pi 01 Ty a Poi a
1,0 1,0 10 1,0 1,0 1,0 0 1,0
15 2458 1862 1320 1,149 0,930 0694 0,701
20 4500 2667 1,688 1,299 0721 1250 05774
30 10333 3857 2,679 1,637 0,328 2222 04752
40 18500 4571 4,047 2,012 0,139 3125  0,4350
50 29,000 5000 5800 2,408 0,0617 4000 04152
100 116500 5714 20,387 4515  0,00304 8250 0,3876
500 29165 5988 487,055 22069 1,14-10'6 41650 0,3784
1000 116665 5997 1945387 44,107 3,59-10~8 83325 0,3781
® o 6 e o 0 o 03780

Promjena strujanja u udarnom valu moZe se prikazati u
/z,s-dijagrarnu. Uz konstantnu povrSinu normalnog presjeka
udarnog vala jednadZzba kontinuiteta ima oblik

rili = qv = const., (553a)

a primjenom jednadzbe stanja savrSenog plina (520a) moze
se energetska jednadzba (549a) pisati u obliku

pP 72

e w
hO=h+— =cpT+. —__
R g 2*

(553b)

Ako se pode od zadanih uvjeta ispred udarnog vala pu
gi, vu hO i su kombinacijom izraza (553a) i (553b) s izrazom
za razliku entropije (55If) dobiva se odnos entropije s i entalpije
h za sva mogucéa stanja koja zadovoljavaju jednadzbu kontinui-
teta (553a) i adijabatsku energetsku jednadZbu (553b):

s = + culn ei R/VjV™L + culn h(hO- h)

553
PiCplmJ (5%3¢)

Krivulja koja u /i,s-dijagramu opisuje ta moguca stanja,
odnosno funkciju (553c), zove se Fannoova krivulja (si. 124).
Fannoova se krivulja moZe prikazati i kao odnos h i l/g u
/z,l/g-dijagramu.

U toCki a Fannoove krivulja (si. 124) jest ds/dh = 0, pa je
entropija maksimalna, a lako se moze dokazati da je u toj
tocki stanje upravo kriti¢no, tj. Maa= vjca= 1 Zaw se jedna
grana Fannoove krivulja Sto izlazi iz to€ke a odnosi na nad-
zvucno, a druga grana na podzvucno strujanje.

Mikg 15 :
Rayleijjhova
krivilija /O

Podzvuéno
strujanje
hoi = ho2 =0,9416 # J/kg Ma< I\ \ y
10
Fannoova i
krivulja Maa=i]
! z~Nadzvugno!
7 / strujanje .
/ : Ma>1
05 1
— // 1
; / / 1
1
! 1
1
1
1
i
I
0 500 1000 1500 2000
s Jikg K

Sl. 124. Analiza normalnog udarnog vala Fannoovom i Rayleighovom krivuljom

Kombinacija jednadzbe kontinuiteta (553a) i jednadZbe ko-
licine gibanja (549c) pokazuje da je

ml .

P+ monst. = Cif (554a)

gdje se konstanta Cx mozZe izraCunati iz zadanog polaznog
stanja:
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" ) ]
————— = Pi +QiVi.
Q

Krivulja u /15-dijagrarnu koja opisuje stanja Sto istodobno
zadovoljavaju jednadzbu kontinuiteta i jednadzbu kolicine gi-
banja zove se Rayleighova krivulja (si. 124). Ako se gustoca
g uzme kao parametar, primjenom (554a), (55If) i (522b) moze
se Rayleighova krivulja prikazati u parametarskom obliku

C ,-y

s=5s, + c,ln tc,In

p_l_"_ B (554b)
T cp P 1i
“%=r Cl

U /15-dijagrarnu na si. 124 ucrtane su za isti primjer strujanja
Fannoova i Rayleighova krivulja. U to€ki b Rayleighove krivulje,
gdje je ¢s/dh = 0, takoder je i kriti€no stanje, tj. Mab= vbich= 1,
i iz te toCke izlazi nadzvucna i podzvucna grana krivulje.
Stanja 1 i 2 ispred i iza udarnog vala nalaze se na sjeciStima
Fannoove i Rayleighove krivulja (to€ke 712 na si. 124). Bududi da
se prema drugom zakonu termodinamike za adijabatsko strujanje
entropija ne mozZe smanjivati, stanje 1 ispred udarnog vala ima
manju entropiju sx (tocka 7, koja je sjeciSte nadzvucnih grana
obiju krivulja). Stanje 2 iza udarnog vala ima veéu entropiju,
52> s5 i nalazi se u sjeciStu (tocka 2) podzvucnih grana
obiju krivulja.

(554c)

Udarni valL

StatiCke rupice

SI. 125. Pitot-Prandtlova cijev u nadzvuénom strujanju

Pri mjerenju brzine strujanja Pitotovom ili Pitot-Prandtlovom
cijevi, kad je M ax > 1, ispred toCke stagnacije nastaje normalni
udarni val (si. 125). Prema izrazu (551b) omjer tlakova iza i
ispred udarnog vala iznosi:

(555a)

a primjena (534c) od toCke 7 iza vala do toCke zastoja daje

(555b)

PomnoZe li se te dvije jednadZzbe i primijeni izraz (552d) za
odnos Mai i dobiva se

1
(x + 1)2Mal x-1
M2(x- D3 (555C)

Buduéi da su prema (552a) temperature stanja mirovanja na
obje strane udarnog vala jednake, vrijedi

Nw= TOl = TO, (555dl
ili primjenom (534a)
y =cp(TO-TJ. (555€)
Budué¢i da je c2 = xRT™ i Ma” = v*/ch, to slijedi
1 Vi (5550

® xRMa2'
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§to uvrSteno u (555e) daje
2 2c

J— + ”
2 |1 xRMa?2 cpTo.

(5559)
Pomocu izraza (555g) i (555c) moze se proracunati brzina vx
na osnovi izmjerenih veli¢ina TO, p0 i pQ Iz izmjerenih tlakova
p” i p0 zaklju€uje se da li je strujanje podzvucno ili nadzvu€no.
Naime, prema (535d), za strujanje brzinom zvuka (Ma™ = 1)
vrijedi odnos

Pao
i (555h)
Po Po X+ 1
i prema tome, ako je
p* .
555
Po x+ 1 (555)

strujanje je podzvuéno {Ma” < 1) i za proracun brzine mjerene
Pitotovom cijevi primjenjuje se izraz (538).

Ako nije zadovoljena nejednadzba (555i), strujanje je nad-
zvugno i za proracun brzine primjenjuju se izrazi (555c) i (5550).

Pitot-Prandtlova cijev za mjerenje nadzvucnog strujanja ima
nos u obliku konusa od 10° a statiCke rupice su udaljene
deset promjera cijevi od ramena konusa. Medutim, ima i po-
sebnih izvedbi da se izbjegne pojava udarnog vala, npr. izvedba
nosa u obliku oStrog klina s jednom stranom paralelnom sa
strujanjem fluida.

Stacionarno adijabatsko strujanje s trenjem u cijevima kon-
stantnog presjeka. Ako u dugackoj, savrdeno izoliranoj cijevi
konstantnoga popre€nog presjeka velikom brzinom struji sa-
vrdeni plin stacionarno i adijabatski, ucinci viSskoznosti i pri-
padne promjene entropije ne mogu se zanemariti. Pri takvu
strujanju, zbog otpora trenja na stijenkama cijevi, nastaje na
duljini L cijevi promjera D razlika tlaka Apf dana Darcy-
-Weisbachovim obrascem:

Apf= *(Re,Ma,k/D)~-"-gv2 (556a)
gdje za stlacivo strujanje koeficijent otpora trenja k zavisi i od
Machova broja.

*m

Ip.P7tdx~j (p+d
>

i v+ du *

SI. 126. Adijabatsko strujanje s trenjem

Prema izrazu (556a) na elementu dx jednodimenzijske vari-
jable u cijevi diferencijalni pad tlaka iznosi

dx i
Pf= DX
Tom razlikom tlaka preko povrSine A = D244 na x i x + dx
svladava se sila otpora trenja iw/)7rdx uz stijenku cijevi (si. 126),
gdje je twtangencijalno naprezanje uz stijenku, pa izjednacenje
tih dviju sila daje odnos izmedu X i tw:

(556b)

A=-n~, (556¢)

Jednadzba koli¢ine gibanja (518) i jednadZzba kontinuiteta
(518a), primijenjene na kontrolni volumen, daju

a2 k

(557a)

JednadZzba (557a) moZe se smatrati i modificiranom Eulerovom



MEHANIKA FLUIDA

jednadZbom gibanja za stacionarno adijabatsko strujanje s
trenjem.
Ako se zanemari masena sila energetska jednadzba za
stacionarno adijabatsko strujanje (388f) ima oblik
b+ -Lv?=ho= const, (557b)
a drugi zakon termodinamike (519a) moZe se pisati u obliku
ds/dx > 0.
Za A —const. jednadzba kontinuiteta (516) pisana u obliku
logaritmickog diferencijala glasi
dg dv 1 di;2

g v v

(557¢)
Iz zadanih uvjeta na ulaznom presjeku energetska jednadzba
(557b) i jednadzba kontinuiteta (516) odreduju funkcije

h = h(v); (558)

pa se i sve ostale veli¢ine mogu izraziti kao funkcije brzine
v. Tako se moze jednadzba (557a) pretvoriti u diferencijalnu
jednadzbu samo sa v kao varijablom, §to omogucuje njenu
integraciju.

Za savrSeni plin u stacionarnom adijabatskom strujanju va-
ljana je ijednadZba (532), kao S§to je pokazano izrazom (549b).
Primjenom izraza c2= xp/g i Ma2= v2c2 moze se diferencijal
jednadzbe (532):

q = q(W\

x dp 559
X—10 (5592)
napisati i u obliku
dz;2
. -+ -
T -r-i-xMa ’
+ - dMa2
1+ (x 1 a (559b)
xMa . Ma?2
1+ i Ma2
gdje je primijenjen i odnos
di?2 dMa2 559
v Ma2 (55%¢)

1+ X Ma2

dobiven iz diferencijalajednadzbe (534b) i diferencijala d(InMu2).
Ako se izrazi (559b) i (559c) uvrste u izraz (557a), dobiva
se diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama Ma2i x:

1- Maz2

dMa2—"dx. (560)

xMaA 1+ X a2

Ta jednadzba pokazuje da je u smjeru strujanja (tj. dx > 0)
dMa2>0 za Ma< 1, a dMa2< 0 za Ma > 1 Prema tome,
pri adijabatskom strujanju u cijevi konstantnog presjeka trenje
uzrokuje ubrzavanje podzvuénog strujanja, a usporava nadzvucno
strujanje. To zna€i da se pri adijabatskom strujanju zbog
trenja Machov broj pomice prema jedinici.

Podzvucno se strujanje moZe ubrzavati samo do Ma — 1,
i tome procesu je primjerena neka kriti€na duljina Lkr na kojoj
strujanje biva zagu3eno trenjem. Kad se nadzvu€no strujanje
usporava, moze nastati udarni val kroz koji nadzvu¢no strujanje
skokom prelazi u podzvuéno.

Integracija diferencijalne jednadZbe (560) svodi se na tabli¢ne
integrale. Ako je na nekom presjeku cijevi Max= Ma i ako
se stavi za taj presjek x x = 0, tada integracija (560) do Ma2= 1
odreduje duljinu x2 = Lkr, preko koje se brzina strujanja pri
Ma < 1ubrza, a pri Ma > 1 uspori na brzinu zvuka. Rezultat
integracije moze se pisati u bezdimenzijskom obliku

*srT

TO—lT
I’-|<I’—D~kr=X|\Wa | 3x In

(x+1)Ma2 (561)

2 1+ -M u2
gdje je srednja vrijednost koeficijenta otpora trenja

TE VI, li
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(561a)

Asr 7 2(x)dx.

0
Pri Ma-+ oo duljina Lkr tezi asimptotskoj vrijednosti (si. 127)

lim Lkr= — - + —+ 1InX+ \ (561b)
Ma-* @ X 2X X—1
Ma
Sl. 127. Bezdimenzijska kriticna duljina pri adijabatskom stru-
janju s trenjem za x = 14
1 m3
Q kg

Sl. 128. Analiza adijabatskog strujanja s trenjem pomocu
Fannoove krivulje

Fannoova krivulja moze takoder posluziti za analizu adija-
batskog strujanja strenjem. Kombinira li se energetskajednadzba
(557b) s jednadzbom kontinuiteta (553a), dobiva se
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1-2 1
ho TZ mM_Q (562)
§to je za zadane hO i mj u h,l/g-dijagramu prikazano
Fannoovom krivuljom u obliku parabole (si. 128). Jednako kao
u /is-dijagrarnu (si. 124), tako i u /zl/p-dijagrarnu postoji
na Fannoovoj krivulji kriticna tocka a u kojoj je entropija
maksimalna, a brzina strujanja jednaka brzini zvuka (Ma = 1).
U toCki a krivulja s = skr = const. tangira Fannoovu krivulju.
Krivulje konstantnih vrijednosti entropije manjih od skr sijeku
Fannoovu krivulju u dvije toCke: jedno je sjeciSte na pod-
zvuénoj grani, a drugo na nadzvuénoj grani Fannoove krivulje.
Budu¢i da prema drugom zakonu termodinamike entropija
raste u smjeru strujanja, to za bilo koje ulazno stanje (pod-
zvucno ili nadzvu€no), istodobno s napredovanjem strujanja
uzduz strujne cijevi, sjeciSta krivulja s = const. i Fannoove
krivulje pribliZzuju se po Fannoovoj krivulji prema tocki a, tj.
prema strujanju brzinom zvuka Ma = 1
Prema (533a) vrijednosti p = const. prikazane su u h, 1/g-di-
jagrarnu pravcima

h=const. [~ ], (563)

koji su strmiji za vece tlakove (si. 128). Prema tome ¢e pri
podzvuénom strujanju, kada se toCka b pomice prema tocki a,
tlak padati, a pri nadzvu¢nom strujanju tlak ¢ée rasti.

Iz prikaza adijabatskog strujanja Fannoovom krivuljom vidi
se da je nemoguée bez skoka u tocki a prije¢i s jedne na
drugu granu Fannoove Kkrivulje, jer bi kontinuirani prolaz
tockom a proturje¢io drugom zakonu termodinamike.

PonaSanja pojedinih dinamickih i termodinamickih veli€ina
pri stacionarnom adijabatskom strujanju s trenjem u cijevi
konstantnog presjeka mogu se pregledno prikazati predznacima
uzduznih gradijenata tih veli€ina:

ds ¢u dp d(l/g) diz dT
dx dx dx dx di dx
Ma < 1 + + - +
Ma > 1 + - + - + +

Stacionarno izotermi¢ko strujanje savrSenog plina u dugackom
cjevovodu konstantnog presjeka. Da bi strujanje u cijevi bilo
izotermicko, potrebno je uravnoteziti toplinsku energiju proiz-
vedenu otporom trenja u fluidu i toplinsku energiju koju fluid
predaje okolisu kroz stijenku cijevi. Cesto se takvo ravno-
tezno stanje uspostavlja pri strujanju plina kroz magistralne
vodove, kad su brzine strujanja znatno ispod brzine zvuka i
kad je temperatura unutar neizolirane cijevi jednaka temperaturi
izotermickog okoliSa.

U izotermiCkom je strujanju Reynoldsov broj konstantan

IcNA
(564a)

jer je pri normalnim tlakovima i pri konstantnoj temperaturi
i viskoznost p konstantna. Zbog konstantnog Re konstantan
je 1 koeficijent otpora trenja X
Za analizu izotermickog strujanja savrSenog plina sluzi

jednadzba kontinuiteta (553a) ijednadZba kolicine gibanja (557a),
koja se moze pisati u obliku

dp X 1 7dx pv,

— + 7T AN2— +— do = °. (564b)

p b2 —p

U izotermickom je procesu 7 = const, pa jednadZzba stanja

savrSenog plina (520a) postaje p/g = R T = const., ili u diferen-
cijalnom obliku
dp dp dt; 1 dMa2
(564c)
P q v 2 Ma
gdje je primijenjena jednadZzba kontinuiteta (553a) i odnos
dv dMa 1dMa2
(564d)

v Ma 2 Ma2
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jer je za izotermiCko strujanje
(564e)

Na presjeku gdje vlada staticka temperatura T, a strujanje
je sMachovim brojem Ma, prema (534b) izentropska temperatura
stanja mirovanja iznosi

¢ =] xR T= const.

1
t0O=rji +: -Ma2 (565a)
a primjenom (534c) izentropski je tlak stanja mirovanja
Po=PU + -Ma: (565b)

Ako se u jednadzbu koli¢ine gibanja (564b) uvrste (564c)
i jednakosti

Q& =-"-xv2=xMaz gVo‘v:—XdMaz (566a)
P Xp
dobiva se
1 dMa2 xMa2 X dx 566h
2 Ma2 1—xMa22D ( )
Uvrstivsi taj izraz u (564e), dobiva se
dp dg dv 1 dMa2 xMaz2
-dx. (567)
p g v 2 Ma2 1—xMa22D

Do Machova broja Ma = 1\fx nazivnik desne strane (567)
jest pozitivan, a iznad te vrijednosti je negativan, pa je to
grani¢na vrijednost Machova broja u smislu predznaka diferen-
cijala pojedinih veli¢ina. Buduci da je dx pozitivan u smjeru
strujanja, izraz (567) pokazuje da se pri Ma <\j\fx tlak i
gustoca smanjuju, a brzina i Machov broj povecavaju u smjeru
strujanja, dok je obratno pri Ma > I/|/x. U obase slucaja
Machov broj priblizava vrijednosti Ma = I/j/i.

Diferencijal izraza (565a) i odnos (566b) daju pri T= const.:

dn x(x - HMa4 X

T0 (1 —xMa2\2 + (x —1)Aia2] D 1 }

Taj izraz pokazuje smjer prijenosa topline. Naime, za Ma < 1/|fx

dobiva se dTO> 0, tj. toplina se prenosi od okolisa fluidu, a

za Ma > I'/j/i dobiva se dTO< 0, tj. toplina se prenosi od

fluida okolisu.

Diferencijal izraza (565b) i odnosi (566b) i (567) daju

dp0 2 —(x+ 1)Ma2 xMa2 X

po 2+ (x—1)Ma2xMa2—1D

§to pokazuje promjenu tlaka stanja mirovanja.

Pona3anja pojedinih veli€ina pri stacionarnom izotermickom

strujanju u cijevi konstantnog presjeka mogu se pregledno
prikazati predznacima njihovih gradijenata u smjeru strujanja:

dx, (569)

dp de di;  dma  dTO dpo
dx dx dx dx dx dx

Ma < I/|/x - - + + +

Ma > \fi\fy. + + +zaM a<|/2/(]l + X)

—zaMa > f/2/(] + x)

Ako se jednadZba (567) integrira od Mat = Ma na presjeku
*1 =0 do Ma2= I/|/i na presjeku x2= LndX dobiva se

X _ l1—xMa2 t/
~D =

gdje je Lmax maksimalna duljina cjevovoda. Ako je duljina
cjevovoda veéa od Lmex strujanje se zaguSuje i maseni se protok
smanji.
Iz jednadzbe stanja slijedi
P

Q g1 (571a)

xMai+ InixM a;
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a iz jednadzbe kontinuiteta (516):

m2R/T
(571b)

Ako se jednadZba koli€ine gibanja (564b) pomnozZi sa p2 i pri-
mijeni (571b), dobiva se diferencijalna jednadzba
k m2RTA m2RTdv
pdp + 2DM A X+ -7~V =°
Integracija te jednadZbe od presjeka xt do presjeka x2 uz
x2 = -, daje *
m2RT
Pi-Pi- 21nMN + 4 (572a)
vt D
Jednadzba kontinuiteta (516), uz A = const., i jednadzba stanja
(571a) pokazuju da je pri izotermiCkom strujanju ptvi = p2v2,
pa izraz (572a) poprima oblik

rh2R T\
21ln— +

p2
Za zadani p{ moZe se nekom od numeri¢kih metoda ta transcen-
dentna jednadzba rijeSiti po p2.

Pri izotermickom strujanju niskim brzinama u dugackim
cjevovodima veli€ina 21n(pi/p2) malena je u usporedbi s ¢lanom
kL/D i moze se zanemariti, pa je priblizan izraz za (572b):
iZ'L rh2R T

5 -

pl - pl (572b)

(572¢)

PI-Pi

Primjenom relacije pi vx = p2v2i izraza (564e) moze se izraz
(572b) jednostavno transformirati u omjer Machovih brojeva:

Ma2 MuU2

L
= 1—xMa2 2In -+ 72— (573)
M ax D

Dinamika viskoznog strujanja

Za istrazivanje i rjeSavanje problema viskoznog strujanja
newtonskih fluida sluZze osnovne jednadzbe dinamike fluida:
jednadzba kontinuiteta (380d) ili (380e), Navier-Stokesove jed-
nadzbe (409a) ili (409e), energetska jednadzba (413c) i drugi
zakon termodinamike (414c), uz pripadne jednadZbe stanja (407)
i (408) i pripadne granic¢ne uvjete. Navier-Stokesove jednadzbe
rastavljaju se na komponente u smjeru osi izabranog koordi-
natnog sustava, a ostale su jednadzbe skalarne. Koordinatni
sustav odabire se prema geometrijskim granicama razmatranog
problema; ako je granica kugla, najprikladnije su sferne koor-
dinate, za aksijalno simetri¢na strujanja prikladne su cilindar-
ske koordinate itd.

Najjednostavniji problemi viskoznog strujanja jesu izoter-
micka strujanja nestlacivih newtonskih fluida. Zbog T= const.
moZe se za normalno podru€je tlakova uzeti da je p = const.,
a zbog g = const. da je i v= const., pa se uz divT = 0 vek-
torski oblik Navier-Stokesovih jednadZbi (409a) rastavlja na tri
skalarne jednadZbe u kartezijskom pravokutnom koordinatnom
ustavu

dvx dvx dvx dvx
dt dx dy dz
Ifip , d2x  d2ux\
Q dx \'8x2 8y2 dz2/’
dvv dvv dvv dvy
Srr+ VoA 4+ V oy oA 4+ VoA
dt dx dz
. (574)
I dp (d2w j)2w d2w
- 1 N
q dy \ dx222'+d)5 *dz2
dvz dvz dvz dvz
dt + ¥t + B8y
d2vz d2vz d2vz
z qdz wv\dx2 dy2 dz2
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uz jednadzbu kontinuiteta

AVx,dvy  dvz _
dx dy dz

Prema unutradnjoj strukturi strujanje realnih viskoznih fluida
u prirodi moze biti laminarno ili turbulentno.

Pri laminarnom strujanju nastaju otpori zbog izmjene koli-
gine gibanja izmedu molekula fluida u susjednim slojevima

icitih brzina. Laminarno je strujanje pravilno strujanje u
laminama (slojevima), putanje Cestica su pravilne krivulje, a
fluktuacije su pojedinih veli€¢ina u mikroskopskom mole-
kularnom mjerilu, pa se ne mogu izmjeriti obi¢nim inZenjer-
skim instrumentima. Vizualizira li se laminarno strujanje bojom,
obojena nit fluida ostat ¢e pravilna krivulja.

Eksperimenti pokazuju da laminarno strujanje nije stabilno
i da ono pri viSim brzinama ili, ispravnije, pri odredenom
Reynoldsovu broju naglo prelazi u turbulentno strujanje. Tur-
bulentno je strujanje karakterizirano velikim fluktuacijama po-
jedinih veli€ina i vrlo nepravilnim putanjama cestica fluida. Pri
turbulentnom strujanju otpori nastaju zbog izmjene kolicine
gibanja izmedu gromada ili grozdova Cestica susjednih slojeva
razli¢itih brzina, i opcenito su ti otpori veci nego pri lami-
narnom strujanju. Nit boje injektirana u turbulentno strujanje
brzo se razaspe po Citavu polju strujanja i rasprsi u mnostvo
zapletenih, nepravilnih krivulja.

Navier-Stokesove jednadZbe valjane su u principu za obje
vrste strujanja. Medutim, te jednadzbe imaju egzaktna rjeSenja
samo za relativho ogranicen broj jednostavnijih problema la-
minarnog strujanja, i u svom izvornom obliku ne mogu se in-
tegrirati preko nepravilnog i slu¢ajnog polja tlaka, naprezanja
i brzine turbulentnog strujanja.

(575)

Tocka zastoja

| i
£ S Z gz
LGS TGS
SI. 129. Tipovi viskoznog strujanja, a strujanje kroz cijev, b
profili brzine strujanja u cijevi, ¢ optjecanje oko krilnog profila,
d strujanje uz ravnu plo€u. LGS laminarni grani¢ni sloj, TGS

turbulentni grani¢ni sloj, P prijelaz laminarnog strujanja u turbu-
lentno strujanje

S obzirom na oblik granica, strujanja se razvrstavaju na
unutradnja i vanjska, odnosno na protjecanja i optjecanja. Na
si. 129 prikazani su tipovi viskoznog strujanja pri protjecanju
kroz cijev i optjecanju oko krilnog profila i ravne ploce.
Zbog prianjanja viskoznog fluida za krutu povrSinu, izraz
(415) za rubni uvjet na nepomicnoj krutoj granici prelazi u

t?=0, (576)
pa se uz takvu granicu stvara odredeni brzine koji
tvori grani€ni sloj.

profil



164

Na Citavom presjeku ulaza u cijev brzina je konstantna,
a tek iznad odredene duljine cjevovoda Lu od ulaza granicni
se sloj razvije do simetrale cijevi.i Na si. 129a prikazan je
razvoj profila brzine u cijevi pri laminarnom strujanju za koje
priblizno vrijedi:

A¢0,06 &77)

gdje je D unutradnji promjer cijevi. Buduéi da je prema (81)
jRekit « 2300, ulazna duljina cjevovoda potrebna za razvoj lami-
narnog profila brzine moZe maksimalno iznositi 138D.

Pri turbulentnom strujanju intenzivno mijeSanje slojeva pri-
donosi brzem razvoju turbulentnog profila brzine, pa ulazna
duljina cjevovoda iznosi 25---40D, premda za puni razvoj tur-
bulentnog strujanja treba duljina Lul~ 80D.

Pri optjecanju tijela, zbog grani¢nog uvjeta (576), stvara
se uz krutu povrSinu tijela relativno tanak grani€ni viskozni
sloj, u kojemu se brzina strujanja fluida velikim gradijentom
mijenja od nule do brzine vanjskog strujanja. Strujanje je unutar
grani¢nog sloja vrtlozno, a izvan grani€nog sloja moZe se stru-
janje smatrati bezvrtloZznim ili potencijalnim. Na ulaznom dijelu,
u blizini toCke zastoja, grani€ni je sloj laminaran. Na odre-
denoj udaljenosti od ulaza, definiranoj kriticnim Reynoldsovim
brojem, laminarni sloj prelazi u turbulentni granicni sloj (si.
129c¢ i d).

Zakoni sliénosti u mehanici fluida. Zbog matematicke slo-
Zenosti vrlo je malen broj problema dinamike viskoznog stru-
janja koji imaju egzaktna analiticka rjeSenja. U drugoj grupi
zadatka, zbog odredenih odnosa i razlike u redu veliCine iz-
medu pojedinih fizikalnih veliina u prirodi pojave, dopusteno
je da se zanemare pojedini ¢lanovi Navier-Stokesovih jednadzbi,
pa se egzaktna analiticka rjeSenja tako pojednostavnjenih jed-
nadzbi nazivaju pribliznim rjeSenjima zadataka viskoznog stru-
janja. Suvremena elektroni¢ka racunala omogucila su da se pro-
blemi viskoznog strujanja direktno numeri¢ki rjeSavaju, npr.
metodom konacCnih diferencija ili metodom konacnih elemenata.
UnatoC uspjesima koji su ostvareni teorijskim pristupom rje-
Savanju zadataka dinamike viskoznog strujanja, glavni izvor
osnovnih spoznaja i temelj razvoja i provjere teorije i teorijskih
rjeSenja jo§ su uvijek i dugo Ce ostati rezultati eksperimen-
talnih istrazivanja. Tako je i mehanika fluida, poput vecine
grana fizike, u svojoj biti teorijsko-eksperimentalna znanost.

Zakoni sli¢nosti u mehanici fluida definiraju kriterije za pro-
vodenje eksperimenata. Na zakonima sli¢nosti zasnivaju se me-
tode za generalizaciju eksperimentalnih rezultata i za predvi-
danje toka prototipne pojave na temelju ispitivanja modela.

U principu model moZe biti manji ili veéi od prototipa.
Ako je prototip velik, npr. brod, tada je brodski model deset
do dvjesta puta manji od broda. S takvim modelom mogu
se ekonomicno provoditi eksperimentalna istrazivanja da bi se
odredio optimalan oblik brodskog trupa i propulzora, §to je
prakticki nemoguée da se provodi s brodom u naravnoj veli-
¢ini. Pri tom je velika prednost da se u laboratoriju mogu
kontrolirati i simulirati vanjski uvjeti u kojima se obavljaju
pokusi s modelom. Za vrlo sitne prototipne pojave ekonomic-
nije je eksperimentirati s modelom veéim od prototipa, jer je
takav model jednostavniji za izradbu i za eventualne modifi-
kacije u procesu istrazivanja, a i prikladniji je za mjerenje.

Veli¢ine u prototipnoj pojavi oznaCene su indeksom P, a
veli¢ine u modelnoj pojavi indeksom M. Svaka od tih pojava
ima svoj prostor i svoje vrijeme. Prostori su opisani koordi-
natnim sustavima O Pi 0 M s radijvektorima rPijrM, a vremena
tekuéim vremenima iP i tM sa zajednickim ishodisnim vre-
menom tP=tM= 0.

Dvije prostorno-vremenske tocke prototipa i modela
Mp(fp.tp) i AIMAMIM (578)

sliéne su ako radijvektori i vremena stoje u jednostavnim line-
arnim odnosima

*p = CL?m> (579)
fP = CtftM (580)

gdje je C koeficijent slicnosti za duljinu, a Ct koeficijent sli¢-
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nosti za vrijeme. Koeficijenti CL i Ct jednaki su za sve tocke
prostorno-vremenskog podru€ja u kojemu se odvijaju proto-
tipne i modelne pojave. Konstantnim koeficijentom sli¢nosti za
duljinu CL definirana je geometrijska sli¢nost, koja ukljucuje
geometrijsku sli¢nost granica i slicnost poloZzaja ishodiSta 0P
i 0 M relativno prema tim granicama. Jednakost (579) pisana
u komponentama glasi:
(581)

Kinematicka sli¢nost dvaju strujanja sadrZava uvjet da se
vektori brzina u slicnim prostorno-vremenskim to¢kama razli-
kuju samo u skalarnom faktoru, konstantnom i jednakom u
Citavom podrucju strujanja, tj.

t2p(7p,ip) = CVUM(fM,tM), (582)

gdje je Cv koeficijent sli¢nosti za brzinu, a tocke (fP,ip) i
OW m) povezane su jednakostima (579) i (580).

Dinamicka sli€nost dvaju strujanja mora zadovoljavati uvjet
da se vektori masenih sila i tenzori naprezanja u slicnim

prostorno-vremenskim tockama razlikuju samo u skalarnom fak-
toru, konstantnom ijednakom u €itavom podrucju strujanja, tj.

JIp(fp,tP) = CRIM(rM,tM\ (583)

xp = 3p= Ci13IWW z? ~C 1zm.

7"p(rp,ip) = C TaTaM(fM,tM), (584)

gdje su Cy i CTa koeficijenti slicnosti za masene i povrSinske
sile, a tocke (rp,ip)i (rMfM) povezane su jednakostima (579)
i (580).

Opcenito se za dvije fizikalne pojave kaze da su slicne
ako se karakteristitne veliine jedne pojave mogu odrediti iz
pripadnih veli¢ina druge pojave u slicnim prostorno-vremenskim
toCkama tako da se pomnoZze sa skalarnim faktorom Kkoji je
jednak za sve toCke. Taj se faktor naziva koeficijentom slic-
nosti i razli€it je za razlicite fizikalne veli¢ine. Ako se sa

0 = 0(?9) (585)

ozna€i karakteristicna skalama, vektorska ili tenzorska veli¢ina
neke pojave, dvije pojave su prema definiciji slicne ako vrijedi
jednakost

@p(fp,tp)= 0 p(C12m,CttM) = C$#MPMiM,

gdje je Cff, koeficijent sliCnosti za tu karakteristicnu veliCinu <P
jednak i isti u svim to¢kama i za sva vremena. Na si. 130
ilustrirana je ta definicija slicnosti na primjeru optjecanja kugle.

Sli¢nost dviju pojava u mehanici fluida ukljuCuje geome-
trijsku, kinemati¢ku i dinamicku slinost.

Razmotrit ¢ée se uvjeti slicnosti izotermi¢koga viskoznog
strujanja nestlaCivog fluida konstantne viskoznosti. Neka su za
prototip i model karakteristicne veli€ine: duljina LP, LM (npr.:
duljina tijela koje se giba kroz fluid; promjer kugle koju
optjece fluid; promjer cijevi); brzina tOP, vOM (npr.: brzina para-
lelnog strujanja kojom fluid iz beskonaCnosti nailazi na
tijelo; srednja brzina strujanja u cijevi); vrijeme iOP, som (npr.:
perioda neke oscilatorne pojave; vrijeme L/U potrebno da
tijelo prevali put jednak svojoj duljini, gdjeje U konstantna
brzina gibanja tijela kroz fluid); masena silajp,fM (npr.: gravi-
tacijska sila na dvije planete); tlak pOP, pOM (npr.: dinamicki
tlak u tocki zastoja gv2J2\ razlika tlakova p,, —pv od koje
direktno zavisi odrzivost kapljevite faze fluida u strujanju);
gustoca fluida £P, gm; kinematicki koeficijent viskoznosti fluida
VP, VM.

Navier-Stokesove jednadzbe (574) i jednadZzba kontinuiteta
(575) mogu se napisati u sazetu vektorskom obliku

(586)

%t+(».V)0=/--!QVp +vM (587)

V -tf= 0. (588)

Svaki pojedini zadatak strujanja fluida ima svoje granicne
i poCetne uvjete koji osiguravaju jedinstvenost rjeSenja sustava
jednadzbi (587) i (588):

tTls = 3(M.t),

gdje je S povrsina tijela, a ti(M,t) brzina toCaka te povrSine.

tloo = K C|(=0 = plt=o0 = (589)
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Za dvije slicne pojave, npr. za prototipnu i modelnu, jed-
nadzbe (587) i (588) te granicni i pocCetni uvjeti (589) izrazeni
su u prostorima i vremenima povezanim jednakostima (579) i
(580). 1z tih dvaju prostora i vremena, te se jednadZzbe i uvijeti
mogu preslikati u zajednicki bezdimenzijski prostor i bezdimen-
zijsko vrijeme, koji su definirani karakteristicnom duljinom i
karakteristicnim vremenom

ZA (590)
LP: Lm’

c o N (591)
(0P *0M

Derivacije i operatori u (587) i (588) mogu se za prototipnu
i modelnu pojavu izraziti bezdimenzijskim derivacijama i opera-
torima definiranim izrazima:

a4 _d_
o dtp
dtc ~ Vv
(0P AOM
v
Vo= P = v (592)
J 1
Lp
A° Ap A m
1 1

gdje kruzi¢ gore zdesna oznacuje bezdimenzionalnost.

i VooV ~ C WacM
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JednadZbe (587) i (588) izrazene bezdimenzijskim funkcijama
(593) i (594) i bezdimenzijskim operatorima (592) imaju, npr.
za prototipnu pojavu, oblik

LP N _
" o Pop V opo + - - A o-o( (596)
roP QpLp i0pLP
1
Voev = 0. (597)

Takve se jednadzbe dobivaju i za slicnu modelnu pojavu
s karakteristicnim modelnim veli¢inama.
Ako se jednadzbe (596) i (597) podijele nosiocima njihove

. . o LP 1 .
dimenzionalnosti _Q) i — , dobiva se
i

SI. 130. Sli€nost optjecanja oko kugle

Funkcije D i p prelaze u bezdimenzijske funkcije bezdimen-
zijskog prostora i vremena relacijom

Up(ip.ip) _

Am O m A m)

(593)
_ A L m
(0P Y
PP(ip, tP)  pm (*m>m) (594)
Pop POM

Zadano polje brzine paralelnog strujanja u beskonacnosti
prelazi u bezdimenzijsko polje

apP_ fam
lp Lm
&, M

(595)

A+ (V- VR Ve =f° - Low + Vv (598)
Ve ev® = 0, (599)
gdje su za slicnu prototipnu i modelnu pojavu
=k Im (600)
Lp Lm:
(0P OM
Pop POM (601)
Q° QpLp Qm ' m
B 1
M (601a)
(0P com
Kad je zadovoljen uvjet sli¢nosti (600), (601) i (601a),

bezdimenzijske jednadzbe (598) i (599) identitnog su oblika
za sve hidromehanicki slicne pojave. | grani¢ni i pocetni uvijeti
(589) imaju u bezdimenzijskom prostoru i bezdimenzijskom
vremenu identi¢an oblik za prototipnu i modelnu pojavu i to

veA\r = u°(M°,n

iH°=0 = ~(r°),
P° I<°=0 = P°i(r°),
gdje je 5° geometrijski slicna granica povrsine u bezdimen-
zijskom prostoru, identicnoga geometrijskog oblika kad se u

taj prostor preslika povrSina prototipne granice SP ili povrSina
modelne granice SM. Na primjeru si. 130c, ta je povrSina S°

(601b)
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kugla jedini€nog promjera. Vektor brzine dan je izrazom
(595).

RjeSenje bezdimenzijskih Navier-Stokesovih jednadZzbi (598)
i bezdimenzijske jednadzbe kontinuiteta (599), uz bezdimenzijske
granicne i poCetne uvjete (601b) predstavljeno je bezdimenzijskim
funkcijama
V= tref; vk VO)f =pVoLiNIe, T v, (601c)

Kad je rjeSenje odredenog problema viskoznog strujanja
fluida (bez obzira da li je dobiveno analiticki ili eksperimen-
talno) izraZzeno u bezdimenzijskom obliku (601c), tada ono pri-
pada i beskonacnoj obitelji »dimenzijskih« strujanja s geome-
trijski slicnim granicama i s karakteristicnim veli¢inama koje
zadovoljavaju jednakosti (595), (600), (601) i (601a). Naime, sva ta
strujanja opisana su identi€nim bezdimenzijskim jednadzbama
(598) i (599) i identicnim bezdimenzijskim rubnim uvjetima
(601b), pa moraju imati i identicna bezdimenzijska rjeSenja
oblika (601c). Za jedno od tih prototipnih strujanja iz besko-
nacne obitelji geometrijski, kinematic¢ki i dinamicki sli€nih stru-
janja dimenzijsko rjeSenje ima oblik

Ti? t\ ! ip +"°p.

rop fipdop Lp Lp  Lp

fp € P oPr

AV R
Lp I,

(601d)
h . ”oop.fp . Pop . vp \

Lp i0p Lp Lp QpLp Lp L
Vv fop T T0p Toph

Jednakosti (595), (600), (601) i (601a) jesu uvijeti ili Kkriteriji
hidromehanicke sli¢nosti dvaju izotermickih strujanja nestlaci-
vog fluida. Te se jednakosti mogu izraziti i s bezdimenzijskim
znaCajkama ili kriterijima sli€nosti, koji su uobiCajeni u meha-
nici fluida. Te su znacajke:

PpVp’tp) = PopP®

Strouhalova znacajka: Sh = , (602a)
~ocTo
Froudeova znacajka: Fr = -—= (602b)
VL
Eulerova znacajka: Eu = (602c)
Reynoldsova znacajka: Re = e (602d)

Pomocu tih znacajka dobivaju se jednostavnije relacije za bez-
dimenzijske veli€ine. Osim toga, bezdimenzijske znacajke moraju
imati istu vrijednost za prototip i za model.

Tim se znaCajkama moZe bezdimenzijsko
prikazati u obliku

rjeSenje (601c)

ve= P°\r°,t°,Sh,Fr,Eu,Re, ¥ ,y-

o 3 (603a)

p° = p°\r°,t°,Sh,Fr,Eu,I}e N
w f 1
a za bilo koje dimenzijsko rjeSenje (601d) iz beskonaCne obi-
telji sliénih strujanja u obliku
)=—v° i p(r,t) = pOp°. (603b)
ro
Sto se tige uvjeta sli¢nosti prvoga graniénog uvjeta u (589)
ili prvoga u (601b) u bezdimenzijskom obliku, mogu u principu
postojati dva razliCita sluCaja. Ako je gibanje granice unaprijed
zadano funkcijom njenih toCaka i vremena, to gibanje granica
u prototipnoj i modelnoj pojavi mora biti kinematicki sli¢no, tj.
tip(Mp.tp) |
Up(Mp,tp)
Lp
top M

(604)
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gdje su (Mp,ip) i (MMiM) slicne prostorno-vremenske tocke
na granicama SP i SM.

To je, npr., slucaj kad prototipna kugla (si. 130) oscilira
po odredenoj unaprijed zadanoj putanji s periodom 0P, ili s
frekvencijom nF= 1/tOP, pa uvjeti (604) propisuju kako to osci-
liranje kugle treba reproducirati na modelu da bi pojave bile
sline.

Drugacije je kad nije zadano gibanje granice, ve¢ je to
gibanje sastavni dio rjeSenja zadatka. Tada se rjeSenje dobiveno
eksperimentom s modelom preslikava pomocu izraza (604) na
slicne uvjete trazenog gibanja prototipne granice. Tako se, npr.,
odreduju oscilatorna gibanja plovnog objekta na slobodnoj
valovitoj morskoj povrsini ili u njenoj blizini.

Na sli¢an se nacin i oscilatorno otkidanje vrtloga u tragu iza
kruznog cilindra (si. 62a) opisuje Strouhalovim brojem n”"D/v*,
gdje je nv frekvencija otkidanja vrtloga. Medutim, tada Strou-
halov broj nije nezavisna veli¢ina, ve¢ opisuje samo rjeSenje,
tj. odredeno unutraSnje svojstvo pojave strujanja, i kao takav
je funkcija Reynoldsova broja. Tim Strouhalovim brojem pres-
likava se dobiveno modelno rjeSenje na rjeSenje beskonacne
obitelji sli€nih strujanja modeliranih Reynoldsovim brojem. Ako
se kruzni cilindar oscilatorno giba u fluidu prema zakonu

u=
tada je ta pojava opisana sa dva Strouhalova broja: jednim

, koji modelira zadano gibanje cilindra,

vanjskim Shx =
~max

i jednim unutradnjim Sh2= —— koji je rjeSenje ili svojstvo

max
same pojave, a funkcija je od Shx i Reynoldsova broja
U maxP

Re =

Ako se raspolaZe teorijskim ili eksperimentalnim bezdimen-
zijskim rjeSenjem nekog problema strujanja (603a), odnosno
rjeSenjem (603b) za bilo koji dimenzijski slu€aj, moze se odrediti
rezultantna sila djelovanja fluida na grani¢nu povrsinu tijela
u dodiru s fluidom. To je Cesto osnovni zadatak mehanike
fluida. Tako je za bilo koje dimenzijsko rjeSenje grani¢ne
povrSine S (npr. povrdine kugle na si. 130) sila fluida na tu
granicu dana izrazom

F =jdndS = jiiT,dS = J(-tf)pdS + 2pJtfT£&S,  (606a)
S s S

s
gdje je za tenzor naprezanja Tau nestlac¢ivom fluidu primijenjen
izraz (400a).

Za nestacionarno strujanje sila (606a) je funkcija i vremena.

Primjenom bezdimenzijskog rjeSenja (603a) i bezdimenzijske
granice 5° te uzme li se u obzir prema (297b) struktura
tenzora brzine deformacije Te izraz (606a) poprima oblik

L2
F= pOL2] (- ft)p°dS® +2/i — J tiTeds® =

S to s°

= —qvl,L22Eu (—Jt)p°dSO +

&

1 2 r2,Sk HT® ds°

=\ gvlL2Cp+\ qvlL 2C", (606b)

gdje su

C°J-7;Sh,Fr,Eu,Re;— ,L\ =2 J(- tHhp°dS®,  (606c)
tox Voo J 1 'S

(“io(_A;Sh’Fr’Eu,Re_;/\L\: 4~ 1 rtTedse (606d)
t

Ve i/ Ke c.
bezdimenzijski vektorski koeficijenti sile tlaka Cp i sile tangen-
cijalnih naprezanja C° na grani¢nu povrsinu 5. Ako se zadovolje
uvjeti slicnosti, za prototipnu i modelnu pojavu vrijede jed-
nakosti:

U ros(
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re — pp PM
Cp_"1
QpV”pLp
(607)
X tM

Ti se vektorski koeficijenti obi¢no rastavljaju svaki na tri
skalarne komponente u tri medusobno okomita smjera, npr.
u smjerove X,y,Z.

Za stacionarno strujanje Strouhalov broj nema nikakvu
vaznost. Naime, u takvom se strujanju mozZe za mjerilo vremena
proizvoljno uzeti vrijeme potrebno da se brzinom v~ prevali
put karakteristicne duljine L, tj. t0= L/v®, pa je Strouhalov
broj Sh = L/iv*to) = 1 za bilo koje dimenzijsko rjeSenje pa je
tako automatski zadovoljen i uvjet ShF= ShM. (Isto je tako i
kad se tijelo karakteristiCne duljine L giba konstantnom pra-
vocrtnom brzinom U u neogranicenom fluidu, premda je to
nestacionarno strujanje.)

Prema tome, uvodenjem karakteristicne duljine L i karakte-
risticne brzine v”, za stacionarno je strujanje automatski de-
finirano i karakteristi¢no vrijeme, pa Navier-Stokesova vektorska
jednadZzba (587), izrazena bezdimenzijskim funkcijama ti°(f°) i

p°(f°), glasi

— (ir mV0)?0= /- —~V°p° + £ (608a)
L q L L
Lo . . V2 o
Dijeljenje te jednadzbe sa -j- daje
(ffo we)ffe =f°-4rV°ep° + VA°t? =
Q
(608b)

© Fraf - Buv Pt ot goa’

Jednadzba kontinuiteta zadrzava svoj bezdimenzijski oblik
dan izrazom (601b).

Uz geometrijsku sli€nost granica, uvjeti slicnosti beskonatne
obitelji slicnih stacionarnih strajanja jesu: paralelnost brzina
ti* i masenih sila/ i, kao Sto se vidi iz (608b), jednakosti
Froudeovih brojeva, Eulerovih orojeva i Reynoldsovih brojeva.
Tada se,naime, iz bezdimenzijskog rjeSenja ~°(F°) i p°(r°)
jednadzbi (608b) i (599) moze dobiti dimenzijskorjeSenje za
bilo koji dimenzijski slu€aj iz te beskonaCne obitelji sli¢nih
stacionarnih strujanja. 1z zavisnosti (603a) i (603b) osim t° i t
ispada i Sh.

Pri stlaivom strujanju toplinski vodljivog savrSenog plina
ulazi u analizu uvjeta sli€nosti i energetska jednadzba (413c),
pa se i skup znacajki sli¢nosti proSiruje na Machov broj
Ma = v/c, Prandtlov broj (406), odnos specifi€nih toplina x i
na sli€nost temperaturnih graniénih uvjeta.

Znacajke turbulentnog strujanja. Polje brzine turbulentnog
strujanja izrazava se u obliku

VX = vX + vx, 1
vy= v+ Wy, > U= i+
vz=vz+ D, )

(609a)

gdje je tistvarna (trenutna) brzina strujanja, ti vremenski
osrednjena brzina ili vremenski prosjek brzine, ati' pulzacijska
brzina.

Sliéno se izrazavaju tlak, tenzor naprezanja i temperatura

P=P+ P\
Ta= %+ T, (609h)
T=T+ T!

Ako se opéenito sa/(x,y,z,i) oznaci neka skalama, vektorska
ili tenzorska veliCina turbulentnog strujanja, tada se ta funkcija

rastavlja na vremenski prosjek / i pulzaciju /':

f(x,y,z,t) =f(x,y,z,t) +f(x,y,z,t). (610a)
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Prema definiciji je

f(x,y,z, r)dt, (610b)

1(*
t-h
2

gdje je Ts perioda osrednjenja.

Pretpostavlja se da je perioda Ts u usporedbi s periodom
turbulentnih pulzacija dovoljno velika da bi za definiciju srednje
vrijednosti obuhvatila dovoljan broj pulzacijskih ciklusa, a da
je dovoljno malena u usporedbi s vremenom koje karakterizira
vremenski promjenljivo osrednjeno turbulentno strujanje, npr. s
periodom oscilacija vremenski osrednjenih veli€ina.

_ Ako je vremensko osrednjenje ispravno provedeno, veli€ina
/ se ne mijenja pri ponovnom osrednjenju, tj. vrijedi

f(x,y,z,t)=f(x,y,z,t). (611a)

Za turbulentno strujanje u kojem / nije funkcija vremena
kaze se da je kvazistacionarno.

Primjenom pretpostavljenog svojstva osrednjenja (611a),
vrijedi

7'=7-7T=o0. (6iib)
Ako je  joS jedna pulzacijska funkcija, lako se dokaze
da vrijedi
fg=fg (611c)
Isto tako vrijede oCite jednakosti
(611d)

dx dx9 ot dt’

Za analizu i rjeSavanje problema turbulentnog strujanja
primjenjuju se vremenski osrednjena jednadzba gibanja i jed-
nadzba kontinuiteta.

Za nestlacivi fluid ¢lan konvektivne akceleracije na lijevoj
strani jednadzbe gibanja (38le), uz divf= 0, moZe se izraziti
sa

(ti-V)ti= Div titi, (612a)
gdje je titi diada ili multiplikacijski tenzor, u Kkartezijskom
sustavu definiran sa

VXVX  VxVy  VXVZ
titi = vyvx  vyvy  vyve (612b)
VZvx VzVy o VZVZ _
Ako se zanemari utjecaj masene sile, primjenom (612a)

jednadzba gibanja (38le) poprima oblik

= Div(T,, - gm). (613a)

Za newtonski nestlacivi fluid tenzor naprezanja Ta odreden
je izrazom (400a).

Izraze li se prema (609a) i (609b) ti i Ta vremenskim
prosjekom i pulzacijskim dijelom te uvrste u jednadZzbu gibanja
(613a), vremensko osrednjenje te jednadzbe primjenom (610b),
(611a), (611b), (611c) i (61 1d) daje

th = Div(Z —qtiti —qgv'V). (613b)

Vremenski osrednjena jednadzba kontinuiteta ima oblik
divi;=0. (613c)
Usporedba jednadzbe gibanja stvarnog (trenutnog) turbu-

lentnog strujanja (613a) s jednadZzbom vremenski osrednjenog
strujanja (613b) prikazuje da se u (613b) pojavio dodatni Clan

—qv'v', koji se naziva tenzorom turbulentnog naprezanja i u
kartezijskom sustavu ima komponente

~QVXVXx ~ QVx»y ~QVxVz
TOturb = -Qti'ti' = -QVyVx - Qvyvy -QVyVz (613d)
~ QVZW ~ QVZW ~ Qvzvz



168

Turbulentna naprezanja odrazavaju vremenski osrednjem
prijenos pulzacijske koli€ine gibanja qV' pulzacijskom brzinom U'.

Primjenom generaliziranog Nevvtonova zakona viskoznosti
(400a), ~-komponenta jednadZbe (613b) poprima oblik

_ dvx d _ dv 1dp
:+v*tcd:.v-dz g dx
d2vx w d 1
( 2y +- ¢ -8VM +

+ Wdx2 + dy2 + dz2

+ H/(' e VVVX)A"' _§[ QV2V'X)

Slican oblik poprimaju i preostale dvije komponente, a
vremenski osrednjena jednadzba kontinuiteta glasi

WX us +s . a-
dx dy dz

JednadZzbe (613b) i (613c) i jednadzbe (614a) i (614b) nazivaju
se Reynoldsovim jednadzbama gibanja vremenski osrednjenoga
turbulentnog strujanja.

Vremenski osrednjeno turbulentno strujanje matematicki je
model strujanja u kojemu su strujnice pravilne krivulje. Strujanje
je u slojevima, sli€no laminarnom strujanju, ali je profil vremen-
ski srednjih brzina bitno razli¢it od profila brzine laminarnog
strujanja. U stvarnom turbulentnom strujanju strujnice pulza-
cijskog gibanja presijecaju strujnice tog urednog osrednjenog
strujanja i time se iz sloja u sloj fluida prenosi koli¢ina gibanja,
toplina, masa i ostale karakteristicne veliine. Za razliku od
laminarnog strujanja, u kojemu takoder postoji prijenos tih
veli¢ina iz sloja u sloj, ali u mikroskopskim razmjerima jer
su nosioci tog prijenosa molekule, pri turbulentnom strujanju
nosioci su tog prijenosa konacne mase fluida, tj. gromade ili
grozdovi Cestica, paje i mijeSanje u makroskopskim razmjerima.

Na si. 131 prikazano je ustaljeno kvazistacionarno vre-
menski osrednjeno strujanje izmedu dviju ravnih plo€a, s pro-
filom vremenski srednjih brzina vx(y). Strujnice pulzacijskog
gibanja gromada Cestica presijecaju te pravilne strujnice osred-
njenog strujanja i sa sobom prenose kroz slojeve koli€inu
gibanja, toplinu i ostale mehanicke i termodinamicke veliCine,
a takoder i razne primjese koje se nalaze u fluidu, npr. dim
u zraku, pijesak u vodi i si. Prijenos i promjena kolicine
gibanja uzrokuje turbulentno trenje medu slojevima, prijenos
topline uzrokuje turbulentnu vodljivost topline, a prijenos pri-
mjesa turbulentnu difuziju. Mehanizam turbulentnog mijeSanja
isti je za trenje, toplinsku vodljivost i difuziju.

(614a)

(614b)

yl y*

wmm//Immds
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vX(y)
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SI. 131. Ustaljeno kvazistacionarno vremenski osrednjeno strujanje izmedu
dviju ravnih ploca

Turbulentno tangencijalno naprezanje rt odreduje se vre-
menskim prosjekom projekcije na os x prijenosa koli¢ine gibanja
na jedinicu povrsine elementa dS poloZenog uzduz strujnice
vremenski osrednjenoga turbulentnog strujanja (si. 131). Ako se
promatra sila naprezanja ztdS kojom gornji sloj djeluje na
donji, tada se primjenom ispravnih predznaka za prijenos
koli¢ine gibanja kroz dS dobiva
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dfy
itdS = Q v;ds k ev;v—ds,

ili za turbulentno tangencijalno naprezanje

dvx

x| Ko

Tt=eiv/ "

dvx (615a)

Taj je izraz postavio J. Boussinesq (1877).
Velicina

"A = gqviU (615b)

izraZava intenzitet turbulentnog mije$anja, pa se po analogiji
s molekularnim mijeSanjem, koje je izrazeno koeficijentom p,
naziva dinamic¢kim koeficijentom turbulentne viskoznosti. Po istoj
analogiji, veli¢ina
A
e = —
Q
naziva se kinematickim koeficijentom turbulentne viskoznosti.
Mjerenja pokazuju da se veliCina A znatno mijenja po
popre€nom presjeku strujanja u cijevi ili u grani€nom sloju.
A ima vrlo malu vrijednost u blizini stijenke (gdje krutost
stijenke ne dopusta Cesticama da pulziraju), pa raste do mak-
simuma na polovici polumjera cijevi ili polovici debljine gra-
ni¢nog sloja, a zatim ponovn opada. To se ponaSanje turbu-
lentne viskoznosti A bitno razlikuje od ponaSanja molekularne
viskoznosti p,koja je svojstvo fluida, dok je Asvojstvo

(615c)

rezZimastrujanja,tj. intenziteta turbulencije. Tako je u izrazu
za ukupno srednje tangencijalno naprezanje

dvx dvx -

T=n + A'di (616)

prvi ¢lan dominantan u neposrednoj blizini krute (glatke)
stijenke, u tzv, laminarnom podsloju, i njegov utjecaj naglo
slabi s udaljavanjem od stijenke, gdje dominantni utjecaj pre-
uzima drugi €lan.

L. Prandtl (1925) dao je veli¢ini /' u izrazu (615b) fizikalni
smisao analogan smislu duljine slobodne putanje molekula u teo-
riji molekularnog mijeSanja. Kad pri turbulentnom mije$anju ko-
nacni volumen fluida, a ne molekula, polazi iz nekog sloja
koji se nalazi na udaljenosti /' od promatranog sloja, tada
taj konacni volumen fluida zadrZava svoju osrednjenu (uzduznu)
koli¢inu gibanja sve dok ne stigne u promatrani sloj i tek se
tada pomijeSa s okolnim fluidom, predaju¢i mu ili primajuci
od njega svu razliku koli¢ine gibanja. Udaljenost od sloja iz
kojeg je taj konacni volumen fluida poSao do sloja u kojemu
se odigralo mijeSanje Prandtl je nazvao putom mijeSanja, a teorija
je nazvana teorijom puta mijeSanja.

U skladu s Prandtlovim shvacanjem, pulzacije komponente
brzine Vy normalno na strujnice osrednjenog strujanja vx(y)
proporcionalne su razlici brzina I'dvx/dy. Ako se ta razlika
uvrsti u (615a) i provede osrednjenje, a koeficijent proporcio-
nalnosti se uklju¢i u novu veli¢inu /, takoder nazvanu putom
mijeSanja, dobiva se Prandtlova formula

(617a)

Da bi mogla postojati oba predznaka, izraz (617a) piSe se
u obliku

d N
.- vy dvx dvx (617b)
- dy dy dy 9
gdje je
A =gl2 617c
g dy (617c)
Umjesto puta mijeSanja, veli€ini / mozZze se dati smisao

znaCajke geometrijske strukture turbulentnog strujanja ili mjerila
turbulentnosti.

Prandtl je dalje pretpostavio da je / proporcionalno s
udaljenosti od stijenke, tj.

I = xy. (618a)
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Uz novu pretpostavku da u blizini stijenke zt ostaje konstantno
i jednako tangencijalnom naprezanju rw uz samu stijenku, za
profil vremenski srednje brzine turbulentnog strujanja dobiva
se izraz

vx(y) = _yl{/] + C, (618b)

gdje je i\ = tzv. brzina trenja.

Konstantom integracije C u (618b) uskladuju se linearni
profil brzine u laminarnom podsloju u neposrednoj blizini
stijenke ilogaritmicki profil brzine (618b) turbulentnog strujanja
podalje od stijenke. Naime, za y = 0 izraz (618b) odlazi u
(—o0), pa ako se udaljenost od stijenke y0 na kojoj (618b)
daje vrijednost vx = 0 izrazi u obliku

=P 618c
yo=P-_ (618¢)
profil brzine (618b) moze se izraziti u bezdimenzijskom obliku
v¥(y*) = Al\ny* f Du (619)
dje je v* *_ * =y — = — i =
gdje j 7*-, y*=y ,Al\ < nEx|

VX v X

Na si. 132 prikazan je bezdimenzijski profil brzine (619)
uz glatku stijenku, odreden brojnim mjerenjima u cijevima,
kanalima i granicnom sloju. Do vrijednosti y* = 5 uz glatku
stijenku se odrzava laminarni podsloj s linearnim profilom
brzine

v¥ =y*9 za y* g 5 (620a)

zatim nastupa prijelazno podrucje do y* = 30, a nakon toga
je strujanje turbulentno s logaritmickim profilom brzine

r* = 25Iny* + 51, za y* " 30. (620h)

Iz konstanata Ti = 25 i = 51 dobivaju se x =04 i

0 = 0,130.

y Y

SI. 132. Univerzalni bezdimenzijski profil srednje brzine tur-

bulentnog strujanja oko glatke stijenke prema podacima mjerenja

u cijevima, kanalima i grani€nom sloju (Kestin, Richardson,
1963)

Vrlo opseZzna istrazivanja strujanja u glatkim i hrapavim
cijevima proveo je J. Nikuradse (1932. i 1933). Cijevi su bile
umjetno ohrapavljene zrncima pijeska. Rezultati njegovih istra-
zivanja prikazani su graficki logaritmom koeficijenta otpora
trenja X na bazi logaritma Reynoldsova broja, za razli€ite
omjere r/k (si. 133), gdje je r polumjer cijevi a k visina
pjeS€ane hrapavosti.

Za laminarno strujanje, do kriticnog Reynoldsova broja,
koji se nalazi izmedu Re = 2160-+-2500 (tj. \gRe = 3,33-¢*3,40),
X ne zavisi od relativne hrapavosti r/k. PonaSanje X u turbu-
lentnom strujanju daje jasniju definiciju hrapave cijevi u hidra-
ulickom smislu. Krivulja X za najveéu hrapavost (r/k = 15)
prva se odvaja od krivulje X za glatke cijevi. Krivulje za
nize hrapavosti (tj. za vise vrijednosti r/k) slijede jednim dijelom
svog toka krivulju glatke cijevi i zatim se od nje odvajaju.

Za najnizu hrapavost (r/k —507) taj slijed krivulje za glatku
cijev prostire se preko Sireg podrucja Re. Prema tome, svaka
hrapava cijev ponasa se u odredenom podruju Re kao hidra-
ulicki glatka cijev. Kad se krivulja X odvoji od krivulje
hidrauli¢ki glatke cijevi, nakon jednog relativno uzeg prijelaznog
podruCja ona postaje paralelna s apscisom i X viSe ne zavisi
od Re ve¢ samo od relativne hrapavosti r/k. To je podrucje
potpune hrapavosti.

-
@
EREERE

— Ilg Re\
30 6,0

Sl. 133. Koeficijent otpora trenja | za strujanje u cijevima razliCite hrapavosti,
prema ispitivanjima Nikuradsea (1933)

Takvo ponaSanje koeficijenta trenja X u turbulentnom stru-
janju odredeno je odnosom visine hrapavosti k prema debljini
laminarnog podsloja definiranog sa y*= 5. Ako se i visina
hrapavosti k izrazi u bezdimenzijskom obliku k* = kvjv, tada
su pojedini reZimi turbulentnog strujanja u cijevima definirani
na sljedec¢i nacin:

a) hidraulicki glatki rezim strujanja

0nN/c*85 X = X(Re\ (621a)

u kojem se svi izdanci hrapavosti nalaze unutar laminarnog
podsloja, pa je i otpor strujanju uzrokovan jedino viskoznim
trenjem;

b) prijelazni reZzim strujanja
5<k*<70 2=2|Ke,- (621b)
u kojem izdanci hrapavosti izlaze iz laminarnog podsloja, pa
uz viskozno trenje nastaje i dodatni otpor forme (virova)
izdanaka koji se nalaze u brZoj turbulentnoj jezgri;
¢) potpuno hrapavi rezim strujanja
k*>0 -> X=X \*,

u kojem su svi izdanci hrapavosti izvan laminarnog podsloja,
pa dominira kvadraticni zakon otpora forme izdanaka, a pad
tlaka dan je izrazom

Apf : =const.v (621d)
Na temelju Prandtlove i Karmanove teorije te eksperimen-
talnih istrazivanja, Nikuradse je za X hidraulicki glatke cijevi

u turbulentnom strujanju dobio izraz
y= = 2\g(Re]/X) 0.8, (622a)

a za podrucje potpune hrapavosti za cijevi umjetno ohrapavljene
zrncima pijeska

(622b)

(62
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Za koeficijent trenja X koji prekriva Citavo prijelazno pod-

ru¢je od hidraulicki glatkog do potpuno hrapavog reZima
strujanja Colebrook je postavio formulu
. 18,7
—j= 1574 —21g(— + (622c)
171 r 171
ili
mX-= - 0,86861n("- . 2523 (622d)
m o7 Rl

§to je dobro priblizenje za proraCun otpora u razli€itim ko-
mercijalnim tipovima cijevi. Za k —»0 te formule prelaze u
izraz (622a), a za Re —>o00 u izraz (622b). U tim formulama
veli¢ina k predstavlja ekvivalentnu ili efektivnu visinu hrapavosti
materijala komercijalnih cijevi, tj. vrijednost koja daje istu
vrijednost X kao visina umjetne pjeS€ane hrapavosti u potpuno
hrapavom reZimu strujanja.

5 10 210
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strujanja u tom podrucju opisuje Eulerovim jednadzbama
gibanja (421a).

Debljina grani¢nog sloja 3 definirana je kao udaljenost
od stijenke u smjeru popreCne osi y preko koje se brzina
mijenja od nule do 99% iznosa brzine vanjskog strujanja, tj.
y = 3, gdje je vx = 0,99 pri uzduznom optjecanju ravne ploce
(si. 135a) ili vx = 0,99vs pri optjecanju tijela sa zakrivljenom
granicom (si. 135b), gdje je v€ brzina vanjskog potencijalnog
strujanja na mjestu x.

Buduéi da je 3 malena velic¢ina prema uzduznoj dimenziji
tijela L, tj. vrijedi 3 SL, Navier-Stokesove jednadzbe mogu se
znatno pojednostavniti. Tako se u laminarnom grani¢énom sloju
ravninskoga stacionarnog strujanja nestladivog fluida utjecaj
pojedinih ¢lanova u komponentama x i y Navier-Stokesovih
jednadzbi (574) analizira ocjenom reda veli¢ine. Naime, promjena
A-komponente brzine vx mijenja se od nule do iznosa (ili
vh unutar udaljenosti 3 u smjeru y, a apscisa x se mijenja

Reynoldsov broj Re =
\

SI. 134. Moodyjev dijagram koeficijenta otpora trenja X za strujanje u cijevima od razli¢itog materijala

Formule (622c i d) Moody je dao dijagramom gdje je
prikazao X na bazi Re u Ig-lg mjerilu (si. 134). U istom su
dijagramu dani podaci o ekvivalentnim visinama hrapavosti
nekih materijala za izradu komercijalnih cijevi.

Granicni sloj. L. Prandtl je 1904. god. uveo pojam grani¢nog
sloja, ¢ime je oznaCen poCetak moderne ere mehanike fluida.
Uvjet priljepljivosti realnog viskoznog fluida o krutu stijenku
uzrokuje bitnu razliku u poljima brzine strujanja idealnog i
viskoznog fluida u neposrednoj blizini krute granice tijela.
Podalje od te granice ta se razlika prakti¢ki potpuno izgubi.
Stoga je Prandtl u analizi viskoznog strujanja oko tijela podijelio
polje strujanja u podrucje relativno tankoga grani¢nog sloja u
neposrednoj blizini krutih granica i u podrucje koje prekriva
ostatak polja strujanja. Unutar tankoga grani¢nog sloja tan-
gencijalnakomponenta brzine naglo se mijenja u smjeru normalno
na stijenku, i to od nule na stijenci do brzine slobodne struje
na vanjskom rubu grani€nog sloja. U tom je sloju ucinak
viskoznosti bitan; strujanje je vrtloZzno, a viskozne su sile istog
reda veli¢ine kao i inercijske sile, pa se dinamika strujanja
opisuje Navier-Stokesovim jednadZzbama (409a). l1zvan grani¢nog
sloja uc€inak je viskoznosti zbog malih popre€nih gradijenata
brzine strujanja zanemarljiv, pa se fluid moze smatrati idealnim
u potencijalnom (bezvrtloznom) strujanju, tako da se dinamika

Sl. 135. Laminarni granicni sloj
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od nule do L, pa ako se znakom ~ oznaCi
veli¢ine, mozZe se pisati
y~< 5 , (623a)
Pomocu tih odnosa moze se ocijeniti red veli¢ine pojedinih
¢lanova Navier-Stokesovih jednadzbi. Tako je

ocjena reda

evi-

dvx 1dp
Vifa L gdx L’
VW d2vx . 623b
vdx2 ~ vL2’ -\\9 ' ( )
Iz jednadzbe kontinuiteta (575) vrijedi
dvy (K _oy®
dy dx ~ L
a zbog
dvy Vy
dy 3’
dobiva se ocjena reda veli¢ine ~-komponente brzine
® (623c)
tako da je
dvy |,
: W (623d)

> L
Zbog osnovne pretpostavke da je 5 <SL, izraz (623b) po-
kazuje da je
d2vx d2vx
,a?<V
pa se ¢lan na lijevoj strani te nejednakosti moze zanemariti.
Buduéi da je grani¢ni sloj podru¢je podjednakog utjecaja
viskoznih i inercijskih sila, u x-komponenti Navier-Stokesovih
jednadZbi zadrZava se viskozni €lan s desne strane nejednakosti

(623e). Taj ¢lan mora imati isti red veli¢ine kao ostali zadrZani
Clanovi, pa se iz (623a) dobiva

d2vx v,  *2

(623e)

623f
Vdy2 ~ V ( )

Iz te ocjene reda veliCine slijedi
A 1 (623g)

T \re

o vmL .
gdje je Re = Reynoldsov broj.

Prema (623g) uvjet 3 <L bit ¢e ispunjen samo kad je
Re > 1, Sto uz zadane i L, kad su reda veli¢ine 1, zahtijeva
relativno malu viskoznost fluida. Tada se moZe primijeniti kon-
cepcija granicnog sloja kao uskog podrucja oko krutih granica
u kojemu je vazan utjecaj viskoznosti.

Ocjena reda veli¢ine ¢lanova ~-komponente Navier-Sto-
kesovih jednadzbi, uz Re 1, pokazuje da se svi ¢lanovi mogu
zanemariti, pa priblizno vrijedi

dp
/df/( a (623h)

Iz toga slijedi osnovno svojstvo grani¢nog sloja da se tlak
preko normalnog presjeka grani€nog sloja moze smatrati konstan-
tnim i jednakim tlaku u vanjskom strujanju. Ako se pri stacio-
narnom ravninskom strujanju brzina i tlak na vanjskom rubu
grani¢nog sloja mijenjaju po zakonu

vd = v8(x), p = p(x), (624a)
primjena Eulerove jednadZzbe gibanja daje
a L dp (624b)
dx qdx’

Na temelju ocjene reda veli¢ine pojedinih ¢lanova Navier-
-Stokesovih jednadZbi i primjenom (624b) dobivaju se Prandtlove
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jednadzbe za laminarni grani¢ni sloj ravninskog stacionarnog
strujanja

dvx dvx dve d2vx

w— +v>-fy-Vsfc +v-d/ (6252)
Poo, a4
dy dx dy

s grani¢nim uvjetima

vw=vw=0 zay=0,
VX -+VS(X) zay ™ cc(3), (625b)
vx = vx0(y) zax = x0.

Primjenom funkcije toka ravninskog strujanja (419e), sa
svojstvima (419f), Prandtlove jednadzbe (625a) i grani¢ni uvjeti
(625b) poprimaju oblik

dip d2p  d\pd2p _ dvd d3ip dp 626
a
dy dxdy dx dy2 dx dy3’ ( )
ip=0 zay=0,
df df
hz)?:—g—pzo za =0,
y .(626b)
:dy- ~agx)  zayhoo(¢),
dp_ vx0 za x = x0
ay = V) = x0.

Pri stacionarnom laminarnom optjecanju ravne ploCe (si.
1354a) tlak ostaje konstantan u ¢itavom polju strujanja, a takoder
je i V&= i« = const., pa sustav jednadZbi, (626a) i uvjeti (626b)
prelaze u

dp d2xp  dtp d2ip d3xp
P = P* = const., (627a)
dydxdy dx dy2 dy3
tp=0 zay=0,
dtp
q kad 00, za sve Xx,
y (627b)
- - - =0 ay=0 x> 0,
dy  dx 2y
dt
VX Ap ~ za x = 0.
8y

Za rjeSavanje jednadZbe (627a) Blasius je na temelju reda
veli¢ine (623g) uveo sloZenu bezdimenzijsku varijablu

>?=-£=, (628a)
ivx
Veo
i bezdimenzijsku funkciju toka
.7 (628b)
=<0 1/v00vx

u kojima jednadZba (627a) prelazi u obi¢nu nelinearnu diferenci-
jalnu jednadZzbu

2ep™+ ep(pn = 0, (628c¢)
s graniénim uvjetima:
=0 za =0,
eg=0 za =0, (628d)
pf=1 za p-+00.

Uz grani¢ne uvjete (628d) moze se Blasiusova jednadzba
(628c) numericki rijeSiti. U tabl. 8 prikazani su rezultati
Howarthove numericke integracije, a na si. 136 pokazano je da
se teorija i eksperiment odlicno podudaraju.

Tangencijalno naprezanje twuz ravnu ploc¢u dano je izrazom

e»to = 03321
YR ix

Tw = ju = (p10)
dy hoO

(6292)
AR
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gdje je Rex = —
%

Koeficijent otpora trenja jedne strane plo¢e duljine L i
Sirine B iznosi

1,328
e PRI ' Twdx = (629b)
jgvIiLB y evlLg \/Re
Debljina grani¢nog sloja dana je izrazom
Tvx
wovw =099 = 491 - (629¢)

Karman i Pohlhausen razvili su pribliZznu metodu rjeSavanja
ravninskoga grani¢nog sloja temeljenu na jednadZbi koli€ine
gibanja.

Tablica 8

HOWARTHOVA INTEGRACIJA BLASIUSOVE JEDNADZBE
2<p" + pp'= 0 LAMINARNOG GRANICNOG SLOJA UZ RAVNU

PLOCU
i ® (G e <P’ i <5 ® = YX "
Voo Ve
0 0 0 0,33206 44 2,69238 0,97587  0,03897
0,2 0,00664 0,06641  0,33199 4,6 2,88826  0,98269 0,02948
04 0,02656  0,13277  0,33147 4,8 3,08534 0,98779  0,02187
0,6 0,05974  0,19894  0,33008 5,0 3,28329 0,99155 0,01591
0,8 0,10611  0,26471  0,32739 52 3,48189  0,99425 0,01434
1,0 0,16557  0,32979  0,32301 54 3,68094 0,99616 0,00793
1.2 0,23795 0,39378  0,31659 5,6 3,88031  0,99748 0,00543
14 0,32298 0,45627  0,30787 58 4,07990 0,99838 0,00365
16 0,42032 051676  0,29667 6,0 4,27964  0,99898  0,00240
18 0,52952 057477  0,28293 6,2 4,47948  0,99937  0,00155
2,0 0,65003 0,62977  0,26675 6,4 4,67938 0,99961  0,00098
2,2 0,78120 0,68132  0,24835 6,6 4,87931  0,99977  0,00061
2,4 0,92230 0,72899  0,22809 6,8 5,07928 0,99987 0,00037
2,6 1,07252  0,77246  0,20646 7,0 527926  0,99992  0,00022
28 1,23099 0,81152  0,18401 72 5,47925 0,99996 0,00013
30 1,39682 0,84605 0,16136 74 5,67924  0,99998  0,00007
3.2 156911 0,87609 0,13913 7,6 5,87924  0,99999 0,00004
34 1,74696 0,90177 0,11788 78 6,07923  1,00000 0,00002
3,6 1,92954  0,92333  0,09809 8,0 6,27923  1,00000 0,00001
38 2,11605 0,94112 0,08013 82 6,47923  1,00000 0,00001
4,0 2,30576  0,95552  0,06424 84 6,67923  1,00000 0,00000
42 2,49806  0,96696  0,05052 8,6 6,87923  1,00000 0,00000
4,4  +2,69238 0,97587  0,03897 8,8 7,07923  1,00000 0,00000
10 ©-+OsH+*«f>+— +0—
4.U*
0,8
/
/
0,6 y
/ Re- Yy
+ 1,08-105
*1,82-1
04 / ,82-105
/ 0 3,64-105
¢ + 5,46-105
Teorija « 7,28-105
02 Blasiusa
i (
10 20 30 4,0 50 6,0 70

Sl. 136. Raspored brzine u laminarnom graniénom sloju uz ravnu plo¢u prema
Blasiusovoj teoriji i Nikuradseovim eksperimentima

Karman je primijenio jednadZbu koli€ine gibanja na fluid
u elementu ravninskog grani¢nog sloja i dobio jednadzbu koja
je osnova pribliznih metoda rjeSavanja grani¢nog sloja. Takav

MEHANIKA FLUIDA

element, izvu€en na mjestu x iz grani¢nog sloja sa si. 135a
ili si. 135b, prikazan je na si. 137.

Za element jedini¢ne Sirine okomito na ravninu strujanja,
uz dS =ds-1 ili dS=dy-=+1, jednadzba kontinuiteta (417a)
primijenjena na KV (si. 137) poprima oblik

—m(x) + QAsfids + m’(x)*+~"a"r;(~dx =0, (630a)
©
gdje je
)
m(x) = — ftdy = 1 Qwxdy. (630b)
Iz (630a) i (630b) slijedi
dx)
qVv3miids = - I::I_xéx = - dx Quxdy, (630c)
©

buduéi da vanjski rub grani¢nog sloja nije strujnica.

Sl. 137. Izvod Karmanove jednadzbe koli¢ine gibanja za ravninski grani¢ni sloj

Za stacionarno ravninsko strujanje, zanemarivsi masene sile
i primijenivSi osnovno svojstvo grani¢nog sloja (623h), x-kom-
poneta jednadZbe koliCine gibanja (379) primijenjena na KV

(si. 137) glasi
| A d5 \
+Pla ~\P+ )\ +k J~w ~
i)
Qux(—vx)dy *fids —
° ©
dx) ax)
Qviay + QvAdydx = O. (631a)

dx

U toj se jednadZbi mnogi Clanovi poniStavaju, pa ako se pri-
mijene izrazi (624b) i (630c), uz vx = vd= const. preko dijela
© KP tako da je

¢(X)

dm d
QudUWl e rtds = vd—d—dx = V8d_x Quxdydx, (631b)
X

©
izraz (631a), nakon dijeljenja sa dx, prelazi u

d(x) o) <)
(631c)

8 vxd y - Quxdy = 0.

Qvs dy-rw+ Vidx

dx
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Ako se pretpostavi da je fluid nestlaCiv, tj. g = const., izraz

(631c), nakon jednostavnih operacija, prelazi u Karmanov
impulsni integralni odnos za ravninski grani¢ni sloj

do62 1 dv6262 + <&

' et (631d)

dx VO che 62 evi’

gdje je
<5(x);00
<S5j =g 1(x) = (631e)

debljina istisnu¢a, koja daje iznos za koji je vanjsko poten-
cijalno strujanje istisnuto prema van zbog smanjenja brzine
strujanja u graniénom sloju (uobiCajena je i oznaka <&5%;

<5(x);00

d2=02(x) m dy

631f
Vo6/Vs ( )

impulsna debljina grani¢nog sloja, koja karakterizira gubitak
koli¢ine gibanja u grani€nom sloju u usporedbi s koli€inom
gibanja potencijalnog strujanja (uobiCajene su i oznake 5** i #).

Alternativne gornje granice oo integrala u izrazima (63le) i
(63If) odnose se na tzv. asimptotski granicni sloj.

Pohlhausen je primjerom ilustrirao opéi postupak primjene
Karmanove jednadzbe (631d). U Pohlhausenovom se postupku
pretpostavi op¢i oblik bezdimenzijskog profila brzine u grani¢nom
sloju kao jednoparametarske obitelji sliénih krivulja, gdje je
parametar

= i = 3.2 *
A =A(x X v‘avx' (632)

Na pretpostaviljeni profil brzine postavi se Sto je moguce
viSe rubnih uvjeta zay = 0 i za y = <5(x), ili pri asimptotskom
profilu brzine za y-»oo. Ti se uvjeti za y = 0 dobivaju iz
Prandtlovih jednadZbi (625a) i njenih derivacija prvog i visih
redova, a zay = <5(x) ili y-> oo ti se uvjeti svode na postizanje
§to boljeg stupnja izgladenosti s kojim taj profil brzine ulazi
u profil konstantne brzine vanjskog strujanja. Pomocu tako
obradenog pretpostavljenog profila brzine prora¢unaju se velicine

A2 koje takoder ovise o izabranom parametru, i kad
se uvrste u Karmanovu jednadzbu (63Id), dobiva se obicna
diferencijalna jednadzba u trazenom parametru, npr. u Pohlhau-
senovom parametru (632). RjeSenje te diferencijalne jednadzbe
odreduje taj parametar, a njime je odredena i jednopara-
metarska obitelj profila brzine u granicnom sloju i sve ostale
znacajke grani¢nog sloja <5(x), <5i(x), &2(x) i
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M. Fancev

MEHANIKA KONTINUUMA, dio mehanike koji
prou¢ava makroskopsko gibanje ¢€vrstih, tekuéih i plinovitih
tijela. Mehanika kontinuuma ne uzima diskretnu, atomsku
strukturu tvari, nego, nasuprot tome, uvodi pojam neprekidne
sredine ili materijalnog kontinuuma. Prema tom pristupu pret-
postavlja se da tvar neprekidno i potpuno ispunjava prostor
koji zauzima tijelo. Pojam kontinuuma dopusta da se definiraju
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naprezanje, deformacija i ostale veli¢ine u geometrijskoj toCki
bez volumena pomodéu limesa (grani¢nog prijelaza) na slican
naCin kako se uvodi pojam derivacije u infinitezimalnom ra-
¢unu. To omogucuje primjenu tog racuna u mehanici kontinu-
uma. Makroskopski pristup prou€avanju gibanja deformabil-
nih tijela zapravo je statistiCki pristup koji analizira prosjec¢ne
vrijednosti fizikalnih veli¢ina za viSe Cestica, umjesto da ana-
lizira gibanje svake pojedine Cestice.

lako ne uzima atomsku strukturu tijela, mehanika kontinu-
uma omogucuje predvidanje ponaSanja realnih tijela. Ta se
predvidanja vrlo dobro slaZzu s mjerenjem, iako ponekad takav
pristup ne daje dobre rezultate. Takvi su npr.: pojava pukotina
pri ciklickom naprezanju (zamor materijala), problemi aerodi-
namike pri vrlo velikim visinama gdje je zrak vrlo rijedak,
gibanje tekucine pri vrlo velikom gradijentu brzina, koncentra-
cija naprezanja oko oStrih uglova itd.

Mehanika kontinuuma radi s fizikalnim veli€¢inama koje ne
ovise o izboru koordinatnog sustava, ali koje se najlakSe opi-
suju pomo¢u komponenata u odredenom koordinatnom su-
stavu. lako fizikalna veli¢ina ne ovisi o izboru sustava, njene
komponente ovise. Takve veliine su tenzori. Ako se znaju
komponente tenzora za jedan koordinatni sustav, mogu se po-
mocéu izraza za transformaciju odrediti njegove komponente
bilo za koji drugi sustav. Zakoni mehanike kontinuuma opi-
suju se tenzorskim jednadzbama koje vrijede u svim koordi-
natnim sustavima. Ta je invarijantnost tenzorskih izraza glavna
prednost primjene tenzorskog racuna u mehanici kontinuuma.

Historijski, mehanika kontinuuma pocela se razvijati kao nekoliko odvo-
jenih grana mehanike: hidromehanika s aeromehanikom i mehanika elasti¢nih
tijela. Danas mehanika kontinuuma, u uZem smislu, obuhvacda sljedece grane:
mehaniku fluida, teoriju elasti¢nosti, teoriju plasti¢nosti, teoriiu viskoelasti¢nosti
i viskoplasti¢nosti. Teorija viskoelasti¢nosti i viskoplasti¢nosti obuhvaca prve
tri grane kao posebne slu¢ajeve. U Kklasi¢noj mehanici kontinuuma pretpo-
stavlja se da su materijali izotropni, homogeni i nepolarni. Materijal je izo-
tropan ako su mu svojstva u svim smjerovima jednaka, inafe je anizotropan.
Ako su svojstva tijela u svim tockama jednaka, materijal je homogen, inace
je nehomogen. U mikropolarnim materijalima uz obi¢na naprezanja pojavljuju
se i spregovi naprezanja, Sto uvjetuje da tenzor naprezanja postaje nesi-
metrican.

U Sirem smislu, mehanika kontinuuma obuhvaca i termodinamiku i mag-
netohidrodinamiku, a osim materijalnih tijela prouc¢ava razlic¢ita polja, kao npr.
elektromagnetska polja, polja zrafenja, gravitacijska polja i sli¢no.

Neke zakonitosti mehanike kontinuuma bile su poznate jo§ u starom
vijeku, npr. Arhimedov zakon. G. Galilei je 1638. prou¢avao problem savi-
janja Stapa, a R. Hooke 1660. formulirao je po njemu nazvan zakon. E.
Mariotte je Hookeov zakon primijenio na Galilejev problem savijanja Stapa.
C. L. Navier je 1821. izveo opc¢e jednadzbe gibanja elasti€nog tijela, koje je
G. G. Stokes prosirio i na tekuéine. Brzi razvoj mehanike kontinuuma zapo-
¢eo je nakon Sto je A. L. Cauchy 1822. definirao pojam naprezanja i defor-
macije. Za razvoj pojedinih grana mehanike kontinuuma zasluzni su I. Newton,
J. L. Lagrange, L. Euler, J. i D. Bernoulli, L. da Vinci, Th. Young, Ch. Huyghens,
B. Pascal, M. V. Lomonosov, J. L. Poiseuille, O. Reynolds, L. Prandtl,
N. J. Zukovski, B. de St. Venant i mnogi drugi.

Bra¢a Eugéne i Francois Cosserat uveli su 1907. pojam mikropolarnog
kontinuuma, dok je Sudria 1935. dalje razvio teoriju mikropolarnog kontinu-
uma uz upotrebu vektorskog racuna.

U posljednje vrijeme istrazivanja su usmjerena na formuliranje $to sveo-
buhvatnijih konstitutivnih jednadZzbi, u prvom redu anizotropnih, viskoelasti¢nih
i mikropolarnih materijala. Na tom podru¢ju rade mnogi istraZivai: C.
Truesdell, W. Noll, R. Toupin, A. C. Eringen, W. Prager, P. G. Hodge, H.
Parkus, A. A. Iljusin, L. I. Sedov, W. Nowacki, R. Stojanovi¢ i drugi.

ELEMENTI TENZORSKOG RACUNA

Definicija tenzora. U mehanici i drugim granama fizike
postoje veli¢ine kojima je za opisivanje potreban samo jedan
podatak, npr.: masa, temperatura, volumen itd. Te se veliCine
zovu skalari. Nasuprot tome, da bi se opisala brzina, sila,
jakost magnetskog polja i slicne usmjerene veliCine, potrebna
su tri podatka. To mogu biti tri komponente ili, npr., apsolutna
veli¢ina i dva kuta koja odreduju smjer. Te veliCine su vektori.
Ako je za opisivanje neke veliine potrebno devet podataka,
veli¢ina moZe biti tenzor drugog reda. Takve veli¢ine su npr.
tenzor naprezanja, tenzor deformacije, tenzor inercije itd. Ocito
su, ako se promatra problem u ravnini, za definiranje vektora
potrebna samo dva podatka, dok su za definiranje tenzora
drugog reda potrebna cetiri podatka. U jednodimenzionalnom
prostoru gubi se razlika izmedu skalara, vektora i tenzora,
jer je za svaki od njih dovoljan samo po jedan podatak. Pojam
tenzora se poopcuje, pa se tako skalari jo§ nazivaju i tenzorima



