MEHANIKA FLUIDA

q¢, koja se potpuno ukljucila u rotacijsko gibanje fluida gustoce
gfl. Djelovanje fluida na stranu Cesticu manifestira se elemen-
tarnim silama tlakova (si. 55b)

dFn= - HpdS¢ (207)

preko povrSine Cestice SC Rezultanta elementarnih sila tlaka
jest

Fa= ~ 1npdSt= - JgradpdF= - JQudVt
Se
— — j(~ Qngk + gnco2rdr)dV¢, (207a)
ut

ili
Fn= + Gfllc —mnco2rcer, (207b)
gdje je za nestlaCivi fluid: Gn= gng\¢ apsolutna vrijednost
tezine fluida istisnutog cesticom, + Gnfc hidrostatski ili Arhi-

medov uzgon, mn= W masa fluida istisnutog €esticom, rc uda-
lienost teZista volumena &estice \E od osi rotacije, a —mnco2rc &
dodatna sila uzgona zbog centrifugalne komponente gradijenta
tlaka, koja djeluje prema osi rotacije i opéenito ne prolazi
kroz teziSte volumena C (si.55c). lzraz (207a) je razvijen
pomocu integralnog poucka Gauss-Ostrogradskoga (46b) i
izraza (193) za rezultantnu masenu silu.

Dalja sudbina Cestice zavisi od njene mase. Naime, u gra-
vitacijskom Zemljinu polju i u polju centrifugalne sile na
masu Cestice djeluje rezultantna sila

F¢= —Gck + mico2rcer, (207c)

gdje je za homogenu Cesticu: Gt = QgVt apsolutna vrijednost
tezine Cestice, a mé = £6\€ masa Cestice. Rezultantno djelovanje
na Cesticu jednako je zbroju sila (207b) i (207c), si. 55c,

F=Fn+ Ft = {&- G¢li - (mn- mdco2rc?,. (208)

Iz toga je oCito da ¢e se Cestica lakSa od fluida, £f> g¢
gibati prema gore i prema osi vrtnje te ¢e isplivati na slo-
bodnu povrsinu (si. 55c). Obratno, ako je gfl < g¢, Cestica ce
padati prema dolje i udaljavat ¢e se od osi vrtnje.

Na tom nacelu djeluju centrifugalni separatori. Tako u
centrifugama za proizvodnju maslaca, zrnca formiranog maslaca
specificki su lakSa od okoliSne vodenaste sirutke, pa isplivavaju
na slobodnu povrsinu i skupljaju se u blizini osi centrifuge.

Pri rotaciji manjih masa stlaivog fluida moze se zane-
mariti utjecaj gravitacije, pa diferencijal tlaka (195) poprima
oblik

d p= Qco2rdr. (208a)

Za integraciju tog izraza potrebno je poznavati odnos tlaka
i gustoCe, koji zavisi od termodinamickog procesa.

Za savrSeni plin, koji slijedi zakon jednadzbe stanja (8), i
za izotermicki proces odnos gustoce i tlaka dan je izrazom

P
RTO’

gdje je TO konstantna temperatura plina. Ako se uvrsti taj
odnos u diferencijal tlaka (208), dobiva se nakon integracije

(209)

12
r) = poex 209a
p(r) = p P RTO (2092)
gdje je po tlak na osi rotacije fluida. Toj promjeni tlaka
odgovara promjena gustoce
r= poe 209b
Q(r)= poexp JRTN (209b)
Sliéno se dokaze da je za opceniti politropski proces
P/Qn= Po/Qo plina u jednolikoj rotaciji
1 -
pN)= 7§ Po+ -goorr (209c)
P(n)- 1 2 n

gdje su po i Q tlak i gustoéa uzduz osi rotacije.
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KINEMATIKA FLUIDA

Kinematika fluida opisuje gibanje fluida u vremenu i prostoru.
Ako se pode od hipoteze o fluidu kao kontinuumu ili nep-
rekidnoj sredini, omoguéen je i takav opis koji vremenski i
prostorno promjenljivim skalarnim, vektorskim i tenzorskim
poljima odjednom zahvaéa i cjelovito ponasSanje fluida i pona-
Sanje pojedinih njegovih Cestica. Kinematika fluida ne ulazi u
uzroke gibanja, zato u razmatranjima i opisima ne uzima u
obzir sile. Ona klasificira strujanja prema njihovim osobitostima
i razvija fizikalno-matematicki aparat za njihovo opisivanje.
Premda je tim aparatom i sama u stanju generirati razliCite
modele strujanja, potpuna iskoristivost kinematike fluida reali-
zira se njenom ulogom i primjenom u dinamici fluida.

Prostor i vrijeme u Newtonovoj mehanici. Prostor je skup
tocaka kojih je polozaj odreden koordinatama. U Euklidovu se
prostoru sve tocke mogu zadati koordinatama samo jednog
kartezijskog koordinatnog sustava. U takvu prostoru je udalje-
nost izmedu dviju tocaka P(x1ylzIl) i Q(x2,y2~2) dana for-
mulom

r= jl(x2- xt)2+ (y2- yi)2+ (z2- (210a)
a kvadrat udaljenosti dviju bliskih tocaka
dr2=dx2+ dy2+ dz2. (210b)

Prostor vezan uz ravninu dvodimenzijski je Euklidov prostor.
Prostor vezan uz sfernu povrSinu nije Euklidov prostor, ali se
u neposrednom okoliSu to¢ke na sfernoj povrSini moze podici

kartezijski koordinatni sustav, pa se i takav prostor mozZe
smatrati Euklidovim.
Newtonovi zakoni gibanja formulirani su u Euklidovu

prostoru. Ti zakoni imaju najjednostavniji oblik u inercijalnim
sustavima. Takvih sustava je beskonatno mnogo i u svima su
svojstva prostora i vremena jednaka i jednaki su svi zakoni
mehanike. Ta eksperimentalno provjerena Cinjenica sadrZaj je
Galilejevih nacela relativnosti.

Nevvtonova mehanika takoder je temeljena na apsolutnosti
vremena. Naime, ako se jedan koordinatni sustav O u kojemu
neka to¢ka ima radijvektor ? giba translatorno i pravocrtno
konstantnom brzinom uQrelativno prema drugom koordinatnom
sustavu u kojemu ta ista tocka ima radijvektor r1? tada je
tok vremena u tim dvama sustavima jednak, tj.

(211a)
a radijvektori f1i r povezani su Galilejevom transformacijom
21 =?2+w Or+ ?10, (211b)

gdje je ?10 radijvektor ishodista O u sustavu Ox u pocCetnom
vremenskom trenutku t = 0.

Jednakost (211a) je pretpostavka apsolutnosti vremena i
valjana je za brzine gibanja koje su mnogo manje od brzine
svjetlosti. Kao S$to je poznato, u teoriji relativnosti ta pret-
postavka nije valjana. U sustavima povezanim Galilejevom
transformacijom (211b) zakoni Newtonove mehanike su identic-
nog oblika.

Strujanje fluida odreduje se s obzirom na odredeni koordi-
natni sustav. Premda u mehanici fluida vaznu primjenu imaju

razli¢iti krivocrtni koordinatni sustavi, u ovom su c¢lanku
teoretski izvodi formulirani ili u opéem vektorskom obliku,
nezavisnom od odredenoga koordinatnog sustava, ili u pravo-

kutnomu kartezijskom (Descartesovu) sustavu Oxj;z. Ovom se
sustavu, osim jednostavnosti, ne pridaju nikakve druge prednosti,
pa ¢e se dati i formule kojima se pojedine formulacije mogu
prikazati i u op¢im ortogonalnim krivocrtnim koordinatama
41,42,43-

Mehanika fluida se mnogo oslanja na diferencijalni i inte-
gralni racun. Stoga se pretpostavlja da su funkcije koje opisuju
gibanje fluida konacne i neprekidne i da imaju konacne parcijalne
derivacije po svojim argumentima. Gibanja fluida podvrgnuta
tim ogranienjima nazivaju se neprekidnim gibanjima. U takvu
gibanju fluida relativna brzina dviju susjednih cestica bit ce
uvijek beskonaéno malena, pa ¢e i duljina njihove spojnice
ostati uvijek istog reda veliCine.
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Ortogonalne krivocrtne koordinate. PoloZaj totke M u prostoru odreden
je radijvektorom r poloZenim iz ishodiSta 0. U kartezijskim koordinatama

(212)

ravnina

?=xi +yj +zk

i polozaj tocke M u prostoru potpuno je odreden sjecistem triju
X = const., y = const. i z = const.

Za odredivanje polozaja to¢ke u prostoru mogu posluziti i razli¢ite druge
grupe od po tri povrSine, zakrivljene ili ravne, kojih sjecite odreduje taj
polozaj. Svakoj takvoj povrSini dodjeljuje se broj po kojem se ona prepoznaje,
pa trojka brojeva {gxq2,q3) odreduje polozaj tocke M(gqxq2q3) sjeciStem

povrdina (si. 56a):
q! = const,, g2 = const.,

q3 = const. (213)

Ako se trojkama brojeva (qi,q2,q2) i (x,y,z) opisuje poloZaj istih tofaka
u prostoru, tada one moraju biti u odredenim funkcionalnim odnosima

4i = <i\(x,y,2),
(Ii = q2x,y,z), (214a)
a3 = q3(x,y.2),
i inverzno
x - x(gx92,43),
y = y(quaz,g3, (214D)

2 =2(qx,92,93).

Kroz svaku toCku prostora prolazi samo po jedna koordinatna povrSina
od svake u trojki povrdina (213). Presjeciste dviju koordinatnih povrsina
odreduje koordinatnu krivulju, tako da je, npr., krivulja gx presjeciSte povrsine
q2 i povrSine g3 Uzduz svake koordinatne krivulje mijenja se samo ona
koordinata koja daje naziv toj koordinatnoj krivulji.

g3-koordinatna
krivulja

Jedini¢ni vektori dxt2t3 tangencijalni su na koordinatne krivulje u tocki
koju koordinate definiraju i gledaju u smjeru porasta pripadne koordinate.
Pri ortogonalnim krivocrtnim koordinataTna koje se razmatraju jedini€ni su
vektori ?i,72,e3 medusobno okomiti. Za razliku od jedini¢nih vektora TJl/c,
koji su u kartezijskom pravokutnom sustavu konstantni vektori, jedini¢ni
vektori ortogonalnih krivocrtnih koordinata se mijenjaju od toCke do tocke.

Sustavom funkcija (214b) radijvektor r moZze se izraziti krivocrtnim
koordinatama

r=2(qxq2.93) (214c)

Pri grani¢nom prijelazu, kojim se definiraju parcijalne derivacije radijvektora

P po koordinatama qxq2q3, vrh radijvektora SeCe po odgovarajuc¢oj koordi-
natnoj krivulji i stoga se moZze pisati

dr dr dr
(qu = He" dq2 = H2e2 — = H3d3 (215)
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gdje se, primjenom (212) i funkcija (214b), za Laméove (G. Lamé) koeficijente
Hx, H2 H3 dobivaju izrazi:

1d?21 1 -
- G Nens
Hiz=\w I~\/ WijJ +U.
Id = Idz \2
Ho='%" EL\+ + (215a)
1dg2 J uJ -
H3 dr_ rox.f+ (8y\ dz
= +
ldgs - tU,,) {J g /!
Ortogonalnost krivocrtnih koordinata izrazava se sa
*leQ = eB=7Be = 0Y (216)
§to se, uz parcijalnu derivaciju r po i-toj koordinati
dr_ dx dy- dzr
; A . (216a)
Wi * i+ 3ig+8il
moze izraziti u obliku triju jednakosti tipa
dx dx dy dy dz dz i4=7,
» A =0, za /= 123, (216b)
j= 1,23

dgidgj dqtdgj  dg{dgj
Diferencijal radijvektora (214c), primjenom izraza (215), poprima u krivo-
crtnim koordinatama oblik

dr = Hxaqxéx + H2dq2é2 4- H3dq3e3. (217)

Za razliku od kartezijskih koordinata, diferencijali krivocrtnih koordinata
dgx,dq2,dg3 sami po sebi ne moraju u nekoj tocki predstavljati lukove uzduz
koordinatnih krivulja, ve¢ ti diferencijali postaju lukovi tek kad se pomnoze s
Lamcovim koeficijentima, tj.

dsx = H xdgx, ds2 = H2dq2, ds3 = H3dqg3 (217a)

ds = |dF| = "Hjdql + H2dq2 + H3dg3. (217b)

Elementarni krivocrtni paralelepiped $to ga zatvaraju koordinatne povrsine
(si. 56b)

gx = const. gx + d”j = const.
g2 = const. g2 + dg2 = const. (218)
g3 = const. q3-Fdg3 = const.

ima za bridove lukove (217a), tako da mu je mjerni brojvolumena

dF= dstds2ds3= HxH2H3dqxdq2dq3. (218a)
Taj je volumen omeden elementima koordinatnih povrsina
dSx = ds2ds3= H2H3dq2dq3,
dS2 = ds3dsx = H3H xdq3dqgx, (218b)

dS3=dsjds2= HiH2dgxdq2

Za izraZzavanje pojedinih diferencijalnih operatora u krivocrtnim koordina-
tama posluzit ¢e izrazi koje je lako dokazati:

1 d 1 d 1 d

i ——— = —Q+— 3 (219)
H xdqi H2dg2 H3dg3
dcx 1 dHx 1 dHx
dgx H2 dq2 62 H3~dg3 " *
a aebs meT (2202)
ddx _ 1 dH: @ J_dH3
dq2 Hidgx ° dg3 Hi dox(
te
dg H2dg2e"
= i N2?
2= _j_N2?2 _A_A2 (220b)
dg2 H3dg3 3 Hxdgx "
déi 1 dH3
dg3  H2dq263
dd3 _ 1 dHxé dé3_ 1 dH2
dg\  H3dg3 U  dq2 H3dg3~2
R (220c)
de3 1dHA 4+ ghe

dq3 Hxdgx 1~ H2dg2 2

Analiticko opisivanje strujanja fluida

Eulerov opis strujanja fluida polazi od geometrijskih tocaka
prostora i prati mehanicka i termodinamicka zbivanja i u€inke
u pojedinoj to¢ki dok kroz nju prolaze razliCite Cestice fluida.
Takav je pristup kinematici fluida prikladniji za vecinu prak-
tinih primjena nego Lagrangeov pristup, koji postavlja pravila
individualizacije pojedinih toCaka fluida kao neprekidne sredine.
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Od citave historije pojedinih Cestica fluida interesantan je samo
onaj njen dio kad cestice prolaze odredenim tockama prostora,
npr. toCkama brodske oplate, totkama povrSine krila, toCkama
povrsine i prostora sapnice i si. Eulerove su varijable koordinate
toCaka prostora r(x,y,z) i vrijeme i, pa je gibanje fluida opisano
skalarnim, vektorskim i tenzorskim poljima, npr.:

p = p(X,y,z,r) V= V(x,y,2,t)
Q= Q(xy.z,1) d = u(x,y,z,i) (221)
T~ T(x,y,za) TO = Tax,y,z,t).

Te funkcije daju sljedece podatke:

(@) Ako su u funkcijama (221) koordinate tocke x,y,z
fiksne, one daju vremensku promjenu tlaka, gustoce, temperature,
brzine, akceleracije i tenzora naprezanja u toj toCki za vrijeme
dok u tu toc¢ku ulaze i iz nje izlaze razliCite Cestice fluida.

(b) Pri fiksnom vremenu t funkcije (221) daju prostorni
raspored mehanickih i termodinamickih veli¢ina povezanih s
gibanjem fluida u tom vremenskom trenutku.

(c) Pri promjenljivim koordinatama x, y, z i promjenljivom
vremenu t funkcije (221) daju prostorno vremenski zakon pro-
mjene karakteristicnih fizikalnih veli¢ina pri strujanju fluida.

Individualna vremenska derivacija D/Dt. Ako je F neka fi-
zikalna skalama, vektorska ili tenzorska veli¢ina, npr. gustoca
ili.brzina, koja je svojstvo Cestice fluida u gibanju i koja se
opéenito mijenja s gibanjem Cestice, onda se ta veli€ina moze
prikazati Eulerovim opisom

F = F(Tt) = F(x,y,zit). (222)

Brzina promjene veli¢ine F u cestici fluida naziva se indi-
vidualnom vremenskom derivacijom, koja prema G. G. Stokesu
ima i posebnu oznaku DF/Dt.

Kad je velicina F opisana Eulerovim varijablama u obliku
(222), pri proracunu individualne vremenske derivacije treba
brzini vremenske promjene veli€ine F u nekoj ¢vrstoj tocki
prostora dodati i brzinu njene promjene s pomakom cestice u
prostoru, tj. prema definiciji je

DF _ hm F(F + FAi, t + At) - mF<r,t)

DF  Afo Af

. dF
F(F,) + (PAteV)F + — Af- F(r,f)

= lim -
At->0 At

DF _dF _ WiE
gt V- VIR

- (223)

U pravokutnim Kkartezijskim koordinatama ta derivacija
ima oblik
DF dF dF dF dF

—~ bw— bw— bCr—

Dt dt dx dy dz (224)

Ako je F skalama veli€ina, izraz (223) moze se pisati u
obliku

bF_dF F dF F skal 225
= — + FegradF, za F skalar).

ot =t RO ( ) (225)
Individualna vremenska derivacija (223) zove se i supstan-

cijalna, materijalna ili puna derivacija veli€¢ine F po vremenu,

ili derivacija koja slijedi fluid.

Operator
D_
Dt (226)
naziva se operatorom individualne vremenske derivacije. Upo-

trebljavaju se i druge oznake za taj operator, kao 3to su:
@/@t, D/dt i d/dt.

Djeluje li operator D/Dt na radijvektor F= X7 + yj + z/c,
dobiva se
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DF (dr\ . n df df df
DF* (a),+ ”'V[- 0+ "*& + ’5 + 0«P
gdje indeks r(x,y,z) oznacuje &vrstu tocku u prostoru, §to uz
dr tdf o> df
dx I’ djf » dz
prelazi u

Df - - r

— = wxi+ wj + vzk = v, (227)
§to je ocito, jer individualna vremenska derivacija (ili derivacija
kojaslijedi fluid) radijvektora f daje brzinu promjene radijvektora
Cestice fluida, Sto je po definiciji brzina Cestice.

U izrazu za individualnu vremensku derivaciju (223) prvi
¢lan na desnoj strani dF/dt predstavlja brzinu promjene veli-
¢ine F u zadanoj €vrstoj tocki prostora M(x,y,z), pa se zato
naziva lokalnom ili mjesnom iremenskom derivacijom. U izrazu
(223) drugi c¢lan desne strane (f-V)F daje brzinu promjene
veli¢ine F s promjenom poloZaja Cestice u prostoru, i naziva
se konvektivnom ili prijenosnom vremenskom derivacijom.

Operator D/Dt u ortogonalnim krivocrtnim koordinatama.
Primjenom izraza (219) za operator V u ortogonalnim krivo-
crtnim koordinatama operator D/Dt (226) dobiva oblik

D v2 d v5 d
(228)
Dt dt + 'Hldgl + H2dg2 + H3dg3
gdje je
f=vlel+v2e2+ v3e3 (229)

brzina strujanja izraZzena komponentama u smjerovima ortogo-
nalnih krivocrtnih koordinata.

Kad operator (228) djeluje na vektorsku veli¢inu izrazenu
komponentama, mora se voditi rauna da su jedini¢ni vektori
G, d2, u prostoru promjenljivi, pa pri parcijalnim deriva-
cijama po qu g2, g3 treba primijeniti izraze (220a), (220b) i
(220c).

Stacionarno i nestacionarno strujanje fluida i akceleracija
Cestice. Ako u svakoj €vrstoj tocki prostora kojim struji fluid
sve fizikalne veliCine ne zavise od vremena, strujanje se naziva
stacionarnim.

Ako je F neka fizikalna skalama, vektorska ili tenzorska
veli€ina, tada se u Eulerovim varijablama stacionarnost strujanja
izrazava funkcijom oblika

F = F(x.y.2). (230)

To dalje znaCi da je lokalna derivacija veliine F jednaka
nuli, tj.

dt (231)
pa je individualna vremenska derivacija
DF = (f «V)F. (232)
Dt

U stacionarnom strujanju fluida vektorsko polje brzine dano
je funkcijom

v = f(r),

odnosno komponentama brzine

(233)

Vx= Vx(x,y,z),
VW = v¥x.,y,z), (234)
vz = vAX,y,z\
Pri nestacionarnom strujanju fluida sve fizikalne veliCine
opisane Eulerovim varijablama eksplicitno zavise iod vremena, tj.
F = F(xy.z,1), (235)
pa je

Sf + 0 (236)
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U strujanju opisanom Eulerovim varijablama pri proraunu
akceleracije Cestice a treba na polje brzine nestacionarnog
strujanja primijeniti operator individualne vremenske derivacije
(226), pa se dobiva

Dv  adv
(237)
ili komponente akceleracije
Dv}  dvx , ,c\ivx d\//\x dvx
ax = Dt —JtT+I X Jx+ Vy_dy+v’_E_
1) CV Ccw dvv
Vy  cvy v v (238)
Qy~ Dt dt dx dy
Dvz dvT

ag— Dtl & + Vg + vyﬁiy~+ Vigz ®

U izrazu (237) prvi Clan desne strane dd/dt jest lokalna
ili mjesna akceleracija, a drugi je ¢lan (v-V)v konvektivna
ili prijenosna akceleracija. Pripadne komponente tih akceleracija
lako se prepoznaju na desnim stranama izraza (238).

Pri stacionarnom strujanju ne postoji lokalna akceleracija,
pa ostaje

tf=(i?2-V)i?. (239)

Ako se na konvektivnu akceleraciju (r-V )™ primijene
pravila vektorske analize za operacije s operatorom V i pravila
vektorske algebre za razvoj trostrukog vektorskog produkta,
dobiva se vrlo prikladan izraz

(Vev)zz=V Ax (M xv)=
myrad —v X rotR (240)
Time i izraz (237) za akceleraciju Cestice prelazi u
Dv  dJ 1,
vV X rotR (241)
s=" =¥ +gradh v

Prema izboru koordinatnog sustava u kojem se proucava
strujanje, isto strujanje moZe se u jednom sustavu pojaviti
kao nestacionarno, a u nekom drugom kao stacionarno. Tako
je, npr., strujanje vode oko motornog ¢amca koji se giba konstan-
tnom brzinom u0 nestacionarno s obzirom na inercijalni koor-
dinatni sustav 0 1x 1y 1z u kojije ¢vrsto vezan uz kopno (si. 57 a), s

nestacionarnim poljem brzine
»i = vi(rut). (242)

To isto strujanje za promatraca u inercijalnom koordinatnom
sustavu Oxyz, ¢vrsto vezanom uz Camac, stacionarno je sa
stacionarnim poljem brzine

V= vr). (243)
U sustavu O Xy 17 1: U sustavu Oxyz:
Mao —0 U5 = —0 = const.

SI. 57. Nestacionarno strujanje fluida u sustavu postaje stacionarno
u sustavu Oxyz koji se zajedno s ¢amcem giba konstantnom brzinom u0
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Inercijalni sustavi 0 Ix1lyl1z1 i Oxyz vezani su medusobno
Galilejevom transformacijom (211b).

Za promatrafa u sustavu 0 Ixlylz1 voda u beskonacnosti
miruje tj. vloc,= 0, a prema promatraCu u sustavu Oxyz voda
iz beskonacénosti nailazi paralelnim strujanjem konstantne brzine
M= - Wy
Bududi da se lokalna akceleracija dvl/dt u sustavu 0 Ix1lyl1z1
odreduje pri konstantnom rt, diferencijal izraza (211b) u vre-
menskom intervalu dr glasi

(dr),. = - uodt, (244)

§to je prikazano i grafiCki na si. 57b, pa vrijedi jednakost

Az (%0 V)2, (245)

gdje su operator V i brzina strujanja v u sustavu Oxyz.

Akceleracija Cestice u ortogonalnim krivocrtnim koordinatama. Djeluje i
operator D/Dt na vektor brzine definiran izrazom (229), dobiva se izraz za
akceleraciju Cestice

davi ii\ v2 d . .
Nviel + v2G.+v3e3).
dt  \Hxdgx+ H2dg2 H3Vi

Pri toj operaciji treba voditi raguna da su jedini¢ni vektori eu (2, e3
prostorno promjenljivi u krivocrtnim koordinatama; primjenom izraza (220aj,
(220b) i (220c) dobivaju se za komponente au a2, a3 akceleracije u smjeru
tih koordinata sljede¢i izrazi:

v3 d
(246)

dvi dvi v2 dvx v3dvi
1 dt+ Hydql + H2dg2 + H3dq3 +
vivz dH1 v\ dH2 yli)3 dH{ v3 dH3

HIH2Jq,7~ H2Hjlku +HjH~Jg3 ~ H"HjJq[ "

dv2 Vidv2 v2 dv2 | v3 dv2
a2=— + —+ = = ———
dt Hidqi H2dg2 H3dg3 (247)
' dHi ~  v2VidH2  v2v3 dH2v3 dH3
H{H2dgq2 H2H1dqi H2H3dg3 H3H2dg2
dv dv3 * dvs v3 dv3
a3m
dt + Hi dgx+ H2dg2 + H3dg3
v\ dHx  v3vx dH3 v\ dH2” v3v2 dH3
HAH3~dqj + ~HjHi ~d~+ H2H3dg3 H3H2dg2

Trajektorije, strujnice i krivulje obiljezenih Cestica. Trajekto-
rija ili putanja neke cCestice fluida jest krivulja koju cestica
fluida svojim gibanjem opisuje u prostoru. Prema toj definiciji
element luka df trajektorije jednak je

dr = vdt. (248)

Ako je strujanje fluida opisano Eulerovim varijablama, tada
se raspolaze prostorno-vremenski promjenljivim poljem brzine
strujanja. Neka je f radijvektor toCke na putanji, tada je
prema (248)

A= mt) (249)
diferencijalna jednadzba trajektorije Cestice u polju brzine.

Strujnica ili krivulja toka jest krivulja na koju se tangenta
u svakoj njenoj to€ki u zadanom trenutku t0 poklapa sa smjerom
vektora brzine iJ u toj toCki. Strujnice su vektorske krivulje
vektorskog polja brzine, slicno kao 3to su silnice vektorske
krivulje vektorskog polja sile. Prema toj definiciji element luka
strujnice dr u svakoj je njenoj toCki u danom trenutku koli-
nearan s vektorom brzine

dr =t5(r,i0)dz, (250)
gdje je dzslakarni pomoéni parametar koji sena svakoj struj-
nici y moze smatrati diferencijalom neke funkcije

k = k(s,50- (251)

Taj parametar zavisi od pomoc¢neduzinske koordinate s
uzduZz strujnice i od same strujnice Zf.
Izraz (250) vodi do diferencijalne jednadZbe strujnice

J =v(rjo)

252
d/t (252)

koja se razbija na sustav obicnih diferencijalnih jednadzZbi
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dx ) . dy . dz

— = v{x,y,2i0, — = wy(x,y,z,t0), — =:vz(x%%XZ%0). (253)
U Eulerovim varijablama x, y, z i t poznato je polje brzine

kao funkcija od f i t, pa se odredivanje strujnice koja pro-

lazi kroz to¢ku r0 svodi na rjeSenje Cauchyjeva problema za

sustav diferencijalnih jednadZbi (253) s poCetnim vrijednostima

*1(s=s,,y) = *0, Yyl(s=s,Y) = yo, Zz|<s=]yy) = Zo- (254)

U opéem slucaju nestacionarnog strujanja, strujnice i trajek-
torije su bitno razlicite krivulje. Obitelj strujnica pri takvu stru-
janju daje trenutnu kompletnu sliku strujanja i ta se slika s
vremenom mijenja. Trajektorija je geometrijski zapis historije
gibanja Cestice, pa se ta krivulja oblikuje u toku vremena.

Prikazom priblizne konstrukcije strujnice i trajektorije nesta-
cionarnog strujanja fluida, kroz koji se giba kruzni valjak kon-
stantnom brzinom u0, ilustrirana je na si. 58 razlika izmedu
tih dviju krivulja. Za strujnicu ff i trajektoriju konstruk-
cija zapo€inje u zajedniCkoj tocki Miy = i u zajednicko
vrijeme t = 0 kad je srediSte valjka C ispod te toCke. Pribliznost
konstrukcije je u tome da se umjesto s diferencijalom luka
trajektorije (248) i strujnice (250) radi s malim, ali konacnim
prirastima. Pri konstrukciji trajektorije ti su prirasti

Ar> = (255)
a pri konstrukciji strujnice
Af> = tf(AU,i0)AZ, (256)

gdje je za prostornu zavisnost polja brzine umjesto r uvedena
oznaka tocke Ai.

v =\rt)

Strujnica Sfut=0
Vy=v{MrJ)
> \

\ fuy=v(My,t=0)

SIl. 58. Priblizna konstrukcija trajektorije i strujnice nestacionarnog strujanja
u sustavu OxXi

Mali pomaci (255) i (256" Se¢u po pribliznim to¢kama tra-
jektorije, odnosno strujnice. Sto su pomaci manji, to su pribli-
Zenja bolja. Ako se zbog jednostavnosti izjednace prirasti vre-
mena At i pomoénog parametra Az, tada ¢e se i prva prib-
lizna toCka trajektorije M2r poklopiti s prvom pribliZnom
tockom strujnice M2y, tj.

AV —M ij-M 2j- —

jer su i brzine
medusobno jednake:

=tm At =0)= 0iy = V(Miy,t = 0). (258)

Dalje od totke M2r = pocinju se razlikovati tocke
trajektorije od toCaka strujnice. Naime, premda su priblizne
toCke A2 i M2y identiCne, vrijeme za trajektoriju je tekuca
varijabla, pa u to¢ki M2* ima vrijednost t = Ai, a za strujnicu
je vrijeme konstantan parametar i u M 2y ostaje nepromijenjeno
t = 0. Zbog toga se brzina kojom se konstruira sljede¢a prib-
lizna toCka trajektorije razlikuje po veli¢ini i smjeru od brzine
za konstrukciju sljedeée priblizne toCke strujnice:

Az iHM2r,t = A * = V(M2y,t = 0).

— Ary- —Ai 2sf — (257)
i V> u pocetnoj to€ki u pocetno vrijeme

(259)
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Zato su i priblizne tocke i M3y razlicite

M2EtM2J — 2yAt  M2yM2(/ = Iy AZ. (260)

To udaljavanje toCaka trajektorije i strujnice dalje se pove-
Cava, jer se zbog razlicitih tocaka i vremena povecavaju razlike
u brzinama

—2Al),
5= t>(AW = 0).

Tako se postupak priblizne konstrukcije nastavlja, a trajek-
torija 3T i strujnica dobivaju se upisivanjem krivulje u pri-
padni poligon (si. 58).

Ocito je da svakom prirastu vremena At pri konstrukciji
trajektorije odgovara i odredeni pomak uO\t srediSta valjka.
Tako se cestica, za koju je na slici priblizno konstruirana
trajektorija, nalazila u toc¢ki A kad se valjak nalazio besko-
natno daleko ulijevo, 1 kroz vrijeme od i-» —o0 do t=0

Cestica je preSla put ADM{ (crtkano ozna€en na slici). U tom
istom vremenu valjak je preSao put od lijeve beskonacnosti
do poloZaja prikazanog na slici. Za vrijeme od i = 0 do r—»e0

ta je ista Cestica prevalila put i zavrsila svoje putovanje
u tocki B, dok je valjak za to isto vrijeme otiSao od polozaja
prikazanog na slici u desnu beskonac¢nost. Primjecuje se da je
Cestica pri tom dozZivjela i jedan konacan pomak AB udesno.
Taj se pomak moZze teoretski proracunati i fizikalno rastumaciti.

Isto je tako oCito da se strujnica Sf9 ucrtana na slici,
odnosi samo na prikazani poloZaj valjka. Ta se strujnica, a i
Citava slika strujnica, premjeSta zajedno s valjkom, tako da se
u sustavu koji miruje slika strujanja svaki trenutak mi-
jenja, tj. ta se slika pomice udesno brzinom LO.

Kolinearnost elementa strujnice df i vektora brzine v u

(261)

svakoj njenoj toCki moZe se izraziti i diferencijalnom jed-
nadZzbom
dr x F=0. (262)
Napisana u obliku determinante
i j k
dx dy dz =0 (263)
VX W vz

i razvijena po prvom retku daje sustav diferencijalnih jednadzbi
strujnice

y (_.X,y,Z,tp
—fi(*Y%Z%0)9

d y _

dx  vx(x,y,z,t0)
dz  vz(x,y,z20)
dx  vx(x% Z%0)

(264)

Njihovo rjeSavanje ponovno vodi do rjeSenja Cauchyjeva
problema, kao i pri rjeSavanju sustava jednadZbi (253). Kad su
funkcije /j if2 vrlo sloZene, rjeSavanje sustava jednadzbi (264)
provodi se numerickim metodama, npr. Runge-Kuttinom me-
todom.

Strujnice se ne mogu presijecati osim u osobitim tockama,
npr. u toc¢ki zastoja gdje je brzina jednaka nuli. Naime, u tocki
presijecanja strujnice trebala bi Cestica fluida imati dvije brzine,
tangencijalno na dvije grane koje izlaze iz presjecista, Sto je
fizikalno bez smisla.

Trajektorije se mogu presijecati, $to zna€i da je ista Cestica
fluida dva puta u dva razli¢ita vremenska trenutka prosla kroz
istu tocku.

Krivulja obiljezenih Cestica je krivulja koja u dani vremen-
ski trenutak spaja sve Cestice $to su tokom vremena prosle
kroz istu toCku prostora. Ta je krivulja usko povezana s
eksperimentalnom tehnikom vizualizacije strujanja.

Krivulje obiljezenih Cestica razlikuju se u opéem nestacio-
narnom strujanju i od trajektorija i od strujnica.

U stacionarnom strujanju, kad je polje brzine V= f(F), sve
su te krivulje iste.

| pri posebnom nestacionarnom strujanju, u kojem se u po-
jedinoj tocki mijenja samo apsolutna vrijednost brzine, ali ne
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i njen smjer, takoder su trajektorije, strujnice i krivulje obilje-
Zenih Cestica iste krivulje. Takvo je polje brzine dano izrazom

v=f(Kt)Mn (265)
gdje je / skalama funkcija prostora i vremena, a ifl vektor-
ska funkcija samo prostora.

Kao Sto stacionarnost i nestacionarnost strujanja zavisi
od izbora koordinatnog sustava, tako i izgled, tok i analiticki
opis trajektorija, strujnica i krivulja obiljeZzenih Cestica zavisi
od koordinatnog sustava u kojem se istraZuje strujanje.

Vizualizacija strujanja fluida. Trajektorije, strujnice i krivulje
obhiljezenih Cestica osnovne su krivulje koje pruzaju opcu sliku
strujanja fluida pri teorijskom i eksperimentalnom proucavanju.
U mehanici fluida teSko se moZe precijeniti vaznost proma-
tranja stvarnog strujanja fluida i informacija dobivenih iz takve
slike. Moguénosti takva promatranja postoje i zovu se zajed-
nickim imenom tehnika vizualizacije strujanja. Eksperimentom
se nastoji ili provjeriti teorijski pretkazani model strujanja ili
otkriti stvarni model strujanja u situacijama koje se uopée ne
mogu zahvatiti teorijskim razmatranjima.

Premda se vizualizacijom strujanja rijetko moze dobiti i
dovoljno to¢na kvantitativna informacija, taje tehnika u ekspe-
rimentalnoj mehanici fluida vrlo popularna. Njome se u ekspe-
rimentu odreduju slike trajektorija, strujnica i krivulja obilje-
Zenih Cestica u polju strujanja. Kao temelj interpretacije tak-
vih slika sluze definicije tih krivulja i nacin na koji se mogu
analiticki odrediti.

Strujanje kapljevina moZze se vizualizirati ubacivanjem boje,
mjehuriéa ili stranih ¢vrstih Cestica na izabrana mjesta toka.
Tako se, npr., pri vrlo niskim brzinama strujanja vode u
eksperimentalnom tunelu strujanje moZze vizualizirati vodikovim
mjehuri¢ima $to ih generira vrlo tanka razapeta Zica koja kao
negativna elektroda u istosmjernom strujnom krugu provodi
elektrolizu vode. Struja vode odnosi sa sobom mjehurie sa
Zice te razli€itim kombinacijama mjestimicne izolacije Zice i
sporadicnog ili periodickog ukljucivanja struje u strujni krug
mogu se ostvariti i snimiti razliCite slike strujanja (si. 59). Za
brzine strujanja vode do 0,3 m/s tom se tehnikom mogu dobiti
dovoljno to€ni podaci ne samo o konfiguraciji strujnica, trajek-
torija i krivulja obiljeZenih Cestica nego i o brzini stacionar-
nog i nestacionarnog strujanja.

Radi vizualizacije u strujanje zraka uvodi se dim, neki
strani plin ili se na izabranim mjestima postavlja izvor topline.
Tako neke kemikalije, npr. titan(1V)-klorid i kositar(IV)-
klorid, proizvode dim kad su u dodiru s vlaznim zrakom.
U istu svrhu mogu posluziti dimne bombice ili €isti dim tru-
log drveta Sto tinja.

Sl. 59. Strujanje u turbulentnom grani¢nom sloju vizualizirano mjehuri¢ima
vodika
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Za vizualizaciju strujnica u strujanju kapljevina i plinova
sluze kratke rese vune, konca ili najlona, koje se u struji
fluida usmjere uzduZz strujnica. Pri nestacionarnim periodi¢kim
pojavama mogu se stroboskopom identificirati njihove pojedine
faze.

U sredstva vizualizacije strujanja fluida ide i fotografski
aparat i filmska kamera. Ubacivanjem aluminijske praSine u
vodu i prikladnim osvjetljenjem vizualizirana je pocetna faza
optjecanja vode oko krilnog profila i snimljena fotografskim
aparatom koji miruje relativno prema profilu (si. 60a). U tom
koordinatnom sustavu strujanje je stacionarno, osim pri izlaz-
nom bridu profila, gdje je upravo u formiranju pocCetni vrtlog.
Ista pojava, u neSto kasnijoj fazi, vizualizirana je istom teh-
nikom i snimljena fotografskim aparatom koji miruje relativno
prema vodi podalje od profila (si. 60b). Prema tome, na toj
se snimci profil giba ulijevo relativno prema fotografskom
aparatu. U tom koordinatnom sustavu strujanje je nacelno
nestacionarno i prikazana fotografija je trenutna slika strujnica.

SIl. 60. Snimka strujanja u pocetnoj fazi optjecanja vode oko krilnog profila,

vizualiziranog aluminijskim Cesticama, a fotografski aparat miruje relativno

prema profilu, b fotografski aparat miruje relativno prema vodi udaljenoj
od profila

Pri snimanju je fotografski aparat imao odredeno eksponiranje
i oCito je da je brzina strujanja veéa na mjestima gdje su
dijelovi snimljenih strujnica duZzi, i obratno. S kratkom ekspo-
zicijom otvoreni fotografski aparat snimio je zapravo elemente
trajektorija vizualiziranih Cestica, a pocCetni elementi luka struj-
nice i trajektorije medusobno su jednaki, kao S$to je pokazala
priblizna konstrukcija strujnice i trajektorije (si. 58 i izraz
(257)), dok su im duljine proporcionalne brzini strujanja. Tako
se na si. 60 otkrivaju veée brzine strujanja u neposrednoj
blizini profila, a podalje od profila, npr. u lijevom donjem i
desnom gornjem uglu slike, voda struji vrlo malom brzinom.

Vréni i slobodni vrtlozi pri strujanju zraka oko skoSenog
krila konacne Sirine vizualizirani su mrezom konci¢a i snim-
ljeni u uzvodnom smjeru (si. 61).

U nestacionarnom vrtloZnom tragu pri optjecanju kruznog
cilindra vizualizirane su i filmski snimljene krivulje obiljezenih
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SI. 61. Snimka strujnica oko sko$enog krila konacne Sirine (gledaju¢i uzvodno),
vizualiziranih mreZom kon¢i¢a

Cestica (si. 62a), a iz snimaka otvorenim fotografskim apara-
tom s kratkim eksponiranjem rekonstruirane su strujnice (si.
62b), a s duzim eksponiranjem trajektorije (si. 62c).
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Opcenito vrijedi pravilo da se pri vizualizaciji strujnica
Citavo polje strujanja posipa s mnogo stranih Cestica, a pri
vizualizaciji trajektorija mora ih biti malo.

SI. 62b i ¢ dokazuju da se strujnice ne mogu presijecati,
jer preko njih fluid ne protjeCe, a trajektorije se mogu pre-
sijecati i nekoliko puta.

Osobitosti polja brzine strujanja. Ako su na desnim stra-
nama sustava diferencijalnih jednadzbi strujnice (264) funkcije
fi i f2 i njihove prve parcijalne derivacije po Xx,y,z jedno-
znacne i neprekidne, tada postoji jedinstveno rjeSenje Cauchy-
jeva problema u tockama prostora strujanja fluida u kojima
je taj uvjet zadovoljen. Zato se svakom tockom tog prostora
moze povuéi samo jedna strujnica, pa se strujnice ne mogu
presijecati.

Medutim, uvjeti S§to osiguravaju jedinstvenost rjeSenja Cau-
chyjeva problema mogu biti naruSeni u pojedinim osobitim
tockama polja strujanja, pa se u takvim tockama strujnice
mogu presijecati ili granati, npr. u tocki zastoja ili stagnacije,
u kojoj je brzina strujanja jednaka nuli.

Singularne tocke jednostavno je analizirati u ravninskom
strujanju. Sustav diferencijalnih jednadzbi strujnice prelazi u
jednu obi€nu diferencijalnu jednadzbu prvog reda oblika

dy vjx.y)

dx  wx(x,y)’ (266)

SI. 62. Eksperimentalno odredivanje krivulja obiljeZzenih Cestica, strujnica i trajektorija u nestacionarnom vrtloZnom tragu pri optjecanju kruznog valjka.
a uzastopne filmske snimke krivulja obiljezenih Cestica vizualiziranih ispustanjem mlijeka kroz rupice na bokovima valjka (perioda pojave proteze se kroz
13%+14 slitica), b rekonstruirane strujnice iz filmske snimke osamdeset perioda pojave, vizualizirane uvodenjem velikog broja uljnih kapljica u struju vode
(pet rekonstruiranih snimaka prekriva polovicu periode pojave s intervalima od 1/10 periode), ¢ rekonstruirane trajektorije Cestica iz filmske snimke; pojedine
trajektorije vizualizirane su kapljicama ulja uvedenim u struju vode i jakim osvjetljenjem polja strujanja ispred otvorene filmske kamere
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gdje je konstantni parametar tO ispuSten kao nebitan za ana-
lizu.

Buduéi da se integracija diferencijalne jednadzbe prvog reda
svodi na geometrijsko spajanje elemenata lukova u integralne
krivulje kojima se smjer tangenata u svakoj tocki poklapa sa
smjerom polja, strujnice su integralne krivulje diferencijalne
jednadZzbe (266).

U teoriji diferencijalnih jednadZbi
'tocke analiziraju se na tipu jednadzbe

dy Ax + By
dx - CTx + Dy

prvog reda singularne

uz A D-B C~O. (267)

Ishodiste 0(0,0) je izolirana singularna tocka za tu jednadzbu.
Osobitost ponaSanja strujnica, kao integralnih krivulja, u bli-
zini te singularne toCke zavisi od korijena karakteristi¢ne jed-
nadzbe

72— (B+ C)i + B«C- A<D =0, (268)

i primjereno toj osobitosti singularna to¢ka dobiva svoj naziv.
S obzirom na korijene karakteristicne jednadzbe (268) razli-
kuju se sljedeéa cetiri slucaja:

a) Ako su korijeni realni i istog predznaka, sve integralne

krivulje u okoliSu singularne toCke prolaze kroz singularnu
to€ku, i to tako da u svakom smjeru kroz nju prolazi jedna
strujnica (si. 63a) ili da sve strujnice imaju zajednic¢ku tangentu
(si. 63b). Takva singularna toCka zove se ¢vorna tocka.
Strujanje prikazano na si. 63a definirano je poljem brzine
2 X 0 y (269)
W =2 x14y2’
i naziva se ravninskim izvorom ako je Q > 0, odnosno rav-
ninskim ponorom ako je Q < 0.

+r

SI. 63. Tipovi singularnih to¢aka u polju ravninskog strujanja, a izvor (ponor)
i b dipol jesu ¢vorne totke, c totke zastoja A i B jesu sedlaste totke, d
vrtlog je srediSte, e ponor (izvor) i vrtlog u istoj toCki tvore Zariste ili fokus
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Kad se komponente brzine (269) uvrste u jednadZzbu (266),
korijeni karakteristicne jednadzbe (268) jesu = A2~ 1, a struj-
nice su dane izrazom y = Cx, gdje je C konstanta.

VeliCina Q je kapacitet izvora (ponora), s dimerzijom

m 3/s
[Q] = L3T _1L 1= L2T~\ dakle [Q]S = e =m 2s.

Strujnice prikazane na si. 63b pripadaju strujanju dipola,
tj. kombinaciji ponora na osi x s lijeve strane ishodista i izvora
s desne strane, dovedenih u samo ishodiSte grani¢nim prijelazom

lim Q h = const,, (270)

gdje je h udaljenost ponora i izvora od ishodista.
Singularnost ishodiSta pri strujanju izvora (ponora) i dipola
sastoji se i u tome $to u njemu brzina postaje beskonacna.
b) Ako su korijeni realni i suprotnog predznaka, kroz sin-
gularnu to€ku prolaze dvije strujnice. Takva se singularna toc¢ka
zove sedlasta totka. Neposredan okolis tocaka A i B (si. 63c)
posjeduje singularnost sedlastih toCaka. Pri strujanju fluida
takve toCke su toCke zastoja, u kojima je brzina strujanja
jednaka nuli.
c) Ako su Kkorijeni Cisto imaginarni, onda je singularna
tocka okruzena zatvorenim strujnicama (si. 63d). Takva se sin-
gularna tocka zove srediste.
Strujnice prikazane na si. 63d definirane su poljem brzine

v, = (271)

c ~ N
X2+ y2’ X2+ y2’
gdje je C konstanta s dimenzijom [C] = L2T 1, dakle [C]9 =
= m2s. Takvo se strujanje naziva vrtlogom u ravnini.
Diferencijalna jednadZba strujnice (266) ima oblik

d X
y , (272)
dx y
a njezina je karakteristi¢na jednadzba (268)
22+ 1= 0,
s korijenima: zj =i, 22— 1
Rjedenje diferencijalne jednadZbe (272) daje jednadZbu
strujnica
X +y = const., (273)

§to predstavlja jednadZzbu kruZznica koncentri¢nih s ishodiStem
(si. 63d). U ishodiStu je brzina strujanja beskonatna.

d) Ako su korijeni konjugirano kompleksni, strujnice su
krivulje Sto bezbroj puta spiralno okruzuju singularnu to€ku
(si. 63€). Takva singularna toCka ima naziv Zzariste ili fokus.

Strujnice prikazane na slici pripadaju kombinaciji strujanja
definiranih poljima brzine (269) i (271), tj. kombinaciji strujanja
ravninskog izvora (ponora) i vrtloga. Za takvu kombinaciju
strujanja u kojem je polje brzine dano zbrojem komponenata
(269) i (271) diferencijalna jednadZzba strujnice (267) ima oblik

dy 2nCx + @
dx Qx —2nCy
U polarnim koordinatama rjeSenje je te jednadzbe

e

. . (275)
r= CieXp(,2f¢9

pa su strujnice logaritamske zavojnice. Na si. 63e prikazan je
vrtlog u kombinaciji s ponorom (Q <0).

U prostornom strujanju postoje takoder singularne tocke,
u nacelu sliénih tipova kao u ravninskom strujanju.

Strujna povrsina i strujna cijev. Ako se u odredeni vre-
menski trenutak to poljem strujanja poloZi proizvoljna krivulja
C i kroz svaku njenu toc¢ku povuce strujnica, dobiva se povr-
Sina kojoj u svakoj to€ki vektor brzine lezi u tangencijalnoj
ravnini (si. 64a). Tako dobivena povrSina naziva se strujnom
povrSinom ili povrdinom toka. Ona se moZe odrediti samo ako
krivulja C nije strujnica. Strujna povrSina je vektorska povrsina
vektorskog polja brzine strujanja. Prema njenoj definiciji ocito
je da kroz strujnu povrSinu nema protjecanja fluida.

Ako je u trenutku t = t0 jednadzba strujne povrSine
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d?(x,y,z,t0) = 0, (276)
tada je preko te povrsine
D-rt= 0, (277)
gdje je
grad zF
|grad F | (278)

normala na povrSinu F.
Uvjet (277) u pravokutnom koordinatnom sustavu ima oblik
dnr
VE-to+v\ET7 + V2=
RjeSenje te linearne parcijalne diferencijalne jednadzbe jest
funkcija F koja opisuje strujnu povrsinu. To rjeSenje je obitelj
karakteristika jednadzbe (279), tj. obitelj strujnica dobivenih iz
sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi (264) koje se mogu
pisati u obliku dvostruke jednakosti
dx dy dz

wW

(279)

(280)

Cauchyjev problem za jednadzbu (279) ima smisla ako kri-
vulja C nije karakteristika, tj. ako krivulja C nije strujnica.

Sl. 64. Definicija strujne povrSine i strujne cijevi, a strujna povrdina polozena
krivuljom C, b strujna cijev polozena zatvorenom krivuljom C, ¢ elementarna
strujna cijev

Prema tome odredivanje strujne povrSine F pokazuje me-
todu kojom se rjeSavanje parcijalne diferencijalne jednadzbe ob-
lika (279) svodi na integriranje sustava obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi (v. Diferencijalne jednadzbe, parcijalne, TE 3, str. 273).

Strujna povrSina poloZzena zatvorenom krivuljom C jest
strujna cijev ili cijev toka (si. 64b). Za izvode osnovnih pou-
Caka dinamike fluida vazno je svojstvo strujne cijevi da preko
njena strujnog plasta ne protjece fluid, nego ¢itava masa fluida
koja ude na ulazu strujne cijevi mora iziéi na njenu izlazu.
Za primjenu tog svojstva strujne cijevi pozZeljno je znati kada
se u vektorsko polje brzine mogu poloZiti i takve povrdine koje
strujnice normalno probadaju. Izvod ilustriran si. 17 daje uvjet
(119b) za postojanje takvih povrsina u proizvoljnom prostorno
promjenljivom vektorskom polju U pa taj uvjet primijenjen na
vektorsko polje brzine V glasi

Verotp = 0. (281)

Iz tog uvjeta se zakljuCuje da vektor brzine U mora biti
okomit na vektor rotU da bi se u vektorsko polje brzine
strujanja fluida mogle poloZiti povrSine ortogonalno probadane
strujnicama. Kad je rotE = 0, oCito je uvjet (281) takoder
zadovoljen. Takvo se strujanje naziva bezvrtloznim ili potenci-
jalnim strujanjem.

Uvjet (281) uvijek je zadovoljen pri ravninskom strujanju,
jer je rotor brzine okomit na ravninu strujanja. Naime, ako je,
npr., strujanje u ravnini Oxy, tada je vz —0, pa je

dv,
rotz; = vy U (282)
dx “dy)
Vmrott? = (vj + vj) ) (283)
ox ¢y

Pri tzv. zavojnom strujanju vektori brzine v i rotora brzine
jesu kolinearni: Ux rotf£ =0, pa je H-rotU = 4U|rotU| 0, i
uvjet (281) nije zadovoljen, te se u takvo polje ne mogu poloziti
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povrSine ortogonalne na strujnice. Primjer takva polja
X X
vX = vo\~ sin— + cos—
y z\ . X
g ; | (284)
vV=v\A+A TrA"
y z\ X

V=V\A + A CSA-
Lako se dokaze da je u tom polju rottf

Ako je zatvorena krivulja C infinitezimalna, AC, na njoj
konstruirana strujna povrSina zove se elementarna strujna cijev
(si. 64c). Kroz elementarnu strujnu cijev uvijek se moze posta-
viti normalni ravni presjek 1A, tj. okomit na vektor brzine.
Osim te prednosti, u izvodima poucaka dinamike fluida elemen-
tarna strujna cijev ima i sljede¢a svojstva: preko njena plasta
nema istjecanja fluida, a zbog male veli¢ine normalnog presjeka
A4 fizikalne veli¢ine kao S$to su tlak p, gustoéa g, temperatura T
i brzina v mogu se smatrati konstantnima.

Analiza gibanja Cestice fluida

Komponente gibanja Cestice fluida i tenzor brzine deformacije.
Deformabilnost fluida daje polju brzine strujanja fluida osobi-
tosti kojih nema u polju brzine gibanja krutog tijela. Te ce
se razlike bolje istaknuti ako se paralelno razmotri gibanje
Cestice fluida i gibanje Cestice krutog tijela.

Neka se u prostoru, opisanom koordinatnim sustavom Oxyz,
giba Cestica krutog tijela, odnosno Cestica fluida. Unutar Cestice
izabrana je u vremenskom trenutku t tocka MO0(x0,y0,z0) kao
pol (si. 65). Takoder je unutar Cestice u istom vremenskom
trenutku t izabrana proizvoljna tocka M(x,y,z), bliska polu AiO.

Relativni radijvektor MOM, oznaen sa g, iznosi

g=MOM = f - = {>m+ni + (285a)
tako da je radijvektor tocke M
r=r0+g=x0+ f)7+ (y0+ rj)j + (z0+ Qk. (285b)

Relativne koordinate paralelne su s koordinatama

X,Y,Z, pa vrijede identiteti
d_"d_ = d=d

. ) - (285c)
d, dx9 dj dy’ G dz'
Ako je brzina pola MO u trenutku t
= WoA) = v(x0,y0,z0,t), (286a)
tada je brzina bliske toCke M
U= V{M,t) = d(rO + g,t) = D(x0 + £,y0 + rj,z0 + £f). (286bh)

Pripada li Cestica prikazana na si. 65 apsolutno krutom
tijelu, tada se polje brzine njena gibanja sastoji od brzine
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translacije d0 pola MO i obodne brzine (3 x £ zbog rotacije
Cestice kutnombrzinom d oko trenutne osi rotacije poloZene
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6o = —2~rot V. (289c)

Prema tome se izraz (287a) za brzinu proizvoljne tocke M
unutar Cestice krutog tijela moZe pisati u obliku

polom (si. 66a). Zato je brzina tocke M
=V(r0+ @) —ID + & x (287a)
ili izrazeno komponentama brzine
vx = Vox + coy£ - coztj,
vy = vOy + c02€ - CoXE, (287b)

vz = v0z + coxrj —(oyE.

Primjenom identiteta (285c) za parcijalne derivacije kompo-

nenata tog polja brzine dobivaju se izrazi:

dvx n dvx dvx
fe'0

Wy =0 M
dx dy ' dz
dvz dvz

dx dy dz

(288)

Od tih parcijalnih derivacija one koje su razliite od nule
javljaju se u komponentama rotora brzine, pa iz (288) slijede

odnosi
_ dvz dw
cr =Ty-Tz= 20~
8vxdvz
X _ dvy dvx
T z
odnosno
roty= 2ad

(289a)

(289b)

M+ -yrot* x @ (290a)
ili u komponentama
1fd dvz' 1 .
vX(M,t)= vOx + v v fay  dv:
2\dz wmdx,jt-y \dx 'SJ
fdvy i (d dv
Li j(dv. y
v vOy + 2
MEVIT SNax  syafT 2 (ay (290b)
1 (ldVZ Ve 1 | dvz
2ydy  dz) 2>dz dx
odnosno
1 o
"ox + y(rot,td)i m -(rotzV)r,
Vy(M,t) = vOy + y(rotzV)Z - y (rotXVv)£9 (290c)

vz(M,t) = v0z + y (rotxts>7 - y (rotyV){.

Ako je Cestica na si. 65 izdvojena iz mase fluida u stru-
janju, mikrostruktura gibanja Cestice moze se analizirati nepre-
kidnim vektorskim poljem brzine u Eulerovim varijablama:

V=V(r, ). (290d)
Raspolazuc¢i tako zadanim poljem brzine, brzina gibanja
tocke M bliske polu M0 moZe se odrediti razvojem u Taylorov

red polja (290d) u okolisu pola MO, zadrzavsi samo linearne
Clanove. Time se dobiva

= D(r0 + Qt) = \0 + ie- V)i? (291a)
ili u komponentama
vx{m tf(— vOX + d_vxr L _d,yxf
dx

dv. dvv.. dvv

vy(M,t) —v0y + 4+ N+ (291b)
dy dz
dvzy dvz dv7
vz(M,t) m
Voz+”" + fyr]+~

gdje se parcijalne derivacije ra€unaju u toCki MO.
U izrazu (291b) parcijalne derivacije komponenata brzine

tvore tenzor derivacije vektora brzine

tenzor gradijenta vektora brzine

dv
dg

gdje su primijenjeni identiteti (285c).

=W

= Gradi; -

8vx
8x
dvv
dx
dvz
dx

dy
dvv
dy
dvz
dy

dvx
dz
dvv
dz
dvz
dz

po radijvektoru g ili

(291c)

To je opéenito nesimetriCan tenzor i kao svaki takav tenzor
moZze se prikazati zbrojem simetricnog i antisimetricnog dijela:

dvx _ 1 /dvx
dy 2 \dy
awy dvv
dx 2 dx
dv dwv
dz 2 dz

vy
dx

dvy
dy
dvz
+ dy

N

dvy  dvx
dx dy

dvx

- dy

dvz dwy
dy dz

(291d)
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dvz foz dvz  fay
dy dy dz dy dz
dvz foz dv fox dvz
dx dx + dz dz dx (291d)
fox I /\'I'd'V J_(fox dvz
dz 28z WX 2\dz dx

Unutar drugih zagrada desnih strana tih identiteta pre-
poznaju se pripadne komponente rotora brzine (289a). Ako se
uz to parcijalne derivacije dvjdx, dvy/dy, dvjdz i prvi ¢lanovi
desnih strana identiteta (291d) oznace sa

<K dvv dv.
dx9 Jy dys 2 TGP <291e)
1 1dvwy  dvx\
- v o=y ( dy )
_1/3yz W,
(291 f)
wz 2 (
1 ldvx dvz

y« =y« =y ( 57+-7

izrazi (291b) za komponente brzine tocke M bliske izabranom
polu MO unutar cCestice fluida dobivaju oblik
vx(M,t) =

vOx+ y(rot,U){ - y(rot25)i/ + + yxynj +

vw(M,t) = vOy + y (rotzB){ « 1r(rotxU)C+ WG +

vz(M,t)= v0z + y (rotzig? - y(rotyV){ + + + 622(.

(292)

Prva tri ¢lana desnih strana u tim izrazima nalaze se i u
izrazima (290c) za komponente brzine gibanja tocke M Cestice
krutog tijela, pa se u gibanju Cestice fluida taj dio vektora
brzine naziva brzinom kvazikrutog gibanja yKk

Kk= % + yrottf x C= W + Eoxq. (293)

Taj je izraz identitnog oblika kao i izrazi (290a) i (287a).
Odnos komponenata kutne brzine oj i rotora brzine dan je
izrazima (289c) i (289a), tj.

1 , 1 dvz dvy
«X = yrotzP=y

8y dz
1 » 1 sw dv)\
coy = - tyi? = - 294
Yo ¢ dz ax r (294)
1 7 1 dVy fox
W2=yrotz? =1y j
dx dy

U izrazu (290c) za komponente brzine to¢ke unutar Cestice
krutog tijela nema preostalih ¢lanova komponenata brzine tocke
unutar Cestice fluida u izrazu (292), jer su ti €lanovi svojstveni
isklju€ivo deformabilnom gibanju Cestice fluida. Stoga se taj dio
brzine gibanja Cestice fluida i naziva brzinom deformacijskog

gibanja tDef Cestice fluida:
"Def = (Exx§ +
+ {yyxZ'+ eyyri + yy2Q] +
+ (Y&S + yzyHi + £2zQk.

+ yxzQ i +

(295)

Prema tome, na temelju izraza (292), (293) i (295) brzina
gibanja cCestice fluida moze se izraziti zbrojem

HM,i) = bRk + tW (296)

To je sadrzaj prvog Helmholtzova (H. L. F. Helmholtz
1821— 1894) poucka, koji glasi: Gibanje elementarne Ccestice
fluida moZe se u svakom trenutku vremena sastaviti od kva-
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zikrutog gibanja brzinom dKk prema izrazu (293) i deforma-
¢ijskog gibanja brzinom iDef prema izrazu (295). Taj je poucak
ilustriran si. 66b.

Iz izraza (288) ili iz transformacije izraza (291c) primjenom
identiteta (291d) primjecuje se da se rotacijska komponenta
gibanja elementarne cestice fluida moze prikazati antisimet-
ricnim tenzorom, tj. tenzorom rotacijskog gibanja fluida

0 -coz oy
= coz 0 -0Jx (297a)
o~ Q]y 0Jx 0
ili
I(dvY dvx 1/dvx  dvz\
2\~di~d£
1/dvy  dvx 1ldvz  dvy
(297b)
2\ dx dy 2\ dy dz
Udvx _dvz\ 1/dvz dvy
2* dz dx J 2Ady dz 0

Devet skalarnih veli¢ina definiranih izrazima (291e) i (291f)
tvore tenzor drugog ranga koji se naziva tenzorom brzine
deformacije

£1C Ixz
By ™2 (297¢)
yxooyy £z -
ili
SW jJI<K dv*
dx 2'dx dy 2 \dx dz
dv. 1 (dv. dwv
! I[dvx &y ( (297d)
2'dy dx dy 2\dy + dz
1} 1<K _d»z lidvv dvz dvz
- - — +
2 'dz dx 2\dz " dy dz

OCcito je tenzor brzine deformacije simetric¢an.

Primjenom izraza (297a, b) i  (297c, d)izraz (291c) za
Grad i? moze se pisati u obliku

Gradi? = TQ + Tt (297¢)

OznaCi li se skalarni produkt vektora aitenzora T sa

«i; a skalarni produkt tenzora T i vektoraa sa Td, rezul-
tat takvih mnozenja daje vektore sa p-komponentama
&T)P= p= 1,23,

ia qTop, (298a)
=1

q

(Ta)p= 1 T™ag p= 123, (298b)
s time da su za simetricni tenzor te dvije jednakosti medu-

sobno ekvivalentne.
Primjenom tih izraza moze se brzini deformacije (295) dati
sljede¢i oblik
V =T& (299)

pa je sadrzaj prvog Helmholtzova poucka (296) definiran sa

t?(M,r) = t0+y rotv x g+ Teg = + ti x g+ Ttg.  (300)

Uvede li se kvadrati¢na forma
A=y («xxC2 +eyyrizv eZIC2+ 2 + 2yyzt]C+ 2yzxU), (301)

izraz (295) za brzinu deformacije moZe se pisati u obliku
COif= grad (302)
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Prema tome brzina deformacije fDef je potencijalni vektor
koji uvrdten u (300) daje
V(M,t) = vO 4 -~-rot# x g 4- grad#. (303)
Uodredenom je vremenskom trenutku translatorna brzina
pola vO uizrazima (291a), (293)i (300)konstantanprenosivi

vektor koji se izravno prenosi u sve toCke Cestice fluida, pa
se moze izraziti potencijalom

% = gradio-?). (304a)
NapiSe li se
Pp= (304b)

polje brzine unutar Cestice fluida moZe se prikazati dijelovima
rotacijskog gibanja i potencijalnog strujanja
V(M,t) = X Q+ grad (p, (305)

§to je jo$ jedan od oblika analiticCkog zapisa Helmholtzova
poucka.

Kao svaki simetri¢ni tenzor, tako i tenzor brzine deforma-
cije Te ima glavne osi. OznaCe li se te osi sa £i,7/i,£i, tada
tenzor brzine deformacije u tim koordinatama ima oblik

0

: (306)
0 e
gdje su sX,8yi,ed glavne komponente tenzora brzine defor-
macije.
Kvadrati€na forma (301) u glavnim koordinatama
dobiva jednostavan oblik
# = yfe, (307)

i+

+ «z,Cl)-

Tenzorska povrSina # = const. predstavlja elipsoid ako su
svi Clanovi dijagonale tenzora (306) istog predznaka, ili hiper-
boloid ako ti €lanovi imaju razli¢ite predznake. Inae je zbroj
tih dijagonalnih ¢lanova linearna Invarijanta tenzora brzine de-
formacije Tt. To znaCi da je zbroj dijagonalnih Clanova ten-
zora (306) u glavnim koordinatama jednak zbroju dijagonalnih
¢lanova tog istog tenzora izrazenog u proizvoljnom koordi-
nathom sustavu, npr. u sustavu Oxyz, u kojem taj tenzor ima
oblik (297c):

o i+ - vkl dVsq 4+ gyzi
oA T dx1  dyx dzx
dvx dvv dv,
. (307a)
& N+ 7 = divr

Ocito je da i tenzorska povrSina # = const. ne zavisi od
izbora koordinata.

Ako je skalarni produkt Ttd, definiran sa (298b), jednak
vektoru kojemu se smjer poklapa sa smjerom vektora d i kojemu

je veli¢ina uvecana e puta, tj. ako je
Ttd = set, (308)

smjer vektora @ naziva se glavnim smjerom tenzora T, a veli-
Cina e glavnom vrijednosti tenzora 7). Na temelju definicije (298b)
i oblika (297c) tenzora brzine deformacije Tt jednadzba (308)
moZe se pisati u obliku

Exx~Ax 4 7xyry 4 Txzaz == £tix,
T)>xdx 4 gyytly 4 = £Yy?
yzxax 4 yzyay 4'vzzaz —saz.

(309)

To je sustav od tri linearne homogene jednadZzbe u ax,ay,az,
koji ima rjeSenje razli¢ito od nultog trivijalnog samo ako je
determinanta sustava jednaka nuli

EXX £

yxy yx
Wy
yzx yzy vzz' £

-0

(310)
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To je kubna jednadzba u e

—eH-1vs2- J2e4 /3= 0, (310a)
koja za simetricni tenzor Tt ima tri realna korijena
£Xi,.£yi,£2, (310b)

tj. tri glavne komponente tenzora brzine deformacije Tt.
Vrate li se redom ta tri korijena (310b) natrag u sustav
jednadzbi (309), mogucée je odrediti odnose

(310c)

primjerene svakom od korijena (310b).Ti odnosi odreduju
smjerove triju glavnih koordinata

U kubnoj jednadZzbi (310a) /i je linearna invarijanta (307a)
tenzora TE 12 je kvadratiCna invarijanta:

ax:ay:az,

U = Sy yyz 4+ B yzx |, exx  YYX
yy £z yx2 fzzl yX¥ sy
=g tY A +E (310d)
a /3 je kubna invarijanta:
yxy yxz
U = £y  yyzZ (310e)
vy £

Premda je polazno polje brzine (291b) unutar Cestice flu-
ida, izraZzeno tenzorom derivacije vektora brzine t po radij-
vektoru g, formalno jednostavnije od tog istog polja transfor-
miranog identitetima (291d) u oblik (292), ta transformacija ima
u dinamici fluida osnovnu vaznost i odreden fizikalni sadrZaj.
Naime, u strujanjima fluida s viskoznim tangencijalnim napre-
zanjima uvijek je prisutna rotacijska komponenta gibanja Ces-
tice fluida, tj. rotfE = 2¢b #=0. Strujanja sa samo deformacijskom
komponentom gibanja cestice, tj. kad je rotV —0, mogu se
generirati samo s poljem normalnih tlaénih naprezanja.

U prirodi su sva strujanja u nacelu viskozna, dakle s poljem
tangencijalnih naprezanja i sa rot V0, i takva se strujanja
nazivaju vrtloznim ili rotacijskim strujanjima fluida. Medutim,
podalje od krutih granica (npr. podalje bo¢no od tijela Sto se
giba u fluidu), tj. izvan relativno tankog viskoznog grani¢nog
sloja, mozZe se utjecaj viskoznosti fluida potpuno zanemariti,
pa se strujanje moZe smatrati samo deformacijskim gibanjem
Cestica. Takva se strujanja nazivaju bezvrtloZnim ili irotacijskim
strujanjima fluida. Zapravo je ba3 to deformacijsko gibanje Ces-
tice fluida uzrok induciranim tangencijalnim naprezanjima u
realnom viskoznom fluidu. Naime, ako fluid zapocinje strujanje
iz stanja mirovanja, u poCetnom trenutku strujanje je bezvrt-
loZzno i zato Cisto deformacijsko, ali istodobno u fluidu nastaju
i viskozna tangencijalna naprezanja koja su proporcionalna
brzini deformacije, pa strujanje prelazi u vrtlozno. Zadatak je
dinamike fluida da ustanovi analiticki oblik fizikalne zavisnosti
tenzora naprezanja Ta (izraz (35)) od tenzora brzine deforma-
cije Te (izrazi (297c) i (297d)). Ako se uvrste takve zavisnosti
u desnu stranu diferencijalne jednadzbe gibanja fluida (izrazi
(48) i (48a)), ta jednadZba, barem u nacelu, postaje integra-
bilna, §to nije bila u obliku (48).

Fizikalna interpretacija komponenata gibanja Cestice fluida.
Pri rezultantnom gibanju Cestice fluida u malom vremenskom
intervalu Dt relativni radijvektor $= MOM promijeni zbog
prostorno promjenljivog polja brzine i smjer i veli¢inu, pa je
$ = M'OMT (si. 65 i 66). Buduéi da se i u izrazu za brzinu
toCke M (Cestice javlja translatorna brzina P°la MO, to je
promjena relativnog radijvektora g uzrokovana samo rota-
cijskom i deformacijskom komponentom gibanja Cestice, tj. ta
se promjena zbiva pod utjecajem drugog i treceg €lana desne
strane izraza (303), pa vrijedi

g(t4-Di) =g =94 (&d x @)Dt 4 grad#Drr,

gdje je primijenjen odnos (289c).

U izrazu (311) za diferencijal vremena t pisano je simbo-
licki Di, jer se radi o promjeni vektora g povezanoj sa sli-
jedom cCestice u njenu gibanju. Taj izraz predstavlja besko-

(311)
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na¢no malu afinu transformaciju koju je Cestica fluida doZiv-
jela u beskonacno kratkom vremenskom intervalu Di.

Brzina promjene relativnog radijvektora p na temelju izraza
(311) i definicije brzine iznosi

Dp_”_le‘_d)

= =0 X p + grad <P
Dt aioe At ¢ prg

(312)

Taj je izraz osnova za fizikalnu interpretaciju kompone-
nata gibanja Cestica fluida.

Brzina relativnog istezanja i brzina relativnog volumenskog
Sirenja Cestice fluida. OznaCi li se sa brzina relativnog
istezanja Cestice fluida u proizvoljnom smjeru relativnog radij-
vektora p, ta je brzina definirana grani¢nim prijelazom

- le’l-iai 1 °1?1
Q ZJr!U&TiJ M I£| Df
gdje je |g| =jli2+ fl2+

Buduci da je pe(¢5 x p) = 0, i ako se primijeni izraz (312),
moze se izraz (313) dalje razviti u

(313)

i N

wi\__ L

314
g |M2le *Drj ~ |A| (14)

&ig egrad'/").
lzraz (314) pokazuje da rotacijska komponenta gibanja
Cestice, koja je dio kvazikrute komponente tog gibanja, nista
rte pridonosi brzini relativnog istezanja Cestice fluida.
U pravokutnom Descartesovu sustavu izraz (314) ima oblik

<P
y ) (315)
'CI2U x <+ dyr,+_dzj |£]|2’
ili primjenom izraza (301):
A Q £ i
clizr 2+ N g2+ &W 2+ BYW\W\ +
+ 2y " 7+ 2yZ[;—C- cut- (316)
\Q\ 1€l \g\ \g\
U tom su izrazu
— = cos(p,x), -4? = cos (s,y), t~t:mos(pz). (317)
o R 151 VO

kosinusi smjera relativnog radijvektora p.
Ako se 5 usmjeri u smjeru osi Ox, tada je
Q= (i,
pa definicija (313), izraz 5«5 x 5): ™0 i prvi od izraza (29le)
daju

. fox
e4d= lim 1t 2> - - 1 318
Af»0 ¢ At £ Di &x dx * (318)
Slicno bi se dobilo i za smjerove Oy i Oz:
dvy dvz (319)
£d~ £yy ~ 5y k ~F -~ dz

Izrazi (318) i (319) pokazuju da parcijalne derivacije kom-
ponenata brzine strujanja fluida u smjerovima tih kompone-
nata dvjdx, dvy/dy i dvjdz fizikalno predstavljaju brzine re-
lativnog istezanja Cestice u tim smjerovima.

U izrazu za brzinu relativhog istezanja cCestice u proiz-
voljnom smjeru, kako pokazuje izraz (316), sudjeluju i sve
preostale parcijalne derivacije komponenata brzine.

Ako se unutar Cestice fluida u trenutku t formira mali
pravokutni paralelepiped s bridovima €,rj i G njegov je volumen

FO = CfIE. (320)
U vremenskom intervalu Di bridovi se paralelepipeda pro-
mijene u

{ = {+ exxEDt, rf =f] + eyyrjbt, £ = { + £2z£Df, (321)

pa mu se promijeni i volumen u
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V(t+ Di) =V = (£ + sxx”Bt)(rj + Byf/Dt)(f + £2zEDY). (322)

Definira li se brzina relativnog Sirenja volumena Ccestice
fluida £y grani¢nim prijelazom

gy = fim 4 , (323)
i-> At
£6
primjenom izraza (320) i (322) dobiva se
dvx dvv dvT
« = *Xx+ Syy+

Taj izraz pokazuje da divergencija brzine strujanja fluida
fizikalno predstavlja brzinu relativnog volumenskog Sirenja Ces-
tice fluida.

Iz opéih svojstava afinih transformacija poznato je da do-
biveni rezultat, izraZzen sa (324), ne zavisi od posebnog oblika
malog volumena \W0. Tako, ako se unutar Cestice fluida postavi
glavni koordinatni sustav tenzora brzine deformacije Oxlylz1
i u trenutku t se od tocCaka Cestice formira mala kugla

*I+yi+zi=r2’ (325)

a njen je volumen u tom trenutku
(326)
gdje je = ii = £ polumjer kugle.

U vremenskom intervalu Df polumjeri kugle u smjerovima
glavnih osi promijene se u

£i=ii + f/i = rji + eyirjlDt, Ci = ii + eZIEiDi,
(327a)
i kugla prijede u elipsoid
X1 i . R2  (327h)
(1 + sx,Dt) 1 @ + fi;iDr)
kojemu je volumen
V(t + Dt) —V' —— nR3(l + £ Df)(I + £y Df)(I + £z Df).
3 1 (327c¢)

Provede li se s volumenima (326) i (327c) granicni prijelaz
(323), dobiva se

dvy  dvv dvv )
£y = £xx+ Byx+ fzt = %—]SH eyl +0uZTl— divU.  (328a)

Taj je rezultat identiCan rezultatu (324), izvedenom s ces-
ticom fluida u obliku malog pravokutnog paralelepipeda, jer
je zbroj

=diVf) (328h)

.+ Eyy + f£2z = BXi + eyi + £z

invarijanta simetricnog tenzora brzine deformacije.
Rotacijsko gibanje i kutna brzina deformacije cestice fluida.
Beskona¢no mala afina transformacija definirana izrazom (311)

moze se razbiti na dvije uzastopne transformacije, i to na
transformaciju izraZzenu tenzorom brzine deformacije

Qi = Q+ grad<P Dt (329a)
i transformaciju izrazenu kutnom brzinom o

q'= 5i + (¢5 x 5i)Dr. (329b)

Pri tom je redoslijed primjene transformacije nebitan, ali je
oCito da se pri strujanju fluida te dvije transformacije zbi-
vaju istodobno.

Diferencijal vektora 5i Pri transformaciji kutnom brzinom
dl, tj. izrazom (329b), iznosi

Dpi=q'- pj = (dl x 5j)Dt.
Pomnozen skalarno sa 5i laj izraz daje
Pi «Dpi = 0, (330a)

§to pokazuje daje diferencijal Dgl okomit na vektor g1 Prema
tome, nakon §to je relativni radijvektor p unutar Cestice fluida,
sastavljen od toCaka fluida, doZivio deformaciju uzrokovanu

(330)

*72=
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tenzorom brzine deformacije, za proizvoljan smjer unutar cestice
vrijedi = 0, pa se Cestica ponaSa kao kruto tijelo. I stvarno,
kad bi Cestica fluida trenutno otvrdnula, npr. kad bi se Cestica
vode trenutno smrznula, ona bi se dalje okretala kutnom br-
zinom u).

f+Di

SI. 67. Fizikalna interpretacija komponentnih gibanja Cestice fluida

Umjesto interpretacije dvjema uzastopnim transformacijama
(329a) i (329b), do istih se predodZzbi dolazi i analizom rezul-
tantnog poloZaja i oblika Cestice u t+ Df, Sto ga je Cestica,
prvobitno u vremenu t oblika pravokutnog paralelepipeda, po-
primila postojanjem i djelovanjem ukrizanih parcijalnih deri-
vacija dvx/dy, dvy/dx, dvy/dz, itd. Na si. 67 prikazano je djelo-
vanje parcijalnih derivacija dvy/dx i dvx/dy u ravnini Oxy na
krakove dx = MOM 1lidy = MOM 2, sastavljene od tocaka fluida,
u vremenskom intervalu izmedu t i t+ Di. U rezultantnoj
deformaciji u t+ Dr zakret simetrale za kut

Da=y(Da - DIi) (331a)
posljedica je postojanja rotacije Cestice, a smanjenje pravog kuta
§to su ga materijalni bridovi dx i dy zauzimali u trenutku t
za iznos

—DJ[*(dx,dy)] = Da + D£ (331b)
pozitivna je kutna deformacija Cestice u ravnini Oxy.
Iz si. 67 proizlaze ocite jednakosti
Da="Dt, do3 d, 331c
cX ° 8y ( )

Za z-komponentu kutne brzine Cestice, na temelju izraza
(331a) i jednakosti (331c), dobiva se

Der 1 /dvy dvx 1 cil
-rot.i
¢z Df 2 "dx dyl 2

Za brzinu kutne deformacije u ravnini Oxy izrazi (331b) i
(331c) daju

(331d)

D[£(dx,dy)] _ dvy i dvx
Df dx

Iz Cisto formalnih razloga, brzina kutne deformacije defi-
nirana izrazima (29le) dobiva faktor 1/2, tj.

(331e)

_ (331,

Slicnim razmatranjima do$lo bi se i do ostalih kompone-
nata kutne brzine rotacije i brzine kutne deformacije.

Kad bi cestica odjednom otvrdnula, komponente tenzora
brzine deformacije bi se odjednom izjednaCile s nulom, jer bi
nestalo deformacijske komponente u gibanju Cestice fluida. Tada
bi se iz izraza (291f) dobili odnosi
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dvz dv2 fox
dy ’ dx ‘dz’

fox dvyy dvy

8y dx 9 dz (332)

koji bi uvrSteni u komponente kutne brzine rotacijskog gi-
banja Cestice dali
dvz dv,y dvx dvz
dy dz 9 dx 9
dvy dvx
- (332a)
dx 8y

To su upravo komponente kutne brzine rotacije krutog
tijela (izrazi (288)). Prema tome bi odjednom otvrdnula Cestica
fluida nastavila rotirati kao kruto tijelo.

Jednadzba kontinuiteta nestlacivog fluida. lzrazi (323) i (324)
pokazali su da divergencija brzine strujanja fluida predstavlja
brzinu relativnog volumenskog Sirenja Cestice fluida. Ako je
fluid nestlaiv, individualna Cestica fluida mijenjat ¢e tokom
vremena samo svoj oblik, tako da ¢e volumen koji ta Cestica
zauzima uvijek imati sti mjerni broj. To slijedi iz definicije
gustoée (2), prema kojoj za q = const., §to definira nestlaCivi
fluid, proizlazi dm = const. x d T, odnosno za dm = const. (Sto
vrijedi za individualnu Cesticu) proizlazi d V= const. Prema tome
su za nestlacivi fluid volumeni Wi V u izrazu (323) jednaki, pa
je brzina relativnog volumienskog Sirenja ev = exx+ ey + sz = 0,
odnosno prema izrazu (324) mora biti

divD = 0. (333a)

To je jednadzba kontinuiteta nestlaivog fluida koja odr-
zavanjem konstantnog volumena svake individualne cestice
takva fluida osigurava i odrzavanje konstantne mase u toj
Cestici. lzraz (333a) je matematicki oblik zakona o odrzanju
mase u strujanju nestlaCivog fluida.

U pravokutnom Kkartezijskom sustavu jednadZba kontinui-
teta nestlac¢ivog fluida (333a) ima oblik

fox dw dvz

<k+ A~ + aF:'a (333b)

Prema tome sve tri parcijalne derivacije na lijevoj strani
tog izraza ne mogu imati isti predznak: ako su, npr., prve
dvije pozitivne, treéa mora biti negativna. Naime, samo tada
Cestica u obliku pravokutnog paralelepipeda pri svojoj defor-
maciji moze zadrZati konstantan volumen, a time i svoju kon-
stantnu nestlaéivu masu, tj. ako se Siri u smjerovima x i vy,
paralelepiped se mora suZavati u smjeru z.

Vektorsko polje kojemu je divergencija jednaka nuli naziva
se solenoidalnim. Prema tome je vektorsko polje brzine strujanja
nestlacivog fluida solenoidalno.

Kinematika bezvrtloZznog (potencijalnog) i vrtloznog
(rotacijskog) strujanja fluida

Cirkulacija brzine i tok ili fluks vektora, protok. Ako se u
prostorno promjenljivom vektorskom polju d(r) poloZi bilo
kakva prostorna krivulja §to spaja dvije tocke A(rA) i B(rB),
krivuljni integral

Ty = rJb=J0e«dr = j |«|cos(d,dr)|dr| (334)
naziva se cirkulacijom vektora d po krivulji (si. 68).
U pravokutnom kartezijskom sustavu izraz (334) ima oblik

F& —J (axdx + aydy + azdz). (334a)

Opcenito cirkulacija zavisi i od krajnjih tocaka A i B
i od krivulje

Ocito da promjena smjera integriranja po krivulji
predznak cirkulacije, tj.

mijenja

rfA= - r AB- (334b)

Ako se, npr., za vektor a uzme vektor sile F koja dje-
luje na materijalnu tocku, a za putanja te toCke, cirkula-
cija sile F po krivulji SF
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rif=\Fedr=W (334c)
predstavlja rad sile F pri premjeStanju materijalne tocke iz
A u B

Ako je vektor d vektor brzine strujanja fluida V, tada je
krivuljni integral

rcf= rXpb—J"edr = J({xdx 4- vydy + vzdz) (335)
AB AB
cirkulacija brzine po krivulji
Ako vektor U ima potencijal /, tako da je
U= gradf (336a)
tada je
r=i3mdr= Jgrad/-d?= £d/=/(?,) -/(?,), (336b)

/Te ab

tj. cirkulacija vektora grad/, gdje je / jednoznacna funkcija,
jednaka je poproizvoljnoj krivulji razlici vrijednosti fun-
kcije utockama B i A, dakle ne zavisi od oblika krivulje J5f,
ve¢ samo od njenih krajnjih tocaka.

Posebno, cirkulacija vektora grad/ po zatvorenoj krivulji C
jednaka je nuli, jer se tocke B i A na takvoj krivulji pokla-
paju, pa je

FC= Jgrad/'dr = 0. (336¢)
c
Vrijedi i obratno: ako je cirkulacija vektora d preko svake
zatvorene krivulje C jednaka nuli, vektor d je gradijent neke
skalarne funkcije / Naime, zatvorena krivulja C moZe se ras-
taviti na dva proizvoljna dijela ~ x i Z£2 (si- 69), pa uz

0=J<Fedr = Jd-dF + Jd-dr (336d)
c B¢ y2
vrijedi
Fab— 1l a-df= —Ja dr= J a-df=f(r\ (336¢)
y\ y2 -y 2

tj. cirkulacija od A do B ne zavisi od krivulje integracije, ve¢
samo od radijvektora toCke B(f) drzeéi cvrsto tocku A(r0).
Diferencijal jednakosti (336e) daje

dPo =uedr=d/= \(Jj’)‘(dx+%§dy+|é‘zdz = grad/- dr, (3360
ili
df= dedr = grad/ «dr, (3369)
odakle
(a —gradf) «dr = 0. (336h)

SI. 68. Definicija cirkula-
cije vektora a po Kkri-
wlji i?

SI. 69. Uz svojstva cirkulacije poten-
cijalnog vektora d = grad/

Ta jednakost pokazuje da je vektor (a —gradf) okomit na
proizvoljan smjer, §to je moguée samo ako je

U= grad/ (336i)
Buduéi da je isvaki konstantni vektor aOpotencijalni
vektor,
= grad(u0e+?), (336))
to je icirkulacija konstantnog vektora pozatvorenoj krivulji

jednaka nuli, tj.
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rc=Ja0edr = Jgrad(”0«F)«dr = 0. (336k)
c o

To slijedi i izravno iz

rc= Ja0edr = a0+Jd? = a0<(r,, - rA = 0.
C C
Cirkulacija brzine ima veliku prakticnu i teoretsku vaznost
u mehanici fluida. n
Ako se u prostorno promjenljivom vektorskompolju a(r)
polozizatvorena ili otvorena povrSina S, povrsinski integral

Fs(3) = \a-ndS (337)

naziva se tokom ili fluksom vektora a kroz plohu S (si. 70).

SI. 70. Definicija toka ili fluksa vek-
tora 3 kroz povrdinu S

U pravokutnom Kkartezijskom sustavu izraz (337) ima oblik

Fs(ct) = J [axcos(n,x) + aycos(n,y) - azcos(n,z)]dS. (337a)
s

Ako je vektor d vektor brzine strujanja fluida V, njegov
tok kroz povrSinu S naziva se volumenskim protokom ili, jed-
nostavno, protokom Q fluida kroz povrSinu S:

Q= F¢V) = JF-MS. (337b)
s

Ocito je da tok vektora kroz povrSinu, dakle i protok
fluida, mijenja predznak s promjenom orijentacije plohe, koja je
odredena jednim od dva moguéa smjera normale H na plohu,
npr. ako se na si. 70 orijentacija normalom H promijeni u
orijentaciju normalom n’= —H Sli¢no, ako je zatvorena povr-
§ina S orijentirana vanjskom normalom s obzirom na volumen
fluida koji zatvara, pozitivna vrijednost protoka kroz S ozna-
Cuje da postoji viSak istjecanja fluida iz tog volumena.

Ako je ploha S zatvorena, tok vektora moZe se primjenom
poucka Gauss-Ostrogradskoga (46c¢) izraziti volumenskim in-
tegralom

Fs{a) = \a-rtdS = $divadK (337c)
s v
Budu¢i da je
- 0 - . .
HV? = + - z/c) = 3, 337d
V7 (el + Tyd + Tzk (Xt + ] +-2kc) (337d)

mjerni broj volumena V zatvorenog unutar povrSine S mozZe se
pomocu (337c) izraziti tokom radijvektora r kroz povrSinu S,

tj-

f -nds, (337e)

y-T

gdje je nt vanjska normala.

Bezvrtlozno (potencijalno) strujanje fluida. AnalitiCki zapis
Helmholtzova poucka u obliku (305) pokazuje moguénost po-
djele strujanja fluida na bezvrtlozna strujanja, u kojima je
rotF = 2¢u = 0, i na vrtlozna, kad je rotF 0.

Uvjet bezvrtloZnosti strujanja
rotb = 0, (338)

§to u komponentama vodi do identiteta
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dv, dv, ok dvz dvy dv*
dy dz 7 dx’ dx 'dy9
pokazuje takvu srodnost prostornih funkcija vx, vy i vz da je

linearna diferencijalna forma vxdx + vydy + vzdz totalni dife-
rencijal neke skalarne funkcije o, tj. da je

(338a)

vxdx + vydy + vzdz = dep. (339)

Funkcija
g = cp(Ft) (339a)
naziva se potencijalom brzine, a bezvrtloZzno strujanje naziva

se potencijalnim strujanjem.
1z (339) slijedi

dgj dg
P P (339b)
dx 9 dy’ dz 9
odnosno
v = grad @ (339c)

Isti rezultat odmah daju i razmatranja koja su dovela do
izraza (305), uvrsti li se u njega identitet (338).

Na temelju izraza (336b) pri potencijalnom strujanju je cir-
kulacija brzine po <€

r<?= j v-dr = (p(rv) - (p(fA, (339d)
AB
dok je po zatvorenoj krivulji C
rc=jVedr m Q. (339%)

Budu¢i da je
rotgrad @ = 0,

slijedi ako je strujanje potencijalno da je ono i bezvrtloZno.
Uvrsti li se brzina izrazena sa (339c) u jednadzbu konti-
nuiteta nestlaCivog fluida (333a), dobiva se

divgradep = A= 0, (340)

gdje je A Laplaceov operator ili laplasijan.
U pravokutnom kartezijskom koordinatnom sustavu izraz
(340) ima oblik
d o 62@ d2(p
9=
d_x] dy2 dz2

Linearna parcijalna jednadzba drugog reda (340), odnosno
(340a), jest Laplaceova jednadzba i ona je osnovna diferenci-
jalna jednadZba potencijalnog (bezvrtloZnog) strujanja nestlaci-
vog fluida.

U ortogonalnim krivocrtnim koordinatama, na temelju iz-
raza (219), komponente brzine strujanja (339b) imaju oblik

0. (340a)

1 1 d |
ep ® (3410
VI=WI6ii’ 2= W2di2’
a Laplaceova diferencijalna jednadzba (340a):
d (H2H3dp  JJIHiHidgA | 5 =Q
dgidgili dg2\ H2 dg2)H3 dg3
(341b)

Kinematicki elementi vrtloZznog strujanja. Pri vrtloZnom je
strujanju fluida rotr=|=0, pa u istom prostoru kojim struji
fluid, uz vektorsko polje brzine

v =d(r,tl (342a)
postoji i polje rotora brzine ili, Sto je isto, polje vektora
dvostruke kutne brzine rotacije Cestica

rotr = 2€o = &(r.t). (342b)
To polje i polje vektora brzine (342a) moze biti nestacio-
narno ili stacionarno, ve¢ prema tome da li zavisi ili ne zavisi

od vremena.
Vektorske krivulje polja Q jesu vrtloZzne krivulje ili vrtloz-
nice. Tangenta u svakoj tocki vrtloZzne krivulje poklapa se sa
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smjerom vektora Q. Ako je dr element vrtlozne krivulje, tada
je po definiciji te krivulje

dr x Q =0, (343)

§to vodi do sustava diferencijalnih jednadzbi vrtloZzne krivulje
dx dy dz

(343a)

gx~qv~ar’

U tom sustavu jednadZbi vrijeme t je parametar, tj. pred-
stavlja vremenski trenutak tO u kojem se odreduje sustav
vrtloznih krivulja.

Ako se u odredenom vremenskom trenutku poljem Q poloZi
proizvoljna krivulja C koja nije vrtlozna, pa se kroz svaku
njenu toCku povuce vrtloZzna krivulja, dobiva se vrtlozna povr-
Sina. Postupkom sli€nim onome koji je doveo do diferencijalne
jednadZbe strujne povrSine, prema izrazu (279), dobiva se dife-
rencijalna jednadzba vrtloZzne povrSine u obliku

__d3F d& dzF

dx v ~yd§m t ~zdz ~ % (344)

a rjeSenje te jednadzbe
&r(x,y%,t0)= 0

predstavlja vrtloznu povrsinu.

Ako je krivulja C zatvorena, vrtlozna povrSina poloZena
njome je vrtloZzna cijev.

Buduéi da je divergencija rotora identi¢ki jednaka nuli,
vrijedi

(344a)

div(roti;) = 0,
ili
divi2= 0,
§to pokazuje da je polje Q (342b) solenoidalno.

Primjenom izraza (337c) na solenoidalno polje Q za tok
vektora Q kroz zatvorenu povrsinu S polozenu u to polje
dobiva se

(345)

FYQ)= \HQdS = JdiviidF=0, (346)

tj. taj je tok jednak nuli.

Drugi Helmholtzov poucak. Ako se u polju Q zatvorena po-
vrsina,formira od plasta vrtlozne cijevi Sc i dva proizvoljna
presjeka te cijevi A~ i S2 (si. 71), primjena jednakosti (346)
na tu zatvorenu povrsinu daje

JfieQdS + jH-SdS =0,
sl s2

(347)

gdje je primijenjena Cinjenica daje preko plasta vrtloZne cijevi
HeQ —O0, pa je tok vektora Q kroz Sc jednak nuli.

SI. 71. Uz definiciju drugog Helmholtzova
teorema

Promijeni li se orijentacija povrSine Sx od normale rt na

normalu nf= —ft izraz (347) moZe se pisati u obliku
Jn'-izdS = jiLizdS. (347a)
si s2
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Buduéi da su presjeci S1 i S2 proizvoljni, vrijedi

J HeildS = const., (347b)

gdje je S proizvoljan presjek vrtloZne cijevi.

lzraz (347b) sadrZaj je drugog Helmholtzova poucka, koji
glasi: Tok rotora brzine, a takoder i vektora kutne brzine o,
kroz proizvoljan presjek vrtloZzne cijevi konstantan je u dani
trenutak vremena uzduz citave vrtlozne cijevi.

Veli¢ina konstante u (347b)

JHerotrd$S (347c)
sluzi kao mjera intenziteta vrtloZne cijevi.

U elementarnu vrtloZznu cijev moguce je poloZziti normalne
ravne presjeke A, pa je za takvu cijev drugi Helmholtzov
poucak

QA = const., (347d)

gdje je Q apsolutna vrijednost rotora brzine, odnosno dvos-
truka vrijednost kutne brzine rotacije Cestica fluida.

Oblik (347d) Helmholtzova poucka pokazuje da se kutna
brzina rotacije Cestica fluida smanjuje kad se povrSina presjeka
vrtloZzne cijevi povecava i, obratno, ta se brzina povecava pri
smanjenju presjeka. Iz odrZzanja intenziteta vrtloZne cijevi i iz
neprekidnosti polja Q slijedi zakljuak da vrtloZzne cijevi ne
mogu zapoceti niti zavrSiti unutar fluida. Naime, kad bi vrt-
loZzna cijev zavrSila nultim presjekom u to€ki unutar fluida,
kutna brzina rotacije Cestica postala bi beskonacna, §to je fizi-
kalno nemoguée, a kad bi unutar fluida zavrSila nekim ko-
nacnim presjekom, bila bi naruSena neprekidnost polja Q.
Prema tome, vrtloZzne cijevi mogu biti ili zatvorene, ili mogu
zapoceti i zavrSiti na granici fluida (si. 72), ili mogu otiéi u
beskona€nost ako je fluid neogranicen.

Stokesov poucak. Neka je u fluid u vrtloZnom strujanju
poloZena jednostavno zatvorena krivulja C i nad njome raza-
peta jednostruko suvisla (otvorena) povrsina S, preko koje je
polje brzine neprekidno i derivabilno (si. 73a). Gledano s vrha
normale H na povrSini S pozitivno je obilaZzenje krivulje C pri
krivuljnoj integraciji u smjeru suprotnom od smjera hoda
kazaljke sata, tj. s desne na lijevu stranu. PovrSina S razbi-
jena je popre¢nim i obodnim krivuljama na N malih elemen-
tarnih povrSina ASh koje su obrubljene zatvorenim elemen-
tarnim Kkrivuljama AC{ (si. 73b). Cirkulacija brzine po rubnoj
krivulji C moZe se prikazati zbrojem cirkulacija brzine ATf po
N elementarnih krivulja AC{

rr= V-df=1 art=1  v.qq,
i=1 i=1

AC;

(348)

jer se u tom zbroju svaka stranica krivulja ACh osim onih
stranica koje pripadaju rubu C, obilaze po dva puta u dva
suprotna smjera, pa se doprinosi tih stranica u tom zbroju po-
niStavaju, a ostaje cirkulacija brzine po rubu C.

Pri proracunu

(349)
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izabire se unutar ASt pol (si. 73c), a brzina strujanja
fluida V se na temelju prvog Helmholtzova poucka i izraza
(303) u neposrednom okoliSu pola 0, razbija na dijelove

v=v0+ —rotf x g+ grad<t. (303)

U tom je izrazu vO konstantan vektor u okoliSu pola Ou
pa je na temelju (336k) i (336¢)

J (t0 + grad <P)+dg = 0. (350)
AC;
Budué¢i da je i rotU, koji zavisi samo od izbora pola Oh
u neposrednom okoliSu tog pola konstantan vektor do male
veli¢ine viSeg reda, uvrstenje (303) u (349) daje
Ar,=

A-roti; x g ]edg = rottf e x dg =

= rotE «ftiASi, (351)

gdje je prema si. 73c i prema definiciji vektorskog produkta
primijenjen odnos
(Nd(ASE)

y Qx dg (351a)

i poznati odnos vektorske algebre: am x €)= bmc x ti) =
= ~C-(dxi).

Uvrsti li se (351) u (348) i pusti li se da N -> oo, pri ¢emu se
elementi mreZe preko povrSine S-stezu u toCke, vrijedi

mdr= lim X r°IT «~ ASf= irt rotildS (352)
N—Ci~ !

r c = Fs(rotc). (352a)

To je sadrZzaj Stokesova poucka: Cirkulacija brzine po za-
tvorenoj krivulji C jednaka je toku rotora brzine kroz (otvo-
renu) povrSinu razapetu nad krivuljom C kao rubom te povr-
Sine.

U pravokutnom kartezijskom sustavu Stokesov poucak (352)
ima oblik

j (Exdx + vydy + vzdz) =

dvz  dvw\ COSQ,,X)+ g}ivi dvz ]c°s(,,>y)+

dy

dv
+ Yoo cos(n,z) ds.
dy

352b
dx (352b)
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Stokesov poucak je primjenljiv i na bilo koje drugo ne-
prekidno i derivabilno vektorsko polje a, tj.

jdedf = Jrterotdds.
c s

(352c)

Iz Stokesova poucka (352) primjecuje se vazna €injenica da
povrsinski integral

J HmrotfdS (352d)
ne zavisi od oblika i veli€ine povrSine, ve¢ samo od njena
ruba C.

Uvjet jednostruke suvislosti S§to ga mora zadovoljavati
podrucje primjenljivosti Stokesova poucCka sastoji se u tome da
se svaka zatvorena krivulja C na povrdini S moze stegnuti u
to€ku ne napuStaju¢i S. Takva je, o€ito, povrSina prikazana
na si. 73a, ali takva nije, npr., povrSina S probodena besko-
nacno dugackim valjkom (si. 74), jer se C koji ostaje u pod-
ru¢ju definicije moze najdalje stegnuti do Cu ali ne i do
toCke.

—S
Sl. 74. Primjer podrucja S na
koje nije primjenljiv Stokesov
teorem

Sl. 75. 1zvod drugog Helmholtzova
teorema primjenom Stokesova
teorema

Jedna od vaZnih posljedica Stokesovaspoucka jest da je
cirkulacija brzine po zatvorenoj krivulji koja sva leZi na povr-
Sini vrtloZne cijevi, ali je ne opasuje, jednaka nuli. Na takvoj
je povrsini f erotf = 0, pa povrSinski integral u (352) iSCezava.
Time se mozZe joS jednom dokazati drugi Helmholtzov poucak.
Naime, ako se povrsinom vrtloZzne cijevi polozi zatvorena kri-
vulja oblika prikazanog na si. 75, cirkulacija brzine po toj
krivulji jednaka je nuli, tj.

r = rAB+ rBc+ rrD+ rDA= 0" (353)

Priblizi li se tocka B tocki A i totka C tocki D tako da

se i lukovi DA i BC poklope, zbog suprotnih smjerova obila-
Zenja tih lukova vrijedi

Fbce Fda ~ 0, (353a)
pa uvrdtenje u (353) daje
reb= ~rA _ (353h)

Promijeni li se smjer obilaZzenja luka AB od A prema B na
smjer od B prema A okolo vrtloZzne cijevi, dobiva se

rrD = ffi. (353c)

Prema toj jednakosti i Stokesovu poucku tokovi rotora
brzine kroz proizvoljne presjeke vrtloZzne cijevi razapete nad

zatvorenim Kkrivuljama CD i BA takoder su jednaki, o ¢emu
govori i drugi Helmholtzov poucak.

Jednakosti (339e) za potencijalno (bezvrtloZzno) strujanje i
(336¢) za bilo koje polje potencijalnog vektora takoder se iz-
ravno dobivaju primjenom Stokesova poucka.

Stokesov pouak ima vaznu primjenu i pri eksperimental-
nim istraZzivanjima vrtloZznih strujanja, jer se rotor brzine ne
moZe izravno mjeriti nekim instrumentom, pa bi se iz snimke
polja brzine strujanja morala ustanoviti prostorna zavisnost
komponenata tog polla da bi se mogle odrediti parcijalne deri-
vacije koje ulaze u Q.

Kelvinov kinematicki teorem o vrtlozima glasi (W. Thomson,
Kelvin of Largs, 1824— 1907): Individualna vremenska deriva-
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cija cirkulacije brzine po zatvorenoj krivulji, koja se sastoji
uvijek od istih Cestica, jednaka je cirkulaciji akceleracije po toj
krivulji, tj.
V *- . fD" «qdr.

Dt
)

U tom izrazu zatvorena krivulja C(f) mijenja s vremenom
i svoj polozaj u prostoru i svoj oblik i veli€¢inu, ali se na njoj
nalaze uvijek iste Cestice.

U izrazu (354) i dalje u dokazu poucka simbol d odnosi
se na prostorni diferencijal neke veliine, a simbol D na dife-
rencijal neke veli¢ine povezan s pomakom Cestice. Tako su na

(354)

si. 76 u trenutku t na luku AB izabrane dvije bliske toCke
M(f) i M Ar-fdr), u kojima su brzine strujanja fluida i? i

v + df. U vremenskom intervalu Dt Cestice iz M i prijedu
u tocke M" i Mi s radijvektorima
fM=f+ Df=f+ fDf, (355a)
M =f+ df4-D(f+ df)=f+ df+ Df+ D(df). (355b)
t+ Dt
Tu je primijenjen ociti odnos
Dr = VDf. (355c¢)
Na isti je nafin i
D(r+ dr)= (v+ dv)Dt, (355d)
§to uvrsteno u (355b) daje
rM=r+dr+ Df+ D(dr)=r+ dr + vDt + dvDt. (355¢)

S obzirom na prostorni prirast radijvektora tocke M\ rela-
tivno prema tocki M\ moze se pisati

rM = M + d(fM) = f + Dr + df + d(Df). (355f)

Usporedba (355b) i (355f) pokazuje vaznu Cinjenicu da je
dopusteno zamijeniti redoslijed individualnog i prostornog di-
ferenciranja, ftj.

D (df) = d(Df). (3550)
Uvrsti li se (355c) u (355e), vidi se da je
D (df) = df Df. (355h)

Derivira li se individualno po vremenu cirkulacija brzine
po luku AB,

r~ = | tfmdr, (356)

slijedi
D (df)

Df Df Df (3562)
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Uvrsti li se u drugi ¢lan desne strane tog izraza jednakost
(355h), vrijedi

d ior _ MDS
- dt? =
Dt Dldr+ "
DT
md M+ d|ytM 5 |=
Dt

(356b)

Ako je krivulja AB zatvorena krivulja'C, tada se toCke A
i B poklapaju, pa otpada €lan ~ (vb —v2) i izraz (356b) prelazi

u (354), Sto je sadrzaj Kelvinova kinematickog poucka o vrt-
lozima.

Reynoldsov transportni teorem

Za matematicki prikaz zakona odrzanja u dinamici fluida
Cesto je potrebno vremenski derivirati volumenske integrale s
vremenski promjenljivim granicama razlicitih fizikalnih veli¢ina
izrazenih u Eulerovim varijablama r i f. Tehnika odredivanja
takve derivacije poznata je kao Reynoldsov transportni teorem.
Poseban je slufaj Reynoldsova transportnog teorema indivi-
dualna (ili materijalna) vremenska derivacija volumenskog in-
tegrala kojemu se unutar granica nalazi uvijek ista identificirana
masa fluida.

Preko cestice fluida u nestacionarnom strujanju moZe se
tockama podrucja strujanja pridruziti skalarno ili vektorsko
polje neke dinamicke veli€ine, izrazene po volumenu, u Eule-
rovim .varijablama, si. 77a,

$ = (). (357)
Primjeri takve veli¢ine jesu volumenska gusto¢a mase fluida
0 = g(r,t), volumenska gusto¢a koli¢ine gibanja $ = g(r,t)v(r,t)

1 volumenska gusto¢a kineticke energije @ = —gv2.

U podrugju strujanja fluida odabrana je neka zatvorena i po
dijelovima glatka vremenski promjenljiva povrSina S(t) koja
ograni¢uje vremenski promjenljiv volumen V(). Vremenski

zakon promjene volumena V(t) zadan je zakonom razdiobe
brzine u toCaka njegove granice S(r), u obliku
u = w(r,i), (358a)

i u opéem je sluCaju potpuno nezavisan od zakona gibanja
materijalnih Cestica fluida danog poljem brzina

(358b)

U posebnom su slu€aju brzine u na granici S(f) upravo jednake
brzinama Ccestica v.

v = v(r,t).
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SadrZaj J fizikalne veli¢ine, zadane volumenskom gusto¢om

<€ u volumenu V(t) dan je volumenskim integralom
J(t) = fjj#(x,y,z,f)dxdydz.
Vit)

Budu¢i da volumen V(t) tokom vremena mijenja oblik, ve-
licinu i poloZaj u prostoru, a polje gustoée <€ takoder je funkcija
tocaka prostora i vremena, taj volumen prekriva razliCite dije-
love polja < pa je oCito i sadrzaj J, kao $to je oznaCeno u
izrazu (359), funkcija vremena. U formulacijama zakona odr-
Zanja javlja se vremenska derivacija takvih sadrzaja. Ta se
derivacija odreduje sljede¢im postupkom:

PovrSina S(t) rastavi se na konaCan broj takvih dijelova
da je za tocke svakog dijela jedna prostorna koordinata funk-
cija preostalih dviju koordinata i vremena. Na si. 77b prikazan
je jedan dio VX(t) ukupnog volumena V(t). Taj je dio ograniCen
cilindricnom povrS§inom 5C koja ima izvodnice paralelne s osi
Oz i s povrS§inama z =0 i z = ep(x,y,i), gdje je

z= (p{x.y.1) (360)

jednadzba upravo jednog takva dijela S{(t) povrSine S(t). U
ravnini Oxy, tj. z= 0, volumen VXt) ograniCen je ravnom
plohom Aj. Cilindricna povrSina Sc i ploha Ax nepomicne su
u prostoru.
Izraz (359) za sadrzaj Jx u V{(t) ima oblik
-z= (p(x.y.1)

JAL) = i

(359)

<P(x,y,z,t)dz tl.xdy. (361)

Za vremensku derivaciju dJ{/dt moZe se napisati sljedeéi izraz:

dJ, J{(t + Af) - Ji(f)
—_= m --------------------- —_—=
df A0 At
dxdydz +
g Xy
VAY)
+ <P\_x,y,(p(x,y,t),Qdxdy = CX+ £/2. (362)

Iz si. 77b vidi se da postoji jednakost
dxdy = dAx= (n+k)dS{ = cos(n,z)d5i,

gdje je n vanjska normala na Su pa se za dio (/2 u (362)
moze pisati

@2= d;f<P(x,y,z,i)cos(n,z)d5x. k (362a)
[r= S(;il((rx),y,t%\
U tom je izrazu
dp 4 Y=o A oy (362b)

dz

brzina gibanja povrSine S~ t), definirane sa z = (p(x,y,t\ u
smjeru osi Oz, tj. brzina gibanja po pravcu x = const., y = const.
toCke presjeciSta povrSine Sx i tog pravca.

Izrazu (362b) moZe se dati i drugi oblik ako se jednadZba
obitelji povrSina S”t)

z—(p(xy,) =0
rijeSi po t u eksplicitnu funkciju F
i = F(xy.2). (362¢)

Tim je zapisom promjena obitelji povrsina Si{t) u vremenu dana
povr§inama t —const. Buduéi da gradr ima isti smjer kao i
vanjska normala na Sxt), vrijedi

ti
dn umi’
¥

dt
gradt m d ri- (362d)
n
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gdje je un= Ueft = dn/dt brzina gibanja povrSine S”t) u smjeru
vanjske normale.
PomnoZi li se skalarno izraz (362d) sa U dobiva se

dt  cos(n,z)
dz~ n-n
§to uvrSteno u (362b) daje
dtp u-rt
dt z cos(n,z)’

tako da se dio <2 vremenske derivacije, izraz (362a), mozZe
pisati

Q32— \ <P(x,y,z,t)it «HdSi.

sdt)

Zbroje li se dijelovi i

(362¢)

dobiva se izraz za vremensku

derivaciju:
dii_d_ <P(r,t)dVI = oP J i f
di dt ) = JFdv"+ QU-ndSi. (362f)
V() W) S~i)

Ako se ista tehnika primijeni i na ostale dijelove povrSine
S(t\ preko kojih se jedna prostorna koordinata prikazuje
funkcijom preostalih dviju i vremena, i ako se zbroje sve te
vremenske derivacije koje su sastavljene svaka od dva dijela,

i @2, dobiva se

dJ o <P(r,t)dV dv PUrtd 363
) = + < .

dt dt ~t rids (363)

V() Vit S(H)

To je Reynoldsov transportni teorem, prema kojemu je
vremenska derivacija, tj. brzina promjene sadrzaja fizikalne
veliine zadane Eulerovim poljem volumenske gustoée <P(rt),
sastavljena od dva dijela. Prvi je dio vremenska (lokalna)
zavisnost gustote <P unutar volumena V(). Taj dio doprinosi
brzini promjene sadrZzaja J veli¢inu (d<P/dt)dV u svakom ele-
mentu volumena dV. Drugi dio, pomi¢na povrSina S(t) zauzima
tokom vremena neka nova podrucja polja <P a napusta neka
koja je ranije prekrivala, pri ¢emu svaki element povrSine dS
doprinosi brzini promjene sadrzaja J iznos (Pu-fidS.

Ako je volumen integracije V(t) nepomican i vremenski
nepromjenljiv, tj. ako je V(t) = FO tako da je u=0, izraz
(363) daje b

<P(r,t)dVv = &t (364)

Vrlo je vazna primjena Reynoldsova transportnog teorema
kad je V(t) materijalni volumen V), koji se sastoji uvijek od
istin Cestica fluida. Takav je volumen ogranien zatvorenom
materijalnom povrSinom Sm(t) na kojoj su brzine to¢aka povrsine
jednake brzinama c¢estica na povrsini Sn{(i), pa je

U= & (365)

Tada vremenska derivacija sadrzaja J fizikalne velicine
izrazene Eulerovim poljem ((r,i) u materijalnom volumenu
M(t) postaje individualna ili materijalna vremenska derivacija,
pa Reynoldsov transportni teorem poprima oblik

DJ D <P

+
Dt Dt dt av

V)

(PVeFdS.  (366)

sm(t)

Taj je izraz vrlo prikladan za prevodenje dinamickih zakona
sustava materijalnih Cestica u dinamicke zakone fluida kao ne-
prekidne sredine.

Jednostavan primjer primjene izraza (366) jest interpretacija
fizikalnog znaCenja divergencije polja brzine strujanja fluida kao
brzine relativnog volumenskog Sirenja Cestice fluida. Stavi li se
<=1, Sto je bez dimenzije jer se radi o »volumenskoj gus-
to¢i volumenax, izraz (366) daje

D DVm

. dv=
Di Dt

VeftdS = divtfdK,
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gdje je primijenjen teorem Gauss-Ostrogradskoga (46c). Pusti li
se da Fm—»0, dobiva se

fim 1 DV™= gy,
vmrovVm Dt
§to ima isti sadrzaj kao i izrazi (323) i (324).
Ako je <P(rt) skalama funkcija, mogu se izrazi (363) i (366)
transformirati pomodéu teorema Gauss-Ostrogradskoga u ob-
like:

(367)

&P
o(fa)dv= + div(<Pit) dV; (368)
dt dt
V(t) V(t)
&P
<P(r,t)dV = av. (369)

dt

Ako je <P vektorska veliCina, tada se Reynoldsov transportni
poucak u tom obliku moZe primijeniti na njene pojedine
skalarne komponente.

U analitiCkim prikazima* potreban je i izraz koji povezuje
materijalnu vremensku derivaciju sadrzaja fizikalne veliCine za-
dane gusto¢om <P(ft) u materijalnom volumenu Fm(i), izraz
(366), i vremenske derivacije sadrzaja te iste veli€ine u nema-
terijalnom volumenu V(t) koji se mijenja nezavisno od gibanja
Cestica fluida, izraz (363). Pri tom se pretpostavlja da je
gustoéa <P u oba slu€aja zadana u istom prostorno-vremen-
skom koordinatnom sustavu r,i. Ako se u odredeni vremenski
trenutak t = t0 volumeni Mn(t0) i V(t0) i njihove granice Sm(t0)
i S(t0) podudaraju, tj. ako je

KA) . @0

Srnito) = S(to\

tada su i prvi €lanovi desnih strana izraza (366) i (363)
medusobno jednaki
d<PdV- d<Pld\/
~dt de
V*®) V(tQ
§to vodi do jednakosti
D d ! ' P( t)dVi
<P(r,t)dV <P(r, +
Di % .0 =t dt c
® Vi)
<Z>[(C-uM]1ds. (371)

Sm(io)—S(to)

Lema vezana uz proizvoljnost volumena integracije. Zakoni
odrzanja su formulirani u diferencijalnom obliku i u integralno-
-diferencijalnom obliku. Pri pretvaranju drugog oblika u prvi
primjenjuje se sljede¢a vazna lema viSe matematicke analize.
Ako je/ neprekidna funkcija zadana u trodimenzijskom Euk-
lidovu prostoru, te je

JI(M)dF= 0 (3723)
\%
za proizvoljan volumen integracije, tada mora biti
f(M) =0 (372b)

u tom prostoru.

Kada bi, naime, u nekoj proizvoljnoj tocki MA funkcija
/(M t) bila razli¢ita od nule, npr. f(M 1)> 0, tada zbog nepre-
kidnosti funkcije/ i u nekom malom volumenu AF oko tocke
Mi vrijedi f(M) > 0. Primijeni li se teorem srednje vrijednosti
integralnog raGuna na integral (372a) po volumenu AF, slijedi

I(M)dF=/(/i)AF> 0, (372c)

gdje je p neka tocka u AF Rezultat (372c) proturjeCi pretpo-
stavci da je integral (372a) jednak nuli za proizvoljan volumen
integracije, $to znaci da funkcijaf(M) mora biti identicki jednaka
nuli u svakoj toCki prostora definicije.



