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Ako je povrsinska napetost izmedu plina i stijenke krutog
tijela veca nego izmedu kapljevine i krutog tijela, tj. ako je
A3 > 0'iz» tada je cos$ > 0 a kut dodira je oStar (si. 14a i c).
U tom sluCaju kaze se da kapljevina kvasi krutu povrsinu, a
povrSina da je hidrofilna. Ako je 013 < (rl2, tada je kut dodira
tup (si. 14b i d), pa se kaze da kapljevina ne kvasi povrsinu,
a povrSina da je hidrofobna. Primjer prve kombinacije je dodir
vode i Cistog stakla ($ = 0), a druge dodir Zive i Cistog stakla
(# = 150°) te vode i parafina (# = 105°), sve u zraku kao tre-
¢em mediju.

Ako od tri razliCite tvari u dodiru ni jedna nije kruta, npr.
kaplja jedne kapljevine (3) na povrsini druge kapljevine (i), obje
u dodiru s plinom (2), si. 15, tada se kutovi dodira i 32
odreduju iz uvjeta ravnoteze pisanog u vektorskom obliku

AL + A3 + A23 —O- (111)

Taj uvjet pokazuje da svaka pojedina od apsolutnih vrijed-
nosti vektora <12, crl3 i <23 ne smije biti veéa od zbroja osta-
lih dviju, niti manja od njihove razlike. Ako to nije zadovo-
ljeno, ravnoteZza se ne moZe uspostaviti. Tako je u kombinaciji
ulje, voda i zrak povrSinska napetost vode protiv zraka 012 =
= 0,0728 N/m mnogo veca od zbroja povrSinskih napetosti ulja
protiv zraka <23 = 0,0330 N/m i ulja protiv vode <13 =
= 0,0182 N/m. Kao posljedica takva odnosa, povrsinska nape-
tost 012 voda—zrak razvlaci uljnu kaplju na vodi, tako da se
ulje na vodi raSiri u vrlo tanki povrSinski sloj reda veli¢ine
10-6 mm. Tanji se slojevi ne formiraju ve¢ se raspadaju, ¢ime
se pokazuje da je debljina sloja reda veliCine promjera mole-
kule, tzv. monomolekularni sloj.

tfI3'

SI. 15. Kutovi dodira dviju kapljevina i plina

Razdjelna slobodna p®
povrsina fc'

SI. 16. Skok tlaka preko zakrivljene razdjelne povrsine dvaju
fluida

Za zakrivljenu slobodnu povrSinu, koja dijeli dva fluida (a)
i (h), povrSinska napetost uzrokuje diskontinuitet ili skok tlaka
pri prolazu kroz povrSinu. Na si. 16a i c izrezan je iz zakrivljene
slobodne povrsine element plohe omeden lukovima dsi i ds2.

TE VIII, 6

Pretpostavlja se da je u promatranoj to¢ki ploha dvostruko
zakrivljena, s glavnim polumjerima zakrivljenosti R x i R2 koji su
prema dogovoru pozitivni kad su sredista zakrivljenosti. Cx i C2
na strani fluida (a) u kojem vlada tlak pia. U skladu s tim
dogovorom, na si. 16¢c koja pokazuje sedlastu plohu, polumjer
je zakrivljenosti R 2 negativan jer se C2 nalazi na strani fluida
(h) u kojem vlada tlak p(b). Pri proraCunu skoka tlaka Ap =
= p@ —p@® postavlja se jednadzba ravnoteze svih sila, koja uz
dst = 1?'dal? ds2 = R2doii i sinido”/Z) %doti/2, sin(da2/2) «
« da2/2, za smjer djelovanja tlakova prema si. 16b poprima
oblik

-p~dsjdsz +p,wdslds2 +

Odatle slijedi

1 1

.:(J[ri +r2 (113)

= P@ ~ P(b)

U izrazu (113) polumjeri su zakrivljenosti R pozitivni kad su
pripadna srediSta zakrivljenosti na strani na kojoj vlada tlak p().

Na kuglinoj je povrsini Rx= R2= R, pa je u fluidu unutar
sferne kaplje ili sferne $upljine tlak za Ap = 2g/R veci od tlaka
u okolisnom fluidu.

Za Suplju kuglu s istovrsnim vanjskim i unutrasnjim fluidom
(npr. balon od sapunice) skok tlaka preko opne iz vanjskog u
unutradnji prostor iznosi Ap = 4g/R. Taj izraz, kao i izraz (113),
pokazuje da se skok tlaka povecava sa smanjenjem polumjera
kugle. Stoga, ako se dva balona od sapunice medusobno spoje
cjev€icom, tada ¢e manji balon kroz tu cjev€icu napuhavati veci
balon dok ga potpuno ne nestane. Ta je pojava potpuno su-
protna ponaSanju dvaju napuhanih i medusobno spojenih gu-
menih balona.

Ako je slobodna povrdina dio kruzne cilindricne plohe, na
kojoj je Rx= R, a R2= 00, skok tlaka jest Ap= g/R.

Za ravnu je razdjelnu plohu Rt = R2= 00, pa preko takve
plohe ne postoji skok tlaka, tj. Ap = 0.

STATIKA FLUIDA

Statika fluida proucava fluid u stanju mirovanja. U sta-
tickom fluidu n“ma tangencijalnih naprezanja ni gibanja Cestica,
§to omogucuje i pojednostavnjuje matemati¢ko opisivanje i ana-
lizu pojava, pa je stoga statika fluida najegzaktniji dio meha-
nike fluida. Osnovni je zadatak statike fluida da odredi raspored
normalnih tlanih naprezanja unutar fluida. U prakti¢noj pri-
mjeni to omogucuje proracun sila koje djeluju na elemente
konstrukcija okruzenih fluidom u stanju mirovanja. U statiku
fluida ukljuceni su obi¢no i problemi fluida u relativnom miro-
vanju, kad nema relativnog pomaka cestica jednih prema dru-
gima, ve¢ se Citav fluid giba poput krutog tijela.

JednadZba ravnoteZe i Pascalov zakon. JednadZba ravnoteZze
fluida u mirovanju, izraz (59), moze se pisati u obliku

gra dp = @14)
ili u komponentama pravokutnoga koordinatnog sustava:

d- f
dx  Qfx
dp

— 114a
dy = QY (114)
dP _ n{
dz Qfz’

Pomnozi li se jednadzba ravnoteze (114) skalarno s dr =

, = dxT + dyj + dzli, dobiva se izraz za diferencijal tlaka pri tom

pomaku u prostoru
dp = Q(fxdx + fydy + fzdz). (114b)
Ako ne postoje masene sile,/= 0, npr. fluid u besteZinskom

stanju, tada je gradp = 0, pa je tlak u svim tockama kapljevine
ili plina isti. Ta Cinjenica, poznata kao Pascalov zakon, izraZava
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se rije¢ima: u fluidu u mirovanju tlak se Siri jednoliko u svim
smjerovima. Isto vrijedi i za fluid u mirovanju u kojem veé po-
stoji odredeni raspored tlaka p(x,y,z). Tada se konstantni tlak
Po nametnut fluidu izvana raSiri po fluidu na sve strane jednako,
ne mijenjajué¢i gradijent postoje¢e razdiobe p(x,y,z\ jer je

grad [p(x,y,z) + p0] = grad p(x,y%). (115)

Polje masenih silaf(x,y,z) mora zadovoljavati odredeni uvjet
da bi u tom polju fluid bio u statickoj ravnotezi. Ako se,
naime, jednadzba ravnoteze (114) piSe u obliku

/=3-gradp (116)
i primijeni operator rotora na lijevu i desnu stranu,
rot/ = grad— x gradp + — rotgradp =
Q
(117)

= grad— x gradp = grad— x qf
Q Q

gdje je primijenjen identitet rotgrad = 0, skalarno mnoZenje tog
izraza sa / daje
/e rot/= 0. (118)
To je potreban uvjet za polje masenih sila da bi u
njemu bila moguca statiCka ravnoteza fluida i da bi se mogla
odrediti dva skalama polja tlaka p(x,y,z) i gustoce p(x,y,z)
unutar fluida koja ¢e zadovoljiti jednadzbu ravnoteze (114).
U geometrijskoj interpretaciji uvjet (118) pokazuje da se u
vektorsko polje masene sile / moZe poloZiti sustav povrsina
koje ortogonalno probadaju silnice tog vektorskog polja. Opce-
nito, akoje uneko vektorsko polje a = d(x,y,z)moguce po-
loziti povrSine F(x,<y,z,C) = 0 kroz koje ortogonalno prolaze
vektorske krivulje polja d, tada se to polje mozZe izraziti u obliku
3=|3 rddF  =A(x,y,z)gradF, 119
131 JragE | (x.y.2)g (119)
gdje se za |3|/|gradF| uvela skalama funkcija A(x,y,z), si. 17.
Ako se nad tim izrazom provede operacija rotora

rotd = gradA x grad/7+ ArotgradF =
(119a)

i skalarno pomnoZi taj izraz sa d, koji je kolinearan s gradF,
slijedi

= grad Ax gradF,

(119b)

§to je po obliku i sadrZaju identi¢no uvjetu (118). U vektorskom
polju masene sile / vektorske su krivulje silnice.

aerota =0,

Geometrijska interpretacija
uvjeta a erota = 0

Ako je tekucina nestlaCiva i homogena, tj. g = const., tada
operacija rotora nad jednadzbom ravnoteze (114) daje uvjet:
rot/ = 0, (za q= const.), §to pokazuje da masene sile moraju
imati potencijal U = U(x,y,z)9tako da je

/= —grad (120)

Prema tome, homogena nestlaciva teku¢ina moze biti u statickoj
ravnotezi samo u potencijalnom (konzervativhom) polju vanj-
skih masenih sila.

Op¢i uvjet za masene sile (118) uvijek je zadovoljen poten-
cijalnim poljem masenih sila oblika (120), tako da je za opCi
sluaj stlaCivog fluida (p £=const.) u stanju mirovanja u takvu
polju masenih sila ravnoteza moguca, i jednadzba ravnoteze
glasi
(121)
Ako se pomnoZi ta jednadZba skalarno s proizvoljno usmjere-

nim prirastom radijvektora dr, dobiva se jednadZzba ravnoteze
u diferencijalnom obliku

dp=-gdU. (121a)

Preko ekvipotencijalne plohe jest U = const. i dU = 0, a (121a)
pokazuje da je preko te plohe i dp = 0, iz Cega slijedi da je i
p = const., odnosno

gradp = —pgradC/.

r = p{U). (122)
Iz izraza (121a) slijedi da je dp/dU = —Q pa je i
Q= e(V). (122a)

Povrsine konstantnog tlaka zovu se izobare, a povr3ine kon-
stantne gustoce izostere. Razmatranja kojima se doSlo do izraza
(122) i (122a) pokazuju da se pri statickoj ravnotezi fluida
(kapljevina i plinova) u potencijalnom polju masenih sila ekvi-
potencijalne plohe poklapaju s izobarama i izosterama.

Granica dvaju fluida koji se ne mijeSaju, npr. granica vode
i zraka, predstavlja povrSinu prekida gustoce, na kojoj se gustoca
skokomice mijenja od vrijednosti na vrijednost g2. Ako se
zanemare ucinci povrSinske napetosti, lako se dokaze da je
preko takve granice tlak neprekidan.

SI. 18. Neprekidnost tlaka preko granice dvaju
fluida koji se ne mijeSaju

Na si. 18 moZe se razmotriti ravnoteZza elementa dvaju
fluida u obliku cilindra kojemu su izvodnice okomite na njihovu
granicu S, a presjek AS i visine Alij i Ah2 su malene. Ako su
Pi i p2 tlakovi u fluidima gustoe pi i g2, jednadzba ravnoteze
za smjer normale na S glasi:

(e, Afil AS + g2A/i2aS)/In= (p, - p2)AS,

gdje je /nnormalna komponenta masene sile, za koju se pret-
postavlja da je neprekidna. Ako se podijeli ta jednakost sa AS
i istodobno steze element u toku na granici S, slijedi
Pi = Pi- (122b)
Iz te neprekidnosti tlaka i neprekidnosti potencijala U do-
biva se da izraz (121a) na povrsini prekida gustoca od qt na g2
moze biti zadovoljen samo sa dU = dp = 0. Odatle se zaklju€uje
da se u tekucini u stanju mirovanja povrsina prekida gustoce
poklapa s ekvipotencijalnom plohom U = const. O¢ito je da
prva derivacija tlaka pri prolazu kroz granicu ima skok od
vrijednosti dp/dU = —qu na strani okrenutoj prema fluidu /,
na vrijednost dp/dU = —g2, na strani prema fluidu 2
RavnoteZa fluida u polju sile teZe. Sila teZe je masena kon-
zervativna sila s potencijalom

Urgz, (123)

gdje je koordinata z usmjerena vertikalno uvis. Komponente
sile teZze u horizontalnoj ravnini i3Cezavaju, pa je

fx=-dUJdx =0, fy=-8UJdy=0,
a vertikalna je komponenta

(123a)
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fz= -dujdz=

Uz potencijal dan izrazom (123) i na temelju razmatranja
koja su dovela do (122) i (123) vrijedi i
p=p@, Q= (124)
gdje se pretpostavlja da je unutar raspona koordinate z zane-
mariva promjena ubrzanja sile teze g. 1z jednadZzbe stanja koja
povezuje tlak, gustoéu i temperaturu fluida, f(p,g,T) = 0, slijedi
da je i temperatura

T= T(2). (124a)

Prema tome, za horizontalne ekvipotencijalne plohe sile teze
U (@ = const. u staticCkom fluidu su i izobare p = const. i izostere
q = const. i izoterme T = const. takoder horizontalne plohe
z = const.

Iz diferencijalnog oblika jednadZzbe ravnoteze (121a) i poten-
cijala (123) dobiva se

dp

G = -e0<o, (125)

§to pokazuje da tlak pada s visinom. Integracija jednadZbe
(125) daje

p(z) = Po(z = z0) - i egdz. (126)

Integral na desnoj strani je tezina stupca fluida visine

(z —z0) s jedinicnom povrSinom osnovice, i ta tezina dovodi
do razlike tlakova na visinama z i z0.

Hidrostatika

RavnoteZza nestlacivog fluida u polju sile teze. Za homogeni
nestlacivi fluid gustoca je konstantna, pa uz konstantnu gravi-
taciju g jednakost (126) daje, nakon Sto se rijeSi integral na
desnoj strani,

p(z) = pO(z = z0) —Qg(z —z0).

Ako se za proizvoljnu pocetnu visinu z0, na kojoj vlada tlak
Po, stavi z0 = 0, dobiva se zakon promjene hidrostatickog tlaka
u nestlac¢ivom fluidu

P(z) = Po ~ (127)
ili supstitucijom h= —z, gdje je h dubina mjerena od z = 0,
p(h) = p0 + Qgh. (127a)

Primjecuje se da tlak linearno pada s visinom (127), odnosno
linearno raste s dubinom (127a). 1z prakti¢nih se razloga z= 0
obi¢no stavlja na horizontalnu slobodnu povrsinu, preko koje,
kao razdjelne povrSine kapljevine i pliria, vlada konstantni tlak
Po- Za otvorenespremnike, bazene ili mora to je atmosferski
tlak pa(si. 19).Formule (127) ili (127a) osnova susvih hidro-
statickih proracuna u tehni€koj primjeni.

SI. 19. Linearna promjena hidrostatickog tlaka u
homogenoj nestlacivoj tekucini

¢123b)

Linearni zakon promjene hidrostaticCkog tlaka (127) pri-
kladno je prikazati u obliku

- 7z=0C,
Q9

u kojemu svi ¢lanovi predstavljaju visine: p/(gg) je visina tlaka
(s dimenzijom [p/(pp)] = L, dakle [p/pp]si = ni stupca fluida
gustoée g), tj. visina stupca tekucine na Cijem gornjem kraju
vlada nulti tlak, a u njegovoj osnovici tlak p; z je geometrijska
ili geodetska visina; C = p0/(Qqg) je konstantna visina tlaka p0
na nultoj visini z = 0.

Zbroj visine tlaka i geometrijske visine p/(gg) + z zove se
piezometricka visina, pa se osnovna jednadzba hidrostatike (128)
moze izraziti rije€ima: u nestlativom fluidu u mirovanju piezo-
metriCka visina p/(gg) + z ostaje konstantna u svim toCkama.
Taj zakon zorno je prikazan na si. 20, gdje je u zatvorenom
spremniku djelovanjem sile F na stap nametnut tlak nestlacivom
fluidu gustoc¢e g. U tockama 1, 2 i 3 tlakovi su mjereni visinom
stupca istog fluida u piezometrima, tj. u staklenim cijevima ko-
jima je donji kraj otvoren, a gornji zatvoren i pod potpunim
vakuumom, tako da je iznad razine fluida u piezometru tlak
p = 0. Razdjelna povrSina kapljevine i plina ili kapljevine i druge
kapljevine u piezometru zove se meniskus (polumjesec), zbog
specificnog oblika te povrSine uzrokovanog povrSinskom nape-
toS¢u. Zakon rasporeda hidrostatiCkog tlaka (128) ilustriran je
na si. 20 konstantnim visinskim poloZzajem meniskusa u piezo-
metrima.

(128)

Sl. 20. Hidrostati¢ki tlak u nestlativoj homogenoj
tekuéini

Istom slikom moZe se ilustrirati i Pascalov zakon. Za tla-
kove unutar spremnika zbog djelovanja sile F na stap vrijedi
Pi +z,= by 22:2 = const.
Qg Q9 Q9
Ako se sila F poveéa za AF, tlak u pojedinim totkama
fluida poraste. Neka u proizvoljnim toc¢kama 1 i 2 te u tocki 3
taj prirast tlaka bude Apu Ap2 i Ap3. Tada ponovno mora
biti zadovoljena jednadZba hidrostatike (128), tj.

(129)

Pi + Ap'+zl= p2+ Ap2+ 2= p0 + ApS:

Q Q9 QG
§to uz (129) odmah daje
Ap! = Ap2= Ap3= Ap
Budu¢i da je izbor toCaka bio proizvoljan, zakljuCuje se da
se tlak nametnut izvana Siri jednako u sve toCke fluida, 3to
je sadrzaj Pascalova zakona.

Instrumenti za mjerenje tlaka kojima je jedan kraj prikljucen
na mjerno mjesto u fluidu, a drugi otvoren prema atmosferi,
mjere razliku izmedu apsolutnog tlaka p i atmosferskog tlaka
okolice pa Ta se razlika

corst.,

Pm = P 4= QOh (130)
zove manometarski tlak. Ako je ta razlika veéa od nule, u fluidu
vlada pretlak (pM> 0), a ako je manja od nule, vlada podtlak
(pM< 0). 1z definicije manometarskog tlaka (130) ocite su dvije
Cinjenice: da je manometarski tlak atmosferskog tlaka jednak
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nuli, pMa = 0, i da se iz manometarskog tlaka dobiva apsolutni
tlak pribrajanjem atmosferskog tlaka

P=Pm+ Pv (130a)
Piezometar na si. 20, koji je jednim krajem priklju¢en na lijevu
stijenku spremnika na visini tocke i, a drugi mu je otvoren
prema atmosferi, mjeri svojim otklonom (stupcem) mano-
metarski tlak u toCki 1 pMi = pj —pa Tada je to pretlak
pM > 0, ili izrazeno visinama h = pjigg) —pj{gg) > 0.

U sustavima otvorenim prema atmosferi, atmosferski tlak
se prenosi u sve toCke fluida i taj tlak okruZuje Citav sustav.
Stoga je Cesto prikladnije raditi s manometarskim tlakom da
se izbjegne u raCunu nepotrebno pojavljivanje jedne konstantne
velicine.

Princip spojenih posuda, koji kaZze da slobodne povrSine
homogene kapljevine, otvorene prema istom tlaku, leze u istoj
horizontalnoj ravnini u svim spojenim posudama (si. 21a),
tumaci se horizontalno$¢u izobara u gravitacijskom polju Zem-
lie. To oCito nije sluCaj kad se u jednom kraku na fluid gus-
to¢e ¢h nadolije drugi fluid gustoe g2 (si. 21b), pa dolazi do
razlike u visinama razina. Na si. 21b, na dubinama h2 u
desaom i /z, u lijevom kraku, koje leZze na istoj horizontali,
vlada isti tlakpM—Qighl= g2gh2, odakle se za odnos tih dubina
dobiva hY= fi2Qi/Qu Pa je uz Qi < £i ocito hx< h{, i razina
u lijevom kraku je niza od one u desnom Kkraku.

~Ql7

-Qi- Qi—
a b

SI. 21. Spojene posude, a homogena kapljevina u
spojenim posudama, b dvije kapljevine razli¢itih
gustoa u spojenim posudama

Sl. 22. Princip rada hidraulicke prese

Princip spojenih posuda primijenjen je u hidraulickoj preSi
(si. 22) koja sluzi za dizanje velikih tereta. Ispod stapova 1 i 2
vladaju isti pretlakovi FJAx= F2/A2 tako da se sila na veliki
stap F2=F1A2A1 izborom odnosa povrSina stapova A2/Al
moZze uciniti po volji velikom. Odnos pomaka stapova Sj i s2
upravo je obrnut, sx = s2A2/A 1, §to slijedi iz jednakosti radova,
ako se zanemare sile inercije i trenja te promjena tlakova pri
pomaku stapova.

Hidrostatski manometri. Zakon promjene hidrostatickog
tlaka (127) ili (127a) osnova je principa rada hidrostatskih ili
fluidnih (tekucinskih) manometara kojima se mjeri tlak. Najjedno-
stavniji medu njima je piezometar. To je vertikalna staklena
cijev kojoj je jedan kraj spojen s fluidom u posudi, a drugi
je otvoren prema atmosferskom tlaku (si. 23a). Fluid se iz
posude podiZe u cijev dok se ne uspostavi ravnoteza, a mje-
rilo za tlak je vertikalna udaljenost od meniskusa do tocke u
kojoj se mjeri tlak. Tako je za toCku A (si. 23a) ako se
krene od meniskusa prema tocki A

P*+ QOh = Pi,
a za manometarski tlak definiran sa (130)

(131)

Pma = Pa ~R=

MEHANIKA FLUIDA

Isti je rezultat ako se krene od toCke A prema meniskusu
Pa~ Qgh = pa, (131b)

s jedinom razlikom od (131) da se oduzimao iznos ggh, jer se
iSlo u smjeru prema gore, tj. u smjeru smanjenja hidrostatic-
kog tlaka.

Takav tip manometra prikladan je za mjerenje manjih pre-
tlakova, a za vece pretlakove postaje neprakti¢an jer je potrebna
vrlo dugacka cijev (pretlak od 5+105Pa zahtijevao bi za vodu
cijev dugacku vise od 50m). Piezometar u tom obliku nece
funkcionirati pri mjerenju podtlaka, jer bi u posudu ulazio zrak.

SI. 23. Hidrostatski ili teku¢inski manometri

Za mjerenje manjih pretlakova i podtlakova, cijevi piezo-
metra moze se dati oblik slova U (si. 23b), tako da meniskus u
cijevi moZe doci i ispod i iznad tocke A u kojoj se mjeri
tlak. Za polozaj meniskusa prikazan na si. 23b, ako se krene
od toCke A, dobiva se

Pa+68b=R (131c)

PMA=-Qgh, (131d)

§to pokazuje da u tocki A vlada podtlak.

Za mjerenje veceg predaka i podtlaka kao mjerni fluid upo-
trebljava se fluid veée gustoce, npr. zZiva, kojoj ¢e stupac biti
priblizno 13,6 puta manji od stupca vode (si. 23c). Pode li se od
tocke A preko srednjeg meniskusa do meniskusa na drugom
kraju manometra, gdje vlada atmosferski tlak, vrijedi

Pa + Qgh- Q0gh0 =Pa,(132)

gdje je g gustoca radnog fluida, a g0 gusto¢a mjernog fluida.
Za manometarski tlak u tocki A dobiva se

Pma — Qodlh0 —ggh. (132a)
Ako je u posudi plin, tada je g zanemariv prema g0, pa je
Pma — Qo(jho0. (132b)

Izbor konfiguracije hidrostatskih manometara vrlo je Sirok i
umjesto da se pamte formule za pojedini tip, razumnije je regi-
strirati postupak koji je zajednicki za sve tipove. Primijenjen
ve¢ kod tipova manometara na si. 23a, b i c, taj se postupak
sastoji  usljedeéem: (a) polazi se s tlakom na jednom kraju
manometra. Ako jetlak poznat, napiSe se u pripadnoj jedinici,
a ako je nepoznat, stavi se simbol. (b) Tom tlaku dodaje se
svaka promjena tlaka idué¢i od meniskusa do meniskusa, i to s
pozitivnim predznakom ako se ide prema niZzem meniskusu, a s
negativnim ako se ide prema viSem, (c) Zbrajanje i oduzimanje
promjena u (b) nastavlja se do drugog kraja manometra i izraz
se izjednaCuje s nepoznatim ili poznatim tlakom na tom Kkraju.
lzraz koji se dobiva tim postupkom zove se jednadzba hidro-
statskog manometra, npr. izrazi (131) i (132).

Diferencijalni manometar mjeri samo razliku tlakova u
dvjema toCkama istog fluida ili razlicitih fluida. Takav je mano-
metar prikazan na si. 24a, koji mjernim fluidom gusto¢e g0
mjeri razliku tlakova u to¢ki A fluida gustoée i toCki B
fluida gustote g2. Primjena jednadzbe manometra za tu razliku
daje izraz

Pa~ Po= -Qighl + goghO+ Qgh2.

Na si. 24b prikazan je diferencijalni manometar, prikljucen
s Ba vedpmjernu dijafragmu za mjerenje protoka fluida, u obliku
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obrnute U-cijevi s mjernim fluidom gustoée qu manjom od
gustoée g radnog fluida. Razlika tlakova u to¢ki 1 i 2 dana je
izrazom

Pi-P2= b

Q

Te

p™ 0

ho hi

60

SI. 24..Diferencijalni hidrostatski manometri

Na uredaj, prikazan na si. 24b, prikljuCen je i manometar
u obliku U-cijevi koji mjeri apsolutni tlak. Tako se primjenom
jednadzbe manometra od meniskusa ispod vakuuma p —0 preko
radnog fluida i gornjega diferencijalnog manometra do tocke
2 dobiva izraz za apsolutni tlak u tocki 2

0+eogh2-ed(h1+ D+ h3)+ Qlg(h3 mk) + Qo _ p2-

Posebnim rjeSenjima hidrostatskih manometara ostvaruju se ili
prakti¢nija o€itanja ili se povecava osjetljivost manometara.

Tako se na manometru s ¢askom (si. 25), s malim odnosom
povrSina AO/Ai 1, mjerenje svodi na ocCitanje visine samo
jednog kraja stupca, jer se spuStanje razine mjernog fluida u
Caski moze zanemariti ili se to spuStanje moZe uzeti u obzir
jednostavnim korekcijskim ¢lanom.

SI. 25. Hidrostatski

Caskom

manometar

Sto je manja vrijednost odnosa razlike tlakova prema
oCitanju skale manometra, Ap//iM, tj. Sto je dulji mjerni stupac
To povecCanje osjetljivosti ostvaruje se razli¢itim rjeSenjima
mikromanometara. Na si. 26 prikazan je mikromanometar s pri-
klonjenom mjernom cijevi pod kutom a prema horizontali. Bu-
duci da se razlika tlakova mjeri samo vertikalnim otklonom
stupca mjernog fluida u kosoj cijevi, tj, visinom h2 na si. 26,

SI. 26. Mikromanometar s cijevi priklonjenom
prema horizontali

to vrijedi da se za istu razliku tlakova, tj. h2 = const., smanje-
njem kuta a istodobno produzava kosi stupac mjernog fluida,
oznaCen sa / na si. 26, koji se pri mjerenju ocitava. Dakle,
} je pri istoj visini h2 duljina stupca | veca, to Ce oCitanje biti
ije. Ako se redom primijene jednadZba manometra, koja daje
(Pi ~ P2)/(@g) = hx + h2, trigonometrijski odnos h2 = /sina ijed-
nadzba kontinuiteta, koja izrazava odrzanje mase fluida

d2n
d2i
Ri-— - h27" - |-
4 sina 4

odakle je =1(— 1], dobiva se

1 Pi-P2 _[ dx
Q ! D

Tim izrazom odreduje se kut a priklona cijevi prema hori-
zontali za unaprijed zadanu ili trazenu osjetljivost (px —p2)/l.
Npr. ako se razlika tlaka od 0,001 bar = 100 Pa Zeli mjeriti
duljinom /= 250 mm kosog stupca vode g = 1000 kg/m3, kut
priklona je a = 1°45'52".

Diferencijalni mikromanometar s dva fluida koji se ne mije-
Saju a imaju podjednake gustoce, npr. vodom razrijedeni al-
kohol gustoce 830 kg/m3, obojen anilinskom bojom, i kerozin
gustoée 790 kg/m3, koji ne otapa anilinsku boju, prikazan je na
si. 27. Tezim fluidom vece gusto¢e g3 ispuni se donji dio
U-cijevi do razine 0—0. Na oba se kraja nadolije laksi fluid
gustoée g2 tako da ispuni ostatak U-cijevi i obje caske do
razine 1—1 Mjerna mjesta u kojima se mjeri razlika tlakova
pc i pD priklju¢e se u C i D, te plin ili kapljevina gustoée *
ispuni prostor iznad razine 1—1. Ako je tlak pi u C nesto veci od
tlaka p2 u D, meniskusi 1— 1 i 0—0 pomicu se kako je prika-
zano na si. 27. Ako je Ax povrSina poprecnog presjeka caske,
a A0 povrsina presjeka U-cijevi, tada je zbog kontinuiteta mase
fluida razlika visine izmedu razine 1—1 i meniskusa: Az =

a = arcsm

h AO . .
= —— pa jednadZzba manometra daje

) . h Ap .
Pi - pi, = hg\e3- ez i A SIA\
Buduéi da su maleni i odnos' povrSina AMA” i razlika
gusto¢a mjernih fluida (@ —qg2), instrument je vrlo osjetljiv,
pa za male razlike tlakova ima veliki otklon h.

ho

SI. 28. Pokaziva¢ koli¢ine tekuéine u
rezervoaru na principu hidrostatskog
manometra

SI. 27. Diferencijalni mikromanometar
s dvije tekuéine kojih se gustoce
mnogo ne razlikuju

Princip rada hidrostatskih manometara moze se iskoristiti i
za mjerenje koli€ine ili razine fluida u rezervoaru. Jedan takav
uredaj prikazan je na si. 28. Sa t—t oznacena je razina Zive
u U-cijevi kad je prikljuéna cijev prazna. Kad je priklju¢na
cijev puna, odredi se jednadzbom manometra udaljenost /0 od
razine t—t do oznake nulte koli¢ine fluida u rezervoaru i uda-
ljenost Iv do oznake odredene volumenske koli¢ine V tekuéine
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hg

u rezervoaru. Tako je uz oznake na si. 28 10—

IH(V) + h]g
Vv =

, gdje je dubina fluida u rezervoaru H(V)

2
funkcija volumena V Oblik te funkcije zavisi odgeometrije
rezervoara; npr.za rezervoar u oblikupravokutnog paralelé-

is
pipeda H(V) = B gdje su L i B duljina i Sirina rezervoara.

Barometar je hidrostatski manometar kojim se mjeri apso-
lutni atmosferski tlak (si. 29). Otvoreni donji kraj cijevi uronjen
je u mjerni fluid kojemu je slobodna povrsina izloZzena atmos-
ferskom tlaku. Iz drugoga zatvorenog kraja isisan je zrak, pa
se fluid u cijevi podigne, a iznad meniskusa vlada tlak zasicenja
para mjernog fluida pv. JednadZzba manometra za atmosferski
tlak pa, prema si. 29, daje

Pa= QGK + py, (133a)
ili, izraZzeno visinom stupca mjernog fluida,
K =h0+ K, (133b)

visina tlaka zasi¢enja para mjernog fluida.
QoG

gdje je /zv=

SI. 29. Princip rada baro-
metra

Sadrzaj izraza (133a) i (133b) pokazuje da je za mjerenje atmo-
sferskog tlaka barometrom potrebno poznavati i tlak zasi¢enja
para (ili, $to je isto, tlak isparivanja) mjernog fluida pri tem-
peraturi okolice koja okruZuje barometar. Za vodu i Zivu dani
su u tabl. 2 tlakovi zasiéenja para za temperature od 0 do
40 °C. Kao §to pokazuju podaci u tablici, voda bi zbog relativno
visokih tlakova isparivanja i osjetnih promjena tlaka isparivanja
u normalnom podruju temperatura okolice bila nezahvalan
mjerni medij u barometru, jer bi uz ocitanja visine vodenog
stupca (koji bi i tako zbog male gustoée vode bio neprakti¢no
visok, iznad 10 metara) bilo potrebno uvesti korekcijske faktore
zavisne od temperature okolice. U tom smislu, prema podacima
iz tabl. 2, Ziva je idealan mjerni fluid u barometru, jer je njen
tlak isparivanja zanemarivo malen, pv”~ 0, pa se izraz (133a)
moZe pojednostavniti u

P*= QG K (133c)
a zbog velike gustoCe Zive visina mjernog stupca iznosi samo
oko 760 milimetara.

Na si. 30 prikazani su odnosi apsolutnih i manometarskih
tlakova i veli¢ina dogovorom prihvacenoga standardnog atmos-
ferskog tlaka, koji odgovara visini Zivina stupca od 760 mm,
pri temperaturi 0 °C, gustoéi zive 13 595,1 kg/m3 i standardnoj
gravitaciji 9,806 65 m/s2.

Tablica 2
TLAK ZASICENJA VODENIH | ZIVINIH PARA

Voda Ziva
t
Pv @ Pv 3|)
°c Pa m Pa mm
0 611 0,062 0,0211 0,00016
10 1227 0,125 0,0668 0,00050
20 2337 0,239 0,1678 0,00126
30 4241 0,434 0,3758 0,00282
40 7375 0,758 0,8412 0,00631

-1
Tlak PMI ~ Pl - Pa>0
p (pretlak)
Standardni atmosferski tlak
Lokalni atmosferski tlak
Apsolutni Pm2~ Pl Pa< 0 Pv=Pa- P2>0
tlak (pod tlak) lvakuum)
pasnd Pi J e 12
101325 Pa
1,01325 bar Pa
1013,25 mbar Lokalno
760 mm Hg(0°C) ocitanje
barometra .
latm Apsolutni
(1,03323 at) tlak
Pi

Apsolutna nula
(100% vakuum)

SI. 30. Odnos apsolutnih i manometarskih tlakova

Zivin hidrostatski manometar upotrebljava se za mjerenje
tlakova do 3 bara. Za mjerenje viSih tlakova upotrebljavaju se
metalni manometri, i to membranski tip za tlakove do 25 bara,
a cijevni tip do 10000 bara. Redovno se u metalnim mano-
metrima membrana ili cijev deformiraju pod optere¢enjem raz-
like mjerenog tlaka i okoliSnog atmosferskog tlaka, kojima su
izloZene njihove dvije strane, i ta se deformacija sustavom zup-
Canika i poluga pretvara u pomak kazaljke, ispod koje je broj-
Canik graduiran u pripadnim jedinicama. Tlak mjeren takvim
flianometrom jest pretlak ili podtlak koji vlada na visini osi
kazaljke, i ako ta os nije na istoj visini kao tocka u kojoj se
zeli izmjeriti tlak, jednadZbom manometra se ispravlja o€itanje
manometra za razliku u tim visinama, vodeci racuna o gustoCi
fluida u priklju¢noj cijevi. Aneroidni (suhi) barometar radi na
slicnom principu i pokazuje razliku tlaka izmedu atmosfere i
zrakoprazne (evakuirane) kutije ili cijevi, mjere¢i tako apsolutni
atmosferski tlak.

Kapilarira elevacija i depresija. U cijevima hidrostatskih
manometara promjera veéeg od 15 mm kapilarni ucinci su zane-
marivi. Medutim, u cijevima manjih promjera kapilarni ucinci,
ve¢ prema veli¢ini kuta dodira & udube ili izbo¢e meniskus
na granici dvaju fluida, i preko tako zakrivljenog meniskusa
povrSinska napetost dovodi do diskontinuiteta tlaka, $to uzro-
kuje kapilarnu elevaciju ili depresiju (si. 31a i b). Kad je promjer
cijevi malen, meniskus poprima oblik dijela kugline plohe, za
koju je, prema si. 31, polumjer R = -—-——-——— pa je R >0 za

2c0s.J
3< tc/2, aR <0 za 9> 2. Pri prijelazu od tocke 1 do tocke
2, s jedne na drugu stranu sfernog meniskusa, nastaje zbog
povrsinske napetosti, prema izrazu (113), skok tlaka

SI. 31. Kapilarna elevacija (a) i kapilarna depresija (b)
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2a  4crcos9
PI-P2=Y =-

ili pisano u obliku prirasta

4acos 9

P2“ Pi = -- (134)

Ako se ide od tocke 0, gdje vlada tlak pa, kroz fluid gustoce
gx do toCke 1 na gornjoj strani meniskusa, zatim kroz sfernu
plohu meniskusa do toc¢ke 2, pa se kroz fluid gustoce g ponovno
dode do toCke 0, jednadZzba manometra, uz pozitivan Z prema
gore i primjenom izraza (134), glasi

n 4 ctcos# n
Pa- QXgZ — +99Z = pg
a odatle se dobiva
4crcosi9
= . (135)
gd(g-gi)

Za 9 < Ti/l, bit ¢ée Z = Ze> 0, i tada dolazi do ,pojave
kapilarne elevacije (si. 3la), a kad je 9> n/2, onda je
Z = Zd< 0, pa dolazi do kapilarne depresije (si. 31b). Kombi-
nacija voda—zrak (a = 0,0728 N/m) u Ccistoj staklenoj kapilari
(9= 0) promjera 1(Jim daje kapilarnu elevaciju oko 30m.

Do kapilarne elevacije i depresije dolazi i izmedu dviju
bliskih ravnih ploha uronjenih u kapljevinu. Tada meniskus
poprima oblik dijela kruZzne cilindricne plohe, preko koje nastaje
prirast ilaka Ap = p2- pi = -a/R = -2<rcos9/<5, pa je kapi-
larna elevacija i depresija dana izrazom

2crcos9
gd{g -
gdje je S mali razmak izmedu ravnih ploha.
Sila tlaka na povrsine. Zakon promjene hidrostatickog tlaka
prema izrazima (127) ili (127a) moZe se pisati
P=Po- Q0Z = Po + egh, v (136)

gdje je po konstantan tlak na slobodnoj povrSini. Taj je zakon
osnova za proracun sile tlaka koji djeluje na ravne i zakrivljene
krute stijenke razli€itih konstrukcija uronjenih u nestlacivi fluid
u mirovanju. Zadatak se svodi na odredivanje rezultantne sile
tlaka i njena momenta.

SI. 32. Sila tlaka na povrsini uronjenoj u staticki
nestlaciv fluid

Na element povrSine dS zakrivljene krute stijenke povrSine
S (si. 32), djeluje elementarna sila tlaka
d f= -n PdS, (137)

gdje je Hvanjska normala na povrsinu S, s momentom s obzirom
na ishodiste
dM = —r x HpdS,
gdje je r radijvektor elementa dS.
Budu¢i da se u opéem slu€aju radi oprostornom sustavu
elementarnih sila dF, njihovo vektorsko zbrajanje(integriranje)

(137a)

po povrsini S ne mora dovesti do jedne rezultantne sile. Kako

je poznato iz statike, da bi prostorni sustav sila dF imao
jednu rezultantu
F= - \npdS, (138)
moment tog sustava sila
M = —jf x fipdS (138a)
S
mora biti okomit na F, Sto se izrazava u obliku
FeM =0. (138b)
Kad uvjet (138b) nije zadovoljen, prostorni sustav sila
dF svodi se u proizvoljnoj tocki na silu F danu izrazom

(138) i spreg sila momenta M danog izrazom (138a).

Redovno se svi zadaci proraCuna sile tlaka koja djeluje na
krute stijenke mogu rijeSiti vektorskim integralima (138) i (138a),
no u tehnickoj praksi za pojedine slu€ajeve razvijeni su iz tih
izraza rutinski postupci prora€una.

Sila tlaka na ravne povrsine. Na ravnoj povrsini normala H
jest konstantan vektor i po veli€ini i po smjeru, a elementarne
sile tlaka, definirane izrazom (137), predstavljaju sustav para-
lelnih sila kojemu se djelovanje uvijek moze svesti na djelovanje
jedne rezultante u odredenoj tocki, njenom hvatistu. Izraz (138),
za rezultantu sile tlaka na ravnu krutu povrS§inu A koja je
orijentirana vanjskom normalom H daje

F=-H\pdA (139)
A
s hvatistem u toCki CF odredenoj radijvektorom rCf, koji
definira vektorska jednadzba
(139a)

fox F= —JfpdA x H
A

temeljena na izrazu (138a).

U prakti¢noj realizaciji tih prorauna prikladno je razdvojiti
Eraéune sile f 0 konstantnog tlaka pO i sile Ph promjenljivog
idrostatickog tlaka

Ph= ~Qgz = ggh. (140)
Ako se uvrsti konstantni tlak p0 u izraz (139), dobiva se
FO= - po AH, (141)

a uvrStenjem u izraz (139a) dobiva se
JCFox FO= -pO0\rdA x H= - pOR” x ft=Tc x FO, (141a)

gdje je, ?c radijvektor tezista C povrSine A. Buduci da rcF
i Fc leze u istoj ravnini, izraz (141a) pokazuje da je

?cE, = fe-

Prema tome, sila FO konstantnog tlaka na ravnu povrSinu
jednaka je umnodku tlaka i mjernog broja povrSine i djeluje
okomito na povrSinu u njenu teZistu.

Uz proracun sile Fh hidrostatickog tlaka ph nacrtana je na
si. 33 ravna povrSina A uronjena u staticki fluid gustoée g,
s pogledom u smjeru njene ravnine i priklonjena pod kutom #
prema horizontali. U toj je projekciji kroz ravninu poloZena os
Oy, kojoj je ishodiste O postavljeno u slobodnoj povrSini. 1z toCke
O prema o€ima promatraca gleda os Ox. Na istoj je slici ravnina
Oxy zarotirana za kut «2 u ravninu slike, tako da se ravna
povrSina A vidi u svojoj punoj veli¢ini. Dubina uronjaja h
tocaka povrSine A i njene koordinate y, kao Sto se vidi iz
slike, stoje u odnosu h —ysinD, pa se za element sile dF*h
dobiva izraz

dFh= —phHdA = —JlgghdA = —figgysm!)dA, (142)
gdje je dA horizontalni element povrSine A na kojem vlada
konstantan tlak. Integracija elemenata <JFh daje
Fh= —tlggsmS\ydA = —nggs\n$ycA - —figghcA,

A

0o

(141b)

(143)
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(143a)

gdje je phc = (?0sin$}>c = gghc hidrostaticki tlak u tezistu povr-

Sine A. U izrazu (143) integracija se staticCkih momenata ele-

menata dA s obzirom na os Ox zamijenila statickim momentom

povrSine A, tj. J ydA = ycA, a to i jest definicijski izraz za
A

udaljenost yc tezista C povrSine A od osi Ox.
Ako se moment elementarnih sila dFh s obzirom na os

Ox piSe u apsolutnoj vrijednosti, jer su sile dFh paralelne, tada
vrijedi izraz

gdje je Ixx = Jy2dA moment tromosti povrSine A s obzirom
A

na os Ox.
IzraZzen rezultantnom silom Fh taj moment glasi

M = yc” esFh=ycP eggsm$ycA, (144b)
gdje je yc udaljenost hvatista CF sile Fh od osi Ox.
Izjednaenje izraza (144a) i (144b) daje
(145)

Tocka Cph joS se naziva i teZzistem hidrostatiCkog tlaka.
Izraz (145) pokazuje daje udaljenost teZiSta hidrostatickog tlaka
od slobodne povrSine dana omjerom momenta tromosti i sta-
tickog momenta povrSine A s obzirom na os koja lezi u slo-
bodnoj povrsini.

Primjenom Steinerova stavka

Ixx = ycA + 77,
gdje je I1# moment tromosti povrS§ine A s obzirom na os C£

kroz teziSte povrSine A paralelnu s osi Ox (si. 33), izraz (145)
poprima alternativni oblik

=yc+ Bpl4sa)
koji pokazuje da se teziSte hidrostatiCkog tlaka nalazi na uda-

Sl. 33. Sila hidrostatickog tlaka i hvatiSte sile hidrostati¢kog
tlaka na ravnoj povrsini

Iz momentne jednadzbe sila s obzirom na os Oy, tj. rezul-
tante Fh i elementarnih sila dFh na elementima dA1 (od kojih
je jedan prikazan na si. 33):

mxcFh-Qgsm»ycA =

XW  Fh"

xggsin,9ydA= +1,.),

A
gdje je za centrifugalni moment tromosti Ixy primijenjen Stei-
nerov stavak Ixy = xcycA 4-7if’, dobiva se za udaljenost xc

teZiSta hidrostatickog tlaka od osi Oy izraz
*Cfh=*c+ -". (146)

Moment tromosti | je uvijek pozitivna veliCina, pa je prema

ydFb= JyeOsin9>>d_42_ra(1H4é)45a) teziSte hidrostatickog tlaka CFh uvijek ispod teZista

povrsine C, dok centrifugalni moment tromosti 7~, ve¢ prema
obliku povrSine, mozZe biti pozitivan ili negativan, pa izraz (146)
pokazuje da teZiSte hidrostatickog tlaka Cph moZe biti s jedne
ili s druge strane osi Crj poloZene kroz teZiSte povrSine C
paralelno s osi Oy.

Iz izraza (143) vidi se da je sila Fh hidrostatickog tlaka ph
na ravnu povrSinu uronjenu u stati¢ki fluid i priklonjenu pod
proizvoljnim kutom prema horizontali po veli¢ini jednaka tezini
cilindricnog stupca fluida kojemu je osnovica mjerni broj ravne
povrsine, a visina uronjaj teziSta povrsine ispod slobodne povr-
Sine fluida, ili, Sto je prema izrazu (143a) isto, da je jednaka
umnosku hidrostatickog tlaka u tezistu povrsine i mjernog broja
povrSine. Ta sila djeluje okomito na ravnu povrSinu u teZistu
hidrostatickog tlaka CFh kojemu su koordinate dane izrazima
(145a) i (146). Pri djelovanju ukupnog tlaka p = p0+ ggh sili
Fhu dodaje se paralelna sila FO u teZiStu ravne povrsine C.

Na horizontalnu ravnu povrSinu, »9-»0, uronjenu u nestla-
Civu tekucinu, djeluje konstantni hidrostaticki tlak i sila se odre-
duje opisanim postupkom za proracun sile konstantnog tlaka.
Time se dokazuje hidrostatski paradoks: sila tlaka na horizon-
talno dno posude zavisi od dubine fluida u posudi i mjernog
broja povriine dna, a ne zavisi od oblika posude. Tako je u
Cetirma posudama razlicitih oblika, prikazanim na si. 34, i otvo-
renim prema istom tlaku, dubina vode 77 iznad jednakih povr-
§ina A ista, pa je i sila hidrostatickog tlaka na dno svih posuda
ista, i iznosi

Fh = 69HA.

Na sli€icama u prvom redu na si. 34 ucrtanim silama F na
stijenke posuda nadomjesten je u€inak fluida na stijenke i njihov
vektorski zbroj daje po veliCini i smjeru teZinu fluida u posudi.
Ako se zanemari tezina posuda, tu silu tezine fluida preuzimaju
leZaji na kojima su posude ovjeSene. Sli¢ice u drugom redu na
si. 34, s ucrtanim silama hidrostatickih tlakova, pokazuju odnos
sile Fh tlaka na dno i pripadnih teZina fluida u pojedinim
posudama. lz tog odnosa jasno se razabire porijeklo razlika
izmedu uvijek iste sile Fh i razli¢itih tezina fluida u pojedinim
posudama, Sto je sadrzaj hidrostatskog paradoksa.

Kad je sustav sa svih strana otvoren djelovanju istog tlaka,
npr. kad atmosferski tlak djeluje na slobodnoj povrSini nestla-
Civog fluida i kad taj isti tlak djeluje na' drugoj strani ravne
povrSine uronjene u fluid, pri proracunu ukupne vanjske sile
tlaka na povrsinu nije potrebno racunati sile konstantnog tlaka,

Fh

= Gl= Fh= G2+ 2F2= Fh= (3 —2F3% Fh=F4-G 4=
= QgH =

A =-egHA = Gx ggHA = G, = 69HA = G,
SI. 34. Hidrostaticki paradoks
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jer su te sile jednake na jednoj i na drugoj strani povrsine i,
jer djeluju u suprotnim smjerovima u istoj tocki povrSine, nji-
hovo vanjsko djelovanje na povrSinu se potpuno poniStava.
(Takav proraCun moZe biti potreban pri analizi unutradnjih
naprezanja u konstrukcijama.) Tovmedutim, nije slucaj kad je
sustav na pojedinim dijelovima izloZen djelovanju razli€itih kon-
stantnih tlakova, jer tada je potreban proracun i sila tih kon-
stantnih tlakova.

Kad je to prikladno za proracun sile tlaka, moZe se
transformacijom u izrazu zakona o promjeni hidrostatickog
tlaka (127) ili (127a), odnosno u izrazu (136), umjesto kon-
stantnog tlaka po>koji vlada na stvarnoj slobodnoj povrSini i
iznad nje, uvesti proizvoljan tlak p0 koji bi vladao na fiktivnoj
slobodnoj povrSini i iznad nje kad bi se do nje prostirao
promatrani nestlacivi fluid gusto¢e g. Umjesto izraza (136) moze
se, dakle, pisati

P=P0-QgZ = Po + QgH, (147)
gdje je
Z=z—z0i H —h+ ho, (148)
20=ho ‘P~ Po (149)
Qo

Ocito je da tako transformirani izraz za tlak (147) daje
ispravne vrijednosti tlaka samo u totkama ispod stvarne slo-
bodne povrsine, tj. za

Z< —Zqili H>ho, (150)

a ne i u tockama iznad stvarne slobodne povrSine, jer u njima
vlada konstantni tlak p0 (si. 35). Isto tako je oCito da se
izrazom (147) ispravno racuna sila tlaka samo na povrSinama
koje su ispod stvarne slobodne povrSine potpuno uronjene u
nestlacivi fluid.

SI. 35. Svodenje stvarne slobodne povrs$ine konstantnog tlaka p0 na fiktivhu
slobodnu povrSinu konstantnog tlaka pb\ ..

Svodenje stvarne slobodne povrsine konstantnog tlaka pO
na fiktivhu slobodnu povrSinu nultog konstantnog tlaka, daje
izraze \Y

p= —gg9Z = ggH, (151)
gdje je
Z=z—z20i H=h+ho (151a)
uz
20=ho—"° (151b)
Q9*
valjane za
Z < —z0ili H > hQ ;(15ic)

Prikazani izvod odredivanja sile tlaka:na.;raVa:u\>*yrjinu-;
uronjenu u nestlaivi staticki fluid daje potrebne elemente za
snalazenje pri rjeSavanju i sloZenijih zadataka. Tako se za silu
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hidrostatiCkog tlaka na jednu stranu ravne ploce (si. 36),
uronjene u nestla€ivi fluid gustoée g iznad kojeg se nalazi sloj
dubine hO nestlaCivog fluida gusto¢e g0, na temelju iznesenih
razmatranja lako dobiva izraz

Fh = PhcA= gghcA

he\ q

a za udaljenost hvatiSta sile Fh od slobodne povrSine

3> =yc +

yeA i _'tt(ihE\~Q

y!
t

Sl. 36. Proracun sile hidrostatickog tlaka na ravnu
povrsinu

Kao $to se vidi, za razvijeni proraCunski postupak treba
poznavati geometrijske karakteristike povrSina, tj. polozaj te-
ZiSta i momenata tromosti povrdina, o kojima se podaci nalaze
u matematickim i tehni¢kim priru¢nicima. Osim tog rutinskog
postupka, za rjeSavanje takvih zadataka sluzi i direktna inte-
gracija izraza (139) i (139a).

Hidrostatski ili Arhimedov uzgon. Djelovanje tlaka na zatvo-
renu povrsinu tijela koje je uronjeno u statiCki homogeni
fluid takoder se uvijek svodi na samo jednu rezultantnu silu,
koja se moze jednostavno proracunati izrazom (138). Buduéi da
je povrSina S zatvorena i da je na temelju izraza (127)

grad[p(z)] = grad(p0 - qgz) = -ggH, (152)
§to inace slijedi i izravno iz jednadZbe ravnoteze (59) u polju
sile teze
~Qg"=gradp, (152a)

primjenom poutka Gauss-Ostrogradskoga (46b) na izraz (138)
dobiva se

Fb= —j HpdS =—JgradpdT = ggu JdV = ggVJi,
S \Y v

el=

(153)

gdje je g

Fh=ggVH (153a)

pokazuje da je sila tlaka na tijelo uronjeno u fluid jednaka
teZini fluida jstisnutog tim tijelom i usmjerena vertikalno uvis
(si. 37). Sila Fb naziva se hidrostaiskim ili Arhimedovim uzgonom.

Pri odredivanju hvatiSta hidrostatskog uzgona primjenjuje
se poucak statike o jednakosti momenta rezultante i zbroja
momenata komponenata, tj.

pb= -1
s

,Desna strana te jednakosti moze se pouckom Gauss-Ostro-

gradskoga (46d) transformirati na sljede¢i nacin;

—jY x TtpdS —JHxpfdS = Jvot(p7)dV =
S S v

= J(gradpx f + protr)dF= - Jr x gradpdP=
v v

gustocafluida, a V volumentijela.Dobiveni rezultat
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x k —

= —Jr x {—ggk)dV =ggJrdV xk =gg Vfc
v r r

=rQ x ggvVU = rCy x Fh, (154a)

gdje su redom primijenjeni: a) svojstvo vektorskog umnos$ka

dx b= —bx U b) razvoj iz vektorske analize rot[fd)~

= grad/x 3+/rota, c) ¢injenica da je rot? =0, d)izraz (152),

e) pouCak statike§?dV = ?CyV, gdje je fCy radijvektor teziSta
v

Cv volumena Vi/) izraz (153a).
Uvrstenjem (154a) u (154) slijedi da je

rFb x _Fh=rCvx Fb. (155)

Jednakost (155) pokazuje da pravac djelovanja hidrostatskog
uzgona prolazi kroz teZiSte volumena fluida istisnutog tijelom,
odnosno kroz teziSte volumena tijela (si. 37).

K =Q.gvk

Sl. 37. Hidrostatski uzgon. a Arhimedov uzgon,
b uzgon na granici dvaju fluida

Izvod i sadrzaj izraza za hidrostatski uzgon (153a) i nje-
govo hvatiSte (155) pokazuju sljedece:

a) Konstantni tlak pO ne proizvodi rezultirajuéu silu na
zatvorenu povrsinu. Taj je tlak ispao iz razmatranja ve¢ u
izrazu (152), kad se naSao ispod operatora gradijenta, koji
iS¢ezava operiraju¢i nad konstantom. Do tog rezultata dolazi
se i izravnom integracijom elementarnih sila tlaka p0 po zatvo-
renoj povrsini S

—Jrlp0dS = —p0j ndS = 0,
S s

jer se primjenom poucCka Gauss-Ostrogradskoga (46b) pokazuje
da vrijedi

JHAS = J~+1d5 = Jgrad 1dV = 0. (156)
%

S S

b) Horizontalne se komponente sile tlaka na tijelo medu-
sobno ponistavaju.

c¢) Uzgon na tijelo uronjeno u staticki fluid nastaje i u
kapljevinama i u plinovima, koji se pri manjim prirastima vi-
sina mogu smatrati fluidima konstantne gustoce s hidrostatskim
zakonom promjene tlaka. Dalja sudbina takva tijela zavisi od
njegove teZine G i poloZaja teziSta njegove mase Cm Pri G> Fb
tijelo tone, pri G < Fb dize se prema gore, a pri G = Fb lebdi.
Ako se teZiste mase Cm i teZiste uzgona Cv ne nalaze na istoj
vertikali, uz spomenuta ponaSanja tijela javit ¢e se i spreg
sila n& tijelo, koji ¢e tijelo zakretati do polozaja u kojepi ¢e se
oba teziSta nalaziti na istoj vertikali..

Tijelom istisnuti fluid zove se istisnina, pa se govori o te-
Zini istisnine, koja je isto Sto i hidrostatski uzgon, i o volumenu
istisnine.

Do svih ovih spoznaja o hidrostatskom uzgonu, izvedenih
i izrazenih bitno drugaCijim matematickim aparatom, do3ao je
ve¢ Arhimed prije vise od 2200 godina.

Kao mnoge druge pojave hidrostatike, npr. princip spoje-
nih posuda i hidrostatski paradoks, i pojava hidrostatskog uz-
gona moze se jednostavno rastumaciti principom solidifikacije ili
otvrdnuéa, koji je postavio nizozemski matematiCar S. Stevin
(1548— 1620), i koji glasi: fluid u stanju ravnoteze ostat ce
u ravnotezi ako je bilo koji njegov dio otvrdnuo zadrzavsi
istu gustoCu (ili Stevinovim rije€ima: Bilo koji dio vode zadrzat
¢e u vodi proizvoljan polozZaj). Tako je tezina otvrdnute mase
fluida podrzavana silama tlaka okolisnog fluida, koje su na
donjoj strani vece od onih na gornjoj, pa je njihova rezultanta
jednaka tezini otvrdnute mase fluida idjeluje prema gore,
prolaze¢i kroz teziSte mase kroz koje prolazi i sila tezine.
Ako se otvrdnuta masa fluida zamijeni nekim drugim tijelom
istog oblika, rezultanta sila tlakova na povrSinu tijela ostat
¢e ista kao i prije zamjene, dj. na tijelo ¢e djelovati uzgon
koji je jednak tezini fluida istisnutog tijelom i koji prolazi kroz
teziSte mase istisnutog fluida.

Pojava hidrostatskog uzgona izraZava se i identicnom cinje-
nicom da tijelo uronjeno u fluid prividno
koliko tezi tim tijelom istisnuti fluid.

Lako se pokazuje da je hidrostatski uzgon tijela koje se
nalazi na granici dvaju fluida razli€ite gustoce ~ i (si. 37b)
jednak zbroju QlgVI + g2gV2, gdje su Vxi V2dijelovi volumena
tijela uronjeni u ta dva fluida. Obi¢no se tezista volumena
Ti i V2 ne nalaze na istoj vertikali, pa zato ni rezultiraju¢a
sila uzgona ne prolazi kroz teziSte cijelog volumena tijela
V= Vi + 2

Areometar je instrument za mjerenje gustoc¢e kapljevina, a djeluje na nacelu
hidrostatskog uzgona (si. 38). Ako je \0 dio volumena areometrauronjen u
kapljevinu gustoce g0, Va dio volumena u zraku gusto¢e ga, a mmasa ¢itavog
areometra, tada jednadzbe ravnoteZe za plutanje areometra u kapljevinama
gustoce qo (si. 38a) i gustoe g > qo (si. 38b) glase

G —mg = Fb —g0g W + Qag Va
G = mg = Fb —gg(V0 - A lh) + gag(Va + A Sh),

gdje je A povrSina presjeka vrata areometra. Iz tih se jednadzbi za izronjaj
Ah areometra u kapljevini veée gustote g dobiva

A Q- 6a

Taj je izraz osnova za graduiranje skale na vratu areometra.

Sl. 38. Areometar uronjen u dvije kapljevine razli
¢itih gustoca

Sila tlaka na zakrivljenu povrsinu. Djelovanje tlaka na dije-
love zakrivljenih (nezatvorenih) krutih povrSina uronjenih u
fluid (si. 32) odreduje se izrazima (138) i (138a), a uvjetom
prema izrazu (138b) provjerava se da li se to djelovanje svodi
samo na jednu rezultantu ili na sustav sile i momenta. U
praktiCnom postupku proracuna odreduju se dvije horizontalne
komponente sile tlaka Fx i Fy i vertikalna komponenta Fz.
Ako se pravci djelovanja svih triju komponenata sijeku u jed-
noj to€ki, sustav se moZe svesti na samo jednu rezultantu.
Moze biti i da se djelovanje tlaka na povrSinu svodi samo na
spreg sila, pa ¢e tada sve tri komponente biti jednake nuli.

Radi jednostavnijeg proracuna pojedinih komponenata i nji-
hovih hvatiSta, u kategoriju zakrivljenih krutih povrSina Cesto

toliko gubi nateZini
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se mogu svrstati i povrSine sloZzene od dijelova ravnih povrSina
razli¢itih orijentacija, premda se sile tlaka na takve dijelove
mogu proracunati i ve¢ opisanim postupkom.

Na si. 39a prikazana je zakrivljena  povrSina Suronjena
u nestlacivi fluid gusto¢e q, npr. kao ispup€enje u uglunekog
bazena. Ako se izraz (138) za vektor sile tlaka na zakrivljenu
povrSinu redom skalarno pomnozi sa i,/ i fc, dobivaju se izrazi
za komponente sile tlaka na povrSinu S:

Fx=1i-F — —Jpcos(n,x)dS = —JpdSx (157a)

S - SX
Fy=jw = —jpcos®"*dS = —jpdSy (157hb)

S S,
Fz—k F = —jpcos(rc,z)dS = —J pdSz, (157c)

S s2

gdje su:

dSx = dScos(n,x) (157d)
dSy = dScos(n,y) (157¢)
dSz = dScos(n,z), (157 1)

a Sx, Sy i Sz jesu projekcije povrSine S na koordinatne rav-
nine Oyz, Ozx i Oxy (si. 39a).

SI. 39. Sila tlaka na zakrivljenu povrsinu

Element dS povrsine S, koji je pozitivna veli€ina, orijentiran
je u prostoru normalom tf, i prema njenom smjeru elementi
dFv, dFy i dFz komponenata sile tlaka dobivaju predznake
prema sljede¢oj shemi:

$(n,x)* cos 1 dFxy
Z(n,y) >$y, cos(n}) >%$0, dSj, >.|0, dfT
<(n,z), cos(n,z) J dsj dFz J

U prakticnom proraCunu komponenata Fx, Fy i Fz sile
tlaka na zakrivljenu povrSinu prikladno je razdvojiti proracun
komponenata FOx, FOy i FOz sile konstantnog tlaka p0O od pro-
ratuna komponenata Fhx, Fhy i FR sile hidrostatickog tlaka
ph=ggh. Ako se u izraze (157a), (157b) i (157c) uvrsti kon-
stantni tlak po, dobivaju se komponente

jentacije povrSine 5, odnosno od predznaka njenih projekcija
prema shemi danoj izrazima (158). Iz sheme predznaka (158)
vidi se da pri projiciranju povrSine S na koordinatne ravnine
dijelovi pojedinih projekcija mogu se djelomic¢no ponistiti, a ako
je povrSina zatvorena, mogu se projekcije i potpuno ponistiti.

Komponente sile Fh hidrostatickog tlaka ph= ggh na za-
krivljenu povrSinu odrede se pomocu izraza (157a), (157b) i
(157c). Ti su izrazi za sve tri komponente slictnog oblika, ali
zbog vertikalnog smjera djelovanja gravitacije g njihova prak-
ticna primjena razlikuje se pri odredivanju horizontalnih kom-
ponenata Fhx i Fhv od one pri odredivanju vertikalne kom-
ponente Fhr

Budu¢i da su projekcije Sx i Sy ravne vertikalne povrSine,
izrazi (157a) i (157b) pokazuju da se proraCun horizontalnih
komponenata sile hidrostatiCkog tlaka na zakrivljenu povrSinu
sveo na ve¢ opisani postupak odredivanja tih komponenata na
ravnu uronjenu povrSinu pomoc¢u formula (143), (143a), (145a)
i (146), a ilustrira ga slika 33 uz 3= n/2. Te formule primi-
jenjene na proracun komponenata x iy sile Fh hidrostatickog
Tlaka ph na zakrivljenu povrsinu S daju sljedece:

Fh* = “ Phc
Fh, =

Sx= - qgdx

s hvatistima u tezistima hidrostatickog tlaka Cphx (si. 39b)
i Cfhv, s koordinatama

hr = hr_+ 162
Tee~ "6x 7 he -\sx\ (1622)
vr =vr + Inx (162b)
< Cfhx v /1
hr-  —he 162¢
% ' he| | (162c)
h
Xr  —xr + X (162d)
C/> A hC/\sy\

Kao $to pokazuju izrazi (160) i (161), smjerovi djelovanja
komponenata Fhx i Fhv odredeni su predznacima projekcija Sx
i Sy koji se dobivaju iz sheme izraza (158). | dalje je valjano
ve¢ spomenuto da se dijelovi projekcija povrS§ine S mogu me-
dusobno poniStavati.

Za vertikalnu komponentu sile hidrostatickog tlaka Fhe
izraz (157c) daje

Fhz= - fp hdS,= -egibds,, (163)
S. S;
ili

Fhz= TQgV, (163a)

gdje je V= Jh\dSz\volumen fluida izmedu zakrivljene povrSine
sa

S i slobodne povrSine fluida.

lzraz (163a) pokazuje da je vertikalna komponenta sile Fhz
hidrostatickog tlaka ph jednaka teZini fluida iznad povrSine S.
Ocito je da Fhz prolazi kroz teziSte mase fluida, Sto se pri
homogenom nestlacivom fluidu poklapa s teZistem volumena,
jer kroz tu toCku prolazi i sila teZine. Za nehomogeni fluid
gustota g mora se ostaviti ispod znaka integrala u izrazu
(163). Predznak vertikalne komponente Fhz u izrazu (163a)
zavisi od orijentacije povrSine S. Ako povrSina gleda prema
gore (si. 40a), komponenta je negativna, tj. ima smjer prema
dolje, a ako povrsina gleda prema dolje (si. 40b), komponenta
je pozitivna, tj. usmjerena je prema gore. U primjeru prikaza-
nom na si. 40b, premda se iznad povrSine S mozZe nalaziti dio

FOx= - p 0Sx,(15A8ke konstrukcije a ne fluid, o¢ito je da za proracun vertikalne

FOy=-p8,,,

Foz = - Po (159c)

HvatiSta tih komponenata nalaze se u teziStima Cx (si. 39b),
Cy i Cz ravnih projekcija Sx (si. 39b), Sy i Sz, S§to se lako
dokaze izvodom slicnim onome kojim je dobiven izraz (141b).
Predznaci komponenata sile konstantnog tlaka zavise od ori-

komggggq;te sile hidrostatickog tlaka treba odrediti tezinu flu-
ida Koji Bi ispunio vertikalni prostor izmedu S i slobodne
povrsine.

Na dijelu zakrivljene povrS§ine 5 na kojoj se poniStava
njena horizontalna projekcija, poniStava se i pripadna hori-
zontalna komponenta sile hidrostatickog tlaka. Razlog je u
tome S$to je hidrostaticki tlak konstantan na horizontali na

~Phc Sy=-gghc Sy,
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kojoj se poniStavaju elementi horizontalnih projekcija povrSine.
Isto je tako i pri proradunu vertikalne komponente sile zbog
konstantnog tlaka pO.

Na dijelu povrSine S na kojem se vertikalna projekcija Sz
povrSine poniStava razlicite su dubine to¢aka i u tim toCkama
vladaju razli€iti hidrostatski tlakovi. Na takvu dijelu povrsine
dolazi samo do djelomi¢nog, a ne potpunoga poniStavanja
vertikalne komponente Fhz sile hidrostatickog tlaka ph. To je
ilustrirano na si. 40c i d, gdje je prikazano odredivanje ver-
tikalne komponente sile hidrostatiCkog tlaka na zakrivljenu
povrsinu S cilindri€énog ispupCenja ANB, i to izbacenog izvan
spremnika (si. 40c) i uvu€enog unutar spremnika (si. 40d),
ispunjenog nestla¢ivim fluidom gusto¢e g. U oba primjera, prema
izrazu (163a), od dviju vertikalnih komponenata

Fhzi= {T)gg Vi = {T)gg(OABBNNMMO)L

Fhz2~ + QgVi = ¢+ gg(OA ANNM MO)L
ostaje __ n
fhz = {T)eg(VI VZ) = (>

gdje se gornji predznaci odnose na si. 40c, a donji na si. 40d.

SI. 40. Odredivanje predznaka vertikalne komponente sile hidro-
statickog tlaka i djelomi¢no poniStavanje te komponente

Pustupak kojim se odreduju komponente sile tlaka na
zakrivljene povrSine moZe se primijeniti i za proracun sile
tlaka na povrsine sloZzene od ravnih dijelova. Na si. 4la
prikazana je brana u obliku drvene grede kvadraticnog presjeka,
kojaje slijeva izloZzena hidrostatickom tlaku. Na si. 41 b prikazana
je konstrukcija kvadrati¢na oblika, iznutra izloZzena djelovanju
tlaka kapljevine gustoée g. U oba primjera umjesto da se
odreduje postupkom proracuna za ravne povrSine na svakoj
ravnoj povrSini sila hidrostaticCkog tlaka koja na nju djeluje

a b

SI. 41. Odredivanje komponenata sile hidrostatickog tlaka -na povrsine sas-
tavljene od ravnih dijelova

MEHANIKA FLUIDA

okomito, jednostavnije je na cijelu povrSinu izloZzenu hidro-
statiCkom tlaku primijeniti postupak odredivanja sile hidro-
statickog tlaka na zakrivljene povrSine. Tako se pri proracunu
horizontalnih komponenata moZe raditi s projekcijama cijelih
povrSina, a pri proracunu vertikalne komponente s tezinama
fluida iznad pojedinih dijelova povrsine. Tako je ucinjeno pri
rjeSavanju zadataka prikazanih na si. 41a i b, gdje su upisani
iznosi pojedinih komponenata sile hidrostatickog tlaka dobiveni
pomocu izraza

Fhx= - Phc Sx = - Qghc Sx (164)
, Fby= - ph c Sy= -
gdje su hc i hc visine tezista Cx i Cy, a Sx i Sy projekcije

povrSine S na ravnine Oyzi Oxz.

U tehniCkoj praksi prikazani postupci sluze za odredivanje sila koje pre-
uzimaju unutrasnja naprezanja u elementima konstrukcija ili stijenkama posuda
ili cijevi. Pri tom se uz hidrostatiCka razmatranja primjenjuju i nacela statike i
&vrstoce. Tako naprezanja u stijenci donjega proSirenog dijela posude, prikazane
na si. 34b, preuzimlju silu F~ kad je posuda ovjeSena kao na slici, a silu
2F2 < Th kad je posuda svojim dnom poloZzena na podlogu.

Fo=

| 1 F = aSL\

Sl. 42. Naprezanje u stijenci cijevi izloZzenoj unu-
trasnjem tlaku.

Na si. 42 prikazan je dio cijevi duljine L, koji je isjeen iz poduzeg
cjevovoda. U unutrasnjosti cijevi vlada konstantan pretlak pMQ Sile vla¢nog
naprezanja F —odL u stijenkama cijevi u ravnoteZi su sa silom predaka
fluida FO = pm 2RL, koja djeluje na polovicu uzduzno rasjeCenog prstena.
Sila Fo odredi se bilo kojim od izraza (159). Iz jednakosti 2F — FO dobiva
se za vlatno naprezanje a u stijenci cijevi

Za vece cijevi, kroz koje struji nestlagivi fluid, moZe biti potrebno da
se sila hidrostatickog tlaka proracuna izrazima (160) i (161).
Lako se dokaZze da je u stijenci sferne kugline ljuske,

pretlak pMO, vlatno naprezanje

u kojoj vlada

< = Pnp

~ S2Rn 2d~

StatiCka stabilnost tijela. Neki je sustav stabilan ako pri
pomaku iz ravnoteznog poloZaja u njemu nastaju takve sile

Sl. 43. Stabilnost tijela potpuno uronjenih u stati¢ki fluid

Qgh
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da ga vraéaju u prvobitni ravnotezni polozaj. Ta definicija
sluzi za postavljanje kriterija stabilnosti tijela potpuno uronjenih
u staticki fluid i tijela koja plivaju na slobodnoj povrsini
kapljevine.

Na si. 43a prikazanje poprecni presjek podmornice potpuno
uronjene u vodi. Da bi podmornica bila u uspravnom ravno-
teznom poloZaju, potrebno je da su sila teZine podmornice
G =mg i sila hidrostatskog uzgona Fb=ggV medusobno
jednake i da su hvatista tih sila (Cm hvatiSte teZine u teZiStu
mase podmornice i Cv hvatiSte uzgona u teZistu volumena
podmornice) na istoj vertikali. Ako se podmornica pomakne
iz ravnoteznog poloZaja, dobivSi boc¢ni nagib za kut (p (si.
43b), i ako pri tom ne dode do pomaka masa na podmornici
tako da teZiSte sustava Cm ostane na istom mjestu, na pod-
mornicu djeluje spreg sila

M = FbCvCmsm(p = Fba = Ga (167)

koji podmornicu vrac¢a natrag u prvobitni uspravni ravnotezni
polozaj. Prema tome, podmornica je stabilna.

Kad bi se teziSte sustava Cm nalazilo iznad teziSta istisnine
Cv, na podmornicu u nagnutom poloZaju djelovao bi spreg
sila, koji bi dalje povecavao njen nagib i prevrnuo je, pa,
prema tome, podmornica ne bi bila stabilna.

Drugi je primjer tijela potpuno uronjena u staticki fluid
zra€ni balon (si. 43c i d). | za zrac¢ni balon se lako dokaze
daje stabilan kad je teZiSte istisnine Cv iznad teziSta sustava Cm

Izneseni primjeri pokazuju da je za staticku stabilnost tijela
potpuno uronjena u fluid prijeko potrebno da se teziste
istisnine nalazi iznad teZiSta sustava.

Sl. 44. Stabilnost broda

Taj uvjet stabilnosti nije potreban za tijela koja plivaju
slobodnom povrSinom kapljevine. Na si. 44a prikazan je poprecni
presjek povrSinskog broda u uspravnom ravnoteznom poloZaju,
a na si. 44b u nagnutom poloZaju, kad je brod izveden iz
ravnoteze. Kao $to se vidi, teziSte mase broda Cmu uspravnom
poloZaju nalazi se iznad teZiSta istisnine Cvl, koje je u teziStu
volumena podvodnog dijela brodskog trupa. U nagnutom po-
loZaju broda (si. 44b) promijenio se oblik podvodnog volumena
broda, koji stvara hidrostatski uzgon, i zbog te se promjene
oblika teziSte istisnine premjestilo iz tocke Cvi u tocku Cv2.
VeliCina podvodnog volumena nije se promijenila, jer je masa
broda s kojom je uzgon u ravnotezi ostala ista. Uzgon Fb
nagnutog broda, djelujuéi kroz tocku Cv2, sije¢e simetralu
broda u toCki M, koja se zove metacentrom. Ako je meta-
centar M iznad teziSta sustava Cm kao S$to je prikazano na
si. 44b, u sustavu nastaje spreg sila

M —FbMCms\n(p = gg VMCms\n(p, (168)

koji vraéa brod u prvobitni uspravni ravnotezni polozZaj, pa
je sustav stabilan.

Da se metacentar nasao ispod teziSta sustava, na brod bi
u nagnutom poloZzaju djelovao spreg sila koji bi povecavao
njegov nagib, pa brod ne bi bio stabilan.

Iz tog primjera moZe se zaklju€iti i opCenito: da bi tijelo
koje pliva slobodnom povrsinom bilo stabilno, njegovo teziste
mase moze biti i iznad teziSta istisnine, ali metacentar mora
biti iznad teZiSta mase (tj. teZiSta sustava).

Udaljenost metacentra od teziSta sustava MCm naziva se
metacentarskom visinom, pa ¢e plovilo biti stabilno ako je
njegova metacentarska visina pozitivna, tj. ako je

MCm= MCV - > 0. (169)

Za male se nagibe plovila metacentarska visina moze jed-
nostavno proraCunati. Naime, pri nagibu broda na jednom
boku broda iz vode izroni volumen AT u obliku uzduZnog
klina, a istodobno na drugom boku takav volumen uroni u
vodu (si. 45a). Za male nagibe broda (p ti su klinovi simetri¢ni
s obzirom na uzduznu simetralu Ox vodne linije VLx (si. 45b).
Smatrajuéi izronjeni klin kao negativan (izgubljen) uzgon, a
uronjeni kao pozitivan (dobiven) uzgon, djelovanje uzgona
Fb= ggV nagnutog broda u teZiStu istisnine Cv2 identicki je
jednako zbroju djelovanja uzgona Fb=ggV u tezistu istisnine
Cvl i uzgona klinova £ggAT u njihovim tezistima Cu i Cx
(si. 45a). Zbogtoga imomenti tih dvajuidentickih sustava

sila sobzirom naproizvoljnu toc¢ku moraju bitimedusobno
jednaki. Tako moment s obzirom na to¢ku Cvl daje

gg Vc = ggkVb, (170)
gdje je S

¢ = MCvlsir\(p, (170a)

a b je horizontalna udaljenost izmedu tezista klinova Cui Cr

SI. 45. Metacentarska visina broda

Buduéi da je desna strana u izrazu (170) Cisti spreg sila,
veli€ina kojeg ostaje ista za bilo koju to€ku, momenti elemenata
uzgona klinova ggd(AV) mogu se umjesto s obzirom na uz-
duznu os kroz to¢ku CVL uzeti s obzirom na os kroz 0 (si.
45c¢) pa vrijedi

gg\Vb =gg hdArycos(p + -y sin <,

§to uz h —ytan(p daje

QgAVb = + 3-tan2<p)/x (170 b)

gdje je Ixx = J y2dA moment tromosti povrSine vodne linije

VLI
Avli s obzirom na uzduZnu simetralnu os Ox. Kad se (170 b)
uvrsti u izraz (170) i primijeni (170 a), dobiva se

¢ = McVismep = AP = sinedi + yhan 291X
ili

MCV (171)
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Taj je izraz valjan samo za male nagibe broda, pri kojima
je priblizno tan2p ™ cp2 " 0, pa se moZe pisati

(171a)
Prema tome, kriterij stabilnosti plovila (169) poprima oblik

MCffl= ~ - C mCn >0. (172)

Taj se kriterij odnosi na pocetnu stabilnost, tj. u blizini

uspravnog polozaja broda, i negativna vrijednost MCm ne
znaCi da se plovilo mora prevrnuti, jer se stabilnost moze
pojaviti pri nekom veéem kutu nagiba. Za te veée nagibe izraz
(172) vise nije valjan. Za plovilo oblika prizme, kojem je
vodna linija pravokutnik, izraz (171) je valjan i za vece kutove
nagiba o N

U razmatranjima stabilnosti plovila koja su .dovela do
izraza (172) pretpostavljeno je da su mase na plovilu nepomicne,
tj. da se polozaj teziSta sustava Cm pri nagibu ne mijenja.
Ako se s nagibom broda pomaknu i neke mase na brodu,
pomaknut ¢e se i teziSte sustava Cm Za taj pomak teZista
sustava Cmtrebao bi se ispraviti izraz (172). Tako se s nagibom
plovila koje prevozi kapljevine sa slobodnom povr§inom pomice
i teziSte te kapljevite mase, jer se njena slobodna povrSina
nastoji odrzati u svom horizontalnom ravnoteznom poloZaju.
Dakle, uz pomicanje tezista istisnine CVl i teZiSte se sustava
Cm pri nagibu plovila takoder pomice, i to u istom smjeru
kao i Cvl, pa se stabilnost smanjuje. Zbog toga se kapljevine
koje se prevoze, npr. nafta, smjeStaju na brodu u posebne
spremnike, odijeljene medusobno uzduznim pregradama, da bi
se slobodna povrSina kapljevitog tereta razdijelila na vise manjih
dijelova i time pomicanje kapljevina bilo $to manje (v. Brod,
stabilnost, TE 2, str. 178). MoZe se pokazati da se pri malim
nagibima metacentarska visina smanjuje za iznos g*i"KgV) za
svaki spremnik, gdje je gk gustoc¢a kapljevine koja se prevozi,
itf moment tromosti slobodne povrSine oko uzduzne osi kroz
njeno teziSte, g gustoca vode u, kojoj pliva brod, a V volumen
istisnine broda.

Kao jednostavan primjer proracuna stabilnosti tijela koje pliva slobodnom
povr§inom odredit ¢e se stabilnost plivanja homogene kocke gustoce q0 koja
pliva na kapljevini gusto¢e q (si. 46). Ako se zanemari uzgon u zraku, iz
jednakosti

Fb = QQV=Qga2H = G = Q0ga3
dobiva se daje gaz kocke H = ciqo/q. lzrazom (172) odreduje se metacentarska
visina
aQ
1220 2\

Mem= 12a2H f)

Ako se taj izraz izjednai s nulom, dobiva se kvadratna jednadZba za
odnos gustoéa Qo/Q-

(«ef.Sa+1* o
1Q1 Q 6
N 1 . .
s dva rjeSenja — = 05+ —2—,t. —) = 0,7887 i (£i) =0,2113.
A |12 eh

F
»a
J 2
G
Cv
1
GT

Sl. 46. Stabilnost homogene kocke

Lako se dokaZe da je metacentarska visina MCm pozitivna, tj. homogena
kocka je stabilna za odnose gustoca

0<—<02113 i 0,7887 < — < 1

U podruéju odnosa gustoéa 0,2113 < — < 0,7887 kocka je nestabilna, a

Q
tek ¢e pri ve¢im nagibima ste¢i stabilnost i plivat ¢e stabilno u nagnutom
polozaju. Budu¢i da se radi o plovilu s kvadratnom vodnom linijom i s
vertikalnim bokovima, za proracun MCyi
mijeniti izraz (171). Ako se tako proradunat MCWVL uvrsti u izraz (172) pa
se Citav izraz izjednaci s nulom, dobiva se da je kut ‘nagiba homogene kocke
u nestabilnom podru¢ju odnosa gustoéa Qolg\

pri ve¢im nagibima moZe se pri-

21 - -2
Q) 6
Tako je za qo0/q = 0,5 kut nagiba (p = * 45° tj. kocka stabilno pliva na
vodnoj liniji kojoj je Sirina dijagonala stranice kocke.

>= arctan

RavnoteZza atmosfere

Kad se u dosada$njim razmatranjima statike fluida pored
hidrostatiCkog tlaka ph pojavljivao i konstantan tlak pO, taj se
pripisivao djelovanju prisutnog plina. Zbog relativno male gustoce
plinova prema gustoCi kapljevina, promjena hidrostatickog tlaka
u plinovima s manjim visinama mogla se zanemariti. Tako pri
temperaturi od 15°C i tlaku od 1,01325bar odnos gustoce
vode £H2 = 999,0 kg/m3i gustoce zraka ga= 1,225 kg/m3 iznosi
816, pa bi se isti prirast hidrostatickog tlaka s dubinom vode
od 1m u zraku ostvario s visinom od 816 m stupca zraka
konstantne gustoe ga U usporedbi sa zZivom taj se odnos
penje na 11100.

Medutim, pri promatranju pojava u atmosferi odnosi se
potpuno mijenjaju. Zracni balon ispunjen plinom, lakSim od
zraka, lebdi u zraku podrZzavan istim hidrostatskim ili Arhimedo-
vim uzgonom gag V koji se javlja i u kapljevinama. (U vodi
bi za isti taj volumen uzgon bio 816 puta veéi.) Isti takav
uzgon dize u dimnjaku tople plinove izgaranja koji su laksi
od okolisne atmosfere.

Statika fluida posebno je vazna za razmatranje ravnoteze
velikih masa plinova, kao §to je plinoviti sferni omota¢ Zem-
lie nazvan atmosferom.

Ravnoteza stlacivog fluida u gravitacijskom polju Zemlje
opisana je diferencijalnom jednadzbom (125). U toj se jednadzbi
s visinom z sve mijenja: p, q i g. Za integraciju jednadzbe
(125) potrebno je poznavati promjenu gustoce zraka q = @[p(z)],
koju opisuju termodinamicki odnosi uz neminovno uvodenje
i termodinamicke ili apsolutne temperature T kao bitne vari-
jable.

Geopotencijalna visina. Gravitacija g se do visine od pri-
blizno 32 km smanji za 1% od vrijednosti na Zemljinoj povrSini
i obi¢no se njena promjena s visinom zanemaruje. Za tocnije
proracune uvodi se u meteorologiji i aeronautici geopotenci-
jalna visina Z definirana izrazom

gU)dz, (173)
do
gdje je z geometrijska visina, g0 = 9,80665.m/s2 standardna
vrijednost gravitacije na Zemljinoj povrSini na 45° geografske
Sirine, a g(z) vrijednost gravitacije na visini z
Dobro priblizenje za geopotencijalnu visinu jest izraz
Z = 1,0018

3,44 «10~3zcos2P\ , (173a)

gdje je o geografska Sirina u stupnjevima ili radijanima,
RO = 6370,1 «103m polumjer Zemlje na Sirini @=45°, az i Z
jesu visine u metrima.

Buduéi da je g(z) < g0, ocito da je Z < z. Geopotencijalna
visina je vrsta normalizirane visine, a njena dinamicka definicija
glasi: rad potreban za podizanje jedini€ne mase od razine mora
do fiktivne geopotencijalne visine Z u fiktivnom konstantnom
gravitacijskom polju g0jednak je radu potrebnom za podizanje
te iste mase do stvarne geometrijske visine z u stvarnom
promjenljivom gravitacijskom polju g(z). U prva dva stupca
tabl. 3 usporedene su visine z i Z na geografskoj Sirini 45°N,
prema americ¢koj standardnoj atmosferi iz 1966. godine.
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Tablica 3

VRIJEDNOSTI TLAKA | GUSTOCE UNUTAR SEGMENATA LINEARNIH TEMPERATURNIH PROMJENA ATMOSFERE
DO GEOPOTENCIJALNE VISINE Z = 88743 m NA GEOGRAFSKOJ SIRINI 45° N ZA PROLJECE | JESEN

Geopo- Geome- Temperatura Temperaturni Eksponent Tlak, izraz Gustoca, izraz Ameri¢ka standardna
tenci- trijska gradijent politrope (178a) (180a) atmosfera (1966)
jalna visina T (t) dT ili ili
visina n= 90 (179) (180b) p 0

z z dz 0o dR ] Q

m m K °C K/m mbar kg/m3 mbar kg/m3

0 0 288,15 (+ 15,0) 1013,25 1,225 1013,250 1,225

5000 5004 255,65 (-17,5) -0,0065 1,235 540,18 0,7361 540,2 0,7361
10000 10016 223,15 (-50,0) 264,35 0,4129 264,4 0,4127
11000 11019 216,65 (-56,5) 226,31 0,3639 226,3 0,3639
15000 15035 216,65 (-56,5) 0 1,0 120,43 0,1937 120,4 0,1937
20000 20063 216,65 (-56,5) 54,742 0,08802 54,75 0,088 04
30000 30142 226,65 (-46,5) + 0,001 0,972 11,716 0,01801 11,72 0,018 01
32000 32162 228,65 (-44,5) 8,6783 0,013 22
40000 40253 251,05 (-22,1) + 0,0028 0,924 2,7745 0,003 850 2,775 0,003 851
47000 47 350 270,65 (-2,5) 1,1087 0,001 427
50000 50396 270,65 (-2,5) 0 10 0,759 20 0,0009772 0,7594 0,0009775
52000 52 429 270,65 (-2,5) 0,589 81 0,0007592
60000 60572 254,65 (-18,5) -0,002 1,062 0,20828 0,0002849 0,2084 0,000 2850
61000 61591 252,65 (-20,5) 0,18203 0,0002510
70000 70779 221,65 (-51,5) -0,03444 1,112 0,049 687 0,000078 09 0,049 01 0,000078 44
79000 79995 190,65 (-82,5) 0,011149 0,000020 37
80000 81020 190,65 (-82,5) 0,009 320 0,000017 03 0,009 066 0,00001657
88 743 90000 190,65 (-82,5) 0 1,0 0,001945 0,000003 56

Ravnoteza politropske i izotermiCke atmosfere. lzraz (173)
moze se pisati u diferencijalnom obliku

g(z)dz = g0dz, (173b)
tako da diferencijalna jednadzba ravnoteze (125) prelazi u

dp
4z =" Q9%- (174)

Suhi i Cisti zrak uz razinu mora smjesa je od nekoliko
plinova, od kojih duSik (78,084%), kisik (20,946%) i argon
(0,934%) zauzimaju 99,964% ukupnog volumena. Buduéi da
je i vodena para uvijek prisutna u zraku, ali u nepostojanom
postotnom iznosu koji se vremenski stalno mijenja, standardna
svojstva zraka obi¢no se odnose na suhi i €isti zrak uz razinu
mora, za standardni atmosferski tlak od 1,01325 bar i tempe-
raturu t = 15°C (T—288,15 K). Relativna molekularna masa
suhog zraka jest Ai = 28,966. Eksperimenti pokazuju da su
sastojci zrane smjese, uklju€ujuci i vodenu paru, savrieni pli-
novi, za koje je valjana jednadzba stanja oblika (8), pa je i zrak
savrsen plin plinske konstante R = 287,04 J/(kg K).

Jednadzba stanja savrSenog plina (8) omogucuje da se
gustoCa q izrazi tlakom p i temperaturom T

Q= g (175)

gdje se T mijenja s geopotencijalnom visinom T= T(Z). Kad
se izraz (175) uvrsti u diferencijalnu jednadZbu (174), dobiva
se izraz

dp _ g0dz (175a)
p RT(ZY
kojemu je integral
(22 = pzijexp ¥ 92 (176)
P P PR o100
zi

lzraz (176) jo$ uvijek zavisi od promjene temperature s
visinom T(Z). Da bi se proracun pojednostavnio, temperaturne
promjene u atmosferi odredene su priblizno segmentima line-
arnih promjena oblika

T(Z)=T(ZD)-<x(Z-Z1) (177)

daT
za segment: Z1< Z < Z2, gdje je d—Etemperaturni gra-

dijent.

Za podrucje geopotencijalnih visina od 0 do Z = 88743 m
(z = 90000 m) dana su u tabl. 3 podrucja geopotencijalnih
visina Z kao segmenata linearnih promjena temperature s pri-
padnim temperaturama i temperaturnim gradijentima za po-
jedini segment.

Za linearne temperaturne segmente u kojima je temperatura

opisana izrazom (177), integral u (176) poprima vrijednost
z1
go dz _go. t(z2
R T(Zi)- a(Z- ZJ aRnT(ZY)"
Z!
T(Z2)
T(ZX
§to uvrSteno u (176), uz identitet explnd = A, daje
%
T(Z2) R 178)
P(z2) =
(Z2)=p(zo0 n ZX)

Za geopotencijalnu visinu Z unutar intervala Z1<Z <72
taj se izraz moZe napisati u opéenitijem obliku

_ T(ZH- aZ - Zt)
p(Z) = p(Z2Y) 2%

U tabl. 3 primjeéuju se visine atmosfere na kojima je
temperaturni gradijent —a = 0, tj. postoje segmenti atmosfere
konstantne temperature. Ako se ta konstantna temperatura
oznacCi sa TO, integracija izraza (176) u intervalu Zx< Z < Z2
daje

(178a)

P(Z) = p(Zexp -iff(Z- Zt) (179)

K710
Promjena gustoce koja odgovara promjenama tlakova i tem-
peratura dobiva se pomocu jednadZbe stanja savrSenog plina
(175):

e(Z) =e(z)-PELIZA,
P(Zi) )

(180)

§to za linearne temperaturne segmente, uvrstivsi (178a), daje
i7"Zi) —a(Zz —ZM R
T(Zx)
a za izotermiCke segmente, uvrstivsi (179), daje

Q(2) = QI 180a)
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% 7. zi

z) = efZJex
a(z) p RTO

(180b)

Za standardne temperaturne profile prikazane u tabl. 3,
proracunane su i prikazane u nastavku iste tablice vrijednosti
tlakova i gustoa Za navedene geopotencijalne visine. Te se
vrijednosti vrlo dobro slazu s podacima americke standardne
atmosfere.

Odnosi apsolutnog tlaka p i gusto¢e q plinova karakteriziraju
odredene politropske procese prikazane op¢im oblikom

— = const.,
o

(181)

gdje je n eksponent politrope. Za izotermicki proces ocito je
n= 1, a za adijabatski proces savrSenog plina n= x = cplcy,
gdje su cp i cv specificne topline pri konstantnom tlaku i
konstantnom volumenu (dimenzija [cp] = [cj = L2T~20 -1,
dakle jedinice u Sl su = fclsi = m2s2K = J/kgK). Za suhi
zrak je cp= 1015J/kgK i cv= 724J/kgK, pa je x = 1,402.

I odnos tlakova i gustoéa atmosfere izrazen sa (178a) i
(180a) moze se prikazati politropskim procesom (181). Ako se
odnos temperatura u (180a) izrazi odnosom gustoéa i taj se
odnos uvrsti u (178a), dobiva se

P(Z Z
@ _ Q@ (182
Q(zi)_
gdje je eksponent politrope
90 (182a)
90 ~ ocR

Podaci o eksponentu politrope za pojedine linearne tempe-
raturne segmente atmosfere dani su u tabl. 3. PrimjeCuje se
da su svi ti eksponenti manji od eksponenta adijabate x = 1,402.
Stoga se pomocu izraza (182a) moze potraziti temperaturni gra-
dijent koji bi odgovarao adijabatskom odnosu tlaka i gustoée

/dT\
dz R

Taj temperaturni gradijent javlja se kao vazan Kkriterij u
razmatranjima vertikalne stati¢ke stabilnosti atmosfere.

Za ilustraciju predodZbe o veli¢ini atmosfere interesantno
je razmotriti njene razliCite fiktivne visine.

Kad bi atmosfera bila homogena, nestlaciva i gustocée
go = 1,2250 kg/m 3, koju zrak ima uz povrsinu Zemlje, njena bi

gox —1
=-0,0098 K/m.

visina bila Z0=-"—~ — ~ -e = 84345 m.
0o0o 1,225-9,80665

Ta se visina naziva visinom homogene atmosfere. Na toj
bi visini vladao tlak p = 0 i temperatura T= 0, tako da bi tempe-
raturni gradijent za takvu atmosferu iznosio: dT/dZ = —a0=
= —0,0342 K/m, dakle vise od pet puta brzi pad temperature
s visinom od stvarnog pada.

Kad bi atmosfera i nakon jedanaestog kilometra zadrZala
isti pad temperature —a = —0,0065 K/m, njena bi ukupna
visina, prema izrazu (178a) ili (180a), iznosila

za=" = 44331 m.
a

Da je atmosfera izotermiCka, njena bi visina prema izrazu

(179) teZila u beskonacnost.

Ravnoteza fluida u relativnom mirovanju

Jednadzba ravnoteze statickog fluida u obliku (59) ili (114)
valjana je za mirovanje fluida u inercijalnom koordinatnom
sustavu. U normalnoj tehnic¢koj i laboratorijskoj primjeni sustav
¢vrsto vezan uz povrsinu Zemlje moze se s dovoljnom to¢noséu
prihvatiti kao inercijalni sustav. Ipak, utjecaji neinercijalnosti
tog istog sustava ponekad se ne mogu zanemariti, npr. djelo-
vanje Coriolisove inercijalne sile na velike mase geofluida,
atmosfere i oceana.
> Svaki sustav koji se giba pravocrtno, translatorno i kon-
stantnom brzinom relativno prema jednom inercijalnom sustavu,

takoder je inercijalni sustav. Stoga su jednadzba ravnoteze (114)
i njeni integrali valjani i za fluid zatvoren u spremnik, prema
kojem fluid relativno miruje kad se spremnik giba pravocrtno,
translatorno i konstantnom brzinom, relativno prema Zemlji
kao inercijalnom sustavu.

Sustav koji se prema inercijalnom sustavu giba vremenski
i po smjeru promjenljivom brzinom neinercijalan je sustav.
Prema d’Alembertovu principu mehanike, za fluid koji relativno
miruje u neinercijalnom sustavu, jednadZba ravnoteze fluida
moze i dalje zadrzati oblik (59) ili (114), tako da se u vanjske
masene sile ukljuce i inercijalne sile. Tako se u sustavu koji
se giba translatorno jednoliko ubrzano akceleracijom ¢ u masene
sile uklju€uje inercijalna sila konstantne gustoce dana izrazom
(19), a u sustavu koji rotira konstantnom kutnom brzinom at
pojavljuje se nehomogena masena centrifugalna sila dana izrazom
(20). Da bi se mogao primijeniti taj princip i jednadzba ravno-
teZze (114), potrebno je da fluid relativno miruje, tj. da nema
relativnog pomicanja Cestica fluida jednih prema drugima, vec
da se Citav fluid giba poput krutog tijela. Naime, samo ¢e
tada od povrsinskih sila unutar i na granici fluida ostati samo
tlak, prikazan degeneriranim tenzorom naprezanja (55), pa nije
potrebno postavljati jednadZbu gibanja individualnih Cestica,
npr. jednadZzbu (48a) ili (60), i integrirati je, jer se ta jednadZba
gibanja degenerira u jednadZbu ravnoteze (114) koju je vrlo
jednostavno integrirati.

Translatorno pravocrtno gibanje fluida. Prema izloZzenom
principu, jednadzba ravnoteZe fluida u spremniku koji se transla-
torno giba konstantnom akceleracijom ¢ u gravitacijskom polju
Zemlje i dalje zadrZzava op¢i oblik

P=tus)

gdje je sada J zbroj masene sile gravitacije (18) i inercijalne
sile (19),

grad

I=1(,,+1(.,= -gt- a (183)
U neinercijalnom koordinatnom sustavu 0 Nxyz, ¢vrsto ve-
zanom za spremnik, os 0 Nz usmjerena je vertikalno uvis, a
koordinatna ravnina 0 Nxy je horizontalna.
Uvrstenje izraza (183) u (114) daje jednadzbu
relativnog mirovanja
gradp = q(—gk —d), (184)
koja skalarno pomnoZena s diferencijalomradijvektora
df = dxi + dyj + dz/c daje prirast tlaka u tom smjeru

ravnoteze

(184a)

Zanestlagivi fluid g = const., i jer je ¢ konstantan vektor,

dp = —gaxdx —Qaydy —g{g + az)dz.

diferencijal (184a) vrlo se jednostavno integrirau
p{x,y.z) = po - gax(x - x0)- gay(y - y0)- ofg+ az)(z - z0),
(185)
gdje je po konstanta integracije
Po = P(xo0,y0,20), (185a)

tj. tlak u tocki (x0,y0?0)-

U polju tlaka koje je opisano izrazom (185) jednostavno je
odrediti oblik povrSina konstantnih tlakova, izobara, pridavajudi
lijevoj strani izraza (185) konstantne vrijednosti tih tlakova.
Izobare su, ocito, paralelne ravnine. Do istog se rezultata
dolazi i izravno iz diferencijalne jednadzbe izobare. Buduc¢i da
je uzduz izobare dp = 0, iz izraza (184a) dobiva se diferencijalna
jednadZba izobare

axdx + aydy + (g + az)dz = 0, (186)
a njen integral daje jednadZbu izobare
axx + ayy + (g 4- az)z = C, (186a)

gdje je za nestlacivi fluid

c=y [p(x=0Yy=0,z=0)- poonst]

konstanta koja u izrazu (186a) definira izobaru p = pconst.
Izrazom (185) ili (186a) odreden je oblik slobodne povrSine
kapljevine ili razdjelne povrSine dviju kapljevina koje se ne
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mijeSaju. Ova zadnja moguénost proizlazi iz razmatranja koja
su slijedila izraze (121a), (122) i (122a), jer i kompozitna masena
sila (183) ima potencijal

U= Uig + Ufgy=-gz-+ d'f, (187)

pa se povrSina prekida gustote poklapa s ekvipotencijalnom
povrSinom U = const., a ta se, kako pokazuje i usporedba
izraza (186a) i (187), poklapa s izobarom p = const.

Pri odredivanju polozaja slobodne povrSine ili povrsine
prekida gustoée mora se primijeniti i jednadzba kontinuiteta,
koja osigurava jednakost mase kapljevina u originalnom stanju
apsolutnog mirovanja i u stanju relativnog mirovanja.

lzraz (185) pokazuje da se u fluidu uspostavlja linearni
raspored tlaka. Zato se sile tlaka na ravne i zakrivljene po-
vr§ine uronjene u fluid, koji se Citav giba jednoliko ubrzano,
odreduju u nacelu istim postupcima kao sile hidrostatickog
tlaka.

Iznesena razmatranja primijenjena su na proraun rasporeda
tlaka u kapljevini gusto¢e g koja se zajedno sa spremnikom
Citava giba uz (ili niz) kosinu priklonjenu pod kutom a prema
horizontali (si. 47). Akceleracija (ili deceleracija) d spremnika
je konstantna i paralelna s ravninom kosine. Za vrijeme poCetne
periode ubrzavanja moZe se pojaviti i oscilatorno gibanje
fluida u spremniku, ali nakon toga slobodna povrsina zauzme
poloZzaj prikazan na si. 47 i fluid miruje relativno prema
spremniku. Uz spremnik i fluid €vrsto je vezan neinercijalni
koordinatni sustav 0 Nxyz, a gibanje je paralelno s ravninom

SI. 47. Jednoliko ubrzano gibanje fluida kao cjeline (relativno mirovanje
fluida)

TE VI, 7

0 Nxz. IshodiSte 0 Nproizvoljno je postavljeno na sredini slobodne
povrsine, tj. u to€ku oko koje se zakrece slobodna povrsina
jer je spremnik pravokutnog oblika. U ishodistu ON (x = 0,
z —0) vlada atmosferski tlak pa

Vektor akceleracije d ima komponente

ci= axi + azk = acoscci + «sinalc, (188a)

pa, uzxo=0 i z0=0 i p(x0,z0) = pa, izraz (185) odreduje
raspored tlaka u fluidu

p(x,z) = pa—p«cosax —o(g + asina)z, (188b)

izkojegse za slobodnu povrSinu p = pa= const. dobiva jed-
nadzba pravca (ravnine)

acosa
wz = - X (188c)
g + usina
Taj pravac (ravnina) ima kut nagiba
0= arctan — flC0Sa -i (188d)
g + «sina/

prema osi 0 Nx (si. 47a i b). Za gibanje spremnika po horizon-
talnoj ravnini a = 0 taj bi kut nagiba slobodne povrSine iznosio
9= arctan (- a/g). (188e)

Masafluida u spremniku iznosi =qgLHOB, gdje je L
duljina, B Sirina spremnika, a
u stanju mirovanja na horizontalnoj ravnini. Sila potrebna za
jednolikoubrzano gibanje te mase fluida uz kosinu iznosi

Ft —Gsina + ma = gLFI10B(gsmcc + a),(189)

gdje je os 0 N{ paralelna s kosinom.

S obzirom na fluid, sila F4 moZe se ostvariti samo djelo-
vanjem sila tlakova na fluid (—Fhl() i (—FH* preko stijenki
1—1 i 2—2 (si. 47a) koje su okomite na vektor akceleracije.

Naime, iz jednadzbe kontinuiteta slijedi da je FI*—Ho —
=HO—H2 a iz si. 47b vidi se da je
H1—HO0O HO—H2 a+ ¢/sina
tan(a + t—9) =
L/2 L/2 jgcosa

tako da su sile tlakova

-Fhf= + PctHiB = egc

-Fhu= -Pc2hiB= - ggcoscc-~H2B,

a njihova je rezultanta
F$ = (-F hu) + {—FH) = e#cosa//OLtan(a + n - 9B =
= ggHOBL(a + “sina). (189a)
Dakle, izraz (189a) je jednak izrazu (189) koji je dobiven

razmatranjem dinamike gibanja mase fluida.
Sila tlaka na koso dno spremnika jest

Fh: = —pcLB = —Qgcos(xHOLB,
i jednaka je komponenti sile tezine fluida u smjeru osi £
G = —Gcosa= —ggLHOBcosa.

Kad se spremnik giba jednoliko ubrzano u smjeru negativne
osi z s akceleracijom jednakom gravitaciji g, tj. kad je d = —gk,
na fluid u spremniku ne djeluje nikakva masena sila

f=ftg)+f(a,=
pa u fluidu vlada konstantan tlak (besteZinsko stanje).

Ako je akceleracija d =axi —gk (si. 48a), izobare su
vertikalne, pa i slobodna povrSina zauzme takav poloZaj. Zato
kad se na brzim vozilima, npr. avionima, odreduje smjestaj
usisnog voda iz rezervoara s gorivom, treba raCunati s pomi-
canjem fluida u spremniku. Usisni vod mora biti tako priklju-
Cen da i kod djelomi¢no ispunjenog spremnika, pri najve¢im
ubrzanjima ili usporenjima vozila, ne ostane bez goriva.

Na tijelo potpuno uronjeno u fluid koji se Citav giba
konstantnom akceleracijom a takoder djeluje sila uzgona. Istom

HO dubina fluida uspremniku
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tehnikom proracuna kojom je dobiven izraz (153), buduéi da

je u ovom sluCaju vektor masene sile J konstantan, dobiva se
Ph= —JprtdS = —JgradpdF = —gfv = q(U+ gH)V. (i90)
S 1

Lako se dokaZe da sila uzgona Fh prolazi teZiStem volumena

tijela V

Slobodna povrsina

Izobare p = const. J —QgH|
K=~efy=e(a+gk)v
F VAV M\ "
MY X\
A\\YOA e/,
Izobare

jfgméap \ p - const.

VLoV

RRIERLV AR AR

SI. 48. Raspored tlaka i sile uzgona u fluidu koji
se jednoliko ubrzano giba kao cjelina

Na sl. 48b prikazana je homogena kugla gustoée g0 uronjena
u fluid gustoée g > q0. Fluid se zajedno sa spremnikom jedno-
liko ubrzano giba u horizontalnom smjeru akceleracijom u.
Sila uzgona dana je izrazom (190), a na masu Jcugle djeluje

inercijalna sila —ma = —g0aVi sila teZine —mgk = - QgkV
tj-

Fm= - Qo(d+gk)V, (191)
koja djeluje u suprotnom smjeru od sile uzgona, tako da je

sila u niti na koju je pri¢vrséena kugla

F= Fb+ Fm= (e - 00)(3 +
Kao Sto je prikazano na sl. 48b, sile Fb, Fmi F stoje okomito

na izobare.

Na sl. 49 prikazan je akcelerometar na principu rasporeda tlaka u
fluidu u jednoliko ubrzanom gibanju. Pomocu izraza (185) dobiva se izraz
za akceleraciju

. Pm
QoL
gdje je Pm —P ~ Pa o€itanje manometra.

Ako je mjerni fluid Ziva, a dulji.«! uredaja L = Im,
rometra jest pm!lg = QgL = 13600Pa/(m/s2).

L

(192)

osjetljivost akcele-

Sl. 49. Akcelerometar na principu rasporeda
tiaka u fluidu koji se giba jednoliko ubrzano
kao cjelina

Rotacija fluida oko vertikalne osi. Drugi slu€aj relativnog
mirovanja fluida jest okretanje Citavog fluida oko vertikalne
osi konstantnom kutnom brzinom co. Pri takvu gibanju fluida
kao krutog trela na svaku cesticu fluida djeluje masena sila

Zemljine gravitacije i inercijalna centrifugalna sila definirana
izrazom (20), pa je rezultantno polje vanjske masene sile dano
izrazom

f =f(g) +7<co

gdje je, u neinercijalnom koordinatnom sustavu 0 Nxyz (sl. 50)
koji zajedno s fluidom rotira oko osi 0 Nz konstantnom brzi-

nom co,r = ]/x2+ y2 cilindarska koordinata (to nije apsolutna
vrijednost radijvektora, koja je oznagena sa |F|), tr= cos$7 +

+ sin.9/ jedini¢ni vektor u smjeru porasta koordinate r, a 9
cilindarska koordinata.

Ty

N
/ /
-P=Po = constv

AW\ e BGZ“/{‘/ 71

. X PVig0> Po —2
\\/ H - i !
— \ -V ~- I h m n
Pj** Pi/P*/ /pa'l
J\\L oA
lq7 = gradp
| -Qok
PKz- 20=po+ | --A p /- gradp
1 -egk
~2Q0 r° -~ (Z- Z0) gradp
191a

Sl. 50. Raspored tlaka u nestlac¢ivu fluidu koji kao cjelina rotira konstantnom
kutnom brzinom oko vertikalne osi

U pravokutnim koordinatama izraz (193) ima oblik

/= - gk + ca2Xxi + co2yj. (193a)

lzraz (193) ili (193a) uvrSten u jednadzbu ravnoteze (114)
daje jednadzbu ravnoteze fluida koji u Zemljinu gravitacijskom

polju jednoliko rotira oko vertikalne osi
gradp = Qeo2rCr —ggU —qco2x! + Qeo2yj —ggU. (194)

Jednadzba (194) skalarno pomnoZzena s proizvoljnim pri-
rastom radijvektora dr = dr?r-f dz/c = dx| + dyj + dz/c daje
diferencijal tlaka

dp = Qo)2rdr - ggdz = gco2xdx + go)2ydy - ggdz.  (195)

Za nestlagivi fluid q = const. integracijom tog diferencijala
dobiva se izraz za raspored tlaka unutar fluida

P(r,z) = Po+ye»2(r2- n?) - - 20), (196)
ili

p(x,y,z)= p0 +

5 Qu2(x2 - X% +y2 yzZ) -
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gdje je po konstanta integracije, tj. zadani tlak u tocki (r0,z0)
(196b)

Ako je tlak zadan u. nekoj to€ki na osi rotacije (r0 = 0,zo),
izrazi (196) i (196a) prelaze u

Po= P(r=r0,z =2Q = p(x = x0,y = y0iz = z0).

p(r,z) = Po+y QQRr2- qq(z - z0) (197)

p(x,y,z) = Po + -ypco2(x2+ y2) - pp(z - z0). (197a)

lzrazi (197) i (197a) pokazuju da tlak u nestlacéivom fluidu
. koji Citav rotira konstantnom kutnom brzinom oko vertikalne

osi raste s kvadratom udaljenosti od osi rotacije i linearno
raste s dubinom h — —z (si. 50).

Ako se uvrste na lijevu stranu izraza (197) ili (197a)
konstantne vrijednosti tlakova pconst, dobivaju se izrazi za
izobare

=~ + =AN- + +
z 20r2 C 5 (x2+ y2)+ C, (198)

gdje je za nestlacivi fluid konstanta C, koja odgovara izobari
P = Pcorst» definirana sa

c = Lpip=0,z= 0)
QG

[p(x =0,y = 0,z= 0) - Pconst].

Pconst.] =

— (198a)
0.9
Iz izraza (198) i (198a) za izobaru koja odgovara tlaku

P=pO=p(r = 0,Z = Z0) = Pconst,, uz

C=—[p(r=0z=0)- -egz0, p=
e g
dobiva se izraz za rotacijski paraboloid
7-20=P22 =273 f y3 (198b)
20 20

koji je prikazan na si. 51.

JednadZzba izobare (198) pokazuje da su izobare u fluidu
Sto rotira konstantnom kutnom brzinom oko vertikalne osi,
povriine kongruentnih rotacijskih paraboloida kojih se os
poklapa s osi rotacije.

co = const, i to = const.
R v R
--i1- v ~4 -~
1
\\ i 11
A v2\ H H
VA | .
KA '
Li
ic i il
Vito Ry
v/

V,= R=THR2H v, = v2=270RS - R\)U

SI. 51. Geometrijska svojstva slobodne povrsine
u obliku rotacijskog paraboloida pri rotaciji fluida
konstantnom kutnom brzinom ¢j

Izrazom (198) odredenje i oblik slobodne povrSine kapljevine
koja otira kao kruto tijelo i oblik razdjelne povrSine dviju
kapljevina koje se ne mijeSaju. | te povrSine imaju oblik ro-
tacijskog paraboloida, a da bi se odredile, mora se primijeniti
i jednadzba kontinuiteta. 1z geometrijskih svojstava rotacijskog
paraboloida prikazanog na si. 5la proizlazi da je volumen
njegove Supljine V2 jednak vanjskom volumenu ispod njegove
povrsine Vx:

Vi= V2=jnR 2H. (199a)

99

Ako rotacijski paraboloid slobodne povrSine presijeca dno
posude, volumeni Vt i V2 (si. 51b) takoder su medusobno
jednaki i iznose
Vi= V2 =-"RQ7iH V3=" k(R2-RI)H. (199b)
Zbog kvadrati€nog zakona promjene tlaka (197), pri prora-
c¢unu sile tlaka na povrSine uronjene u fluid koji citav jed-
noliko rotira ne mogu se primijeniti jednostavni postupci raz-
vijeni za proracun sile linearnoga hidrostatiCkog tlaka. Zato
je tada potrebno sloziti prikladan izraz za diferencijal sile tlaka
i zatim ga u komponentama integrirati po zadanoj povrsini.

= 20)]

Na si. 52 prikazano je nekoliko primjera primjene razvijenih izraza za opis
ponasanja nestla¢ivog fluida u jednolikoj rotaciji oko vertikalne osi.

Dubina kapljevine u kruZnoj cilindri¢noj posudi (si. 52a) u stanju miro-
vanja iznosi HO. Kad posuda zajedno s kapljevinom rotira konstantnom
kutnom brzinom a) oko vertikalne osi, slobodna povrsina kao povrsina
konstantnog tlaka poprima prema izrazu (198) oblik rotacijskog paraboloida

z = Hpin + Eﬁm’ (200)

gdje se z mjeri od dna posude.
Na rubu posude taj izraz daje

(200a)

Prema jednadzbi kontinuiteta, masa fluida u stanju mirovanja gqR2~HO
jednaka je masi fluida ispod rotacijske paraboloidne Supljine slobodne povrsine

QR2KHmIin + Q—R2K{Hmax —Hmin), pa primijenivS§i odnos (200a), slijedi

. co2R 2
min « »0 - 40
(200b)
gj2R2
max —HO +
49

Kad zapocne izlijevanje fluida preko ruba posude ili nakon Sto je slobodna
povrsina taknula dno posude, ti izrazi prestaju biti valjani (si. 51).

Ako se cijev (si. 52b) prije okretanja napuni fluidom do koljena izmedu
njezina horizontalnog i vanjskoga vertikalnog dijela, okretanjem cijevi fluid
se mozZe podi¢i do proizvoljne visine H. Kutna brzina, koja odgovara visini H,
prema izrazu (198b) iznosi

QWi (201)
Na si. 52c prikazan je oblik slobodne povrsine goriva u rezervoaru vozila
(npr. aviona, automobila ili motornog ¢amca) koje se giba brzinom v po

horizontalnoj kruznoj putanji polumjera R. Kut nagiba 9 slobodne povrsine
prema horizontali odreden je kutom tangente na rotacijski paraboloid (198b)
9 t If“;\Z\l j tan("Nj tan[— j (202)
9 ==arctanl | &< j- arctan j = arctan[— j,
\)ar),..

gdje je primijenjen odnos a = v/R.
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Zbog malih dimenzija rezervoara prema polumjeru putanje R, taj se problem
moze svrstati u gibanje citavog fluida konstantnom centripetalnom akcele-
racijom

ar= —oj R= ——
r R
(202a)

= 0.

Pri takvu gibanju, prema izrazu (188e), nagib slobodne povrsine prema
horizontali iznosi

$ —arctan W (202b)
§to je jednako izrazu (202).

Na horizontalni poklopac A—A cilindriéne posude (si. 52d) djeluje tlak
rotirajuc¢eg fluida. Prema izrazima (197) i (130) na poklopac s unutrasnje
strane djeluje pretlak

P(r) ~ Pa = Qgh + ~Qco2r2, (203)

pa je sila pretlaka na poklopac

I._,._j iP(r) ~ Pa]2Krdr = ggR2tc h + (203a)

gdje je zanemaren odbitak sile pretlaka preko male povrsine cjev€ice u sredistu
poklopca.

Vidi se da je sila Fpjednaka teZini fiktivnog fluida u kruznom cilindricnom
prostoru polumjera R, koji je s donje strane omeden ravninom poklopca,
a s gornje rotacijskim paraboloidom p = pa = const. Vrh tog paraboloida je
u to€ki Ojsj na slobodnoj povrsini u cjevéici, a njegova visina na rubu prostora
jest co2Ri/{2g) (si. 52d).

SI. 53. Tahometar na principu ras-

poreda tlaka u fluidu koji rotira kon-

stantnom kutnom brzinom oko verti-
kalne osi

Na si. 53 prikazan je tahometar za mjerenje broja okretaja u jedinici
vremena. Tahometar radi na principu rasporeda tlaka u fluidu koji C¢itav
rotira konstantnom kutnom brzinom oko vertikalne osi. Ako kazaljka taho-
metra pokazuje nulu kad uredaj miruje, lako se dokaze da izmedu kutne
brzine okretanja oj i spustanja kazaljke h postoji odnos

@ = CJ]/h, (204)
gdje je C karakteristika uredaja dana izrazom
29 le+ ! (£
915
(204a)
R --
s dimenzijom [C] = L 2T~\ dakle [C]SI = m 2s-1, tako da je uz —m,
oj U rad/s.
Broj okretaja u minuti N iznosi pri tome
30 30 /-
N=—aw=—C|A (204b)

Ako spremnik koji rotira zajedno s nestlaCivim fluidom
istodobno i slobodno pada (ili se nalazi "besteZzinskom stanju),
djelovanja gravitacijske masene sile —gU i inercijalne masene
sile —azk = + gk medusobno se poniStavaju, pa je raspored
tlaka u fluidu, prema izrazu (197), dan sa

Po +-y£ & 04/2

gdje je pO konstantan tlak uzduZz osi rotacije.
U polju tlaka definiranog izrazom (205) izobare su povrsine
kruznih cilindara koaksijalnih s osi vrtnje. Pri tom je orijen-

P(r) (205)
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tacija osi rotacije potpuno proizvoljna i nije potrebno da je
vertikalna. Ako je spremnik djelomi¢no ispunjen kapljevinom,
slobodna povrsina ¢e takoder primiti oblik koaksijalnog cilindra
(si. 54a).

SI. 54. Rotacija nestla¢ivog fluida oko kose osi. a izobare u nestlagivu
fluidu koji rotira kao kruto tijelo u besteZinskom stanju, b izobare u nestla-
Civu fluidu koji rotira u gravitacijskom polju

Situacija se, medutim, bitno mijenja pri rotaciji nestlacivog
fluida oko kose osi u gravitacijskom polju (si. 54b). Lako je
dokazati da bi se primjenom razvijenih matematickih izraza
definirala kontura slobodne povrsine u ravnini On{f jednadZzbom

1
C= (tana)i + i2

206
2g cosa (206)

gdje je a kut izmedu vertikalne osi 0Nz i kose osi rotacije
On£ Ali se takoder pokazuje da bi se pri takvoj slobodnoj
povrsini Cestica koja se u odredenom tr'enutku nalazi u tocCki
A, nakon zakreta od pola okretaja nasla u tocki B, i da bi
se Cestica prvobitno u B nasla u A. | sve ostale Cestice fluida
dozivjele bi pomake, i to relativno prema spremniku i relativno
jedne prema drugima. Prema tome, to viSe nije stanje relativnog
mirovanja, ve¢ je to strujanje fluida, na koje se ne moze
primijeniti razvijena teorija relativnog mirovanja. Stoga ni izraz
(206) ni ucrtane izobare na si. 54b nemaju nikakav realni
smisao.

\ joj = const

p = const.

A

i(o - const.

~F=Cn+Fe
midi2rcer

gradp

Sl. 55. Sila uzgona u fluidu koji rotira kao cjelina

Na tijelo uronjeno u fluid koji Citav rotira, uz silu Arhime-
dova uzgona, pojavit ¢e se i dodatna uzgonska sila zbog kom-
ponente gradijenta tlaka uzrokovane centrifugalnom inercijalnom
silom. Na si. 55a prikazana je strana homogena Cestica gustoce
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q¢, koja se potpuno ukljucila u rotacijsko gibanje fluida gustoce
gfl. Djelovanje fluida na stranu Cesticu manifestira se elemen-
tarnim silama tlakova (si. 55b)

dFn= - HpdS¢ (207)

preko povrSine Cestice SC Rezultanta elementarnih sila tlaka
jest

Fa= ~ 1npdSt= - JgradpdF= - JQJdVt
se wC
— — j(~ Ongk + gnco2rdr)dV¢, (207a)
ut

ili
Fn= + Gfllc —mnco2rcer, (207b)
gdje je za nestlaCivi fluid: Gn= gng\¢ apsolutna vrijednost
tezine fluida istisnutog cesticom, + Gnfc hidrostatski ili Arhi-

medov uzgon, mn= V€ masa fluida istisnutog €esticom, rc uda-
lienost teZista volumena &estice \& od osi rotacije, a —mnco2rc &
dodatna sila uzgona zbog centrifugalne komponente gradijenta
tlaka, koja djeluje prema osi rotacije i opéenito ne prolazi
kroz teziSte volumena C (si.55c). lzraz (207a) je razvijen
pomocu integralnog poucka Gauss-Ostrogradskoga (46b) i
izraza (193) za rezultantnu masenu silu.

Dalja sudbina Cestice zavisi od njene mase. Naime, u gra-
vitacijskom Zemljinu polju i u polju centrifugalne sile na
masu Cestice djeluje rezultantna sila

F¢= — Gck + mico2rcer, (207c)

gdje je za homogenu Ccesticu: Gt = QgVt apsolutna vrijednost
tezine Cestice, a m¢ = £6\V€ masa Cestice. Rezultantno djelovanje
na Cesticu jednako je zbroju sila (207b) i (207c), si. 55c,

F=rn+Ft=g@- Goli- (mn- moco2rc2.  (208)

Iz toga je oCito da ¢e se Cestica lakSa od fluida, £f> g¢
gibati prema gore i prema osi vrtnje te ¢e isplivati na slo-
bodnu povrsinu (si. 55c). Obratno, ako je gfl < g¢, Cestica ce
padati prema dolje i udaljavat ¢e se od osi vrtnje.

Na tom nacelu djeluju centrifugalni separatori. Tako u
centrifugama za proizvodnju maslaca, zrnca formiranog maslaca
specificki su lakSa od okoliSne vodenaste sirutke, pa isplivavaju
na slobodnu povrsinu i skupljaju se u blizini osi centrifuge.

Pri rotaciji manjih masa stlaivog fluida moze se zane-
mariti utjecaj gravitacije, pa diferencijal tlaka (195) poprima
oblik

d p= Qco2rdr. (208a)

Za integraciju tog izraza potrebno je poznavati odnos tlaka
i gustoCe, koji zavisi od termodinamickog procesa.

Za savrSeni plin, koji slijedi zakon jednadzbe stanja (8), i
za izotermicki proces odnos gustoce i tlaka dan je izrazom

P
RTO”’

gdje je TO konstantna temperatura plina. Ako se uvrsti taj
odnos u diferencijal tlaka (208), dobiva se nakon integracije
)

(209)

r) = poex 209a
p(r) = p P2RTO (2092)
gdje je po tlak na osi rotacije fluida. Toj promjeni tlaka
odgovara promjena gustoce
o2
Q(r)= poexp (209b)
2RTn
Sliéno se dokaze da je za opceniti politropski proces
P/Qn= Po/Qo plina u jednolikoj rotaciji
1 In-1
p(N= ; Po+ -goorr (209¢)
e 1 2 n

gdje su po i Q tlak i gustoéa uzduz osi rotacije.
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Kinematika fluida opisuje gibanje fluida u vremenu i prostoru.
Ako se pode od hipoteze o fluidu kao kontinuumu ili nep-
rekidnoj sredini, omoguéen je i takav opis koji vremenski i
prostorno promjenljivim skalarnim, vektorskim i tenzorskim
poljima odjednom zahvaéa i cjelovito ponasSanje fluida i pona-
Sanje pojedinih njegovih Cestica. Kinematika fluida ne ulazi u
uzroke gibanja, zato u razmatranjima i opisima ne uzima u
obzir sile. Ona klasificira strujanja prema njihovim osobitostima
i razvija fizikalno-matematicki aparat za njihovo opisivanje.
Premda je tim aparatom i sama u stanju generirati razliCite
modele strujanja, potpuna iskoristivost kinematike fluida reali-
zira se njenom ulogom i primjenom u dinamici fluida.

Prostor i vrijeme u Newtonovoj mehanici. Prostor je skup
tocaka kojih je polozaj odreden koordinatama. U Euklidovu se
prostoru sve tocke mogu zadati koordinatama samo jednog
kartezijskog koordinatnog sustava. U takvu prostoru je udalje-
nost izmedu dviju tocaka P(x1ylzIl) i Q(x2,y2" 2) dana for-
mulom

r= jl(x2- xt)2+ (y2- yi)2+ (z2- (210a)
a kvadrat udaljenosti dviju bliskih tocaka
dr2=dx2+ dy2+ dz2. (210b)

Prostor vezan uz ravninu dvodimenzijski je Euklidov prostor.
Prostor vezan uz sfernu povrSinu nije Euklidov prostor, ali se
u neposrednom okoliSu to¢ke na sfernoj povrSini moze podici

kartezijski koordinatni sustav, pa se i takav prostor mozZe
smatrati Euklidovim.
Newtonovi zakoni gibanja formulirani su u Euklidovu

prostoru. Ti zakoni imaju najjednostavniji oblik u inercijalnim
sustavima. Takvih sustava je beskonatno mnogo i u svima su
svojstva prostora i vremena jednaka i jednaki su svi zakoni
mehanike. Ta eksperimentalno provjerena Cinjenica sadrZaj je
Galilejevih nacela relativnosti.

Nevvtonova mehanika takoder je temeljena na apsolutnosti
vremena. Naime, ako se jedan koordinatni sustav O u kojemu
neka to¢ka ima radijvektor ? giba translatorno i pravocrtno
konstantnom brzinom uOrelativno prema drugom koordinatnom
sustavu u kojemu ta ista tocka ima radijvektor r1? tada je
tok vremena u tim dvama sustavima jednak, tj.

ti =i, (211a)

a radijvektori f1i r povezani su Galilejevom transformacijom
21 =?2+wO0r+ ?10, (211b)

gdje je ?10 radijvektor ishodista O u sustavu Ox u pocCetnom
vremenskom trenutku t = 0.

Jednakost (211a) je pretpostavka apsolutnosti vremena i
valjana je za brzine gibanja koje su mnogo manje od brzine
svjetlosti. Kao S$to je poznato, u teoriji relativnosti ta pret-
postavka nije valjana. U sustavima povezanim Galilejevom
transformacijom (211b) zakoni Newtonove mehanike su identic-
nog oblika.

Strujanje fluida odreduje se s obzirom na odredeni koordi-
natni sustav. Premda u mehanici fluida vaznu primjenu imaju

razli¢iti krivocrtni koordinatni sustavi, u ovom su c¢lanku
teoretski izvodi formulirani ili u opéem vektorskom obliku,
nezavisnom od odredenoga koordinatnog sustava, ili u pravo-

kutnomu kartezijskom (Descartesovu) sustavu Oxj;z. Ovom se
sustavu, osim jednostavnosti, ne pridaju nikakve druge prednosti,
pa ¢e se dati i formule kojima se pojedine formulacije mogu
prikazati i u op¢im ortogonalnim krivocrtnim koordinatama
41,42,43-

Mehanika fluida se mnogo oslanja na diferencijalni i inte-
gralni racun. Stoga se pretpostavlja da su funkcije koje opisuju
gibanje fluida konacne i neprekidne i da imaju konacne parcijalne
derivacije po svojim argumentima. Gibanja fluida podvrgnuta
tim ogranienjima nazivaju se neprekidnim gibanjima. U takvu
gibanju fluida relativna brzina dviju susjednih cestica bit ce
uvijek beskonaéno malena, pa ¢e i duljina njihove spojnice
ostati uvijek istog reda veliCine.



