MEHANIKA FLUIDA — MEHANIKA KONTINUUMA

Ako se pretpostavi da je fluid nestlaciv, tj. g = const., izraz
(631c), nakon jednostavnih operacija, prelazi u Karmanov
impulsni integralni odnos za ravninski grani¢ni sloj
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debljina istisnu¢a, koja daje iznos za koji je vanjsko poten-
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impulsna debljina grani¢nog sloja, koja karakterizira gubitak
koli¢ine gibanja u graniénom sloju u usporedbi s koli¢inom
gibanja potencijalnog strujanja (uobiCajene su i oznake <G i #).

Alternativne gornje granice oo integrala u izrazima (63le) i
(6310 odnose se na tzv. asimptotski granicni sloj.

Pohlhausen je primjerom ilustrirao opCi postupak primjene
Karmanove jednadzbe (63ld). U Pohlhausenovom se postupku
pretpostavi opéi oblik bezdimenzijskog profilabrzine u grani¢cnom
sloju kao jednoparametarske obitelji slicnih krivulja, gdje je
parametar
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Na pretpostavljeni profil brzine postavi se $to je moguce
vise rubnih uvjeta zay = 0 i za y = <G, ili pri asimptotskom
profilu brzine za y-»00. Ti se uvjeti za y = 0 dobivaju iz
Prandtlovih jednadZbi (625a) i njenih derivacija prvog i viSih
redova, a zay = <G(x) ili y-> oo ti se uvjeti svode na postizanje
§to boljeg stupnja izgladenosti s kojim taj profil brzine ulazi
u profil konstantne brzine vanjskog strujanja. Pomocu tako
obradenog pretpostavljenog profila brzine proracunaju se veli¢ine
(i, S2i tw koje takoder ovise o izabranom parametru, i kad
se uvrste u Karmanovu jednadzbu (63ld), dobiva se obi€na
diferencijalna jednadZzba u trazenom parametru, npr. u Pohlhau-
senovom parametru (632). RjeSenje te diferencijalne jednadzbe
odreduje taj parametar, a njime je odredena i jednopara-
metarska obitelj profila brzine u granicnom sloju i sve ostale
znacCajke grani¢nog sloja <&, <Gi(x), &®(x) i
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M. Fancev

MEHANIKA KONTINUUMA, dio mehanike koji
prouava makroskopsko gibanje Cvrstih, tekucih i plinovitih
tijela. Mehanika kontinuuma ne uzima diskretnu, atomsku
strukturu tvari, nego, nasuprot tome, uvodi pojam neprekidne
sredine ili materijalnog kontinuuma. Prema tom pristupu pret-
postavlja se da tvar neprekidno i potpuno ispunjava prostor
koji zauzima tijelo. Pojam kontinuuma dopusta da se definiraju
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naprezanje, deformacija i ostale veli¢ine u geometrijskoj tocki
bez volumena pomocu limesa (grani¢nog prijelaza) na slican
nacin kako se uvodi pojam derivacije u infinitezimalnom ra-
¢unu. To omoguéuje primjenu tog ratuna u mehanici kontinu-
uma. Makroskopski pristup proucavanju gibanja deformabil-
nih tijela zapravo je statistiCki pristup koji analizira prosjecne
vrijednosti fizikalnih veliCina za viSe Cestica, umjesto da ana-
lizira gibanje svake pojedine Cestice.

lako ne uzima atomsku strukturu tijela, mehanika kontinu-
uma omogucéuje predvidanje ponaSanja realnih tijela. Ta se
predvidanja vrlo dobro slazu s mjerenjem, iako ponekad takav
pristup ne daje dobre rezultate. Takvi su npr.: pojava pukotina
pri cikliCkom naprezanju (zamor materijala), problemi aerodi-
namike pri vrlo velikim visinama gdje je zrak vrlo rijedak,
gibanje tekuéine pri vrlo velikom gradijentu brzina, koncentra-
cija naprezanja oko ostrih uglova itd.

Mehanika kontinuuma radi s fizikalnim veli€inama koje ne
ovise 0 izboru koordinatnog sustava, ali koje se najlakSe opi-
suju pomocu komponenata u odredenom koordinatnom su-
stavu. lako fizikalna veli¢ina ne ovisi 0 izboru sustava, njene
komponente ovise. Takve veli¢ine su tenzori. Ako se znaju
komponente tenzora za jedan koordinatni sustav, mogu se po-
mocu izraza za transformaciju odrediti njegove komponente
bilo za koji drugi sustav. Zakoni mehanike kontinuuma opi-
suju se tenzorskim jednadZbama koje vrijede u svim koordi-
natnim sustavima. Ta je invarijantnost tenzorskih izraza glavna
prednost primjene tenzorskog racuna u mehanici kontinuuma.

Historijski, mehanika kontinuuma pocela se razvijati kao nekoliko odvo-
jenih grana mehanike: hidromehanika s aeromehanikom i mehanika elasti¢nih
tijela. Danas mehanika kontinuuma, u uzem smislu, obuhvada sljedeée grane:
mehaniku fluida, teoriju elasti¢nosti, teoriju plasti¢nosti, teoriju viskoelasti¢nosti
i viskoplasti¢nosti. Teorija viskoelasti¢nosti i viskoplasti¢nosti obuhvaca prve
tri grane kao posebne slucajeve. U klasinoj mehanici kontinuuma pretpo-
stavlja se da su materijali izotropni, homogeni i nepolarni. Materijal je izo-
tropan ako su mu svojstva u svim smjerovima jednaka, inaCe je anizotropan.
Ako su svojstva tijela u svim tockama jednaka, materijal je homogen, inace
je nehomogen. U mikropolarnim materijalima uz obi¢na naprezanja pojavljuju
se i spregovi naprezanja, Sto uvjetuje da tenzor naprezanja postaje nesi-
metrican.

U Sirem smislu, mehanika kontinuuma obuhvaca i termodinamiku i mag-
netohidrodinamiku, a osim materijalnih tijela proucava razli¢ita polja, kao npr.
elektromagnetska polja, polja zracenja, gravitacijska polja i sli¢no.

Neke zakonitosti mehanike kontinuuma bile su poznate jo§ u starom
vijeku, npr. Arhimedov zakon. G. Galilei je 1638. proucavao problem savi-
janja Stapa, a R. Hooke 1660. formulirao je po njemu nazvan zakon. E.
Mariotte je Hookeov zakon primijenio na Galilejev problem savijanja Stapa.
C. L. Navier je 1821. izveo op¢e jednadzbe gibanja elasti¢nog tijela, koje je
G. G. Stokes prosirio i na tekucine. Brzi razvoj mehanike kontinuuma zapo-
¢eo je nakon Sto je A. L. Cauchy 1822. definirao pojam naprezanja i defor-
macije. Za razvoj pojedinih grana mehanike kontinuuma zasluzni su 1. Newton,
J. L. Lagrange, L. Euler, J. i D. Bernoulli, L. da Vinci, Th. Young, Ch. Huyghens,
B. Pascal, M. V. Lomonosov, J. L. Poiseuille, O. Reynolds, L. Prandtl,
N. J. Zukovski, B. de St. Venant i mnogi drugi.

Brata Eugéne i Francois Cosserat uveli su 1907. pojam mikropolarnog
kontinuuma, dok je Sudria 1935. dalje razvio teoriju mikropolarnog kontinu-
uma uz upotrebu vektorskog racuna.

U posljednje vrijeme istrazivanja su usmjerena na formuliranje $to sveo-
buhvatnijih konstitutivnih jednadzbi, u prvom redu anizotropnih, viskoelasti¢nih
i mikropolarnih materijala. Na tom podrucju rade mnogi istraZivaci: C.

Truesdell, W. Noll, R. Toupin, A. C. Eringen, W. Prager, P. G. Hodge, H.
Parkus, A. A. Iljudin, L. I. Sedov, W. Nowacki, R. Stojanovi¢ i drugi.

ELEMENTI TENZORSKOG RACUNA

Definicija tenzora. U mehanici i drugim granama fizike
postoje veli€ine kojima je za opisivanje potreban samo jedan
podatak, npr.: masa, temperatura, volumen itd. Te se veliCine
zovu skalari. Nasuprot tome, da bi se opisala brzina, sila,
jakost magnetskog polja i sli€ne usmjerene veliCine, potrebna
su tri podatka. To mogu biti tri komponente ili, npr., apsolutna
veliina i dva kuta koja odreduju smjer. Te veli¢ine su vektori.
Ako je za opisivanje neke veliCine potrebno devet podataka,
veliCina moZe biti tenzor drugog reda. Takve veliCine su npr.
tenzor naprezanja, tenzor deformacije, tenzor inercije itd. Ocito
su, ako se promatra problem u ravnini, za definiranje vektora
potrebna samo dva podatka, dok su za definiranje tenzora
drugog reda potrebna Cetiri podatka. U jednodimenzionalnom
prostoru gubi se razlika izmedu skalara, vektora i tenzora,
jer je za svaki od njih dovoljan samo po jedan podatak. Pojam
tenzora se poopcuje, pa se tako skalari jo$ nazivaju i tenzorima
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nultog reda, jer je za njihovo opisivanje potrebno 3° = 1 poda-
tak, a vektori tenzorima prvog reda, jer je za njihovo opisi-
vanje potrebno 31 = 3 podatka. Za opisivanje tenzora drugog
reda potrebno je 32 = 9 podataka. Osim tenzora drugog reda,
u fizici se upotrebljavaju i tenzori treCeg, Cetvrtog i viSih re-
dova. Opéenito tenzor «-tog reda ima 3" komponenata. U tab-
lici 1 prikazani su tenzori razlicitih redova.

Tablica 1
KLASIFIKACIJA TENZORA

Red Poseban Broj komponenata Primjer
tenzora  NazV - prostoru U ravnim  Oznaka Naziv
Masa
Skalar 3*=1 20 =1 :
Temperatura
Vv, Vi i
Vektor 31=3 21=2 . B_FZIna
F, Fi Sila
Tenzor 32=9 22=4 & Neprezanje
/, lu Tromost
_ Tenzor piezo-
33=27 elektriénosti
- 2’ =16 Tgnzot’_ elas-
ticnosti

Broj podataka, odnosno komponenata nije isklju¢ivo mjero-
davan za procjenu da li je neka veliCina tenzor ili nije. Tako
npr. kut rotacije (p jest usmjerena veli¢ina kojoj se pravac po-
dudara s osi rotacije, apsolutna vrijednost je odredena iznosom
rotacije, a smisao je odreden po pravilu desne ruke. Medutim,
kut rotacije nije vektor u uzem smislu, jer za njega ne vrijedi
uobicajena vektorska algebra. Tako npr. za kut rotacije ne
vrijedi zakon komutacije pri zbrajanju. To se jednostavno moze
provjeriti pomocu primjera na si. 1. Ako se knjiga (si. 1a) okrene
oko osi x za tt/2, a zatim oko osi y za tt/2, doci Ce u poloZaj
prikazan na slici Ic. Medutim, ako se knjiga okrene prvo oko
osi y za tt/2, pa zatim oko x za tuf2, knjiga je u polozaju
prema slici 1e. Kako se vidi, poloZaji se 1c i 1e ne podudaraju,
tj. ne vrijedi zakon komutacije.

Sl. 1 Za kut rotacije ne vrijedi zakon komutacije. Ako se knjiga na si. la
okrene za «/2 oko osi x, a zatim za «/2 oko osi y, do¢i ¢e u polozaj
prema sL 1c. Ako se redoslijed rotacija izmijeni, knjiga ¢e do¢i u polozaj le

Isto tako modul elasti¢nosti E ili Poissonov koeficijent v
podsjecaju na skalare, ali ¢e se poslije vidjeti da su to rudi-
menti (ostaci) tenzora elasti¢nosti Ciju, koji je tenzor &etvrtog
reda. Tenzori se oznaCuju poludebelim kosim slovima. Npr.
tenzor naprezanja a ima komponente (Tj9 tenzor inercije |
komponente lip vektoru komponente vt itd. I1znimno se skalari
kao tenzori nultog reda oznacuju obi¢nim kosim slovima. Vek-
tori ili tenzori prvog reda Cesto se oznaCuju strelicom, npr.
v = V. U literaturi je uobiCajeno da se kaZe tenzor Tijk, a misli
se na tenzor T koji ima komponente Tijk. U daljem izlaganju
upotrebljavat ¢e se samo Kartezijski tenzori, tj. tenzori kojima
su komponente izraZzene u pravokutnim koordinatama.
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Da bi se utvrdilo da li je neka veli¢ina tenzor, treba vidjeti
kako se njene komponente mijenjaju ili transformiraju pri ro-
taciji koordinatnog sustava. Temperatura, masa i drugi skalari
imaju istu vrijednost neovisno o rotaciji koordinatnog sustava.
Razmatrat ¢e se jednadzbe za transformaciju tenzora prvog i
tenzora drugog reda, i to radi jednostavnosti samo u ravnini.

U tenzorskom racunu je prikladno koordinatne osi oznaciti
sa xi, X2 i *3 umjesto sa X, y, z. Komponente vektora imaju
indekse 1, 2 i 3 umjesto X, y, z Stari se koordinatni sustav
oznaCuje sa OxiX2X3, a novi ili transformirani koordinatni
sustav oznaCivat Ce se s Ox1X2X3, (Cita se iks jedan potez, iks
dva potez itd.). Komponente vektora i tenzora koje se odnose
na transformirani sustav imaju potez, dok se komponente bez
poteza odnose na stari sustav, kako je prikazano na slici 2.
Komponente vektora v u starom sustavu 0 X1x2 iznose

Ve = i?sing, O
a komponente u novom sustavu 0 Xix2
vi = vcos(& —ep) = vcosScose + rsin$sin g

vi = vcosS

T2 = vsin($ —(p) = vsin&coscp —rcos$sin (p. @
Ako se uvrsti (1) u (2), dobije se:
Vi = Vicoscp + B2sin<p,
©)

Vo = —f1sin(p+ V2 OO8(p.

SI. 2. Transformacija vektora pri rotaciji koordi-
natnog sustava

Jednadzba (3) predstavlja zakon transformacije kompone-
nata vektora pri rotaciji koordinatnog sustava. Pomodéu (3)
mogu se odrediti komponente vi 1 \o u novom sustavu, ako
su poznate komponente vi i V2 u starom sustavu, i kut (p
za koji je novi sustav 0 x1x2 zarotiran prema starom sustavu.
Umjesto singp i cosep u jednadzbi (3) prikladno je upotrijebiti
kosinuse kutova izmedu novih i starih osi, koji se oznacuju
sa aij. Koeficijenti afi- definirani su na sljede¢i nafin

atj = cos(£xixj)  ij =1,2 ili 3. @

Tako se kosinus kuta izmedu osi X2 i xi oznaCuje sa «21
itd. Za ravninu (dvije dimenzije) (si. 2) koeficijenti aij iznose

COS(£Xi,Xi) = cos,

an

ai2 = cos(£ xi,x2) = COSMy - <j = sin<p,

®
2L = COS(<EX2,XI) = cos[-j + 4 = —Sinep
2 = COS(Ex2,X2) = QB(p.
Ti koeficijenti tvore matricu transformacije
. cosep sirup
Lai]] -sing cos(p ©
Pomodéu (5) mogu se jednadzbe (3) preinaciti u
vi =anvi+ ai2\2
v2 = 021V1 + Q22V2. (7)
Jednadzbe (7) skra¢eno se pisu u obliku
M = anvi + di2\k i=1ili 2. )
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Ako se indeksu i u jednadzbi (8) dade vrijednost 1, dobije
se prva jednadzba, a ako mu se dade vrijednost 2, dobije se
druga jednadzba (7). Jednadzba (8) moze se pisati krace,

2
Vi = iZ_l<iijVj9 ()

odnosno, uz upotrebu Einsteinove konvencije, jo§ krace
M = ciijVj (10)

Naime, prema Einsteinovu prijedlogu, treba izvrSiti sumi-
ranje po indeksu koji se u jednadzbi ponavlja dva puta. Ta-
kav indeks naziva se ponovljenim ili nijemim indeksom. Indeks
koji se pojavljuje jednom, naziva se slobodnim indeksom.

Indeksno zapisivanje. Nacin na koji je napisana jednadZzba
(10) zove se indeksno zapisivanje. Indeksno zapisivanje uvelike
smanjuje broj jednadZzbi i broj ¢lanova u njima. Tako jed-
nadzba (10) zamjenjuje dvije jednadZbe, svaku sa dva pri-
brojnika. Vidjet ¢e se poslije da jedna jednadzba u indeksnom
zapisivanju moZe zamijeniti mnogo jednadzbi, npr. jednadzba
(132) zamjenjuje 81 jednadZbu, svaku s 81 pribrojnikom! Taj
je nacin zapisivanja ne samo saZetiji nego i pregledniji. Pri
indeksnom zapisivanju vrijede sljedeéa pravila:

1. Indeksi na koje se odnose ta pravila oznaCuju se malim
latinskim slovima i poprimaju vrijednosti 1, 2 ili 3, ako druga-
Cije nije naznaCeno. Ti se indeksi ponekad zovu i tenzorski
indeksi.

2. Indeks koji se pojavljuje jedanput u jednom pribrojniku
jednadZbe mora se pojaviti jedanput u svim pribrojnicima te
jednadzbe. Taj se indeks zove slobodni indeks.

3. Indeks koji je dva puta ponovljen u jednom pribrojniku
ne mora se ponoviti u ostalim pribrojnicima iste jednadzbe,
a zove se ponovljeni indeks. Po njemu se sumira od 1 do 3,
ako nije drugaCije oznaceno.

4. Slovo kojim je oznaCen ponovljeni indeks smije se zami-
jeniti bilo kojim malim latinskim slovom koje jo$ nije upot-
rijebljeno kao indeks u toj jednadzbi.

5. Indeks ne smije biti ponovljen tri ili vise puta. Ako se
u radu s indeksima to desi, onda je to greSka.

6. Ako se Zeli da se na neki indeks ta pravila ne odnose,
on se oznacuje na drugi nacin, npr. grékim slovima, velikim
latinskim slovima ili se indeks stavlja u zagradu ili na koji
drugi nacin.

Kao primjer transformacije tenzora drugog reda prikazat
¢e se tenzor naprezanja. Radi jednostavnosti uzet ée se ravnin-
sko stanje naprezanja. Na slici 3a upotrijebljene su oznake
kao u nauci o cCvrstoCi. Na slici 3b isto stanje naprezanja
prikazano je pomoc¢u oznaka koje se upotrebljavaju u tenzor-
skom rac¢unu i mehanici kontinuuma. Slika 3¢ prikazuje napre-
zanje u istoj tocki, ali za element koji se odnosi na novi
sustav Oxi*2.

ij=1ili 2.

>t

SI. 3. Oznacivanje komponenata naprezanja

U nauci o ¢vrsto¢i izvode se jednadzbe za transformaciju
komponenata naprezanja (v. Nauka o ¢vrstoéi):

0X —axcos2ep + qysin2(p + 2 Txycos<psin<p,

Oy = (jysin2q + oyGOR2(p —2 i Jcos<psin<p, (11)
Ty — Tyx = — (<7x — Gy)QOS(pS\ncp + TxyCOS2 (p.
JednadZbe (11) u indeksnom zapisivanju glase:
011 = Ciilai 1+ 022a22 + 012011012 + 021 «12011, a2

O 22 = 011012 + <722021 + <712021022 + 021022021,
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012 = 011011021 + 022012021 + 012011022 + 021012021,
021 = 011021011 + 022022012 + 012021012 + 021022011-
Tre¢a i Cetvrta jednadzba (12) jesu jednake, Sto proizlazi
iz jednadzbe (5) i Cinjenice da je
012 = 021 =
Jednadzbe (12) mogu se skrac¢eno pisati u obliku

(12)

y = Tyx.

0i; = 0ilojlo‘ll +0/10j2 012 + 0i20jl021+ 0i20j*2022

i=1ili 2 7=11li 2 (13)

Ako se u (13) uvrsti i= 1, j= 1, dobitée se prva jed-

nadzba (12). UvrStenjem i= 2, j —2 dobit ¢e se druga itd.

Jednadzba (13), uz primjenu Einsteinove konvencije, moze se
skratiti tako da glasi

Oij = aipajqOpg, (14)
gdje su i, j slobodni, a p i g ponovljeni indeksi.

Jednadzbe (10) i (14) predstavljaju zakone transformacije
vektora, odnosno tenzora drugog reda. One mogu posluZziti i
za definiranje tenzora. VeliCina koja je odredena sa tri kom-
ponente M, koje se transformiraju prema (5), jest tenzor prvog
reda ili vektor. VeliCina odredena sa devet komponenata, koje
se transformiraju prema (14), jest tenzor drugog reda. Tako se
definiraju i tenzori visSih redova. Tako npr. tenzor Cetvrtog
reda Tiju ima 34= 81 komponentu, a transformira se prema
zakonu

Tijki — aiPajgakrais Tpgrs. (15)

Tenzor nultog reda ili skalar pri transformaciji ostaje nepro-
mijenjen, tj.

S=5, (16)

gdje je S bilo koji skalar.
Poput vektora, transformiraju se i koordinate, tako je

Xi —aipXp, (17)
§to u razvijenom obliku glasi
*1 = 011*1 + 012*2 + 013*3,
*2 = 021%1 + 022*2 + 023*3, (18)
*3 = 031*1 + 032%2 + 033*3.
Isto je tako
*/ = apixp. (19)

Tenzorska algebra

Zbrajanje. Zbrajati i oduzimati mogu se samo tenzori istog
reda. Zbraja se tako da se zbroje pripadne komponente. Zbra-
janjem tenzora Aij i B dobije se tenzor Cfj, koji ima isti red
kao i tenzori i Bijf tj.

Cij = Aij + B
Tipicne su komponente, npr., Cu = Au +5n,
+ Bes3 itd.

MnoZenje. Medusobno se mogu mnoziti tenzori bilo kojih
redova. Ako se pomnoZi tenzor reda m i tenzor reda n, dobit
¢e se tenzor reda m + n, npr. mnoZenjem tenzora prvog reda
Ai s tenzorom drugog reda Bjk dobit Ce se tenzor treceg
reda Cijk,

(20)
C23 = 723 +

Cijk = AiBjk. (1)

Tipicne su komponente, npr., Cm = AiBu, C312 = A 3712 itd.
Dijeljenje tenzora tenzorom nije definirano.

Kontrakcija je operacija kojom se izjednaCuju dva indeksa,
pri ¢emu se red tenzora smanjuje za dva. Ako je Tijkim tenzor
petog reda, nakon kontrakcije indeksa k i /, pre¢i ¢e u tenzor
tre¢eg reda Tijkkm= Tijum= Tijssm Za ponovljeni indeks mozZe se
odabrati bilo koje slovo, osim slova i, j, m, koja su ve¢ upo-
trijebljena.

Zbrajanje, mnoZenje i kontrakcija jesu tenzorske operacije,
Sto znaCi da se primjenom tih operacija na tenzorima dobiju
opet tenzori.
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Kvocijentnizakon. Ako se neki sustav brojeva m-tog reda
pomnoZi stenzorom «-tog reda i pri tomedobijetenzor
(m + n)-tog reda, sustav brojeva m-tog reda jest takoder tenzor
m-tog reda. Ako su npr. Bim i Cijkim tenzori drugog, odnosno
petog reda, te ako vrijedi relacija

AijkBim = Cijkim, (22)
tada je veliCina Aijk tenzor treceg reda.

Supstituirajuci (Kroneckerov) tenzor sij definiran je na sljedeci
nacin:

S, . «
0 za i43 @3)
Matrica tog tenzora glasi
1.0 0
Py]= 0 1 0 (24)
0 0 1

Taj tenzor ima iste komponente u svim koordinatnim susta-
vima, pa se naziva jo$ izotropnim tenzorom, tj.
Sij = Sij. (25)
Tenzor se naziva supstituiraju¢im, jer se pomoéu njega moze
izvrditi zamjena indeksa, npr.
SijVj = W, (26)
Sto proizlazi iz
SijVj = Snvi + Si2v2 + Si3V3.

Ako je i=1, Sijvj=vi, jer je ¢12 =413 =0. Za i=2,
SijVj = v2,jer je S21 = 423 = 0. Isto tako je za i = 3, S3jvj = V&.
Sve se tri jednadzbe skraéeno pisu:

SijVj = vi.
Jo$§ neki primjeri supstitucije jesu:
SijTk = Tik,  SrsTpor = TpoS  SijSjk —Sik-

Alternirajuci tenzor eijk definiran je na sljede¢i  nacin:
eijk= +1, ako su i,j,k ciklicka permutacija brojeva 1,2,3, tj.
ei23 —C€23i = £312 = 1, 27)
djk = — 1,ako su i,j,k anticiklicka permutacija brojeval,2,3, tj.
£321 = £213 = £132 = —1],

eijk = 0 u svim ostalim slucajevima.

I alternirajuci tenzor ima jednake komponente u svim koor-
dinatnim sustavima, tj. invarijantan je pri transformaciji koordi-
natnih osi.

Izmedu tenzora i Sij vrijedi sljede¢i odnos:

Cijkeimk = SilSjm  SimSjl. (28)

Skalarni produkt dvaju vektora a -b u indeksnom zapisi-
vanju glasi:

a b =ciibi = a\bi + a2b2 + a363. (29)

Vektorski produkt vektora a i b jest vektor ¢ kojemu su
komponente odredene izrazom
a = eijkdjbk. (30)
U razvijenom obliku vektor c glasi: ¢ = (a2bs —03”2)11 +
+ («371 —0263)r2 + (aib2—a2bi)is. Prema jednadZzbama (30)
i (27) vrijedi:

Cl = £1230273 + £1320342 = «213 o £F3A2,
€2 = ¢23103&1 + £2130173 = «3h1 ~ AL1AB,
Q= £31201"2  + e32IClI2bi = aib2  —Cl2bi,

tj. brojevi ci, & i G podudaraju se s komponentama vektora
c=axh

Simetri¢ni i antisimetricni tenzori. Tenzor bilo kojeg reda
moze biti simetrian ili antisimetrican s obzirom na bilo koja
dva indeksa. Tako je tenzor Tiju simetriCan za indekse i i k,
ako je

Tijki = Tkiju. (31)
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Tenzor je antisimetriCan za indekse i ij, ako je
Tijki = —Tjiki. (32

Tenzor moZe biti simetri¢an ili antisimetri¢an za viSe parova
indeksa istodobno. Svaki se tenzor 2. reda moZe rastaviti u
simetriCan i antisimetrican dio, npr.

Tij —Sij + Aij = —(Tij + Tiji) +— (Tij - Tjil  (33)

gdje je
Sti. Tij+ Tj) simetricni, a 34)
Aij =-(Tij- Tji) antisimetricni dio. (35)

Produkt s kontrakcijom simetricnoga i antisimetri¢nog ten-
zora jednak je nuli, tj.
SijAij = 0. (36)
Simetricni tenzori drugog reda veoma su vazni u mehanici
kontinuuma, pa ¢e se navesti neka njihova svojstva. Tenzor
drugog reda Tij pridruzuje svakom smjeru (definiranom jedi-
niénim vektorom rij) neki vektor vh tj.

M = Tijrij. (37
Jednadzba (37) moze se napisati u obliku
Xrii = Tijnj, (38)
gdje su rii i rij jedinicni vektori, a X je skalar.
Jednadzba (38) mozZe se preinaciti u
TArij —Xm = 0, (39)
odnosno
(Tu - ASij)rij = 0. (40)

Jednadzba (40) predstavlja tri linearne jednadzbe sa tri nepo-
znanice, koje u razvijenom obliku glase:

(Tu —nyni + Tize2 + 7i3¢3 =0,
721m + (T22 —X)riz2 + T23ri3 = o,
T3i«i + T32nz2 + (T33 - A3 = 0.

Netrivijalno rjeSenje sustava (41) postoji samo ako je deter-
minanta sustava jednaka nuli, tj. ako je

(41)

Tu —A T\2 T13
T12 T22-/1 T2 =0 (42)
T13 T23 T33 —X

Jednadzba predstavlja kubnu jednadzbu s nepoznanicom X
Naime, nakon razvoja determinante, dobije se

A3-1iX2+ 12X -h =0, (43)
gdje su lu 12 i /3 prva, druga, odnosno treéa invarijanta
simetricnog tenzora 7~ Te se invarijante ne mijenjaju pri

transformaciji koordinatnog sustava, tj. one su skalari. One su
definirane jednadzbama:

li = Tu= Tu + T22 + T33, (44)
12 =y (TuTjj-T ijTij) =
M Tt B, T T, M ¢1f5r2~ Ty - 32 (45)
/13 = ~g~éijképquiijqur—
7» 712 713
TI2 T2 723 (46)
713 T23 733

Kubna jednadzba (42) ima tri realna rjeSenja /1 Z /2 2: A3
koja se nazivaju glavnim vrijednostima simetrinog tenzora Tij-
Svaka glavna vrijednost odredena je jediniCnim vektorom tu,
prema tome, postoje tri glavna pravca odredena jediniCnim
vektorima n|, ni' i ni". Ti se vektori mogu dobiti rjeSavanjem
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sustava jednadzbi (41), uz uvjet da je

n{+ri2 +nl=1.

(47

Ako se u (41) uvrsti A= Ai, dobiju se komponente ni.
Za A—Az dobiju se komponente ni', a za A= A$ komponente
ni". Glavne vrijednosti simetri€nog tenzora ujedno su i eks-
tremne vrijednosti dijagonalnih komponenata, tj. jedna od
njih je minimalna, a druga maksimalna. Izvandijagonalne kom-
ponente za glavne pravce jednake su nuli. Ako se kao koordi-
natne osi odaberu glavni pravci, matrica simetricnog tenzora
glasi:

Ai 0
[7yl= A2
0 0 ¢3
Izotropni tenzori jesu oni kojima se komponente ne mije-
njaju pri transformaciji koordinatnog sustava. Vrlo su vazni u
mehanici kontinuuma, jer se pomoc€u njih opisuju svojstva izo-
tropnih materijala.

0"
0

Tablica 2
IZOTROPNI TENZORI

Red

tenzora Opéi oblik izotropnog tenzora

Svi skalari su izotropni
Nema izotropnog vektora
oida
aeik
ficlijokd + Pelikdfl + yildjk

U tablici 2 prikazani su op¢i oblici izotropnih tenzora do
Cetvrtog reda. Tu su a, /?, y proizvoljni skalari. Tenzor treceg
reda aeijk jest izotropan pri rotaciji koordinatnog sustava, ali
nije pri zréaljenju, tj. pri prijelazu od desnog na lijevi koordi-
natni sustav, pa se ne moze u punom smislu smatrati izotrop-
nim tenzorom. -

Tenzorska analiza

U svakoj to€ki nekog podrucja koje obuhvaéa kontinuum,
fizikalne veliCine, kao npr. temperatura, brzina, naprezanje itd.,
imaju odredenu vrijednost koja se mijenja od tocke do toCke,
a isto tako se mijenja u toku vremena. Tada se kaZze da je to
polje temperature, polje brzine, polje naprezanja itd. U tenzor-
skoj analizi razmatraju se skalama, vektorska i opcenito ten-
zorska polja.

Deriviranje tenzora. Ako se parcijalno derivira tenzor reda
m po koordinatama Xi, dobije se tenzor reda m+ 1 U in-
deksnom zapisivanju parcijalna derivacija oznaCuje se zarezom
iza indeksa, iza kojeg slijedi indeks koordinate po kojoj se
derivira. Parcijalna derivacija moze se oznaCiti i tako da se
pred veli¢inu koja se derivira stavi simbol d koji ima indeks

koordinate po kojoj se derivira. Slijedi nekoliko primjera
oznacCivanja parcijalnih derivacija:
dui
— . = djn = Vjj,
dxj ) )
doij
J: OkNij — &ijki (48)
OXk
dhi
M2 dikvi = ik
dxjdxk

Primjeri simbolickog zapisivanja gradijenta, divergencije, rotora
itd., koje je navedeno u prva dva stupca, i indeksnog zapi-
sivanja, koje je navedeno u zadnja dva stupca:

grad# = V# odgovara = dt<P,
divu = Vij odgovara vifi = divio (49)
rotv = V xv odgovara eijk\kj = eijkdjVk,
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V2t =VV$ odgovara <Pu= dxP, (49)
V44 = V2V2#¢ odgovara <Puj mmdnj/P.
Primjeri deriviranja koordinata po koordinatama:
dxi
8xj XiJ ~ Sih
dxi ;
8 {okrad) —atk XK —aikdfj —atj, (50)
0Xj O Xj O Xj
dxi  d(akixXk dxk
d)): = 4@ _ g = akidkj = aji

Integriranje tenzora. Integriranjem tenzora reda m prema
smjeru koordinata dobiva se novi tenzor reda m+ 1 Tako je
JTijdxk tenzor tre¢eg reda. Integralni poucci Kkoji vrijede u
vektorskom racunu, vrijede i u tenzorskom rafunu. Poucak
Gaussa i Ostrogradskoga glasi:

J Hijk...pdv=j n,Tijk. .dS, (51)
(\%] S

SI. 4. Model za tumacenje poutka Gaussa i
Ostrogradskoga

gdje je T7jk.. tenzor proizvoljnog reda, Vv volumen Kkoji je
obuhvacen plohom S, a np vanjska normala (si. 4). Stokesov
poucak glasi:

$ lijk . dXi — J*nqCapiTijk._pdS, (52)

(©) ©®
gdje je S zakrivljena ploha omedena krivuljom C, a dxi ele-
ment tangente na krivulju C (si. 5).

r*
Sl. 5. Model za tumacenje Stokesova poucka

TENZOR NAPREZANJA

Povrsinske i volumenske sile. Vanjske sile koje djeluju na
kontinuum ili njegov dio mogu se podijeliti na volumenske i
povrSinske sile. Volumenske sile, kao npr. gravitacija, elektricne
i magnetske sile, djeluju na daljinu i odnose se na jedinicu
volumena. PovrSinske sile su kontaktne sile djelovanja izmedu
dvaju tijela ili izmedu dvaju dijelova jednog tijela. Kad se uzme
stvarna molekulama struktura tijela, vidi se da su i povrSinske
sile, sile koje djeluju na daljinu. To su zapravo medumole-
kulame sile kratkog djelovanja.
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Neka je mali element kontinuuma volumena F toliki da je
jo$ dovoljno velik da sadrzi mnogo Cestica (atoma i molekula).
Rezultanta svih sila koje djeluju na daljinu na Cestice unutar
dijela volumena AF neka je Fv. Volumenska sila/ koja djeluje
na jedinicu volumena definirana je jednadzbom

ff— Him Y.
AF

Ta definicija pretpostavlja preSutno da granicni prijelaz de-
finiran jednadzbom (53) postoji i da njegova vrijednost ne ovisi
o nacinu kako AF tezi prema nuli, tj, prema tocki (AF ne
smije teziti prema nuli tako da prelazi u povrSinu ili krivulju).

(53)

SI. 6. Model za definiranje vektora naprezanja

Slika 6 prikazuje dio tijela koje je zamiSljeno da je presje-
¢eno ravninom na dva dijela. Dio presjeka povrSine A ima
vanjsku normalu n. Na taj dio presjeka odsjeceni desni dio
tijela djeluje silama koje imaju rezultantu AF i rezultirajuci
moment AM. Srednji ili prosjec¢ni vektor naprezanja na dijelu
presjeka AA iznosi

=
Pst——A ,

dok je srednji vektor momenta naprezanja
M

Ako sad AA tezi prema nuli preko niza AA\ AA”, AA™ tako
da stalno obuhvada toc¢ku 7; tada pST tezi prema pravom vek-
toru naprezanja u toCki Ty tj.

AF

m— . 54
»0 AA (54)

pns=
Indeks n u oznaci pn oznacuje da vektor naprezanja djeluje
na presjeku koji je definiran vanjskom normalom n. Na sli¢an
nacin />-n oznaCuje vektor naprezanja s vanjskom normalom
—n. Ako je pn vektor naprezanja kojim desni dio tijela djeluje
na lijevi u to€ki T9onda je p~n vektor naprezanja kojim lijevi
dio djeluje na desni u istoj toCki. Prema zakonu akcije i re-
akcije (si. 6¢) oCito je

p~n — Pn: (55)

Kad AA tezi prema nuli, vektor sprega naprezanja koji potjeCe
od kontinuirano raspodijeljenih unutradnjih sila takoder tezi
prema nuli. To ne znali da se ne mogu pojaviti spregovi
naprezanja koji su uzrokovani strukturom materijala. Materijali
u kojima se pojavljuju spregovi naprezanja nazivaju se mikro-
polarnim materijalima.

U tehnickim proraCunima vektor naprezanja p rastavlja se
na dvije komponente: normalnu a i posmi€nu z (si. 6b). Te
komponente iznose:
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a —pncos(p,  t = pnsincp, (56)

gdje je 0g (@™ n kut izmedu vektora p i normale n.

Pri definiranju vektora naprezanja p ne mora se zamisliti
ravninski presjek niti tijelo mora biti u ravnoteZi. Na slici 6d
prikazano je nekoliko presjeka zakrivljenim plohama S\ 5", S
kroz tocku T. Svi ti presjeci u toCki T imaju zajedni¢ku nor-
malu /i, pa je za sve presjeke vektor naprezanja isti. Ako u
tocki T presjeci nemaju istu normalu, vektor naprezanja je
redovito razlicit.

SI. 7. Grafi¢ki prikaz: a) vektora naprezanja, b) komponenata tenzora
naprezanja

Neka su sa pi, /72, p3 oznaCeni vektori naprezanja Kkoji
djeluju na presjecima xi, X2, X3, tj. na presjecima Kkoji su
okomiti na koordinatne osi xi, X2, odnosno X3 (si. 7a). Svaki
se od tih triju vektora moZe rastaviti u komponente u smjeru
koordinatnih osi xi, X2, X3, odnosno u smjeru jedini¢nih vek-
tora li, 2, #3 (sl. 7b):

Pl —(TU T + <7121%2 + CI3i3,

P2 —021%1 + <X22%2 + 023**3, (57)
P3 = 031*1 + 032*2 + 033*3,
Sto se skrateno moze pisati u obliku:
Pi= X (Tijij i=l, 2ili 3 (58)
J=i
Devet brojeva 011,012,...,033 tvore kvadratnu matricu
011 012 013
L<TA= 021 022 023 (59)

031 032 033

U oznaci komponente tenzora naprezanja Gij prvi indeks
oznaCuje presjek na kojem djeluje naprezanje, dok drugi indeks
oznacuje koordinatnu os u smjeru koje djeluje komponenta
naprezanja. Tako je npr. 032 komponenta koja djeluje na pre-
sjeku okomitom na X3, a paralelna je s osi X2. Normalne
komponente imaju jednake, a posmicne ili tangencijalne kom-
ponente razliite indekse.

Presjek je pozitivan ako mu je vanjska normala usmjerena
u pravcu ii, *2 ili *3. Ako je vanjska normala usmjerena
suprotno od #1, *2 ili *3, presjek je negativan. Prema definiciji,
komponenta je naprezanja pozitivna ako je na pozitivnhom pre-
sjeku usmjerena pozitivno ili je na negativnom presjeku usmje-
rena negativno.

Pokazat ¢e se da matrica (59) predstavlja matricu tenzora
drugog reda, koji se naziva tenzorom naprezanja. U tu se svrhu
razmatra tetraedar na slici 8a. Kako za svaku zatvorenu plohu
vrijedi

Sl. 8. 1z ravnoteze elementarnog tetraedra slijedi da je napre-
zanje atl tenzor
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>ndS = 0, (60)
(S
gdje je n vanjska normala, a dS element plohe, to je
n\A —PMAAI —i2AA2 —13AA3 = 0. (61)
Uzastopnim skalamim mnoZenjem sa #, i2, *3 dobije se
\At = AAnL, \A2=\An2, AA3= AX«3, (62)

gdje su /11, n2 i «3 komponente normale n.

Na elementarni tetraedar na slici 8b djeluju povrsinske sile
P-u p-2, P-3,Pn i volumenska sila/ (koja moZe obuhvatiti
i silu inercije). Jednadzbe gibanja tetraedra glase:
P-XAAL A\~p-2AA2+ P -3AA3 +pnAA +/yANNAN. =0, (63a)
gdje je Ah visina spuStena iz 0 na AA. Ako se uzmu jed-
nadzbe (62) i (55) a zatim pokrati sa AA i pusti da Ah teZi
prema nuli, dobit ¢e se

Pn =Pl +p2n2 +P3N3. (63b)

Taj se vektorski izraz moZe zamijeniti sa tri skalama, koja
se uz pomo¢ (57) mogu napisati u obliku

P(M) —pl= 01171 + 02172 + 03113,

Rn2=P2 =012«1 + 022n2 + 032«3,

P8 —P3 = ¢i3M + "23"2 4 (B33/I3.

Indeks n stavljen je u zagradu da se naglasi da on nije

tenzorski indeks. Dok je vektor p pisan debelim slovom, nije

moglo do¢i do zabune, pa indeks n nije stavljan u zagrade.

Tamo gdje ne postoji moguénost zabune, indeks n se ispusta.
Jednadzba (64) u indeksnom zapisivanju glasi:

Pi = Qijrii. (65)
Kako su pj i rit vektori, prema kvocijentnom zakonu (22)

atj jest tenzor drugog reda, pa se transformira prema tom
zakonu:

(64)

0ij = QipClia(dpa- (66)
Pokazat ¢e se da je tenzor oy simetriCan, pa za njega
vrijedi sve ono S§to vrijedi za simetricne tenzore drugog reda.
Tako u svakoj tocki postoje tri medusobno okomita pravca
za koje su normalne komponente ekstremne, a posmicne kom-
ponente jednake nuli. Te ekstremne vrijednosti oznaCuju se sa
o1, 02 i 03 i nazivaju se glavnim naprezanjima.
Sferni i devijatc-rski dio tenzora naprezanja. Pod srednjim
normalnim naprezanjem podrazumijeva se veliCina definirana
jednadzbom

(67)

Sto je ocito invarijanta koja ne ovisi o izboru koordinatnog
sustava. Tenzor 0,, moZe se rastaviti na dva dijela

0/j =odij + Sij —— Ckkdij '} Sij.

Prvi pribrojnik na desnoj strani jest sferni dio tenzora na-
prezanja i on predstavlja jednoliko rastezanje ili jednoliko tla-
¢enje u svim smjerovima. Drugi pribrojnik jest devijator ten-
zora naprezanja i predstavlja Cisto smicanje. Kako je Sij=
= Gij —aSij, jednadzba (67) u matricnom obliku glasi

g 0 01 '011-0 012 013
oup]= 0 0 0 + o2 022 —0 023 (68)
0 0 0 031 032 033 —0

Da je prva invarijanta devijatora naprezanja jednaka nuli,
tj. Skk= Su + S22 + 883 = proizlazi iz ovoga: ako se zbroje
dijagonalni ¢lanovi u drugoj matrici jednadzbe (68), dobije se
011 + 022 + 033 —30 = Sn + s22 + 533, Sto je prema (67) jed-
nako nuli. Odatle je &2 = —su —533, pa se devijator s,; moZe
rastaviti u tri dijela, tj.

. 0 Sl2 513 ‘5N 0 o1
Ijl= 521 0 53 + 0o -Su 0 4
53! 52 0 0 0 0
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m o0 0 1
+ 0 —53 0 (69)
0 0 53

Prva matrica predstavlja tri smicanja za tri koordinatne
ravnine. Rastezanje i sabijanje jednakim iznosom u dva medu-
sobna okomita smjera (si. 9) ekvivalentno je smicanju u ravni-
nama zakrenutim za 45° (v. Nauka o Cvrstoéi). Slijedi da i preo-
stale dvije matrice jednadZzbe (69) predstavljaju smicanje. Kad
su materijali izotropni, sferni dio uzrokuje promjenu volumena,
a devijatorski dio promjenu oblika elementa kontinuuma.

SI. 9. Stanje naprezanja u kojem
djeluju tla€na i vlatna naprezanja
jednakim iznosom a u dva medu-
sobno okomita smjera ekviva-
lentno je Cistom smicanju u rav-
ninama zakrenutim za 45° po-
smi¢nim naprezanjem x = a

KINEMATIKA KONTINUUMA

Lagrangeov pristup. Gibanje kontinuuma moZze se opisati
prema sustavu prostornih koordinata xu Kontinuum se sastoji
od niza djelica ili Cestica. Gibanje jedne Cestice kontinuuma
potpuno je odredeno ako se u svakom trenutku zna poloZaj
Cestice, tj. ako su poznate tri funkcije,

Xi = Xift\ (70)

gdje su Xi prostorne koordinate Cestice, a t vrijeme. Gibanje
kontinuuma je poznato ako se za svaki djeli¢ kontinuuma
pozna jednadzba (70). U tu svrhu potrebnojeidentificirati ili

oznaciti pojedine Cestice, npr. tako da sezada polozaj svake
Cestice u odredenom trenutku. Obi¢no se bira pocetni trenutak
to. Koordinate Cestica u pocetnom trenutku oznacene su s yu
a nazivaju se materijalnim koordinatama. Gibanje kontinuuma
moZe se opisati na sljede¢i nacin:

xi = xi(yi,y2,y3,t),
X2 = X2(yuy2,y3,t), (71)
*3 = X3(yuy2,y3,t\
ili skraceno:
Xi = Xi(yuy2,y3,t). (72)

U literaturi se taj naCin opisivanja gibanja kontinuuma
zove Lagrangeov nacin. OCito je za t = to.

Xi = yi- (73)

Ako se u jednadzbama (71) drZe konstantnim koordinate
yt a mijenja vrijeme i, dobije se zakon gibanja jedne Cestice,
i to upravo one koja u trenutku to zauzima polozaj xi = y1,
X2 —y2 i X3 = "3, Nasuprot tome, ako je t=ti = const, a
koordinatama yt daju se sve moguce vrijednosti, dobije se po-
loZzaj pojedinih Cestica kontinuuma u zadanom trenutku ti.

Koordinate xt vezane su za prostor promatrata. NajceSce
su vezane za Zemlju, ali mogu biti vezane za Sunce, brod,
avion ili neko drugo vozilo, ve¢ prema potrebi. Nezavisne
koordinate yi, y2, y3 i t nazivaju se Lagrangeovim koordi-
natama.

Vektor pomaka u, brzine v i ubrzanja a. Na slici 10 prika-
zano je gibanje dijela kontinuuma u vremenu At —t —t0. Cestica
yt, tj. Cestica koja u trenutku tO ima prostorne koordinate yu
nalazi se u tocki Ao s vektorom polozaja r0, a Cestica yi + dyi
u toCki Bo s vektorom poloZaja r0+ dro.

U trenutku t > to Cestica yi nalazi se u toCki A s vektorom
polozaja r, a Cestica --dy; u tocki B s vektorom polozZaja
r + dr. Vektor koji spaja pocetni i konacni polozaj neke cestice
naziva se vektorom pomaka te Cestice i oznaCuje se sa u. Kom-
ponente tog vektora jesu ut. Vektor polozaja ima razliite vri-
jednosti za razliite Cestice, tj. ovisi 0 yi, a isto tako ovisi o
vremenu i, pa se moze pisati

ut = Ui(yiy2,ys,t). (74)
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Ocito je
Xi(yuyz,ys,t) = Xi(yi,y2,y3it0) + Ui(yuy2y3,t), (75)
odnosno, uzevsi u obzir (73),
Xi = yt+ Ui (76)

Brzina v Cestice jest derivacija po vremenu vektora poloZaja
te Cestice, tj.

df dXi
v =—, odnosno Vi= .
di di
Uzme li se u obzir (76), bit ¢e
d(yi + tii) dui
_ (v ) _ n
Vi=- & = n  =ur
jer yi ne ovisi o vremenu.
Komponente vektora ubrzanja jesu
dvi  d2Xi
(78)

SI. 10. Graficki prikaz uz definiciju pomaka tenzora
deformacije. 1 poéetni polozaj u trenutku t0 2 polo-
7aj u trenutku t

Eulerov pristup. Prema tom pristupu kao nezavisne varijable
usvajaju se prostome koordinate xu x2, X3 i vrijeme t. One
se ¢esto nazivaju Eulerovim koordinatama. Prema tom pristupu
gibanje se smatra zadanim, ako su zadani brzina v ubrzanje
a,, temperatura T i druge veliine, ovisno o xu x2, x3 i t,
tj. ako je zadano

V, = v,(xu x2,x3t),
dt = ai(xux2,x3,),
T= T(xux2x3it) itd.

Dok se u Lagrangeovu pristupu u prvom redu promatraju
brzina, ubrzanje, temperatura i druge fizikalne veliine pojedinih
materijalnih Cestica, u Eulerovu pristupu promatraju se razli-
Cite fizikalne veli¢ine u pojedinim toCkama prostora.

Materijalne koordinate mogu se izraziti pomocu prostornih
inverzijom jednadzbe (72), tj. u obliku

(79

yt = yi(xi,x2,x3,t)- (80)
Ako se u (80) drZi konstantnim xIf x2 i x3, a mijenja vrijeme
i, dobiju se sve Cestice koje ¢e u toku vremena proci kroz
zadanu toCku prostora.

Materijalna ilokalna derivacija. Brzinapromjene bilo kojeg
skalamog, vektorskogili tenzorskog svojstva cestice Py..., kako
je opaza promatra¢ koji se giba zajedno s Cesticom, naziva se
materijalnom, individualnom ili supstancijalnom derivacijom. Ma-

. -~ - . d ... .
terijalna derivacija ozna€uje se simbolom — ili tockom iznad

MEHANIKA KONTINUUMA

veli¢ine
p: _d*v  dPil.jyiy2,y3,t) 81
R T (61)
pri y{= const.
Ako je svojstvo
tama xt, bit ée

zadano prema prostornim koordina-

dPij...

" 9 (82
Pij dt dt * dxk di ©2)

K
Kako je ddii= vk bit ce
. dPil.  dPu
dPjL - 83
dt at Y axk ®3)

Prvi ¢lan na desnoj strani te jednadzbe karakterizira brzinu
promjene promatranog svojstva u odredenoj toCki prostora i
naziva se lokalnom ili mjesnom brzinom promjene (derivacija).
Drugi €lan na desnoj strani naziva se konvektivnom brzinom
promjene. Na temelju iznesenog uvodi se operator materijalnog
deriviranja

di dt ®4)

Tenzor deformacije. Pri gibanju pojedini dijelovi kontinuuma
mogu se deformirati, tj. mijenjati oblik i obujam. Deformiranje
se kontinuuma matematicki opisuje pomocu tenzora deforma-
cije. Tenzor deformacije usporeduje samo pocetno nedeformi-
rano stanje i konacno ili deformirano stanje kontinuuma i ne
razmatra trenutna stanja kontinuuma izmedu tih dvaju krajnjih.
Smatrat ¢e se da je poznato deformiranje tijela u okoliSu neke
Cestice ako se za svaku elementarnu duZinu koja prolazi kroz
tu Cesticu moZe odrediti promjena njene duljine i njen zakret.
Slika 10 pokazuje kako se promijenio kvadrat elementarne

duzine AOBO. Neka je dso = AOBO =dro i ds = AB = dr.
Tada je

(Js2 —dso —dr-dr —dr0-droQ, (85)
odnosno u indeksnom zapisivanju
ds2 —ds? = dxtdxi —d”-d”. (86)

Kako je xt=yt+ Ui(yxy2iy3t), bit ¢e

dxi = dyt+ d* =dyt+j 1dyj = dyt+ ulUjdyh
0y]
pa se moze pisati

ds2 - ds? = (d>(+ uiddyj)(dyi + uiikdyk) - d~d” =
= d™.d?j - uudyddyl + uUdykdyi + uujuukdyjdyi- dj/jd”.

Nakon sredivanja i zamjene oznake ponovljenih indeksa do-
bije se

ds2- dso = {Uij + ujj + uKiuk)dyidyj = 2Lijdytdyj, 87)
gdje je
.1 dui duj dukduk
U= 2 g0+ dyi + dytdyj (88)
Lagrangeov tenzor konacnih deformacija. Da je tenzor

drugog reda, proizlazi iz kvocijentnog zakona. Naime, lijeva
je strana jednadZbe (87) skalar, dok je desna umnozak sustava
drugog reda Ltj i dvaju vektora dyt i d*-. Do istog zakljucka
moglo se do¢i, uzimajuc¢i da je Ly dobiven tenzorskim ope-
racijama nad vektorom uu pa je prema tome tenzor.

Na sli€an na€in moze se dobiti i Eulerov tenzor konacnih
deformacija Eij. Ako je pomak ut zadan u ovisnosti o pro-
stornim koordinatama xu bit ¢e

yi = Ui(xu x2,x 3,t).

oy
Odatle je dyt= dxt dr:djtfz dxi — Uijdxj, pa se moZe pisati

ds2—dso = dxidxi —dytalyi =
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—dxjdx,-  (dx- ujj){dxi UKdxjdxk
= Mi U Mq)dx; dxj
= 2Eijdxidxj,
gdje je
E'_ l/dul:duj dulfdul'< (89)
lj 2 \dxjdxt dxidxj

tenzor drugog reda. Kako su L i simetri¢ni tenzori dru-
gog reda, oni imaju svoje glavne osi i glavne vrijednosti koje
se odreduju na poznati nacin.

Prikazat ¢e se dvije komponente tenzora u razvijenom
obliku u tenzorskom zapisivanju i iste te u uobiCajenom teh-
nickom zapisivanju. Tako je npr.

dui 11duA2 du2 . du3
dxx+ 2 \dxi dxi dxi
(90)
1 idux du2\  1iduidui du2du2 du3du3 itd
2 2\dx\ dxi) + 2 + dxrdx2  dxidx2 '

Iste komponente uz oznake Xi,X2,*3 = X,y,Z 1 Mi,«2,Ws = u,v,w
glase:

1/du\2  /dvi2  8w\2_ o
En=fc+Tfe +ax
©1)
1jdu~ dv\ 1I1dudu ~dvdv ~ dvwdw” .
12 +m . itd.
2 \<ty dx) 2 \dxdy dxdy dxdyj
Na slican nacin moZe se prikazati i tenzor u razvijenom
obliku.

U metalnim i mnogim drugim konstrukcijama pomaci u{i
njihovi gradijenti uf relativno su mali, pa se njihovi kvadrati
mogu zanemariti. Tako se dolazi do tenzora malih deformacija
Eij. Kako je pri malim uh xf%yh tenzor malih deformacija
ima isti oblik u materijalnim i prostornim koordinatama, tj.

8« = y(«W + «,(), (92)

i taj je tenzor simetrican.
Matrica tenzora malih deformacija glasi:

1 1
£11 ™2 £13 ~2~y*y  ~2-yXz
1 1
MW= g1 £22 £23 = L, (93)
I ~2 "yx
1
£31  £32 £33 X ¥ Py

Prva matrica je dana u tenzorskom zapisivanju, a druga na
nacin kako je to uobi¢ajeno u nauci o ¢vrsto¢i, odnosno dru-
gim tehnickim disciplinama. Dijagonalni elementi ili duzinske
deformacije predstavljaju zapravo relativna produljenja duZina
paralelnih s osima x, y i z lzvandijagonalni elementi pred-
stavljaju promjenu pravog kuta (vise o znaCenju komponenata
malih deformacija v. Nauka o C€vrstoéi).

Tenzor brzine deformacije. Slika 11 prikazuje dvije Cestice
kontinuuma s njihovim putanjama. U nekom trenutku t Cestica
A ima polozaj xf i brzinu vu a Cestica B poloZaj xf+ dxf i
brzinu Vi+ dV. Kako je vt= Vi(x,,x2,x3,t\ moZe se pisati

dvi
dvi = -*dXj.
0Xj
Gradijent brzina v§j jest oCito tenzor drugog reda, koji se moze
rastaviti na simetri€ni i antisimetricni dio, tj.
dvi  8vt\
dx i dxj  dxt

1 fdvi
2 \dxj

dvi)

94
dxij )
odnosno

“eij 4" dtp (95)

181
gdje je
eu=yfau + @ (%)
tenzor brzine deformacije, a
dij—2 (y W (97

tenzor vrtlozenja.

SI. 11. Graficki prikaz uz definiciju brzine de-
formacije. sA i sB putanje Cestica A i B

Derivacija po vremenu tenzora deformacije ejj dobije se na
sljede¢i nacin:

1 ldui duA i u = Ui 230
, = Ui(yuys,ys,i),
eJ 2N + 8yj yuysy
pa je
G- iliiii+«iU faiduA
di 2 dt\dyj dyt 8yi vdi )
odnosno
1fdvi dyj

98

£J~ 2 Ux,+ 8yj) ©8)

Usporede li se jednadzbe (96) i (98), vidi se da se tenzori

hij i eij opcenito ne podudaraju, ali je pri malim pomacima
* yu Pa je

¢a« el (99)

OPCl ZAKONI MEHANIKE KONTINUUMA

Protok ili fluks kroz zatvorenu plohu. Volumen K koji je
omeden plohom S (si. 12a), u danom trenutku obuhvaca dio
kontinuuma, Kako se kontinuum nalazi u gibanju, on na dijelu
plohe S napusta volumen V, a na dijelu plohe ulazi u volumen
V. Kroz element plohe dS u vremenu di istekne kontinuum
kojemu je volumen dV jednak valjku osnovice dS i visine n)dt
(si. 12b), gdje je Mn)= v~i normalna komponenta brzine. Ako
se elementarni volumen ViHidSdt pomnoZi s gustoéom g, dobit
¢e se kolic¢ina mase koja u vremenu di protekne kroz element
povrSine dS. Ako je produkt Vint pozitivan, radi se o istjecanju,
a ako je negativan, radi se o utjecanju mase u volumen V.
Prema tome, brzina istjecanja mase kroz element plohe dS ili

» QVintdSdt . i
elementarni protok mase iznosi 9——-(—15 ————— = gViUidS. UKupni

protok (fluks) mase Qm kroz S dan je jednadzbom

om — J gviuids. (100)

SI. 12. Grafi¢ki prikaz uz definiciju protoka mase
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Ako se u podintegralnu jednadZzbu mjesto g uvrsti gvj,
—QV}Vj itd., dohit ¢e se protok koli¢ine gibanja Qp, kineticke
energije itd.
J gVjvitiids.
(C)]

Zakon o ocuvanju mase. Protok mase kroz zatvorenu plohu 5
jednak je smanjenju mase unutar volumena K tj-

2p = (101)

guiriids = - — gdV (102)
© W

Kako je zapaZeni, tzv. kontrolni volumen konstantan, bit ¢e

IgviKids + 2?dV: 0, (103)
® ]
odnosno nakon primjene Gaussova poucka (51),
dv=0. (104)
J-
Y

Volumen V moze se odabrati proizvoljno, pa podintegralna
funkcija mora biti jednaka nuli, ftj.

dg
dt * (QW\i = 0, (105)
odnosno u simboli¢kom pisanju
d
df +V -[gv)= 0. (106)

Ta se jednadzba zove jednadzba kontinuiteta. Ako se provede
naznaceno deriviranje, bit ce

dg

dt

Kako je g = g{xi,x2,x3,t) funkcija ne samo vremena t nego i
koordinata x,, koje su takoder funkcije vremena, bit ¢e

dg dg t dgdxi de |,
Q~di-Tt+2 in =Tt + QiVi
Na temelju (108) moZe se jednadzba (107) pisati u obliku

(107)

+ eiVi + QvU = 0.

(usy

g+ guii=o, (109)
odnosno u simbolickom obliku
ANV -D =0 (110)
JednadZzba (109) u razvijenom obliku glasi:
do (dv,dv?2 a3\
df  \ébcj dx2 dx3j
odnosno
do/dvx dvwv dvz. (111)
d+ct +¥ +57]=

Zakon Kkolicine gibanja. Promjena po vremenu koliine gi-
banja kontinuuma volumena V jednaka je rezultanti svih sila
koje djeluju na kontinuum, tj.

Pds-  (112)

J*Tt (QV)dv + j*tev)wnddS = J f'dv +

(\U] (®) ™ ©
Prvi integral na lijevoj strani predstavlja promjenu koli€ine
gibanja koja je nastala zbog promjene gustoée, odnosno brzine
unutar volumena V. Drugi integral na lijevoj strani predstavlja
promjenu koli€ine gibanja koja nastaje zbog protjecanja mase,
a snjom i koli¢ine gibanja kroz S. Prvi integral na desnoj strani
predstavlja rezultantu volumenskih sila, a drugi rezultantu po-
vrsinskih sila koje djeluju po povrsini 5, kako je prikazano na
slici 13. Prema (65) moZe se pisati pt = c*nj. Nakon primjene
Gausova poucka jednadzba (112) prelazi u
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4 @) @ivii + Gi dv=o. (113)

0

Kako je V proizvoljan, bit ¢e podintegralna funkcija jednaka
nuli, pa se nakon sredivanja moze pisati

dvi
8Tt + vijwu
Prema (105), prva uglata zagrada iSCezava, dok prema (84),

druga uglata zagrada predstavlja materijalnu derivaciju brzine,
tj. ubrzanje at= &= ii,.

(114)

M -fi- aiii=0.

SI. 13. Graficki prikaz uz zakon kolicine
gibanja

Sada se moze pisati

ji+f=0Qh (115)
Taj izraz predstavlja jednadzbe gibanja, koje u razvijenom obliku
glase:

dair  dal2 da:s
1 ] -+/i=CPi M, (116)
odnosno
dox dxxy dzx
& + iy +-N 4+ Q- ‘v~
drwx  d(v  dxx
li +«7+I1F +/"- ei’ (117)
dx dy dz

Zakon momenta koli€ine gibanja. Taj je zakon u mehanici
krutih tijela izveden za sustav Cestica. On glasi:yDerivacija
po vremenu momenta koli€ine gibanja jednaka je momentu
vanjskih sila, tj.

(118)

gdje je L moment koliine gibanja, a M moment vanjskih
sila. Oba momenta odnose se na istu toCku. Dio kontinuuma
volumena V (si. 14) moZe se smatrati sustavom Cestica, pa za
njega vrijedi

a
(eikxjgvk)dv+ |eim”migvinidS =

M ®

AijkXjfk H | eijkxjPk- (119)

|
() ®

Prvi integral na lijevoj strani predstavlja promjenu momenta
koli¢ine gibanja koja nastaje unutar V zbog promjene gustoce,
brzine i polozaja pojedinih djelica kontinuuma, a drugi inte-
gral predstavlja promjenu momenta koli¢ine gibanja zbog pro-
toka mase kroz kontrolnu povrsinu S. Prvi integral na desnoj
strani predstavlja moment volumenskih sila, a drugi moment
povrSinskih sila. Ako se u (119) uvrsti prema (65) Pk = "ikAi,
zamijeni ponovljeni indeks m sa j i zatim primijeni Gaussov



MEHANIKA KONTINUUMA

poucak, dobije se

d
eijk — {XjQVk) + {XjQVkViii - (xj<tih dV—0. (120)

»0
Volumen Vje proizvoljan, pa je podintegralna jednadzba jed-
naka nuli. Nakon sredivanja dobije se

Aijk) Xj Arfenk) + (QVKVR —fk — (Tili

dxj

+ ~~Quvk+ XjiQvkvt- Xk = 0. (121)

iy .dxj )

Prva uglata zagrada prema (113) iSCezava. Isto tako je o vj
i xjyl = 3ji, te sjivji = vj i sjicik = ajk, pa se moZe pisati

2eijkQukVj - eijkojk = 0. (122)

Sl. 14. Graficki prikaz uz zakon momenta
koli¢ine gibanja

Prvi €lan predstavlja produkt simetricnoga i antisimetri€nog
tenzora za indekse j i k, pa je jednak nuli. Sada (122) prelazi
u oblik

eijk<k = 0. (123)
Kako je eijk antisimetri¢an, bit ¢e Gk simetri¢an, tj. bit ¢e
°jk = °kj, (124)
odnosno u razvijenom obliku
&y ~ Cr=8& i &x~ & (125)

Zakon o ofuvanju energije. Dio kontinuuma volumena V
omeden jepovrSinom  Sprema slici 15. Zakon o ocuvanju
energije moZesenapisati u obliku

. . - e
W{Te\/,v,+eUJdV+J QViVi +eU)vjnjds
™
¢ivi + Q)dV+ JpiD.dS- J gjrijds, (m
™ ()]

gdje je gU unutrasSnja mehanicka energija po jedinici volumena
koja potjeCe od nesredenog (toplinskog) gibanja Cestica i polja
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intermolekulamih sila, iQvt\Vi kineti¢ka energija po jedinici vo-
lumena koja potjeCe od makrogibanja kontinuuma, Q gustoéa
izvora topline, —qjnj toplinski tok (predznak je minus jer
toplina struji od toplijega prema hladnijem tijelu), fivi snaga
volumenskih sila, a p{M snaga povrsinskih sila.

Nakon primjene Gaussova poucka i jednadzbe pt= a’rij
slijedi:

o el-jvivi+ u\-fvi _g + QVjlywv + U

11

— (<M —4j)jld F= 0. (127)

Kab i prije, podintegralna jednadzba jednaka je nuli. Nakon
sredivanja dobije se

1 \ [ dvi dU
ft+BVK ~ i+T T -*¥ +¥
+ qujipivVyj + Uj) —fiVi —Q —Ojivyj — (Tjijvi -+ qjj = 0. (128)
Uglata zagrada prema (105) jednaka je nuli, pa je
v .
a VYT AW — MU
=Q + %jivij - aij (129)

Prema (84) uglata zagrada je jednaka U, a okrugla ¢j. Isto je

tako prema (95) &jivU = Ojie* + Qjidij. Medutim je djidij = 0,
jer je Gji simetrican, a dij antisimetrian tenzor. Sada je

QU FViQvi fi  &ij)=0Q QiJ (130)

Prema (115) zagrada je jednaka nuli Kako je ¢¢¢»éu, hit Ce

qU = oijhij + Q - qjj. (131)

JednadZba (131) predstavlja zakon o oCuvanju energije. U njemu

su obuhvaéene samo toplinska i mehanicka energija. Medutim,
lako se moze proSiriti da obuhvati i ostale oblike energije.

Gjieij

KLASIFIKACIJA MATERIJALA

Sve do sada izvedene jednadZzbe odnose se na op¢i konti-
nuum, tji. na sve materijale: Cvrste, tekuée i plinovite. Isto
tako pojmovi pomaka, brzine, deformacije, naprezanja itd. defi-
nirani su neovisno o posebnim svojstvima materijala. Na Zalost,
nepoznatih veli¢ina je vise nego opc¢ih jednadzbi mehanike, pa
je potrebno u razmatranje uvesti dopunske jednadZzbe. Te se
jednadzbe nazivaju odredbenima, fizikalnima ili konstitutivnima,
a ovise o vrsti materijala. Opée jednadZzbe mehanike konti-
nuuma prikazane su u tablici 3, a nepoznate veliCine u tab-
lici 4.

Tablica 3
OPCE JEDNADZBE MEHANIKE KONTINUUMA

. . N Broj
Fizikalni zakon Jednadzbe jednadzbi
Oc¢uvanje mase e=e»ii=o0 1
Koli¢ina gibanja gvi = <jjij +fi 3
Ocuvanje energije qU = <7yey + Q-qgit,k 1
Moment koli¢ine Qij = G 3

gibanja

Ima 14 nepoznanica i 5 jednadzbi Jednadzba OQij = Qjt je
implicitno uzeta time $to se uzelo da ima samo 6 nepozna-
nica. Brzina deformacije ne predstavlja dopunske nepoznanice,
jer, poznavajuci brzinu, mozZe se odrediti i brzina deformacije.
Prema tome, nedostaje 9 jednadzbi Ako se iskljuCe iz razma-
tranja toplinske pojave, za 10 nepoznanica ostat ¢e samo 4
jednadzbe.

Jednadzbe koje nedostaju jesu jednadzbe koje povezuju na-
prezanje, deformaciju i brzinu deformacije. Prema obliku tih
jednadzbi kontinuum se Klasificira u razliite materijale: ela-
sti€ne, plasticne, elastoplasticne i fluide.
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Tablica 4
NEPOZNANICE

Broj

Oznaka nepoznanica

Naziv Primjedba

Gustoca
Brzina

Naprezanje °jj

“ij = <

Unutrasnja
energija

Brzina de-
formacije

Toplinski
tok

Elasticni materijali

Ima viSe definicija elasticnog kontinuuma, odnosno elastic-
nog materijala. Neke od njih jesu:

1) Materijal je elastiCan ako je rad deformacije po bilo kojem
zatvorenom ciklusu jednak nuli

2) Ako je materijal elastiCan, pri konstantnoj temperaturi
postoji jednoznacna veza izmedu naprezanja i deformacija.

3) Pri rasterecenju elasti¢no tijelo potpuno se vraa u prvo-
bitni oblik i dimenzije.

Prva definicija je najopcenitija i obuhvaca preostale dvije.
Sve tri definicije obuhvacaju linearno elasti€ne i nelinearno
elasticne materijale. Materijal je linearno elastican ako napre-
zanja linearno ovise o deformacijama, kako je ilustrirano na
slici 16. Dalje ¢e se razmatrati samo linearno elasticni ma-
terijali.

SI. 16. Dijagrami deformiranja: a) linearno elasticnog materijala,
b) nelinearno elasticnog materijala, c) neelasticnog materijala

Anizotropni materijali. Materijal je anizotropan ako njegova
elasticna svojstva ovise o smjeru. Npr. drvo je anizotropan
materijal jer se drugaCije rasteze u smjeru vlakanaca nego u
smjeru poprecno na vlakanca.

Kod najopéenitije anizotropnog materijala svaka kompo-
nenta naprezanja ovisi o svakoj komponenti deformacije i
obratno, tj.

&ij— KK, (172
£ij = SijkiVki, (133)
gdje je Cijki tenzor elasticnosti, a Siju tenzor podatljivosti.

Komponente Cijki mogu se izraziti pomo¢u komponenata Sijki
i obratno. Elasticno tijelo ima elastiCni potencijal <

1
0- 2 Gijufijgkn (134)
za'koji vrijedi
oP 135
dsij (135

Tenzori Cijki i Sijki imaju opcenito 81 komponentu, medutim,
sve medu njima nisu medusobno nezavisne. Kako je <= a,
i Bj= gi, bit ¢e

Cijki = Cjiki = Cjuk, (136)
Sijki = Sjiki = Sjuk, (137)
§to uvjetuje da se broj nezavisnih komponenata smanjuje na
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36. Jednadzba (134) uvjetuje simetriCnost tenzora CijK i Sijki
za grupe indeksa ij i kI, tj.

Cijki = Ckuj, Sijki —Skuj. (138)
Ta simetricnost dalje smanjuje broj nezavisnih konstanti elas-
tiCnosti na 21. Vecina tehniCkih materijala ima razlicite oblike
elasti€ne simetrije. Za primjer neka posluzi elasti¢ni materijal
koji ima jednu ravninu elastine simetrije, npr. ravninu ox2x3
To znaci da pri zrcaljenju koordinatnih osi na toj ravnini
(si. 17) komponente tenzora Cijki ostaju nepromijenjene. Pri
tom desni sustav 0 xix2*3 prelazi u lijevi sustav Ox1X2X3, tj.

Xi= ~Xi, *2=%*2  *3=*3 (139)
*  [-1 oo Xi
*) = 0 10 X (140)
X3 0 0o 1 x3
gdje je matrica transformacije
-1
Kl= 0 (141)
00
Kako se pri zrcaljenju konstante ne mijenjaju, bit ée
Cijki  Cijkh (142)
odnosno
Cijk — 0,ipcljgélkrs Cpars. (143)
Bilo koja komponenta Cabcd iznosi
CaBD ~ QAQBIAICQDsCpoys. (144)

Indeksi oznaceni velikim slovima A, B, C i D imaju jednu,
odredenuvrijednost 1, 2 ili 3, a indeksi oznaceni malim slovima
mogu imati bilo koju od tri vrijednosti 1, 2i 3. Prema (141)
koeficijenti aAp, dBg, acr i aDs razlikuju se od nule samo ako
su oba indeksa jednog koeficijenta jednaka, i tada imaju vri-
jednost 1 ili —L

SI. 17. Transformacija koordinata zrcaljenjem
na ravnini Ox2x3

Prema tome se moZe pisati
Cabcd = (— 1T Cabecd, (145)
gdje je n broj indeksa koji imaju vrijednost 1 Ako je n ne-
paran, bit ¢e
(146)

tj. bit ¢e cabca = 0. Sve moguce nezavisne kombinacije indeksa
(ima ih ukupno 21) navedene su u tablici 5.

Cabcd — —Cabcd,

Tablica 5

INDEKSI NEZAVISNIH KOMPONENATA TENZORA
ELASTICNOSTI Cij

1111 1112 1113 1122 1123 1133
1212 1213 1222 1223 1233
1313 1322 1323 1333
2222 2223 2233
2323 2333
3333~
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Kombinacije indeksa koje imaju neparan broj jedinica pot-
crtane su ravnom crtom u tablici 5 Pripadne komponente
tenzora Cijki jednake su nuli, tj.

Ci112 = Qii3 = Ci1222 = Ci1223 =
= ”M233= 71322 = Q s23= 333 = 0. (147)

Tih komponenata ima 8, pa materijal s jednom ravninom
simetrije ima 21 —8 = 13 nezavisnih konstanti elasti¢nosti

Ortotropni materijali. Materijal koji ima tri medusobno oko-
mite ravnine elasticne simetrije naziva se ortotropnim. Takvi
materijali sve se viSe upotrebljavaju u tehnici. To su u prvom
redu stakloplastici i drugi armirani materijali. Ako materijal
ima dvije medusobno okomite ravnine simetrije, onda je i treca
ravnina okomita na njih takoder ravnina simetrije. Za, mate-
rijal koji imadvije ravnine simetrije Ox2x3 i 0*1 x3slicnim
razmatranjem kao uveé prikazanom, moZe se pokazati da su
komponente koje imaju neparan broj jedinica i neparan broj
dvojki jednake nuli. Komponente s neparnim brojem dvojki
valovito su potcrtane u tablici 5. Vidi se da su 4 komponente
veC bile potcrtane u prethodnom primjeru. Prema tome, pre-
ostaju 4 komponente, osim onih u (147), koje su jednake nuli, tj.

(148)

C1213 = Ci123 = C2223 = C2333 = 0.

Sada materijal ima samo 13 —4 = 9 nezavisnih konstanti elas-
ti€nosti. Ako materijal ima tri ravnine elastiCne simetrije, bit
¢e sve komponente koje imaju neparan broj jedinica, ili ne-
paran broj dvojki, ili neparan broj trojki, jednake nuli. U
tablici 5 vidi se da se sve komponente koje imaju neparan
broj trojki podudaraju bilo s komponentama s neparnim brojem
jedinica bilo s neparnim brojem dvojki, tj. trea ravnina elas-
tiCne simetrije uvjetovana je prvim dvjema.

Izotropni materijali. U izotropnim materijalima elasti¢na
svojstva ne ovise o smjeru. Tada je tenzor elasti¢nosti izo-
tropan tenzor Cetvrtog reda. Njegov najopcenitiji oblik glasi:

Inki = oiSijSja + pSikSji + ySaSjk, (149)

gdje su a, /? i 7 skalari. U (149) CijkX simetricno je za in-
dekse ij i k9, pa se tenzor Im moze preinaCiti u

hjki —~SijSki + fi(SikSji + SuSjb) + v(SikSji — SuSjk),
gdje su: X=1a, [/fitv=17R —V=yV.

Prva su dva Clana simetricna za indekse ij i kj, dok je
tre¢i €lan antisimetrican za oba para indeksa, pa je za tenzor

elasti¢nosti u najopcenitijem obliku dovoljno usvojiti prva dva
Clana, tj.

(150)

Cijk = AdijSu + n(dikdji + SuSjK. (151)
Tada Hookeov zakon glasi
Oij = XSijSkieki + fi(SikSji + SuSjK)Ekh (152)
odnosno
(%j = XekkSij + IjiEij. (153)

Vidi se da u izotropnim materijalima postoje samo dvije ne-
zavisne konstante elasti¢nosti X i fi. One se zovu Lameove
konstante. U nauci o ¢vrstoéi upotrebljavaju se druge konstante
elasti¢nosti: Youngov modul elastiCnosti £, modul smicanja G,
prostorni modul elasti¢nosti K i Poissonov koeficijent v. Modul
klizanja podudara se s Lameovom konstantom /;, tj.

li= G (154)

Plasti¢ni materijali

U elasticnim i plasticnim materijalima deformacije ovise o
naprezanjima i obratno, medutim, naprezanja i deformacije ne
ovise 0 vremenu, tj.

Ot =/(£«)- (155)
Dok je u elasti¢nih materijala ta veza jednoznacna, u plasti¢nih
materijala naprezanje ovisi ne samo o veli¢ini deformacije
nego i o Citavom procesu deformiranja. Mnogi materijali koji
se pri normalnim temperaturama i malim naprezanjima pona-
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Saju elasticno, pri poviSenim temperaturama ili pri velikom
naprezanju ponaSaju se plasti€no. Prema tome, treba govoriti
0 plasticnom stanju materijala.

Kriteriji plasti¢nosti ili kriteriji teCenja materijala jesu zakoni
koji definiraju granicu izmedu elasti€nog i plasticnog ponaSanja
materijala. Kriteriji plasti¢nosti imaju oblik

e (156a)

Ako je u nekoj tocki/ (q17) < C, u okolisu te toCke materijal
se ponasa elasticno. Ako je/ (eri7) > C, materijal se plastificirao,
tj. ponaSa se plasticno. U grani¢nom je sluCaju

f{0ij) = C. (156b)

Kad bi se mogla lako i to¢no simulirati u laboratoriju
sva moguca naprezanja i pri tome registrirati razina naprezanja
pri kojoj nastupa tecenje materijala, ne bi bio potreban kri-
terij plasti¢nosti. Medutim, kako je nemoguce u laboratoriju
uvijek imitirati sva stanja naprezanja koja se javljaju u teh-
nickim konstrukcijama, potrebno je naci nacin da se predvidi
teCenje u konstrukcijama, koji bi se zasnivao na rezultatima
pokusa Sto se mogu jednostavno provesti u laboratoriju. Naj-
CeS¢e se provode pokusi jednoosnog rastezanja i tlacenja (sabi-
janja), smicanja, a ponekad i troosnog jednolikog tlacenja.
Ocito, osim ovog prakticnoga, kriteriji plastiCnosti imaju i teo-
rijsko znacenje.

Izotropni materijali. Ako je materijal izotropan, kriterij se
plasti¢nosti moze prikazati u jednostavnom obliku

/(01,02,03) = 0, (157)

pri ¢emu glavna naprezanja a2 i 03 imaju jednak utjecaj
na teenje. Pokusi provedeni na izotropnim materijalima poka-
zuju da je te€enje neovisno o jednolikom troosnom tlacenju
(sabijanju) ili rastezanju. Zbog toga povrSina popustanja koja
je definirana jednadZzbom (157), u koordinatnom Xx sustavu
(0g10203) predstavlja simetricno tijelo kojemu je pravac
01= 02 = 03 os simetrije (si. 18). Ravnina koja prolazi kroz
ishodiSte, a stoji okomito na pravac = ¢ = 03, naziva se
devijatorskom ravninom. Krivulja po kojoj devijatorska ravnina
sijeCe povrSinu tecenja naziva se krivuljom teCenja. Ona ima
sljede¢a svojstva: krivulja ne prolazi kroz ishodiste; krivulja je
simetriCna prema osima su s2 i s3; ako materijal ima jednaka
vlacna i tlacna svojstva, krivulja je simetricna s obzirom na
tri osi koje su okomite na st, s2 i s3; krivulja je konveksna.

Osi su s2 i s3 su projekcije osiju Su 02 i <3 na devija-
torsku ravninu i predstavljaju glavne vrijednosti devijatorskog
dijela tenzora naprezanja. Dvije moguée krivulje jesu kruZnica
i 3esterokut (si. 19). Sesterokut predstavlja kriterij najveéih pos-
micnih naprezanja, koji je postavio H. Tresca. Pripadna povr-
Sina teCenja jest pravilna Sesterostrana prizma (si. 20), kojoj
je presjek ravninom Ocriaz Sesterokut (si. 21). Kruznica pred-
stavlja R. von Misesov kriterij, kojemu odgovara povrsina
teCenja u obliku kruznog valjka. Taj valjak sijeCe ravninu 0giQ2
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Sl. 19. Krivulje teCenja u devijatorskoj

ravnini: a) kruznica (von Misesov kri-

terij), b) pravilni Sesterokut (Trescin
kriterij)

u elipsi. Kriteriji tecenja imaju slican oblik s teorijama ¢vrstoce
koje se obraduju u nauci o ¢vrsto¢i, pa se dopunska obja-
Snjenja mogu naci u tom poglavlju (v. Nauka o ¢vrstoci).

Anizotropni materijali. Opc¢i kriterij te€enja anizotropnih
materijala glasi:

(riijOijV + (JNijuOijVkif + (nmmnaij<uom)y+ ...~ 1  (158)

Za vecinu tehnickih materijala dovoljno je uzeti prva dva
Clana uz eksponente a =1, = 1/2. Tada kriterij ima oblik

Hijoij H (IijkI~ijfAkl) = 1 (159)

Kad su vlacna i tlatna svojstva jednaka, onda je /7i-= 0, pa
(159) prelazi u

Koj ek — 1 (160)
Velic¢ine J7y, n ijkh n ijdm ... nazivaju se tenzorima plasi¢nosti
2, 4, 6 ... reda.

Tekucine

Pod nazivom tekucine, u Sirem smislu, podrazumijevaju se
tekuéine u uzem smislu ili kapljevine i plinovi. U tekuéinama
je otpor na promjenu oblika zanemarivo malen prema otporu
na promjenu volumena. U stanju mirovanja vektor naprezanja
je okomitna povrSinu na kojoj djeluje, tj.kolinearan je s
normalom. Svi pravci su pravci glavnih naprezanja, pa se moze
pisati

Qy = - pSu. (161)
p.=a..n.= - prij. (162)
Sve su realne tekucine viSe ili manje viskozne, tj. pri gibanju
realne tekucine pojavljuju se i posmicne komponente napre-
zanja, tj.
= - Psa+ Tip (163)
gdje je iij tenzor viskoznog naprezanja.

Idealna tekucina je neviskozna i nestlaCiva, pa za nju i pri

gibanju vrijedi

Qij = - pcij- (164)
Ta jednadzba predstavlja eksperimentalno utvrdeni Pascalov
zakon. Cesto se voda, zrak i druge tekuéine mogu smatrati
idealnim tekuéinama.

U stladivim' teku¢inama tlak p, gustoéa g i apsolutna
temperatura T povezani su jednadZzbom stanja

p=f(Q.T).
Npr. za idealni plin vrijedi
P = gRT,

(165)

(166)

SI. 20. Povrsina te€enja prema Trescinu Kriteriju
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SI. 21. Presjek povrsine teCenja ravninom

gdje je R plinska konstanta. Ako je gibanje tekucine takvo
da tlak ne ovisi o temperaturi, tj. ako je

p="f(e\ (167)

gibanje je barotropno.

Newtonova i Stokesova tekucina. U realnim tekuc¢inama ten-
zor viskoznog naprezanja ovisi 0 tenzoru brzine deformacije

Tij=fiNeki). (168)
Ako je veza nelinearna, tekucina se naziva Stokesovom, a ako

je linearna, tekucina je Newtonova. Za anizotropne Newtonove
tekucine (168) prelazi u

tij = Kijki hd- (169)
Tenzor viskoznosti Kijki oCito je simetriCan za indekse ij i k,l.

Ako je Newtonova tekuéina izotropna, moze se slinim razma-
tranjem kao kod izotropnih elastinih materijala doci do

°U= ~ P&U+ ijtkk + 2n*eih (170)

gdje su A* i /i* konstante viskoznosti analogne Lamcovim
konstantama elasti¢nosti

Viskoelasti¢ni materijali

Viskoelasti¢ni materijali imaju svojstva elasti¢nih tijela i vi-
skoznih teku€ina, tj. u njima naprezanje ovisi i o deformaciji
i 0 brzini deformacije. U posljednje vrijeme teorija viskoelastic-
nosti dozivjela je velik napredak. Tome je pridonijela sve veca
upotreba polimemih materijala koji se pretezno ponasaju visko-
elastino. Medutim, i mnogi drugi materijali kao beton, asfalt,
metali pri poviSenim temperaturama itd. imaju viskoelasti¢na
svojstva.

Svojstva realnih viskoelasti¢nih materijala utvrduju se poku-
sima puzanja i relaksacije i dinami¢kim pokusima. Puzanje je
pojava porasta deformacije pri konstantnom naprezanju g0.

or -

Sl. 22. Dijagrami: &) puzanja, b) relaksacije



MEHANIKA KONTINUUMA

Relaksacija je opadanje naprezanja u modelu koji je podvrgnut
konstantnoj deformaciji e0. Rezultati pokusa puzanja i relaksa-
cije prikazani su na slici 22. Omjeri J(t) = £(t)/co i E(t) = &(t)/£0
nazivaju se funkcijom puzanja, odnosno funkcijom relaksacije
(si. 23). Ako su J(t) i E(t) neovisni o 00 odnosno £0, materi-
jal je linearno viskoelastican. Dalje se razmatraju samo linearno
viskoelasticni materijali.

SI. 23. Graficki prikaz: a) funkcije- puzanja J(t\
b) funkcije relaksacije E(t)

Dinamicko ponaSanje viskoelasti¢nih materijala ispituje se na
dva nacina: a) uzorak materijala podvrgne se sinusoidnom na-
prezanju g = <asin(car) i biljezi deformacija £= £sin (toi +
b) uzorak se podvrgnesinusoidnoj deformaciji £a = sin(cot) a
biljezi naprezanje aasin(¢or + ep).

Rezultati prvog pokusa prikazani su na slici 24. Komplek-
sni modul materijala definiran je jednadZzbom

* - A
9 =", (171)
Sto se moZe prikazati u obliku
£X(ift>) = Ei((0)+ iE2(@>\ (172)

dje je Ei = — costp modul akumulacije, E2 ——sin <p modul
gadje ] = p ] = P

disipacije, a i= I/--T imaginarna jedinica.

Sl. 24. Dijagram dinamickog ispitivanja viskoelasti¢nog
materijala.

Na slican nacin, pri drugom pokusu, definira se kompleksna
podatljivost
j(ift) =~ =j~rm)+ U 2(0), (173)
gdje je Ji(ft)) podatljivost akumulacije, a J2(co) podatljivost
disipacije. Sto su ve¢i E2 i J2, veta je disipacija energije
pri deformaciji, dok veli¢ina Ex i utjeCu na akumulaciju
energije deformacije.

Kad je poznato J(t) i konstantno naprezanje a0, moZe se
odrediti deformacija kao funkcija vremena

e(t) = J(t)oo. (174)

Na slican na€in mogu se odrediti naprezanja u modelu pod-
vrgnutom konstantnoj deformaciji

(7(0 = E(t)eo. (175)
Ako nametnuto naprezanje odnosno deformacija iiisu kon-
stantni, ne mogu se direktno primijeniti jednadzbe (174) i (175).

Neka se naprezanja mijenjaju skokovito (si. 25). Tada vrijedi
Boltzmannov princip superpozicije, ftj.

£(t) = (DI(t) + ald(t - ti) + g2J(t - t2) + ...,

odnosno

(176)

187

s(t) = 'Zo - td. 77)
i=
Analogno vrijedi
G(t)=Zo£iE(i-ti). (178)
é:

Ako se nametnuta naprezanja mijenjaju kontinuirano, jed-
nadzbe (177) i (178) prelaze u

t
Q)= | E(t- T)AT, (179)
-®
e(0= J Jt- O~ dr> (18°)
gdje su i i i oznake za vrijeme. Oznake ¢ i £ u jednadzbama

(171) do (180) odnose se na normalna i na posmicna napre-
zanja, tenaduZinske i kutne deformacije. Medutim, sve te
jednadzbe vrijede za jednostavna naprezanja: rastezanje, tla-
Cenje i smicanje.

Razvijenije teorije obuhvacaju i prostorna naprezanja, koja
ovdje nisu razmotrena.

RUBNI PROBLEMI

Odredbene jednadzbe koje vrijede za pojedine materijale,
zajedno s opéim zakonima mehanike kontinuuma, dovoljne su
za odredivanje svih nepoznatih veli¢ina ako su zadani odredeni
rubni uvjeti. Metode rjeSavanja tih rubnih problema obraduju
se u posebnim podrucjima mehanike kontinuuma: mehanici
fluida, teoriji elasticnosti, teoriji plasticnosti i teoriji viskoelas-
ticnosti. RjeSenja mnogih prakticnih problema deformabilnih
tijela mogu se nac¢i u €lanku Nauka o &vrstodi.
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