MEHANIKA, KVANTNA -

Izvori zracenja, dipolni momenti atoma u promatranom slu-
Caju, mnoZeni su skalamo s elektromagnetskim poljem, S3to
je skalama veliina, pa je to jamstvo da se ukupni angularni
moment atoma i zraCenja ne mijenja. To je sadrzano u mat-
ricnom elementu dipola, u kojemu je razlika projekcije impulsa
vrtnje pocetnog i konac¢nog stanja atoma mf—mf = Am= —ju
jednaka po iznosu i suprotna po smjeru projekciji spina fotona
H. Zeemanova komponenta s visom frekvencijom uvijek ima
Am = + 1 aji = —1 paje desno cirkularno polarizirana. Rela-
cija nti + ii = mf, koju zadovoljavaju projekcije angularnih mo-
menata atoma i zraCenja, zove se izborno pravilo za mag-
netske kvantne brojeve i strogo vrijedi. Zraenje povezano s
prijelazima Am= 0 polarizirano je paralelno, a ono sa
Am = + 1 okomito je na vanjsko polje (os kvantizacije).

Matri€ni element

WfmierYn*jm) = (-1 f
\—mf
moZe se faktorizirati u dio koji ovisi o magnetskim kvantnim
brojevima preko koeficijenata vektorskog zbrajanja angularnih
momenata i u reducirani matri¢ni element. Komponente angu-
larnih momenata zbrajaju se skalarno, a angularni momenti
vektorski, pa su razli¢iti od nule za stroga izborna pravila:

ili J'+7+7=o0-(263)

Reducirani matricni element odrazava sloZenost stanja, ve-
zanje angularnih momenata i ovisi o radijalnoj gustoéi atoma.
Reducirani matri€ni element moZe priblizno zabraniti i neke
prijelaze koji su dopuSteni strogim izbornim pravilima.

Za normalni Zeemanov efekt vidi se da ¢e, gledano u smjeru
polja, postojati dvije linije sa Am = + 1 Ona veée frekvencije sa
Am = 1 desno je cirkularno polarizirana, a ona manje frekven-
cije sa Am= —1lijevo je cirkularno polarizirana. Za # > 0 poja-
vit ¢e se tri. linije s eliptickom polarizacijom sve do 3 = iz/2.
Tada je od triju linija ona sa Am = 0 polarizirana paralelno
s magnetskim poljem i one sa Am= + 1 polarizirane su
okomito na polje.

Buduéi da je suma apsolutnog kvadrata matricnog elementa
po magnetskim kvantnim brojevima pocetnog (m) i konacnog
(m') stanja neovisna o magnetskom kvantnom broju operatora
(¢i), dobiva se
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Dobiva se isti rezultat kao i prije. Za AE % 10-~8 eV dobiva
se ¢t ~ 10-8 s.

Zakljucak

Izlaganje razvoja i sadadnjeg stanja kvantne mehanike po-
kazuje da je kvantna mehanika plod napora da se, u krajnoj
liniji, sistematski prouce i ugrade u teoriju posljedice postojanja
univerzalne prirodne konstante h, koja se mora odrediti iz
iskustva, jer se ne moZe izraziti pomoc¢u drugih konstanti.
Konstanta h povezuje valne i Cesti¢ne, dakle kontinuirane i dis-
kretne mikropojave (h/A =p i hv = E) u jednu neproturje¢nu
cjelinu, nezamislivu u makroskopskim mjerilima. Time je omo-
guéeno povezivanje pojedinacnih i globalnih karakteristika Ces-
tica i mnoStva s njihovim spektroskopskim svojstvima, u ¢emu
je zatajila klasi¢na fizika. Matematicki je to izrazeno u komu-
tacijskim pravilima gp —pq = ih i relacijama neodredenosti
AgAp M h/2. Formulirana teorija je linearna, a valna funkcija
jednoznac€na i kona€na u cijelom prostoru.

Valna funkcija, tj. rjeSenje kvantnomehani¢kog problema
(uz odredene pocetne i rubne uvjete) opcéenito, kompleksna
je velicina, pa joj se za razliku od klasi¢ne staze, elektri€nog
i magnetskog polja klasi¢ne fizike, ne moZze pridijeliti isti stu-
panj realnosti (zornosti). Unato¢ tome pomocu valne funkcije
moze se predvidjeti frekvencija pojedinih rezultata pri mjerenju
odredenih fizikalnih veli¢ina za to prikladnim uredajima (u
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odredenom okoliSu). Time u kvantnoj mehanici pojava i pro-
matra¢ postaju nerazdvojno povezani u jednu cjelinu.

Kvantnomehanicke korelacije, tipi€ne za povezivanje iz-
vjesnih svojstava dijelova kvantnomehanickih sustava, ostaju
sacuvane i nakon separacije tih dijelova, svjedoce¢i o globalnom
karakteru valne funkcije.
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G. Alaga

MEHANIKA LETA, analiza, opis i ispitivanje letenja
ili gibanja letjelica u zraCnom i gravitacijskom prostoru da
bi se odredile matematiCke relacije potrebne pri projektiranju
letjelica, kako bi se osigurala njihova poZeljna svojstva i odre-
dilo njihovo ponaSanje u svim fazama leta. U tim relacijama
pojavljuju se mase letjelice i raspodjela tih masa, interakcije
letjelice i okolice, brzine i ubrzanja, pa je pomoc¢u njih mogude
razviti raCunske postupke za projektiranje novih tipova letjelica
s unaprijed definiranim karakteristikama. Interakcija s okolis-
nim zrakom ovisi o obliku letjelice, a sile se zbog tih .interak-
cija pojavljuju u relacijama mehanike leta Pomocu tilj/relacija,
prema svojstvima koje treba da ima, mogu se odrediti i para-
metri vanjskog oblika letjelice.

Interakcija letjelice s okoliSnim zrakom proucava se u aero-
dinamici, a u mehanici leta ona se uzima kao poznato op-
terecenje zadano glavnim vektorima aerodinamicke sile i mo-
menta.

Mehanika leta moZe se razvrstati na kinematiku leta, dina-
miku leta, te upravljanje i stabilnost leta.

KINEMATIKA LETA

U kinematici leta definiraju se: referentni koordinatni su-
stavi, transformacije temeljnih vektora pri prijelazu iz jednog
u drugi koordinatni sustav, te transformacije kinematickih rela-
cija vektora polozaja, brzine, ubrzanja, kutnih brzina i kutnih
ubrzanja letjelica uopée, a posebno za odredene ciljeve letenja
kada se radi vodenja odreduju potrebne koordinate letjelica

Koordinatni sustavi u mehanici leta. U analizama gibanja letje-
lica upotrebljavaju se razli€iti koordinatni sustavi, nekad radi
jednostavnijega formalnog opisa, a Cesto zbog toga S$to su u
pocetku razvoja mehanike leta neki sustavi bili najprikladniji
za tadas$nje potrebe i mogucénosti proracuna.

Polozaj letjelica u prostoru odreduje se trima linijskim i
trima kutnim koordinatama. Linijske koordinate odreduju po-
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loZaj teZiSta letjelice, dok kutne koordinate odreduju orijenta-
ciju letjelice.

Sustavi koji su vezani na Zemlju u mehanici leta nazivaju
se geodetskim koordinatnim sustavima, koji su vezani na teziste
i tijelo letjelice dinamickima, koji su vezani na teziSte, brzinu
ijednu od ravnina letjelice aerodinamickima, a oni koji su vezani na
teziSte i brzinu letjelice te na zemaljsku okomitu ravninu kine-
matickima.

Geodetski koordinatni sustav pravokutni je i desni sustav
vezan na Zemlju, s ishodiStem u teZiStu letjelice prije polije-
tanja te s koordinatnim osima: xo u pravcu i smjeru horizon-
talne komponente pocetne brzine; y0O okomita na x0, usmjerena
od Zemlje; zo okomita na ravninu odredenu osima xo i yo0,
a usmjerena tako da Cini desni sustav.

Dinamicki koordinatni sustav pravokutni je i desni sustav
vezan na tijelo letjelice, s ishodiStem u njezinu teziStu i s
koordinatnim osima: 1 uzduZna glavna srediSnja os inercije
usmjerena prema prednjem dijelu letjelice; 2 glavna sredisnja
os inercije koja je pri polijetanju najbliZza okomici na os 1 i
koja je usmjerena od Zemlje; 3 glavna srediSnja os inercije
koja s osima 1 i 2 tvori desni pravokutni sustav.

Aerodinamicki koordinatni sustav pravokutni je i desni sustav
vezan na brzinu i jednu ravninu simetrije letjelice, s ishodi-
Stem u njezinu tezistu i s koordinatnim osima: x u pravcu i
smjeru vektora brzine letjelice s obzirom na okolicu; y okomita
na X u jednoj od ravnina simetrije i usmjerena od Zemlje;
z okomita na ravninu odredenu osima X iy, a usmjerena da
tvori desni sustav.

Kinematic¢ki koordinatni sustav pravokutni je i desni sustav
vezan na brzinu i vertikalnu ravninu, s ishodiStem u teZiStu
letjelice i s koordinatnim osima: £ u pravcu i smjeru vektora
brzine letjelice;  okomita na os i u vertikalnoj ravnini i
usmjerena od Zemlje prije polijetanja; f okomita na ravninu
odredenu osima £ i rj, a usmjerena tako da tvori desni sustav.

Odnosi koordinatnih sustava. PoloZaj letjelice u prostoru i
promjene poloZaja mogu se odrediti samo kad se definira sustav
kutova pomocu kojih ¢ée se mjeriti odnosi jednoga koordinat-
nog sustava prema drugome ili, opcenito, prema zemaljskom
sustavu kao referentnom, a nerijetko i inercijskom sustavu kada
kretanje Zemlje nema veéeg utjecaja na opis gibanja letjelice.

Geodetski i dinamicki sustavi. Na sL 1 oznake su kutova koji
odreduju odnos geodetskog i dinamicCkog koordinatnog sustava.
Ti se kutovi zovu: ip kut skretanja, # kut penjanja i y kut
valjanja.

Sl. 1. Medusobni odnos geodetskog i dinami¢kog koordinatnog
sustava

Iz si. 1 vidi se da kut skretanja ip nastaje rotacijom dina-
mickog sustava oko vertikale, kut penjanja # okretanjem oko
osi 3\ dok kut valjanja y obrtanjem oko uzduZzne dinamicke
osi 1. Komponente kutnih brzina Sto odgovaraju opisanim ro-
tacijama odredene su pomocu derivacija kutova ip, 3 i V.

Vektori, kao veliine neovisne o izboru koordinatnog su-
stava, mogu se izraziti komponentama u razli€itim sustavima
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Stoga je potrebno odrediti postupke transformacija koordinata
kada se treba prije¢i iz jednog sustava u drugi.

Pri rotaciji sustava za kut skretanja \p (prva rotacija),
izmijenit ¢e se komponente nekog vektora CP = ci. Prema ozna-
kama na si. 2 bit ¢e

N —Rx0$l + ay0S2 + az0$3 ()]
d—airi HU22 034 )

Ortovi geodetskog sustava obiljeZzeni su sa (jl9 (j2 i $3, dok
su ortovi dinamickog sustava 319 32 i a crtica (') desno
gore uz ort oznaCuje da je sustav zakrenut za jedan od triju
kutova koji odreduju odnos izmedu dva koordinatna sustava
(tzv. prva rotacija), dvocrtica (") oznacuje rotaciju za dva od tih
kutova (tzv. druga rotacija), a trocrtica () rotaciju za sva tri
kuta (tzv. treéa rotacija). U matric(nom zapisu vektori se pisu
pomocu baznih redaka i baznih stupaca, s komponentama u
pripadnom koordinatnom sustavu. Bazni redak je oznaCen crtom
ispod slovnog simbola i oznakom T u desnom gornjem Kkutu,
a bazni stupac samo crtom ispod slovnog simbola. Slovo T
na mjestu eksponenta slovnog simbola jest oznaka za transpo-
niranje. Tako se bazni redak geodetskog sustava, odnosno dina-
mic¢kog sustava nakon prve rotacije, pise:

0T —[5i7273]? d'T= \jhd2d3q

Jednakosti (1) i (2) pisane u matricnom obliku, ali za vektor
9 glase:

\V f 'V
P=dr vr =it yo ®
W 0

gdje su Vj, V? i W komponente brzine u dinami¢kom koordi-
natnom sustavu nakon prve rotacije, a x0" y0O i z0O kompo-
nente brzine u geodetskom koordinatnom siistavu. Komponente
uredene u formi stupca zvat ¢e se vektor-stupcem i ozna-
Civat ¢e se simbolom * iznad slova.

2'y0

Sl. 2. Rotacija sustava za kut skretanja tp
(prva rotacija)

Ako se izraz (3) pomnozi slijeva s baznim stupcem istog
dinamickog sustava, dobiva se

\Vr} 'x0"'
V= VT = TV yo (4)
W z0

gdje je V vektor-stupac, a Twje pravokutna matrica transfor-
macije za rotaciju za kut skretanja p

2j ~¢h -$2 -$3 cost/; 0 —sinip
TV = Ap*G| ap .ap M ER = 0 1 0 ®)
23-& "3 ‘02 3 ‘g3 sin\p o costp

Crta iznad slovnog znaka oznaCuje pravokutnu matricu.
Sliénim postupkom dobivaju se matrice rotacija za kut
penjanja 3 i kut valjanja 7:

cosS sind 01 1 0 0o m
™= —sind COS# o % Ty= o  cosy siny ()]
0 0 1 0o —siny cosy
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Lako se moZe dokazati da je totalna rotacija dinamickog
sustava, s obzirom na geodetski sustav, odredena matricom
transformacije geodetskih u dinamicke koordinate

Tod= Tr % - %. @)

Budu¢i da su sve matrice transformacije ortogonalne, vrijedi i
relacija

Tég=2rgi 1= rd (8)

3a se dinamiCke koordinate dobivaju iz geodetskih ako se
jzme inverzna ili transponirana matrica transformacije geodet-
skih u dinamicke koordinate.

Eulerove relacije kutnih brzina. Za odnosdinamickoga i
geodetskoga koordinatnog sustava karakteristicna je relacija
komponenata kutnih brzina za dinamicki sustav [c” co2co3] = coT
i kutnih brzina rotacije dinamickoga prema geodetskom sustavu
[tp#y]- 1z si. 1 neposredno se izvodi

coi sin# 0 1
a2 cos$cosy siny o ©)]
(03 -cos#siny cosy o
ili obrnuto
> 0o cosy/cos# —siny/cos#  Gil
4 = 0 siny cosy co2 (10)
y 1 —tan#cosy tan#siny (OB

Ako se rotacija letjelice mora izraziti za fiksni geodetski

sustav, dolazi sd do izraza

[0.. ‘0 sini/; cos#costp] [ X~
=1 0 sin# # (11)
0 costp —cos#siny;Jy

gdje Q oznacuje kutnu brzinu s komponentama s obzirom na
geodetski sustav.

Odnos geodetskog i kinematickog sustava. Prema definiciji,
os y0 geodetskog sustava i os 1j kinematickog sustava nalaze
se u vertikalnoj ravnini, 4ako da je yo j°§8 i okomiti pravac
sa smjerom od Zemlje. Da bi se od geodetskoga koordinatnog
sustava preSlo na kinematicki sustav, dovoljne su samo dvije
rotacije: prva oko osi y0 s kutom skretanja i druga oko
osi £ s kutom propinjanja 0 (si. 3). Matrica je transformacije
kinematickih u geodetske komponente

cos0 cosW —sin0 cosW sin W
Ty sin <9 cos <9 0 12)
-co0s0 sin sin0 sinW  cosW

Buduc¢i da je prema definiciji os £ u pravcu i smjeru brzine,
bit ce

'x0 \
yo —Tkg -0 (13)
¢0 0

SI. 3. Rotacija kinemati¢ckog sustava za kut
skretanja i kut propinjanja 0

Odnos dinamickog i aerodinamickog sustava. Kutovi rotacije
dinamickog sustava s obzirom na aerodinamicki nazivaju se:
napadni kut a (kut izmedu projekcije brzine u ravnini simetrije

TE VIII, 15
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i uzduzne glavne srediSnje osi inercije letjelice, tj. osi 1), i
kut klizanja /? (kut izmedu pravca brzine, tj. osi x i projekcije
brzine u ravnini simetrije).

Matrica je transformacije aerodinamit¢kog sustava u dina-
micki sustav

cosacos/? sina —cosasin/?
ngd - —sinacos/? cosa sinasin f? (14)
sin/? 0 cos/?

gdje indeks a oznacCuje aerodinamicki sustav, a indeks d dina-
micki sustav.
Odnos kinematickog i dinamickog sustava. Osim za kutove

a i ? (4. napadni kut i kut klizanja), kinematic¢ki sustav
rotira jo§ i za kut valjanja yc, pa je matrica transformacije:
cosacos/? cosycsina + sinasmyc —

"~ + sinyccosasin/? cosyccosasin/?
Tod — —sinacos/, cosyccosa — cosasinyc+ (15)
' sinycsinasin/? + cosycsinasin/?
sinp —sinyccos/? cosyccos/?

gdje indeks k oznacuje kinemati¢ki sustav.

Zbog svojstva ortogonalnosti transformacijskih matrica, vri-
jedi relacija

* TT rn—1

7 M

dk = Jkd — - (16)

tj. analogno relaciji (8), dinamiCke koordinate dobivaju se iz
kinematickih pomocu transponirane matrice transformacije ki-
nemati¢kih u dinamicke koordinate.

SI. 4. Medusobni odnosi kinematitkog, aerodina-
mickog i dinamic¢kog koordinatnog sustava

SI. 4 prikazuje kinematic¢ki koordinatni sustav (osi £, 1, f)
i dinamicki koordinatni sustav (osi 1, 2, 3) s definicijom ku-
tova rotacije yc, /? i a, koji dovode od kinematickog do dina-
mickog sustava. Na si. 4 posebno je istaknut aerodinamicki
koordinatni sustav (osi X, y, z) kojega os y lezi u ravnini
simetrije letjelice.

Matrica je transformacije aerodinamickog sustava (osi x, vy,

z) u kinemati¢ki koordinatni sustav (osi 1, o
1 0 0
7ik — 0 cosyc —sinyc a7
o sinyc cosyc
a matrice pojedina€nih rotacija jesu:
cosa sina o
T = -sina cosa o0
0 0 1
cosp o -sinP
TR= 0O 1 0 (1&
sinp o cosP
A 0 0
Tyc: 0 cosyc sinyc
o - sinyc cosyc.
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Matrice transformacije mogu se dobiti iz matrica pojedi-
na¢nih rotacija ako se ove posljednje mnoZze obrnutim redom
od reda rotacija, npr.

d N NG Ngd
T _tT. rmp __JiT__rp
akiyc> ika— iak — iyc’

Na si. 5 vidi se odnos svih Cetiriju koordinatnih sustava
s pripadnim kutovima rotacije, a si. 6 prikazuje shemu mogucih
transformacija tih sustava.

SI. 5. Medusobni odnosi Cetiriju koordinatnih sustava s pripadnim kutovima
rotacije

Dopunske trigonometrijske relacije. Dosad definirani koordi-
natni sustavi i njihovi uzajamni odnosi nisu uvijek dovoljni za
analize i opis gibanja letjelica. Cesto je potrebno naéi jo§ i
pogodne jednakosti koje povezuju kutove rotacije. Za tu svrhu
uzimaju se skalarni umnosci ortova razli€itih sustava, ali istoga
geometrijskog znacenja.

Buduéi da svaki element matrice transformacije predstavlja
kosinus kuta izmedu pripadnih osi, mogu se konstruirati mnoge
relacije koje u razlic¢itom obliku utvrduju istu geometrijsku
¢injenicu. Matrica transformacije dinamic¢kog u aerodinamicki
sustav glasi:

3i 3i -32 a, -3,-
Tda= a2 a2-Ji d2m32 a2 m33
as .a3-2i h m82 as-33

Iz matrice (19) i transponirane matrice (14) proizlazi da prvi
redak daje kosinuse osi x aerodinamickog sustava (s ortom Ux)
i osi 1 dinamickog sustava (s ortom 3X, pa se dobiva:

cii = cosacos/™ —sinacos/?32 + sin/?33,

(20)
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d3 = —cosasin”™3i + sinasin/?32 4- cos/?33. (21)
Analogno je za geodetski i dinamicki sustav:
(= sin"\Sj -k cos$cosy32 —cos#siny33, @
$3 = —sinty?cos#31 + (cost/?siny + sintpsin$cosy)32 +
+ (cosxpcosy —sm\psin$smy)(I3. (23)

Kosinus kuta izmedu osi x aerodinamickog sustava (s

ortom i osi y0 geodetskog sustava (s ortom $2) odreden
je skalarnim umnosSkom -$2 i elementom matrice (7~g)21 =
= sino, pa je

*$2 = coso !,J2) = sino = sin#cosacos/? —

24
Kosinus kuta izmedu osi x aerodinamickog sustava (s

ortom #i) i osi z0 geodetskog sustava (s ortom g3) odreden

je skalarnim umnoskom ctt -$3, odnosno elementima matrice

("ga)is = -cos”sin”, pa je

—cos#cosysinacos/i —cos$sinysin/? = <X

3i +J3 = —coso sin ¥ = —sinipcos”®cosacos/? -
— (cost/?siny + siny;sin#cos)>)sinacos/? +

+ (cosi/?cosy —sin sin#siny)sin/? = —#2. (25)
Sli¢nim rasudivanjem dobiva se i treca, ¢esto upotrebljavana,

trigonometrijska relacija u obliku:
3382 = —e0s6>sinyc = —cosasin/?sin# +

+ sinasin/?cos#cosy —cos/?cos#siny = —<p3. (26)

Relacije (24), (25) i (26) sluze kad je zbog primjene matrica
transformacija potrebno formirati dopunske uvjete koji pove-
zuju kutove 0 i yc s kutovima a, p i # Vet prema
posebnim potrebama nekog problema, mogu se slicnim postup-
kom formirati i sasvim nove relacije kao dopunski uvjeti. Tako,
prema si. 6, vrijedi opcenito:

@7)

Usvojene konvencije i izvedene transformacijske matrice
skupa s Eulerovim i trigonometrijskim relacijama Cesto se pri-
mjenjuju u mehanici leta kada se opisuje gibanje letjelica.

Kinematika vodenja. Vodenje letjelica sluzi da bi se ostvarili
zadaci leta prema nekom unaprijed utvrdenom planu ili zbog
nekog zadanog razloga. Razlikuje se vodenje letjelica bez ljudske
posade od vodenja letjelica s ljudskom posadom. Kinematika
vodenja razvijena je samo za letjelice bez ljudske posade, jer
se one pretezno vode radi susreta s nekim pokretnim ciljem.

Letjelice bez ljudske posade vode se po posebno odabranim
trajektorijama koje omogucCuju dovoljno pouzdan susret s
ciljem. Pri tom se uzimaju u obzir sva ograni¢enja zbog stvarnih
svojstava konstrukcije letjelice, odnosno svojstava uredaja u
letjelici u kojoj je iskljuceno upravljanje ljudske posade.

Vodenim letenjem naziva se let letjelice po nekoj familiji
trajektorija koje osiguravaju da letjelica ostvari zadani cilj leta.
Trajektorije vodenja samo su idealizirane krivulje u prostoru,
pa se zovu Zeljenim ili potrebnim trajektorijama. Stvarna trajek-
torija, medutim, uvijek ¢e odstupati od potrebne, a zadatak je
sustava upravljanja da se smanje greSke, tj. da odstupanja
stvarne od Zeljene trajektorije budu 3to manja.

Da se odrede greSke- poloZaja letjelice, treba raspolagati
potrebnim koordinatama ovisnim o odlukama koje se odnose
na ciljeve letenja. Funkcije koje osiguravaju tu relaciju, tj. koje
odreduju potrebne varijable gibanja prema ciljevima letenja,
zovu se kinemati¢kim vezama ili kinematikom vodenja.

Kinematika vodenja najviSe se primjenjuje na letjelicama
bez ljudske posade i vodenim raketama radi susreta s pokret-
nim ili nepokretnim ciljevima u prostoru.

Funkcija veze, ili kinematika vodenja, zadaje se pretezno
intuitivno. Vrlo Cesto se vodena letjelica prvo dovodi u odre-
denu ravninu, a zatim i u pravac, $to povecava vjerojatnost
susreta. Opcenitiji je oblik funkcija veze

8 = JE(6C,&»<!,*»As*e --m)
P =B (eo fiarc,«c,&K -)

Ty* -7°= Ta-Tp-Tyc:-Te - Tp.

(28)
(29)
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r = R(sc,pcreeccre...). (30)

lzrazi (28), (29) i (30) moraju osigurati da se letjelica,
nakon odredenog vremena kretanja, susretne s ciljem. Pri tom
se cilj predstavlja totkom u prostoru sa sljede¢a tri podatka
koji su funkcije vremena: udaljenost od odredene fiksne tocke
na Zemlji rc(i), elevacija vektora poloZaja £c(i) i azimut vektora
polozaja /x(i). Uvjet da se ostvari susret nakon vremena ts
pise se u obliku

£ —£c("sX P ~ ~c("s)» (31)
gdje koordinate bez indeksa oznacuju potrebnu poziciju vodene
letjelice u prostoru.

Zasad nije poznat nacin da se to€no odrede funkcije vodenja,
nego se one zadaju kao intuitivne hipoteze, pa se potom pro-
vjerava da li zadovoljavaju uvjete susreta. Zbog toga se pod
pojmom metode vodenja podrazumijeva zakon priblizavanja
vodene letjelice i cilja. Taj zakon, ve¢ prema varijablama rela-
tivnog kretenja cilja, odreduje potrebne varijable kretanja vo-
dene letjelice, da bi nakon nekog vremena doSlo do dovoljno
pouzdanog susreta.

Razvijene su sljede¢e dvije grupe metoda vodenja: metode
triju toCaka, $to uspostavljaju relacije izmedu pozicije vodene
letjelice, cilja i komandnog mjesta na tlu ili u zraku, i metode
dviju tocaka, S$to uspostavljaju relacije izmedu pozicije vodene
letjelice i cilja u prostoru. Prva grupa metoda vodenja pri-
mjenjuje se u sustavima daljinskog upravljanja letjelicama, dok
metode dviju toCaka sluze u sustavima samovodenja.

r ~ rc(ts),
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Najvazniji je zadatak dinamike leta da definira, opisuje i
odreduje letatka svojstva (performanse) letjelica u relevantnim
uvjetima leta. Letjelica se kre¢e u prostoru djelovanjem po-
gonskih, aerodinamickih, inercijskih i upravljackih sila i mo-
menata. Relacije tih sila i momenata izvode se iz drugog
Newtonova zakona, odnosno zakona promjene koliine gibanja

dK

Hi F, (32)

i promjene kinetickog momenta

Y (33)
~dt '
Koli¢ina gibanja jest K = mV, gdje je m masa letjelice, a V
brzina njezinog teZista. Kineticki moment H = x izra-
i
zava se kao zbroj momenata koli¢ina gibanja Cestica $ x "m,-
s obzirom na teziSte, gdje je mt masa Cestica, a Q vektor
polozZaja Cestica s obzirom na teziste letjelice.
Diferencijalne jednadzbe leta. Skalarni oblici jednadZbi leta
razvijaju se uvodenjem zapisa s baznim retkom. Tako su vektori
brzine i polozaja:

V=vlJ1+\V2R+v323=dlv (34)
8i —Qn~l + Qi2"2 + Si3”3 = ;Tel> (35)

gdje je:
V= (35)

vektor-stupac brzine s komponentama u dinamiCkom sustavu,

Qn

6i = Qi2

6i3

vektor-stupac vektora poloZaja takoder s komponentama u di-
nami¢kom sustavu, a

@7

dT = 13,2*23] (38)

bazni vektor-redak s ortovima dinami¢kog sustava kao ele-
mentima.

Ako se uvede operacija transformacije vektor-stupca u
kososimetricnu matricu pomoc¢u simbola K, a kososimetri¢cna
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se matrica ozna€i znakom ~ iznad slovnog simbola, bit ¢e

oV K -0 -co3 Qe
= (02 =d= co3 0 -Wi
0)3 -co2 & 0

pa se ubrzanje dobiva u obliku

dv Ta .
— = dT(V+EbV), (39)
at  ~
i kineticki moment za dinamicki sustav
h ='LdTeimei =i TJCb, (40)
1
odnosno derivacija kinetickih momenata
dH
i dT(Jcb + chich), (41)
~dt
gdje je @&= [c0iC02@3]T vektor-stupac kutnih brzina, a
Ji o o
0o Ji o0 (42)
0 0 aqp

matrica glavnih srediSnjih momenata inercije.

Na temelju prethodnih transformacija, diferencijalne jed-
nadzbe leta su u matricnom obliku za dinamicki sustav i kad
se izostavi bazni redak:

mV+ meoV—Ta-F\-f Td-G+ Fu+ $, (43)
Jto + d)lcb = Tad -MA+ Mu+ Q. (44)

Komponente aerodinamickih sila F\ i momenata M\ zadane
su najceS¢e u aerodinamiCkom sustavu, teJh treba transformi-
rati u dinamicki sustav pomocu matrice7id. TeZina 6 je u
geodetskom sustavu, pa se transformira u dinamicki pomocu
matrice Tgd Sile upravljanja Fu i momenti upravljanja Afu
zadani su obi¢no u dinamickom sustavu pa se, isto kao i reak-
tivna sila k i reaktivni moment Q, ne transformiraju. Razu-
mije se da u svakom konkretnom slucaju, ve¢ prema konstruk-
ciji i namjeni letjelice, treba posebno odrediti transformacije.

Gibanje letjelice najceSce se opisuje pod pretpostavkom da
je ona kruto tijelo konstantne mase. Reaktivna sila k je
potisak mlaznog motora, ili vu¢na sila pogonske grupe motor-
-elisa, ili potisak raketnog motora. Reaktivni moment £ tada
se Cesto svodi na okretni moment motora. U svim takvim
slucajevima diferencijalne jednadzbe (43) i (44) predstavljaju Sest
relacija nepoznatih -varijabli leta, i to komponenata brzina i
kutnih brzina

X = [ViV2V3coi co2co3]J. (45)

Buduci da su optereéenja Cesto zadana prema kutovima ae-
rodinamickog sustava, a neke sile se veZzu za geodetski sustav,
dodaju se jednadZbama (43) i (44) joS i Eulerove kinematicke
relacije (9), te dodatne trigonometrijske relacije (24), (25) i (26).
S Eulerovim izrazom (9) za relacije kutnih brzina dobiva se

)\ [Al
02 —Fp) (46)
co3 i
a s dopunskim trigonometrijskim relacijama (24), (25) i (26)
sin0 r*il
cos 0 sin = % (47)
c0s <9sinyc *3

gdje je relacija (24) primijenjena u prvom retku matrice, rela-
cija (25) u drugome, a relacija (26) u trecem retku.
Za polijetanje, slijetanje i odredivanje trajektorije dodaju se
jos i relacije
Xo = VcosOcos?

y0 = Fsin<9 (48)

Z0 = Kcos”sin®,

da bi se zavrinom
letjelice u prostoru

integracijom odredile i koordinate teZiSta
kao funkcije vremena.
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Prema jednadZbama (28), (44), (46) i (47) poznato je dvanaest
relacija za odredivanje dvanaest varijabli leta kad su zadani
pocetni uvjeti.

Nepoznate varijable leta, koje se odreduju zadanim sus-
tavom jednadZzbi, mogu biti brzine V= [VxV2K3] T, kutne brzine
&= [coxcozco3] T? kutovi kinematickog sustava s obzirom na
geodetski sustav [~ 00 ] i kutovi dinami¢kog sustava s obzirom
na geodetski sustav pri ¢emu su posredno odredeni i
svi ostali kutovi i koordinate, osobito napadni kut a, kut
klizanja /? i koordinate trajektorije Xo, yo i (o

Opis leta letjelice promjenljive mase i promjenljivog geome-
trijskog oblika. Suvremene letjelice imaju snazne motore s vrlo
velikom potroSnjom goriva koja se u dinamickoj analizi pone-
kad ne moze zanemariti. Osim toga, proturjecni zahtjevi, oso-
bito s obzirom na svojstva pri velikim brzinama i malim br-
zinama pri polijetanju i slijetanju, rijeSeni su tako da letjelica
ima krila promjenljive povrSine, odnosno promjenljivih geome-
trijskih svojstava.

U nekim posebnim stanjima leta potrebno je letjelicu sma-
trati krutim tijelom promjenljive mase i promjenljivog geome-
trijskog oblika. NajceS¢e se promjenljivost oblika letjelice tretira
samo preko promjenljivosti ograni¢enog broja parametara.
Krilo koje se odvla€i i priviaci uz tijelo letjelice moze se
smatrati kao da je samo strijela krila % jedan promjenljivi
parametar. Jasno je da su tada masa i momenti inercije funk-
cije vremena, pa se na to mora paziti ve¢ pri izvodenju dife-
rencijalnih jednadZbi gibanja da bi se obuhvatili svi ucinci
tih sloZenih zbivanja.

Kad letjelica ima promjenljivu masu i jedan parametar
promjenljivog geometrijskog oblika, kojim se mijenja pravac
vektora potiska, u diferencijalnim jednadzbama (43) i (44) reak-
tivna optereéenja imaju oblik
n
£ (Pk + 2mkbk + mkBk\
k=1

&= (49)

Q= k£ (Mnk + bkx(Pk + mbk) - dJJd>. (50)
=1
gdje je k redni broj mlaznice ili usisnika, mk potroSak goriva
ako se radi o mlaznici, odnosno dobava zraka ako je usisnik,
a tk vektor polozaja S$to spaja teziSte letjelice sa srediStem
izlaznog presjeka mlaznice ili usisnika (si. 7). Konvencionalni
potisak  Pksastavljen je od dinamicke iaerostaticke kompo-
nente, dok je Mmk spreg neravnomjerne raspodjeletlakova u
mlaznici, odnosno usisniku, a obi¢no je dovoljno malen da se
moZe zanemariti.

Momenti inercije su promjenljivi zbog istjecanja plinova ili
usisavanja zraka, ali se mogu mijenjati i zbog uvlacenja stajnih
organa, krila i drugih dijelova koji mijenjaju geometrijski oblik
letjelice. Promjena oblika redovno utjece i na interakciju izmedu
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zra€nog okoliSa i letjelice, pa se zato ti faktori moraju takoder
uzeti u obzir pri opisu gibanja letjelice.
Kad se, dakle, svi spomenuti faktori uzmu u obzir, dobiva

se sljedeci sustav diferencijalnih jednadzbi leta
mV+ mébV= Fw+ R, (51)
Jéb + cdJeo = Mv4- Q, (52)

gdje su vanjska opterecenja oznaCena sa Fvi Mv a reaktivna
opterecenja R i Q zadana su izrazima

R = P+ 2m(b + cbb) + fhb, (53)
Q = b(P + md)b) — J¢o, (54)
§to je u razvijenom obliku za dinamicki sustav:
r*r r/v
r2 = p2 +
R3 P3
Voo (3 o2-~\b-\ i
+2m b2 + @©3 0 -0Ji b2 + m b2 (55)
\VJ -co2 @@ 0 b\ )I >
0 -b3 b) Jpv o ~CD3 < vy
b3 0 -b 1 Pi + m co3 0 @ b2
-be bi o \ P3 —co2 @ 0 jbi
rJ;, o o 'CDi
o j2 0o a , (56)
o o J3 a3

gdje su m i m prva i druga derivacija mase letjelice po vre-
menu, a bi derivacija komponenata vektora poloZaja srediSta
izlaznog presjeka mlaznice, odnosno usisnika.

Izrazi (55) i (56) ujedno tumace prihvaéeno oznalivanje u
jednadzbama (53) i (54) te predstavljaju reaktivnu silu i reak-
tivni moment samo jedne pokretne mlaznice. Promjenljivost
momenta inercije tijela letjelice izrazava se jo$ i posljednjim
C¢lanom u jednadzbj_ (54) u obliku derivacije matrice glavnih
momenata inercije J pomnoZene sa stupcem kutnih brzina za
dinamicki sustav d.

Horizontalni let. Let zrakoplova je horizontalan kad letjelica
leti na stalno istoj visini od Zemlje. Veliko prakti¢no i teorijsko
zna€enje ima najjednostavniji sluaj kad se za mali interval
vremena razmatra pravolinijski let na istoj visini.

Pri pravolinijskom horizontalnom gibanju sve sile i momenti
koji djeluju na zrakoplov nalaze se u ravnotezi (si. 8). Ne
postoji rotacijsko gibanje zrakoplova, jer su momenti koji ga
pobuduju u statickoj ravnotezi. Budu¢i da zrakoplov leti stalno
na istoj visini, suma je vertikalnih sila jednaka nuli, tj. i one
su u ravnotezi. U pravcu horizontale moguce je ubrzano gibanje,
odnosno dinamicka ravnoteza potiska P, otpora Rx i inercijskih
sila mV.

Vlastita tezina zrakoplova G uravnotezena je uzgonom krila

Ryk i uzgonom repa Ry kao S§to je prikazano na si. 8.
ARezultirajuci je uzgon Ry = Ryk —RyU pa je

Ry-G + Psincp =0, (57)
gdje je @ kut izmedu osi motora i referentnoga horizontalnog

pravca.
Ravnoteza horizontalnih sila, tj. horizontalne komponente
vuéne sile (odnosno potiska) P, otpora Rx i inercijske sile mV
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odredena je izrazom

Pcoscp —RXx —mV —0. (58)

Moment uzgona Rykc —Rytd u ravnoteZi je s momentom
vucne sile Pt i aerodinamiCkim momentom Mo (momentom
nultog uzgona letjelice), pa je

—Rwke + Ryid §-M0+ Pt —0. (59)

Kut pod kojim je krilo pri¢vri¢eno, na trup zrakoplova
(smjeStajni kut) moZe biti razli¢it za desno i za lijevo krilo,
zbog Cega nastaje razlika izmedu aerodinamickih sila na lijevom
i desnom krilu. Ta razlika sila stvara aerodinamic¢ki moment
koji uravnotezuje obrtni moment motora Q. Ako su smjeStajni
kutovi za oba krila jednaki, ravnoteza obrtnog momenta mo-
tora Q postize se nekim drugim sredstvima. Radi jednostav-
nosti pretpostavit ¢e se ravnoteza obrtnog momenta motora i
obrtnog momenta elise, a zanemarit ¢e se svi sekundarni
faktori koji izravno ne utje€u na svojstva letjelice u horizon-
talnom letu.

Za male kutove (p osi motora s obzirom na referentni
horizontalni pravac, jednadZba (57) moZe se pojednostavniti
tako da izrazava samo jednakost uzgona letjelice i njezine
vlastite teZine:

RV= G. (60)

Isto tako, za male iznose kuta e i jednoliku brzinu V
letjelice jednadzba (58) izrazava samo jednakost vucne sile (ili
potiska) P s aerodinamickim otporom RX:

P = Rx. (61)

Ako je gibanje ustaljeno, bez ubrzanja, tada jednadzba
(59) vise nije vazna, jer se pretpostavlja da upravljanje idealno
funkcionira i osigurava stalnu ravnoteZu momenata, koja je
uvjet za horizontalni let. Ravnoteza aerodinamickih momenata
elise Mp i okretnog momenta motora Q odredena je jed-
nadZbom :

e = Mp. (62)

Tako definirane relacije (60), (61) i (62) joS uvijek su vrlo
sloZzene za analizu, jer su za zadana geometrijska svojstva
letjelice njena aerodinamicka optereéenja zavisna od njenih
aerodinamickih karakteristika, visine leta i kvadrata brzine leta.
Potisak ili vuéna sila ovisi o karakteristikama elise i o brzini
vrtnje motora na odredenoj visini. To isto vrijedi i za jednakost
okretnog momenta motora s aerodinamic¢kim momentom elise.
Za rjeSavanje problema horizontalnog leta najpoznatija je me-
toda potrebne i raspoloZive snage. Ako se jednadzba ravnoteze
potiska P i otpora Rx napiSe u obliku:

PV=jq V3SCx, (63)
gdje je g gusto¢a zraka na visini leta, V brzina leta, Cx
koeficijent aerodinamickog otpora, a S neka uvjetno prihvaéena
povrSina (npr. povrdina uzgonskih ploha na letjelici). Lijeva
strana jednadzbe (63) raspoloziva je snaga koju razvija pogon-
ska grupa motor—elisa, dok je desna strana potrebna snaga
koja ovisi o svojstvima letjelice i njezinu stanju gibanja. Ako
se raspoloziva snaga Nr= PV nacrta u dijagramu snage i
brzine odvojeno od potrebne snage Np= ?QV3SCX dobit ce
se dvije krivulje koje se sijeku u karakteristicnim tockama,
a predstavljaju rezime horizontalnog leta (si. 9).

SI. 9. Dijagram brzina—snaga s krivuljama raspolozZive snage
(Nr) i krivuljom potrebne snage (iVp)
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Raspoloziva snaga moze se dobiti mnozenjem jednadzbe (62)
s brzinom vrtnje, jer ona tada izrazava jednakost snage koju
apsorbira elisa i raspolozive snage motora. Ako je 1j stupanj
iskoristivosti elise, a N snaga motora pri zadanoj brzini vrtnje,
bit ce:

riN = P K (64)

§to prikazuje jednakost apsorbirane snage pogonske grupe rjN
i snage koju troSi letjelica PV.

Ukratko, metoda potrebne i raspolozive snage svodi se na
konstruiranje krivulja raspolozive snage NTV) zajedno s kri-
vuljom potrebne snage NRV). Prema jednadZzbama (63) i (64)
potrebna se snaga moze pisati i u obliku

Np=vN =j g V3SCx. (65)
Jednakost tezine letjelice G i sile uzgona Ry moZe se izra-
ziti i na sljede¢i nain:
G =" QV2sCy, (©66)
gdje je Cy koeficijent uzgona. Ako se jednadzbe (65) i (66)
podijele, bit ¢ée

n = &y (67)
"G Cy
Iz jednadZbe (66) slijedi da je brzina:
12 G
V= ©68)
gCy S~
§to uvrSteno u (67) daje
N Cx '2 G (69)
g cae T ~s

Proracun potrebne snage izvodi se prema shemi na si. 10,
polaze¢i od napadnog kuta a kao nezavisne varijable. Dakle,
za zadani napadni kut a, iz polare letjelice dobiva se koeficijent
otpora Cjt i koeficijent uzgona Cr RaCuna se s konstantnim
iznosima zadane tezine letjelice G i uvjetno prihvaéene povr-

oilc _C Focetni podaci
G, S, HO, @
HmixQix AH,A<x,Q(H)
r /I &
>
t cm

£
oji Aerodinamicke
karakteristike letjelice

Krivulje potrebne snage v

SI. 10. Shema toka za prora¢un potrebne snage letjelice
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Sine S, as razliCitim iznosima visine leta i razli€itim na-
padnim kutovima a- te njihovim proracunskim prirastima
AHi i Aa-.

Krivulje raspolozive snage proracunavaju se pocevsi s
definiranim karakteristikama motora i elise. 1z krivulja snage
motora N(n,pk), za zadanu brzinu vrtnje n i prihvaéeni tlak
punjenja pk, odnosno otvor usisnog sustava, odreduje se snaga
motora N, zatim koeficijent snage Cp= N/ign~"D5), gdje je D
promjer elise. 1z aerodinamickih karakteristika elise konstan-
tnog koraka za poznati Cp dobiva se koeficijent rada elise
y — V/(nD) i njen stupanj iskoristivosti 1. 1z tih podataka lako
se odredi raspoloZiva snaga NT(V) za razliCite tlakove punjenja
i konstantnu visinu leta.

Slicnim se postupkom odreduje raspolozivi potisak kad se
radi o mlaznom motoru; tada se metoda modificira tako da
se racuna s krivuljama potrebnog i raspoloZivog potiska (si. 11).

Potrebni
potisak

Raspolozivi
potisak za
razlicite visine

SI. 11. Dijagram brzina—potisak s krivuljama raspoloZivog
potiska (Pr) i krivuljom potrebnog potiska (Pp)

Pocetni podaci

D, H, An, &k pko
Pk~ nmxe0QH
n i.QJ,Cr za korak S
>yn(y)
V=ynD
7e,0) v cpy)
, Karakteristike
elise stalnog
Nt=nN
NTi
V

Krivulje raspolozive /
snage

SI. 12 Shema toka za proracun raspoloZive snage letjelice s elisom stalnog
koraka
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Nri

Krivulje raspolozive j
snage

SI. 13. Shema toka za proradun raspoloZive snage letjelice
ljivog koraka

elisom promjen-

Na si. 12 prikazan je tok proracuna raspoloZive snage
letjelice s elisom stalnog koraka i promjera D, za visinu H
i za razlicite brzine leta V Na si. 13 prikazan je isti proracun,
ali s elisom promjenljivog koraka i s konstantnom brzinom
vrinje.

Metode potrebne i raspolozive snage ili potrebnog i raspolo-
zivog potiska sluze za izra€unavanje performansi letjelica. U
tockama gdje se krivulje potrebne i raspolozive snage, odnosno
potiska, sijeku definiran je horizontalni let (si. 9 i si. 11). Vidi
se da postoje dva rjeSenja: horizontalni let u rezimu malih
brzina i horizontalni let velikih brzina. Pozitivna razlika izmedu
raspoloZive i potrebne snage moZe se iskoristiti za penjanje
letjelice. Ako se izjednaCi snaga penjanja s razlikom raspolo-
Zive i potrebne snage, dobiva se

Gw = Nr- Np, (70)
pa je vertikalna brzina penjanja
Nr-mNd
(1)

I

Osim toga, krivulje potrebnih i raspolozivih snaga, odnosno
potisaka, mogu korisno posluZziti da se izvedu mnogi zakljucci
o tehnici pilotiranja i o svojstvima zrakoplova pri promjeni
pojedinih faktora koji utjeCu na let.

Polijetanje i slijetanje. Polijetanje letjelice pocCinje s vrlo krat-
kim periodom zaleta kada se repni tofak (ako postoji) podiZe
zbog momenta vucne sile s obzirom na to¢ku oslonca prednjih
stajnih organa (si. 14). U pocetku zaleta vucna sila elise rela-
tivno je malena i moment Pt polako preteze moment GI.
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Kad se rep letjelice odvoji od tla, zapocCinje zalet pod punim
otvorom usisnog sustava da bi se dosegla brzina poleta (odraza).
Letjelice s prednjim (nosnim) tockom pocinju zalet odmah, bez
faze podizanja repa. Dinamicki uvjeti zaleta odredeni su ravno-
tezom inercijskih sila, vu€ne sile, reakcije stajnih organa, vla-
stite tezine i aerodinamickog opterecenja.
Diferencijalna je jednadzba zaleta

m~ =P(V)~n(G-Ry)-R x (72)
gdje je vucna sila P funkcija brzine, jer pri punom otvoru
usisnog sustava i konstantnoj brzini vrtnje ovisi o koeficijentu
rada elise y = V/(nD\ a \i je koeficijent trenja izmedu tockova
letjelice i poletno-sletne staze. TeZina G se relativno malo sma-
njuje zbog potroSnje goriva, a aerodinamicki koeficijenti ostaju
prakticki konstantni. Diferencijalna jednadzba zaleta je neline-
arna, ali se lako rjeSava numerickim metodama programiranim
za digitalno raCunalo. RjeSenje daje trajektoriju zaleta i pro-
mjene ubrzanja i brzina do faze uzleta (si. 15). Brzina poli-
jetanja ili odvajanja od tla mora biti najmanje 10% veca od
minimalne brzine leta, radi rezerve pri prijelazu iz zaleta u
trajektoriju uzleta.

Staza zaustavljanja

SI. 16. Slijetanje, pristajanje i zaustavljanje letjelice

Proces slijetanja ima tri karakteristi¢ne faze (si. 16). U prvoj
fazi, ili fazi priblizavanja, letjelica se spuSta k poletno-sletnoj
stazi s konstantnim kutom planiranja i s vrlo velikim napadnim
kutom a, upotrebljavaju¢i uredaje za hiperpotisak i zra¢no
kocenje. Buduci da je to rezim malih brzina, reakcije letjelice
na komande su obrnute nego u normalnom letu; smanjivanjem
napadnog kuta a letjelica se penje, a poveéavanjem se spusta.
Medutim, zbog rezerve sigurnosti od kovita, pri slijetanju se ne
smije povecavati napadni kut iznad neke zadane granice. Stoga
se letjelicom upravlja mijenjanjem snage motora pri stalnom
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napadnom kutu, §to omogucuje korekture procijenjene trajek-

torije.
Druga faza slijetanja je krivolinijska i zove se faza prista-
janja. U prvom dijelu te faze, ili prilazu, trajektorija letjelice

podeSava se tako da tangira stazu slijetanja. Prilaz zapocCinje
na vrlo malim visinama, od tri do jednog metra iznad tla.
Nakon toga dolazi kratka faza pridrZavanja, koja traje do do-
dira s tlom.

Od trenutka kad toCkovi dodirnu sletnu stazu pocinje treca
faza, ili faza zaustavljanja, koja se sastoji od usporavanja i
kocCenja sve do brzine rulanja. Svaka od tih faza posebno se
ispituje, a duzZina i trajanje svih faza odreduje duZzinu i trajanje
slijetanja.

Posebno je vazno da se odredi staza zaustavljanja. U
toku zaustavljanja na letjelicu djeluju otpor zraka i otpor trenja
izmedu toCkova i sletne staze. Ti se otpori stalno mijenjaju
zbog upotrebe ko€nica, a na ve¢im i brzim suvremenim zrako-
plovima mijenjaju se i zbog obratnog potiska na kraju faze zau-
stavljanja. Sve se to moZe opisati diferencijalnom jednadZzbom
zaustavljanja

dv
m— =PZ- n(G - Ry) R~

(73)
gdje je Pz potisak pri zaustavljanju. Potisak zaustavljanja je
funkcija vremena i iznosi
0 za k™ t"o
Pz = . (74)
-Pk(t) zarR™Mi>ik
gdje je Pk obratni potisak, ik trenutak kad se ukljuci obratni
potisak, ¢r trenutak kad se dostigne brzina rulanja. Koeficijent
trenja p, takoder je zadana funkcija vremena, ovisna o tehnici
zaustavljanja.

Diferencijalna jednadZba zaustavljanja (73) je nelinearna, a
osim toga ukljucuje i zadane empirijske funkcije za vrijednosti
aerodinamickih koeficijenata i koeficijenata trenja, pa se zato
rjeSava numerickim metodama pomocu digitalnog elektroni¢kog
racunala.

UPRAVLJANJE LETOM | STABILNOST

Kad se rjeSava neki zadatak vezan za varijable gibanja
letjelice, obi¢no se prvo piSu jednadzbe gibanja teziSta letjelice
i obrtnog gibanja oko teziSta, pa se tek potom analiziraju i
ograni€enja s dopunskim obavijestima o zadatku. Na primjer,
polazi se od jednadZzbi tezista u kinematickom koordinatnom
sustavu i jednadzbi obrtnog gibanja u dinami¢kom sustavu.

Optereéenja su zadana za razli€ite baze; potisak ili vu¢na sila
s obzirom na dinamicku bazu, teZina za geodetsku, a aerodi-
namicko optereéenje za aerodinamic¢ku bazu. Upravljacke sile
i momenti nekad su posljedica djelovanja komponenata potiska,
a nekad nastaju kao dodatne aerodinamicke sile i momenti. U
oba ta slucaja komponente sila i momenata upravljanja poznate
su s obzirom na dinamicki sustav, jer su posljedica djelovanja
upravljackih organa koji pripadaju konstrukciji letjelice (si. 17).

Varijable leta i vektor stanja. 1z diferencijalnih jednadzbi gi-
banja letjelice izdvajaju se sljedece grupe varijabli leta uredenih
u matricnom obliku:

varijable brzine Xv = [Vi V2F3]T,
varijable kutne brzine \icoi@2(d31i:,
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varijable kutova dinamicke baze = [tyd#y]T,
varijable kutova kinemati¢ke baze X0 = ['POO]T,
varijable kutova aerodinamicke baze = [a/?y]T.

To je pet vektorskih ili Cetrnaest skalarnih varijabli koje se
mogu podvrgnuti upravljatkom djelovanju. Ima Sest diferenci-
jalnih jednadZbi, a njima se moraju pridruZiti joS i tri Eulerove
relacije i tri trigonometrijske relacije. Eulerove relacije kutnih
brzina jesu:
a2 $ ili krace X,, = EMU mXf.
"3
Trigonometrijske relacije jesu tri kinematicke relacije izmedu
kutova [a/?yc], I'POO] i §to se dobivaju iz transfor-
macijskih matrica (19) kao trigonometrijske relacije u obliku
izraza (24), (25) i (26) ili, kra¢e, u obliku matrice (47).

Time je problem formuliran pomodéu Sest diferencijalnih
jednadzbi gibanja, tri diferencijalne Eulerove relacije i tri trigo-
nometrijske relacije. To je dvanaest analitickih, uzajamno neo-
visnih relacija gibanja, koje odreduju dvanaest varijabli leta u
funkciji vremena. U vektorskom obliku te su varijable

(75)

V(t) ft>1(0 t(t) V%O oe(i)
0 m20 9(1) 0( P(O (76)
0 «3(0 70 0 7¢(0

Umjesto [FOO]T i [*FO 0]T moZe se uzeti samo jedan vektor-

-stupac trima komponentama brzine za dinamitku bazu
V2 V3.
Ako je potrebno odrediti jo$ koordinate trajektorija,
pisat ¢e se
V] Kcos(9cos
Tkg - X v Fsin<9 77)
—Fcos 0 sin *K

§to nakon integriranja daje varijable poloZaja letjelice u pro-
storu [*o”0”] = %o- Tri nove varijable uvjetovale su i uvo-
denje triju novih relacija s varijablama Xu i X0.

Da se rijeSi problem gibanja, potrebno je jo§ znati i po-
Cetne uvjete, a to se svodi na poznavanje dvanaest vrijednosti
nepoznatih funkcija za pocetni trenutak t = t0.

Aerodinamicko optereéenje u jednadzbama gibanja. Aerodi-
namicke sile i momenti poznati su tek nakon ispitivanja mo-
dela i prototipa letjelice. Aerodinamicke karakteristike moraju
se prikazati u obliku prikladnom za jednadZzbe koje se Zele
primijeniti, te se uglavnom zadaju prema varijablama leta,
Reynoldsovu broju Re i Machovu broju Ma. Kad se izracunaju
trajektorije ili sposobnosti letjelice u manevarskom letu, do-
voljpo je ako se koeficijenti aerodinami¢kog momenta Cm i
aerodinamicke sile cr zadaju kao funkcije napadnog kuta i
Machova, odnosno Reynoldsova broja. Aerodinamicka sila je
definirana relacijom

KA=yi?F 2SCR, (78)
gdje je Cn(a,p,Ma,Re), a S neka uvjetna povrsina, dok je aero-
dinamicki moment:

MA=y j?F2S/Cn (79)
gdje je Cm(oi,P,y,Ma,Re\ a / neka uvjetna duljina (npr. tetiva
krila).

Medutim, kad se analiziraju procesi upravljanja ili stabili-
zacije letjelice, aerodinamicko optereenje mora se izraziti
prema varijablama koje se namjeravaju kontrolirati sustavom
upravljanja. Tako se aerodinamicke sile R\ i momenti MA
mogu prikazati kao funkcije varijabli leta, njihove derivacije
po vremenu i Machova broja, odnosno Reynoldsova broja,
ve¢ prema tome da li je rezim leta supersoni¢an, kad je mje-
rodavan Machov broj, ili je supsoni¢an s relativno malim br-
zinama, kad je mjerodavan jedino Reynoldsov broj, pa je

RA = RA{X,X,Ma,Re)
MA= MA(X,X,Ma,Re).

(80)
(81)
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Vektor varijabli leta X —[Fj V2F3coia>» 8] T sadrzi samo Sest
samostalnih komponenata u bilo kojoj kombinaciji.

Varijable upravljanja. Sile ili momenti upravljanja mogu
biti aerodinamicke naravi ako ih stvaraju pokretna krilca, ili
reaktivne naravi ako se uredaji za upravljanje sastoje od pokret-
nih mlaznica ili dodatnih uredaja za promjenu smjera vektora
potiska, odnosno vuéne sile. Otkloni cijelih krila ili otkloni
samo dodatnih aerotijela stvaraju dodatne aerodinamicke sile
upravljanja Ru koje, ako su dovoljno udaljene od teziSta, mogu
ostvariti zadovoljavajuée momente upravljanja (si. 17).

Dodatne sile upravljanja proporcionalne su otklonu S kri-
laca (si. 18) ili mlaznica ako su ostali uvjeti nepromijenjeni, a
definirane su izrazom

Ru=YQV2SCds, (82).
gdje je Cu gradijent sile upravljanja. lzraz (82) pokazuje da
je sila upravljanja Ru proporcionalna otklonu S za zadana
geometrijska i aerodinamicka svojstva organa upravljanja SCu,
te za zadanu visinu leta odredenu gustoéom zraka g i brzinu
leta V.

Otklon uredaja za upravljanje S ima indeks prema momentu
upravljanja koji se tim otklonom ostvaruje. Za letjelice su
prihvaceni sljede¢i nazivi: Sr otklon krmila (elerona) koji po-
buduje valjanje ili rotaciju oko uzduzne osi 1; Ss otklon krmila
(vertikalnog repa) koji pobuduje skretanje oko popre€ne osi 2;
Sp otklon krmila (stabilizatora visine) koji pobuduje propinjanje
oko popre€ne osi 3.

Termin otklon treba nekad shvatiti i u prenesenom smislu,
npr. kad se ne radi o obi¢nom krilcu ili krilu koje se stvarno
pomice ili otklanja za kut S, nego kad se upravlja letjelicom
pomocu promjene nekog od parametara koji nisu izravno ve-
zani s uredajima za upravljanje. Tako je, npr., s komandama
motora, gdje se sa <&m oznaCuje otklon krmila motora, koji
pobuduje promjene snage ili sile potiska, odnosno vucne sile
motora.

Letjelica kao objekt upravljanja. Kad su zadani pocetni
uvjeti, diferencijalne jednadZbe gibanja, uz dodatne kinematicke
relacije, predstavljaju sustav od dvanaest jednadzbi za odredi-
vanje dvanaest nepoznatih varijabli. Uz dosta teSkoca taj se
sustav moZze integrirati numerickim metodama pomocdu digital-
nog elektroni¢kog racunala. Numericka rjeSenja korisna su oba-
vjeStenja o op¢im sposobnostima letjelice u manevarskom letu,
a kompjutorski programi Cesto sluze za istraZivanja najboljih
dinamickih i konstrukcijskih rjeSenja letjelice. Cesto se uz
pomo¢ jednadzbi gibanja analiziraju samo specijalni slucajevi
leta, kao Sto su polijetanje, slijetanje, zaokret, horizontalni let
itd. Medutim, procesi upravljanja i stabilizacije letjelice ne mogu
se istrazivati pomocu jednadzbi u prvobitnom obliku. Uprav-
ljanje nekom letjelicom zahtijeva dogovor o Zeljenoj trajekto-
riji, izbor varijabli leta i upravljanja, odnosno dogovor o tome
Sto ¢e se smatrati poremecajima, a Sto ¢e se prepustiti da se
spontano pona$a bez upravljanja. Drugim rijeCima, odabrat ce
se varijable koje ¢e se korigirati djelovanjem pilota, za razliku
od varijabli koje se mijenjaju spontano.

Kad se priprema opis letjelice kao objekta upravljanja,
prije svega treba prihvatiti skup varijabli na koje ¢e se djelo-
vati sustavom upravljanja. Nakon toga odrede se Zeljene vari-
jable leta za neke posebne slu€ajeve, npr. za vodeno slijetanje.
Zakoni koji zadovoljavaju postavljene zahtjeve upravljanja do-
bivaju se na razli¢ite nacine, ve¢ prema potrebama vodenja
letjelice.
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Zbog toga stvarno stanje varijabli leta razlaze se na dva
dijela: nominalno i poremeéajno stanje, i to samo za one vari-
jable koje ¢e se kontrolirati. Sve ostalo se tretira kao spon-
tane funkcije istih potrebnih i stvarnih vrijednosti, dakle, koje
se ne kontroliraju, nego se samom konstrukcijom letjelice po-
stize da zakon promjene tih spontanih funkcija zadovoljava
unaprijed postavljene zahtjeve.

Ako je X vektor-stupac kojemu su elementi varijable leta,
onda je stvarno stanje varijabli leta zbroj nominalnog (Zeljenog)
i poremecajnog dijela:

-Astvarno = ~zeljeno  SX. (83)

Poremecajni dio SX obiljezava se u nelinearnim sustavima s
malim slovom x i zove se vektorom stanja. Treba znati da se
u linearnim sustavima vektor stanja ne razlikuje od varijabli
gibanja ili leta. Medutim, opis je gibanja letjelice nelinearan i
prema jednadZzbama (43) i (44) zadan je relacijama

mV + mc5F= R + Ru, (84)
Jo) fcoJO= A - Mu (85)

gdje je R vanjska sila, M vanjski moment, Ru sila upravljanja,
a Mu moment upravljanja.

Imajuc¢i u vidu oznaku &= cbK, gdje K preslikava vektor
a) u kososimetriénu matricu ¢o, mogu se jednadzbe (84) i (85)
transformirati u oblik

m|o XIm 0

— - X X = F(X,X) + K-U (1),

01 0 XZJ
gdje je jo§ uzeto da su vektor upravljanja U = [&&HSMT
i vanjsko opterecenje F = [&TMT] _funkcije varijable gibanja
X i njezine derivacije dok je K pravokutna matrica uz
sile i momente upravljanja. Lijeva strana jednadZbe (s6) ocito
je nelinearna, a buduéi da je aerodinamic¢ko opterecenje neod-
redeno, ta je jednadzba vrlo nepovoljna za analize upravljanja
i vodenja. TeSkoca se moze svladati linearizacijom jednadzbe,
te ako se promatraju samo poremecaji s obzirom na dogovoreno
potrebno stanje.

Treba napomenuti da uredaji za upravljanje mijenjaju uvjete
interakcije letjelice i zratne okolice, a ti izmijenjeni uvjeti stva-
raju opterecenja koja mijenjaju trajektoriju letjelice.

(86)

U mehanici leta ispituju se sposobnosti uredaja za uprav-
ljanje da obave odredene zadatke, te je dovoljno ako se rad
organa upravljanja odredi za uvjete kad su razlike izmedu
stvarnih i potrebnih vrijednosti varijabli leta jednake nuli.

Za analizu sustava upravljanja treba poznavati veze izmedu
poremecaja varijabli leta i korekcijskih aktivnosti organa uprav-
ljanja. Rad uredaja za upravljanje daje uzrofne poremecaje,
dok su poremecaji varijabli leta posljedi¢ni poremecaji za sustav
upravljanja letjelicom. Pri uspostavljanju veze izmedu uzro¢nih
(ili ulaznih) poremecaja i posljedi¢nih (ili izlaznih) poremecaja
koji uvjetuju aktivnost sustava upravljanja, pretpostavlja se da
su poremecaji male veliine s obzirom na polazne vrijednosti
varijabli. Zbog toga se poremecaji tretiraju kao varijacije vari-
jabli leta, odnosno upravljanja. Stvarne veze izmedu jednih i
drugih varijacija dobivaju se iz sustava diferencijalnih jednadzbi
gibanja uz dodatne Eulerove kinematicke relacije i trigonome-
trijske relacije.

Primjenjujuci operator varijacije na inercijska i vanjska op-
tere¢enja dobiva se jednadzba stanja u obliku

X = Ax + Bu, (87)

gdje je x = [SVT<®SI]T odziv letjelice, u=SU = [ulu2u3u4]T
vektor upravljanja, a matrice su u jednadZzbi stanja (87)

m - Si -S& / —meo | +mV
A =
J- M. My i Mm@- [oj7 - UCdf]
@8)
m-Sy | msi- ' Ku
B= —~ —h_ (89)
M* 17 Mu_
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Buduéi da su vektori vanjskog optereéenja S i M, submatrice
u matricama (88) i (89) imaju sljede¢i oblik:

dMx 5MX dMI
dcol o2 dco3
tt dM dM2 dM2 dM2 (90)
0(0 dcoi  dto2 dco3
dM3 dM3 dM3
dcol dco2 dco3
dok je submatrica za upravljanje
dRui dRui dRu\ dRu\
dsr ~d$7 ~dS7 dSu
dR\2 3R\i2 3R\i2 dRw
Ru:- . . (91)
7 ~d§7 ~dS7 OSm
dRWB dRWB dRu3 dRLB
~§s7 ~d$7 ~d$7 dSu
Uz jednadZzbu stanja treba poznavati i linearizirane Eulerove
relacije
Scol" 'Sip’ ‘S\p'
sco2 —Ffo SS + EO0 SS (92)
Sco3 Sy Sy
gdje je
\pcosS 0
—sin$cosy &cosy —tpcos$siny (93)

—t/;cos#siny —$siny —t/rsin$cosy

Varijacija trigonometrijskih relacija dovodi do linearne jed-
nadzbe

F&-x& +ra + Fr. =o, (949
u kojoj su matrice
0 COS0 Sip
COS0COS¥  —sin0 sin , Xag (95)
0 —sin <Vsinyc S0
x> o wia
F = « (0 0 = dp (96)
n - WCOSO COSYy bfc
o & <P Sip
rv = -<Pi $2 a2 = Si9 97
0 Sy

U matricama (95), (96) i (97) oznake funkcija s gornjim i donjim
indeksom znace derivacije tih funkcija po gornjem indeksu, pa
je npr.

@ = (CT: —sinipcos#cos/?sina +

+ (costpsiny + siny;sin$cosy)cosacos/?, (98)

gdje je funkcija <2 definirana jednadZzbom (25).

Dakle, za analizu i sintezu sustava upravljanja i stabili-
zacije letjelice mogu posluziti relacije (87), (92) te (95) do (97),
ili matematicki model letjelice kao objekta upravljanja.

Uobicajena analogna shema jednadZbe stanja letjelice (87)
prikazana je na si. 19. Takva analogna shema Cesto se upo-
trebljava u sustavima automatskog upravljanja letjelicama kao
model letjelice u kojem je za zadani ulaz vektora upravljanja
u odreden odziv letjelice x.
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Jednadzba stanja za krivolinijski let u vertikalnoj ravnini.
Specijalni slucaj gibanja letjelice u vertikalnoj ravnini redovno
sluzi za analizu sposobnosti propinjanja letjelice i preoptere-
¢enja njezinih uzgonskih elemenata. Gibanje se promatra za
uvjet da je skretanje letjelice izvan vertikalne ravnine stalno
unutar dopuStenih uskih granica, tj. ako je Zeljeni azimut
*P(t) —o, mora i stvarni aziniut biti Ws(t) = o, pri ¢emu se
stvarni azimut izjednaCuje s mjerenim vrijednostima.

Diferencijalne jednadZbe gibanja za manevar u vertikalnoj
ravnini jesu:

mV —Pcosa —Gsin<9 —RX, (99)
mVG = Psina + Ry — Gcos<9 + Ruy, (100)
J3(b3= A3 "f Rwlu, (101)

x0 = FcosO ; 3=0 +a, (102)

y0 = VsinO; co3 = 3. (103)

Znacenje oznaka u jednadZzbama (99)---(103) vidi se na si. 20.

Buduci da se pretpostavlja idealno upravljanje, dakle nema
nikakvih poremecaja, to se za proraCun trajektorije letjelice
moZe uzeti da su aerodinamicke sile i momenti funkcije je-
dino napadnog kuta a i Machova broja.

A3 (] J]) wa@

Sl. 20. Sile, momenti i kutovi za odredivanje jednadzbe gibanja
letjelice u vertikalnoj ravnini

Varijacijejednadzbi gibanja izvode se zasljedece tri vari-
jable: brzinu Vnapadni kut a i kutnu brzinupropinjanja 3,
pa se dobiva sustav od triju linearnih jednadzbi:

mSV= SP + mgcos(3 —x)Sc —RX, (104)

m3V(3 —a)+ mV(S3 —<53) = SP ma + P -5x-- 3Ry —
—mgsin(3 —oo)5x + Ry, (105)
J3S3 = SMZ+ IuSRuy (106)

Varijacijom potiska i aerodinamickog optere¢enja dobiva
se jednadzba stanja (87), u kojoj su u = [t/i0t/3] T vektor uprav-
ljanja, x = [SVSaS3y vektor stanja letjelice, a matrice’

r O Q Ct
A= -C
P qs r cs
ey Gy R d A
asSl

Mt i - Ci
X cJ+éés «) !

c?* +
ra , P+ Gsin(fl - a Ci (107)
m(3 —a) c Cy+ qSs
+ -rES—I - —y &
_ 1r\k Crnz
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Kao $to se vidi iz oznaka, ¢lanovi matrice A vecinom su
derivacije aerodinamickih koeficijenata.

Automatsko upravljanje letjelicom. Autopiloti, koji se re-
dovno upotrebljavaju u zrakoplovstvu, grade se na temelju
jednadzbe stanja leta letjelice. Na si. 21 prikazana je blok
shema automatskog upravljanja letjelicom.

Poremecaj interakcije s okolicom

RaspoloZive varijable leta

RaspoloZive Senzori Ponasanje objekata ijek_ti_ .
. - ciljeva . - identifikaci-
varijable cilja letenja identifikacije je ciljeva
letenja

SI. 21. Funkcionalna shema automatskog upravljanja letjelicom

Pomoc¢u senzora mjere se varijable leta letjelice, koje se
zovu raspolozivim varijablama, jer se zbog greSaka mjerenja
razlikuju od stvarnih varijabli. Ako je cilj leta takoder neki
pokretni objekt (npr. treba susresti ili presresti neku drugu
letjelicu, brod u plovidbi itd.), senzori mjere ponaSanje tog
objekta i odreduju raspoloZive varijable gibanja cilja. Na
temelju ponaSanja cilja i letjelice, a s unaprijed definiranom
metodom, izraCunavaju se potrebne trajektorije ili potrebne
varijable leta u promatranom trenutku. Usporedivanjem potreb-
nih i raspolozivih varijabli leta, uredaj autopilota odreduje
potrebne aktivnosti uredaja za upravljanje, ili varijabli uprav-
ljanja, da bi se razlika izmedu potrebnih i raspoloZivih vari-
jabli leta svela na $to je moguée manji iznos i time ostvarili
ciljevi leta.

Mehanika leta bavi se odredivanjem Kkinemati¢kih uvjeta
za proracun potrebnih trajektorija i modeliranjem ponaSanja
letjelice pomocéu jednadZzbi stanja, $to je u shemi na si. 21
sadrzano u bloku uredaja autopilota. ”

Stabilnost letjelice. Osnovni zadatak ispitivanja stabilnosti
letjelice sastoji se u proracunu svojstava poremecajnog gibanja
opisanog jednadZzbom stanja (87). Ako se po prestanku djelo-
vanja poremecajnih faktora poremecaji varijabli leta (varijable
stanja) smanjuju, odnosno ako vrijednosti amplituda postaju
sve manje, tada je stanje gibanja ili sianje leta stabilno. Ako
varijacije varijabli leta stalno rastu ili pak teZze nekoj granici
koja je izvan prihvatljive vrijednosti, tada je stanje leta nesta-
bilno.

Jednadzba stanja je, zapravo, sustav linearnih diferencijalnih
jednadzbi kojega je rjeSenje

x = x0expA(t —10), (109)

gdje je t vrijeme. Da bi rjeSenje bilo stabilno, moraju biti
zadovoljeni odredeni uvjeti, pa se zato moraju ispitati korijeni
karakteristicne jednadzbe

det M —A/ 1= o, (110)
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gdje je_A matrica uz poremecajnu varijablu x u jednadzbi
stanja, / je jedini¢na matrica, a 9 su korijeni karakteristi¢ne
jednadZbe.

Letjelica je stabilna ako su u izrazu (110) negativni svi
realni korijeni i svi realni dijelovi kompleksnih korijena.
Neutralno kriticno stanje nastaje ako se samo jedan realni
korijen svede na nulu, ili ako se samo jedan realni dio kom-
pleksnog korijena svede na .nulu, a svi ostali su negativni.

Neko je zadano stanje ravnoteze ili stanje ustaljenog gibanja
stabilno ako utjecaj ili odziv, zbog nametnutog poremecajnog
impulsa ili optereéenja koje djeluje u kona€nom- intervalu vre-
mena, postaje definitivno zanemariv. Stoga je stabilnost svojstvo
ustaljenog gibanja nakon S$to prestanu djelovati poremecajna
optereéenja. Pri tom se mora imati u vidu i to da je sta-
bilnost pojam vezan ili uvjetovan konacénim posljedicama na-
stalim djelovanjem malog i kratkotrajnog poremecaja na tijelo
u gibanju. To, medutim, vrijedi za letjelicu bez uredaja za
upravljanje i stabilizaciju. Ako se letjelica promatra zajedno
s uredajima autopilota, onda se govori o sintetickoj stabilnosti.

Mehanika leta daje samo potrebne podatke i modele pona-
Sanja letjelice, da bi se ona s uredajima i pilotom, dakle kao
cjelina, mogla tretirati na sintetiCki nacin metodama teorije
sustava i automatskog upravljanja, odnosno stabilizacije.

LIT.: W. J. Duncan, Control and stability of aircraft. University Press,
Cambridge 1952. — C. A. lopbaTeHko, MexaHuKa TneTa. MallnMHOC poeHue,
MockBa 1969. — M. Momirski, Raketodinamika i konstrukcija vodenih pro-
jektila. Tehnicki Skolski centar INA, Zagreb 1971. — E. Roberson, Lectures on
rotational dynamics of orbiting gyrostats. International Centre for Mechanical
Sciences Udine, Dubrovnik 1971. — M. Nenadovi¢, Stabilnost i upravljivo'st
letelica. Masinski fakultet Univerziteta Beograd, Beograd 1972. — M. Mo-
mirski, OpSte jednaline kretanja rakete s jednim parametrom®promenjive geo-
metrije. Radovi Tehnitke vojne akademije br. 9, Zagreb 1976. — M. Vuko-
bratovi¢, Dinamika robota. Institut Mihailo Pupin, Beograd 1977. — A. M.
MxuTapsaH, luHamuka noneta. MawnHocTpoeHne, Mocksa 1978.
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ponaSanje diskontinuiranog materijala, sastavljenog od dijelova
raspadnutih stijena (u sluajnom rasporedu koji se medu sobom
dodiruju, ali nisu vezani), od vode i plinova izmedu tih di-
jelova, pri djelovanju sila na obodu ili unutar toga materijala.
Primjenjuje se za odredivanje grani¢ne otpornosti i deformacije
tla opterecenog temeljima gradevina, sila §to djeluju na potporne
konstrukcije, te grani¢nog i stabilnog nagiba prirodnih kosina,
kosina nasipa i brana.

Graditelji starih epoha rjesavali su zadatke koje je nametalo tlo kao pri-
rodna podloga. Njihove metode vrednovanja tla i povratne veze izmedu
gradevine i tla danas nisu poznate, ali ostaci gradevina govore da se traZilo
pogodno tlo. Vjerojatno je da su tradicija ceha i osobno iskustvo bili osnova.
Stari spomenici koji jo$ traju svjedoe o mnogim uspjelim rjeSenjima. Ima i
nekoliko primjera neuspjeha (Pisa, 1180, si. 1 i 2), ali je vedina neuspjeha,
jer su gradevine propale zbog slabih temelja, nestala u zaboravu pro$losti

Racionalna mehanika tla pocinje 1773. god. kad je Ch. A. Coulomb
(1736— 1809), francuski vojni inZenjer, objavio Esej o primjeni teorije maksi-
muma i minimuma na neke probleme u arhitekturi. U tom je radu rijeden
problem aktivnog tlaka i pasivnog otpora. Istodobno je eksperimentirao s
uzorcima tla i postavio zakon otpornosti tla na smicanje, koji je i danas jedan
od osnovnih zakona mehanike tla. W. J. Rankine (1820—1872) analiticki je
rijeSio problem granitnih stanja ravnoteZe mase bez kohezije u neizmjernom
poluprostoru pri vodoravnom rastezanju ili zbijanju i odredio orijentaciju ploha
sloma (to se naziva aktivno, odnosno pasivno Rankineovo stanje). J. Resal je
kasnije (1910) analiticki rijeSio taj zadatak za masu s kohezijom s vodoravnom
i nagnutom povrsinom. K. E Pettersson i S. Hultin prvi su analizirali (1916)
stabilnost terenskog skoka s pretpostavljenom kruznom plohom sloma, $to je
dalje razradio W. Fellenius (1927).

Do prvih desetljeca XX stolje¢a prevladavaju u graditeljskoj praksi analiticke
analize tlaka na potporne konstrukcije prema veoma jednostavnom fizickom
modelu zrnastog tla i Coulombovu zakonu linearne zavisnosti tf = ¢ + er,tan<p.
Smatralo se da su c i (p konstante svake vrste tla. Nije bilo teorije za
proradun kritinog opterecenja tla pod temeljima. To je podrucje ostalo u
empirijskoj procjeni dopustenog opterecenja na temelju prijadnjeg iskustva s
veoma ogranienim podacima o svojstvima nevezanih i vezanih vrsta tla.

Teorijsku osnovu za proraéun deformacija optere¢enog prostora postavio je
1865. J. Boussinesq analitickim rjeSenjem raspodjele naprezanja unutar ela-
stitnoga, homogenoga, izotropnoga poluprostora optere¢enog koncentriranom
silom na povrsini. lako je taj fizicki model neprikladan za tlo koje nije ni
elasti€no ni homogeno, a ve¢inom ni izotropno, primjena je tog rjeSenja bila
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ogranicena jo$ i ¢injenicom da dugo nije postojala metoda ispitivanja kojom bi
se mogli ustanoviti elasti¢ni parametri tla. Kao palijativ sluZilo je probno opte-
recenje tla, koje iz mnogo razloga ne moze biti model za prototip opterecenja
gradevinom. Tek su eksperimentalni i teorijski radovi K. Terzaghija dvadesetih
godina naseg stoljeca dali nove fizicke konkretne osnove za pouzdaniju spoznaju
0 ponasanju tla pod gradevinama i tla kao gradevnog materijala.

L

Sl. 2. Presjek kroz kosi
toranj u Pisi s dijagra-
mom naprezanja u tlu

U djelu Erdbaumechanik auf bodenphysikalischer Grundlage (1925) K.
Terzaghi je postavio osnove nove znanstvene grane — mehanik* tla. To
je otvorilo nov put rjeSavanju sloZenih zadataka gradenja na tlu i u tlu u
doba kad je razvitak mehani¢kih pomagala omogucivao izvodenje sve vecih i
sloZzenijih zahvata u tlu. Tako se nova znanstvena grana brzo prosirila, a
danas je predmet temeljnog obrazovanja svakog graditelja.

Klasi¢na mehanika tla (tako se nazivaju teorijska rjeSenja iz XIX stoljeca)
osniva se na dvije idealizacije realnog tla: a) pretpostavlja se da je tlo kruto
plasti¢no tijelo kad se razmatra problem sloma, odnosno grani¢nog opterecenja,
b) pretpostavlja se daje tlo elasti¢no tijelo kad se razmatra problem deformacija.
Ta su dva modela u odredenim granicama prikladna za analiticko rjeSenje vise
tipi¢nih zadataka, jer se karakteristike materijala odreduju jednostavnim eksperi-
mentima na uzorcima tla u laboratoriju. Ba$ su ti eksperimenti i teorijska
razrada rezultata osnova za napredak mehanike tla. Realno tlo, naime, ne
odgovara ni jednome od dva modela, jer je to diskontinuirani nelinearno
elasti¢ni materijal s malim povratnim deformacijama pri rastereéenju i s viskoz-
nim deformacijama.

Eksperimentalno proutavanje odnosa izmedu naprezanja i deformacija
uzoraka tla omogucilo je definiranje veza izmedu stanja tla, promjena na-
prezanja, deformacija i vremena koje znatno vjernije opisuju njegova svojstva.
Rezultati eksperimentalnih radova ne bi medutim imali veéeg znafenja za
inZzenjersku praksu bez suvremenog razvitka numeri¢kog racuna i elektronickih
rafunala. RjeSenja vise nisu ograni¢ena moguénostima analitickog racuna, pa
se mogu primijeniti moddi nelinearno elastitnog materijala s viskoznim ele-
mentima koji traze znatno sloZenije prorafune. S tim se postupcima moze
proucavati ponasanje tla, i to od malih dodatnih optereéenja, kad se ono
ponada priblizno kao elasti¢no tijelo, pa do opterecenja koja uzrokuju veliki
prirast deformacija uz mali prirast naprezanja, kad se ono ponasa priblizno kao
plasti¢no tijelo. Osnovna proturje¢nost da se u matemati¢kim modelima diskon-
tinuirani materijal zamjenjuje kontinuumom s pogodnim konstitutivnim vezama
nije jo§ prevladana, Ona ima manje posljedice kad se promatra ponasanje
sitnozmatog tla s veoma mnogo vrlo sitnih Cestica u jedinici volumena. Kad se
proucava materijal krupnih zrna (krupan $ljunak, kameni nasipi, stijenske mase)
model kontinuuma sve nepotpunije opisuje svojstva i ponaSanje materijala Sto
su fragmenti veéi. R. J. Marsal (1977) je sa uspjehom uveo stohasticke i
statisticke metode da bi dobio prikladniji model za diskontinuirani materijal
sastavljen od krupnih fragmenata.

Suvremena teorija mehanike tla omogucuje da se i prakti¢ni zadaci rjeSavaju
potpunije i pouzdanije nego S$to je to bilo moguée klasiénim dualistickim
pristupom. Detaljnije istrazivanje na terenu, sloZenije ispitivanje uzoraka u
laboratoriju i primjena kompleksnih programa za elektronitka racunala uvjeti
su za uspjeSnija rjeSenja.

Primjena tih kompleksnih metoda potrebna je za sigurno projektiranje
velikih, slozenih i osjetljivih gradevina. Ostaje otvoreno pitanje do kojeg stupnja
treba u praksi primjenjivati produbljenu teoriju na materijal koji je po svom
postanku veoma heterogen, puno viSe nego $to se u razumnim granicama
mozZe obuhvatiti raCunskim modelima.

Sigurno je da ¢e se klasi¢na rjeSenja na dualistiCkoj koncepciji svojstava
materijala jo§ dugo primjenjivati za rjeSavanje standardnih zadataka.

Zbog toga ¢e se izloziti ta rjeSenja, a samo ¢e se skicirati nove mo-
gucnosti koje su upravo pocele davati rezultate.



