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N. Pribani¢

NAUKA O CVRSTOCI, tehnitka disciplina koja
proucava c¢vrstoc¢u, krutost i stabilnost dijelova konstrukcija i
strojeva i jednostavnijih konstrukcijskih cjelina. Cvrstoéa kon-
strukcije jest sposobnost prenoSenja sila i opterecenja bez loma,
trajnih plasticnih deformacija ili oSte¢enja (pukotina). Krutost
konstrukcije jest otpornost konstrukcije prema deformiranju.
Elasti¢na stabilnost konstrukcije jest sposobnost konstrukcije da
zadrZzi poCetan ravnotezni oblik. Gubitak elasticne stabilnosti
naziva se izvijanje.

Osim naziva nauka o ¢vrstoéi upotrebljava se i naziv
otpornost materijala. Oba su naziva tradicionalna i ne odgova-
raju u potpunosti. Ne radi se o otpornosti (€vrstoéi) materijala,
nego o ¢vrstoci dijelova konstrukcija! Medutim, osim Cvrstoce
proucava se jo§ krutost i stabilnost, pa ni naziv nauka o ¢vrstoéi
nije potpuno prikladan, iako je bolji od naziva otpornost ma-
terijala. Bolji naziv bio bi mehanika deformabilnih &vrstih tijela,
analogno nazivu mehanika krutih tijela i mehanika fluida. Iste
probleme proucava teorija elasti¢nosti, teorija plasti¢nosti i teo-
rija viskoelasti¢nosti i viskoplasti¢nosti, $to su sve grane meha-
nike kontinuuma Medutim, rjeSavanje problema, svrha i metode
rjeSavanja razliCiti su u mehanici kontinuuma i u nauci o ¢vrs-
to¢i. Nauka o Cvrstoéi u prvom je redu tehni¢ka (inZenjerska)
disciplina kojoj je svrha da §to jednostavnijim metodama na
zadovoljavajuci, priblizan nacin rijeSi probleme tehnicke prakse.
Ponekad se susrece i naziv elastostatika, koja proucava staticke
probleme elasticnih tijela Ni taj naziv nije dobra zamjena za
naziv nauka o ¢vrstoc€i, jer nauka o ¢vrstoéi proucava i neelas-
ticna tijela i dinamicke probleme, pa se €ini opravdanim zadr-
Zati naziv nauka o ¢vrsto¢i ili mehanika deformabilnih ¢vrstih
tijela

Ve¢ na pocetku razvoja civilizacije, kad su se pocele graditi vece zgrade,
hramovi, mostovi, brodovi, jednostavni strojevi i naprave, bilo je potrebno da
se sakupe podaci o svojstvima pojedinih konstrukcijskih materijala i oblika
tijela. Bez sumnje su postojala iskustvena pravila o odredivanju dimenzija poje-
dinih dijelova konstrukcija, jer bi bez njih bilo nemoguce izgraditi velican-
stvene gradevine i spomenike izgradene jo$ u starom vijeku. Osobito su se
svojim graditeljstvom isticali graditelji Rimskog Carstva. Poznate su njihove
palae, hramovi, arene, bazilike, akvedukti, te katapulti i drugi ratni i radni
strojevi. NeSto o metodama njihova graditeljstva poznato je iz knjige De
architectura libri decem od Marka Poliona Vitruvija. Najve¢i dio znanja koji
su sakupili Grci i Rimljani i drugi stari narodi izgubljen je u toku ranoga
srednjeg vijeka

viA

SI. 1 Galilejevo rjeSenje savijanja grede od 1638. Lijevo originalni crtez;
desno: a zadana greda, b pretpostavljeni lom grede, ¢ pretpostavljeni raspored
sila (naprezanja) u presjeku
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Prve znaCajne pokuse o ponaSanju i ¢vrsto¢i materijala obavio je Leonardo
da Vinci na prijelazu iz XV u XVI stoljee. On je ispitivao €vrstocu Zice,
greda i stupova. Do3ao je do ispravnog zakljutka da je ¢vrstoéa grede na
dva oslonca proporcionalna Sirini i obrnuto proporcionalna rasponu. Nije
zabiljezeno da li je ispitivao utjecaj visine grede. G. Galilei je prvi pokusao
da analiticki odredi ¢vrsto¢u pojedinih dijelova konstrukcija. Utvrdio je da
Evrsto¢a geometrijski slicnih tijela opada s porastom dimenzija. Poznata su
njegova razmatranja o savijanju Stapa On je pogre$no pretpostavio da su sile
(naprezanja) pri savijanju jednoliko raspodijeljene po visini presjeka grede i da
se greda pri lomu okrece oko najnize tocke osnonca B (si. 1). Uz tu pretpo-
stavku ravnoteza momenata unutradnjih i vanjskih sila oko totke B daje

vbh— = FI, odnosno eksplicitno
I=2 Fi [©)
th~2'
Tocno ijeSenje glasi
Fl
~ 6bh2’ @

Galilejevo ijeSenje (1) razlikuje se samo za konstantu od to€nog rjeSenja
(2. Svoja istrazivanja Galilei je objavio u djelu Discorsi e dimostrazioni
matematische intorno a due nuove scienze attenenti alla meccanica & / movimenti
locali, Leiden 1638.

Problem savijanja grede obradivao je i E. Mariotte. On je u radu objav-
ljenom 1690. zadrzao pretpostavku da neutralna linija prolazi kroz donji brid
presjeka, ali je uveo pretpostavku da naprezanja linearno rastu prema slici 2.

Sl. 2. Mariotteovo rjedenje savijanja
grede od 1690.

Ravnoteza momenata oko tocke B daje max &—h = FI, odnosno

eksplicitno

Fl
<W =37, ®)

To je rjeSenje blize toénomu od Galilejeva. Parent je takoder razmatrao
savijanje grede. On je 1713. objavio dva rada. U prvome je pokazao da
Mariotteovo rjeSenje moze vrijediti samo za pravokutan presjek i izveo je izraz
za kruzni presjek. U drugom radu je poSao od pretpostavke da neutralna os
prolazi kroz sredinu presjeka i doSao do ispravnog rjeSenja. Njegov je rad,
medutim, ostao nezapazen, pa su se mnogi inZenjeri i dalje sluzili Mariotteovim
rjeSenjem. Tocno rjedenje problema savijanja grede izveo je 1773. godine Ch.
de Coulomb ne poznajuéi Parentovo rjeSenje. On je 1784. rijeSio problem
uvijanja okruglog Stapa i uveo pojam modula smicanja.

Zakon linearne ovisnosti opterecenja i pomaka, odnosno naprezanja i de-
formacija postavio je 1660. godine R. Hooke na temelju pokusa s oprugama
te ga objavio u obliku anagrama CEIIINOSSSTTUV Medutim, taj zakon, danas
poznat kao Hookeov zakon, objavljen je tek 1678. u knjizi De potentia resti-
tutiva u obliku UT TENSIO SIC VIS, tj. kakva sila takvo produljenje, $to je
bilo sadrzano u anagramu iz 1660. godine. Th. Young je 1807. matematicki
formulirao Hookeov zakon za jednoosno rastezanje i uveo pojam modula elas-
ti€nosti, koji se po njemu naziva i Youngov modul. Taj je zakon 1828. dopunio
S. D. Poisson i uveo pojam koeficijenta poprecne konstrukcije pri rastezanju,
koji se po njemu naziva Poissonov koeficijent ili Poissonov omjer.

Znatno su pridonijeli razvoju teorije elasti¢nosti i analitickim metodama
u nauci o ¢&vrstoci Svicarski matematic¢ari, bra¢a Jacob i Johann Bernoulli.
Oni su razmatrali deformacije grede pri savijanju. Jacob Bernoulli je uveo pret-
postavku da pri savijanju popreéni presjeci ostaju ravni. On je 1694. utvrdio
da je zakrivljenost elasticne linije proporcionalna momentu savijanja. Daniel
Bernoulli, Johannov sin, prvi je izveo diferencijalnu jednadZzbu poprecnih vib-
racija Stapa. L. Euler, ucenik D. Bernoullija, takoder je proutavao elasti¢ne
linije. On je 1744. izveo izraz za kriti¢nu silu izvijanja vitkog Stapa. A Cauchy
je 1822, u radu koji je predlozio Francuskoj akademiji znanosti, po prvi put
definirao prostorno stanje naprezanja i izveo jednadzbe ravnoteZe diferencijalnog
elementa Prvi rad iz teorije plo€a objavio je C. L. Navier 1820. On je takoder
prvi dao opci pristup rjeSavanju staticki neodredenih zadataka Teoriju savijanja
plo¢a razradivali su dalje S. D. Poisson, G. R. Kirchhoff i drugi. D. J. Zuravski
je izveo (1844) izraz za posmitna naprezanja pri savijanju grede. E. Winkler je
(1858) rijesSio problem savijanja debeloga zakrivljenog Stapa metodama nauke
o ¢&vrstoci. To¢no rjeSenje tog problema dao je 1881. M. Golovin. Uvijanja nekih
neokruglih presjeka rijedio je 1852. B. de St. Venant. Godine 1857. E. Clapeyron
izveo je jednadzbu triju momenata (Clapeyronova jednadzba). J. C. Maxwell
je 1870. izveo poucak o recipro¢nosti uplivnih koeficijenata (Maxwellov poucak),
a A Castigliano je 1873. izveo svoj prvi poucak. O. Mohr je objavio rad o
kruZnicama naprezanja 1895.

Elementi tehnickih konstrukcija. Svaka tehni¢ka konstrukcija

sastavljena je od jednostavnijih oblika, kao npr. ravni i zakriv-
ljeni Stapovi, ploce, ljuske, stijene, diskovi, prsteni, debele cijevi.
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Za svaki od tih oblika posebno se izvode izrazi za naprezanja
i deformacije.

Stap je tijelo kojemu su popre¢ne dimenzije malene u us-
poredbi s njegovom duljinom. Stap moZe biti ravan i zakriv-
ljen, prizmati¢an i promjenljiva poprecnog presjeka. Ako po-
precni presjek Stapa ima presjek u obliku zakrivljene ili izlom-
ljene trake i ako je debljina trake malena s obzirom na po-
preCne dimenzije Stapa, on se zove Stap s tankom stijenkom.
Njegov presjek moZe biti otvoren ili zatvoren. Ploce i stijene
su plodni elementi konstrukcija kojima je debljina malena u
usporedbi s duljinom i Sirinom. Plo€a u uzem smislu rijeCi je
ploca koja je optereCena okomito na svoju ravninu. Stijena je
ploca koja je optereéena u svojoj ravnini. Pod plo€om u Sirem
smislu smatraju se ploce i stijene. Ljuske su zakrivljeni plo3ni
elementi. Ploce i ljuske mogu biti tanke i debele, a debljina
moZze biti stalna ili promjenljiva. Diskovi su rotiraju¢e kruzne
ploce. Prsteni su kruzno simetri€na tijela kojima su poprecne
dimenzije za jedan red velicine manje od srednjeg polumjera.
Sl. 3 prikazuje osnovne elemente konstrukcija.

Sl. 3. Osnovni elementi konstrukcija i strojeva, a ravni prizmati¢ni Stapovi,

b ravni Stapovi promjenljiva presjeka, c debeli zakrivljeni Stap, d Stap s

tankom stijenkom, e ploce, / stijena, g ljuska, h rotiraju¢i disk, i prsten,
j debela cijev

Postupci u nauci o €vrstoci. U teoriji elasti¢nosti i drugim
granama mehanike kontinuuma, odnosno matematicke fizike,
problemi se rjeSavaju strogo matematicki. Pri tom se postavljaju
tri grupe jednadzbi koje se odnose na diferencijalni element
tijela: 1) tri diferencijalne jednadZbe ravnoteZe, 2) tri diferen-
cijalne jednadzbe koje izraZavaju uvjet kompatibilnosti defor-
macija, 3) Sest algebarskih jednadzbi Hookeova zakona.

Ukupno ima 12 jednadZbi sa 12 zavisnih nepoznanica: Sest
komponenata naprezanja i Sest komponenata deformacije. Sest
jednadZbi su parcijalne diferencijalne jednadZbe, nezavisne vari-
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jable su tri koordinate, a kad se rjeSavaju dinamicki problemi,
jo$ je i vrijeme nezavisna varijabla.

lako su i matematicke metode i mehanika kontinuuma
veoma napredovale, do danas nije moguce naéi rjeSenje u stro-
gom obliku za proizvoljan oblik tijela i proizvoljno opterecenje
i ucévrséenje tijela (proizvoljni grani¢ni uvjeti). Ipak, danas pos-
toje mnoga za praksu korisna rjeSenja pomocu teorije elastic-
nosti. Kad se ne mogu naéi stroga analiticka rjeSenja, primje-
njuju se eksperimentalne (fotoelasticimetrija, tenzometrija itd.)
i numericke metode (metoda konacnih elemenata i druge).

U nauci o ¢vrsto€i pristupa se analizi naprezanja i defor-
macija na drugi nacin. Kako je broj jednadZbi ravnoteze manji
od broja nepoznatih naprezanja, potrebni su dopunski podaci.
Dopunski se podaci dobivaju na temelju pretpostavki o defor-
miranju tijela ili na temelju pretpostavki o raspodjeli naprezanja
po presjeku tijela. Cesto se obje pretpostavke istodobno primje-
njuju. U nauci o ¢vrsto€i izvode se izrazi za analizu naprezanja u
jednostavnijim oblicima tijela: Stapovima, ploCama, ljuskama,
debelim cijevima, prstenima, diskovima, nosafima s tankim
stijenkama itd. Postupak analize naprezanja i deformacija u
nauci o Cvrsto¢i moze se rasclaniti na sljede¢i nacin:

1) Uvode se pretpostavke o deformiranju ili raspodjeli na-
prezanja. Na temelju tih pretpostavki geometrijskom (kinema-
tickom) analizom izvode se izrazi za raspodjelu deformacija.
U tim izrazima pojavljuju se nepoznati parametri, pa izrazi
daju samo kvalitativnu, ali ne i kvantitativhu raspodjelu na-
prezanja Nepoznati su parametri konstante ili nepoznate funk-
cije.

2) Pomoc¢u Hookeova zakona i izraza za deformacije odre-
duju se kvalitativni izrazi za raspodjelu naprezanja. Ako je tijelo
nelinearno elasti€no ili neelasti€no, umjesto Hookeova zakona
primjenjuju se izrazi koji povezuju deformacije i naprezanja,
odnosno brzinu deformacije i naprezanja, tj.

on = (4a)
ili

°ij = °ij(kbEij)> (4b)
gdje su dij komponente naprezanja, komponente deforma-
cije, a Sij komponente brzine deformacije.

3) Postavljaju se jednadzbe ravnoteze ili jednadzbe gibanja
u koje ulaze izrazi za naprezanje. RjeSavanjem tih jednadZzbi

odreduju se nepoznati parametri, a zatim i definitivni izrazi
za naprezanja ideformacije. Prema tomenepoznatih parame-
tara smijebititoliko koliko ima nezavisnih  uvjetaravnoteZe.

Geometrijska analiza i jednadZbe ravnoteze primjenjuju se
pri rjeSavanju statickih problema. Kad se rjeSavaju dinamicki
problemi, primjenjuje se kinematicka analiza i jednadzbe gi-
banja

Pretpostavke o deformiranju zamjenjuju uvjete kompatibil-
nosti. Te se pretpostavke postavljaju na temelju iskustva, po-
kusa ili uvjeta simetrije tijela i optere¢enja. Uvedene pretpo-
stavke mogu biti priblizno ili potpuno ispunjene. Ako su pret-
postavke potpuno ispunjene, dobivena rjeSenja su egzaktna i
jednaka rjeSenjima teorije elasti€nosti, odnosno drugih grana
mehanike kontinuuma. Ako su pretpostavke samo priblizno is-
punjene, dobivena ¢e rjeSenja biti priblizna. Obi¢no se uzima
da rjeSenje s pogreSkom manjom od 5% zadovoljava. Tada
je uz izraze naprezanja ili deformacije potrebno navesti ogra-
ni¢enja s obzirom na geometrijski oblik tijela, nacin optere-
¢enja i maksimalno deformiranje ili pomak za koje navedeni
izrazi vrijede. Kad ne postoje toc€ni izrazi, ponekad se dopusta
i pogreSka veéa od 5%, Sto se uzima u obzir pri odredivanju
faktora sigurnosti, odnosno dopustenog naprezanja

NAPREZANJE

Ako na neko tijelo djeluju vanjske sile, one nastoje da raz-
dvoje ili priblize pojedine Cestice tijela. Tome se tijelo suprot-
stavlja unutradnjim silama koje djeluju medu njegovim cCesti-
cama. UnutrasSnja sila podijeljena plostinom presjeka na kojem
djeluje zove se naprezanje. Prema djelovanju razlikuju se nor-
malno naprezanje i posmi€no naprezanje. Normalnim napreza-
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njem tijelo se opire medusobnom primicanju ili razmicanju
svojih Cestica Posmicnim naprezanjem tijelo se opire klizanju
jednog sloja Cestica po drugom.

Na si. 4 prikazan je Stap Sto ga rastezu dvije jednake i
suprotno usmjerene sile. Zato Sto pravac djelovanja sila pro-
lazi kroz os Stapa kaZze se da je Stap osno opterecen. Normalno
naprezanje o djeluje jednoliko po popre€nom presjeku plos-
tine A, pa je ukupna sila u presjeku oA. Iz ravnoteZe odsje-
¢enog dijela slijedi oA = F, odnosno

®)

trt-i

SI. 4. U popre€nom presjeku osno
optereéenog Stapa djeluje normalno
naprezanje a

Sl. 5. U presjecima osovinice djeluje posmi¢no naprezanje

Na si. 5 prikazana je zglobna veza dviju poluga; sila F
prenosi se s poluge 1 na polugu 2 preko osovinice 3. U pres-
jecima osovinice pojavljuje se posmi¢no ili tangencijalno napre-
zanje «. Posmicno naprezanje nije jednoliko raspodijeljeno po
presjeku, ali je njegova prosje€na vrijednost

F
- ©

gdje je A ploStina popreénog presjeka. Unutrasnje sile u tijelu
opcenito ne djeluju okomito na presjek, tj. u opéem slucaju
djeluje normalno i posmicno naprezanje. Na si. 6a prikazano
je tijelo u ravnotezi na koje djeluju sile P1,P2,...F5. Zamisljeno
je da je tijelo presjeCeno ravninom FT. Lijevi dio tijela prikazan
je na si. 6b. Rezultanta vanjskih sila FI9 F2 i F3 nije jednaka
nuli, a kako je taj dio tijela u ravnotezi, moraju se po presjeku
pojaviti unutrasnje sile kojima desni dio djeluje na lijevi. Rezul-
tanta irezultirajuéi moment svih vanjskih i unutradnjih sila koje
djeluju na lijevi dio jednaki su nuli, jer je taj dio u ravnoteZzi.
Ako se zamisljeni presjek podijeli na niz elemenata kojima su
plostine A/4A? AA2, AA3 itd., kako je prikazano na si. 6b, na
svakom ¢e elementu presjeka djelovati rezultanta unutrasnjih
sila AFT?AF2,AF3,... Te sile na svakom elementu presjeka mogu
imati drugi smjer i iznos. Dijeljenjem sile pripadnom ploStinom

XsT~ 2A°
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elementa presjeka dobiva se prosjecni vektor naprezanja. Tako
je npr.

aF;
AA,

prosjeno naprezanje na elementu ploStine AAt oko to¢ke T.
Ako se promijeni gloStina elementa presjeka AAh promijenit
¢e se i iznos sile AFf Smanjivanjem ploStine zapravo se sma-
njuje iznos rezultante AF\. Ako se ploStina elementa presjeka
AA{stalno smanjuje preko niza \A'h\A (,+A'",... tako da stalno
obuhvaéa tot¢ku T, tada ¢e uz pripadne unutradnje sile

Psr = (7a)

Sl. 6. Definicija vektora naprezanja p, normalnog naprezanja a i
posmi€nog naprezanja X

AF;, AF;., AF"™,... (si. 6c) niz omjera AP'iAA'h Ap'"AA-,
iP-'/IA-" itd. teziti pravoj vrijednosti naprezanja p u tocki T,
tj. bit ce
fim 2t
A4+ AA
Vektor p u opéem slu¢aju nije okomit na presjek na kojemu
djeluje, nego s normalnom ti €ini kut o (si. 6d).
Komponente naprezanja. Vektor naprezanja moze se rastaviti

na dvije komponente: normalnu o i posmic€nu ili tangencijalnu
t. Te komponente iznose

(7b)

<= pcos(p i T= psin<p, 8)

gdje je 0 g g 180° kut izmedu vektora p i normale n.

Jedinica tlaka i naprezanja paskal (znak Pa) definirana je
kao njutn po Cetvornom metru, Pa = N/m2. Neki autori sma-
traju da bi paskal trebao biti samo jedinica tlaka, a jedinica
naprezanja da bude njutn po Cetvornom metru.

Komponente naprezanja u nekoj tocki tijela ovise izmedu
ostalog i o orijentaciji presjeka na kojem djeluju komponente.
To se lako moZe vidjeti na primjeru Stapa koji je opterecen
dvjema silama (si. 7). Kroz to¢ku T postavljen je poprecni
presjek B—B i kosi presjek C—C. Na si. 7b prikazan je lijevi
dio Stapa odvojen poprecnim presjekom. Ako se pretpostavi

a vil
F M F
S L

|y
b
F

t=0

a=p

SI. 7. Komponente naprezanja ovise 0 orijentaciji presjeka. U popre¢nom
presjeku osno opterecenog Stapa djeluje samo normalna komponenta napre-
zanja. U kosom presjeku djeluju normalna i posmi¢na komponenta naprezanja
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daje naprezanje jednako po Citavu presjeku, onda ono mora biti
okomito na presjek, tj. paralelno sa silom. Uvjet ravnoteZe

za lijevi dio glasi
ZFx=-F + pA =0 ©)

sila napresjeku.Naime, p
ploStinapopre€nog presjeka.

gdje je pA rezultanta unutradnjih
je sila na jedini¢nu plostinu, a A
Iz (9) lako se moze dobiti

p=i- 10
Naprezanje p cinis okomicom Ti kut q—O0, pa je prema (8)
t =0. (11)
Slika 7cprikazuje lijevi dio Stapa odvojenkosimpresjekom.
Plostina kosog presjeka A iznosi
A

A = 12
coscp ( )

a=p i

gdje je A = bh ploStina poprec¢nog presjeka. 1z uvjeta ravnoteze
za dio Stapa na si. 7¢c moze se dobiti da je

- F
p=A LCosQ (13)
odnosno s pomocu (10)
p = acoscp. (14)
Komponente naprezanja u kosom presjeku iznose
0 = pcoscp = — cosép,
(15)

i —psmcp = — smepcoscp.

Kad se (10) uvrsti u (15) i uzme u obzir (11), dobiva se
a = acos2m,
. . (16)
i = asmcpcoscp.

Za svaku orijentaciju presjeka kroz tocku T dobit ¢e se druge
vrijednosti komponenata naprezanja. Kako se kroz promatranu
tocku moze postaviti beskonatno mnogo presjeka, ima besko-
nacno mnogo parova komponenata naprezanja o i i koje opisuju
isto stanje naprezanja u promatranoj toc¢ki. Medutim, ako su
poznate komponente naprezanja za tri presjeka, moze se pomocu
izraza za transformaciju odrediti naprezanje u svim presjecima.
Obi¢no se stanje naprezanja zadaje komponentama naprezanja
za tri medusobno okomita presjeka (v. Mehanika kontinuuma,
TE 8, str. 173).

Sl. 8. Definicija naziva i predznaka presjeka u vezi
s koordinatnim sustavom

Uvodenjem koordinatnog sustava olakSava se rad s kompo-
nentama naprezanja i njihovo oznacivanje. Radi toga treba oz-
naciti pojedine presjeke i komponente naprezanja koje djeluju
na njima u skladu s odabranim koordinatnim sustavom. Pre-
sjeci su oznacCeni na si. 8. Presjek ima oznaku one koordinatne
osi na koju je okomit. Ako je vanjska normala usmjerena u
pozitivnom smjeru koordinatne osi, presjek je pozitivan, a ako
je vanjska normala usmjerena suprotno od koordinatne osi,
presjek je negativan. Komponente naprezanja oznacuju se sim-
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bolom o sa dva indeksa (si. 9). Prvi indeks oznacCuje presjek na
kojemu djeluje komponenta, a drugi koordinatnu os s kojom je
komponenta naprezanja paralelna Tako je npr. axy kompo-
nenta naprezanja koja djeluje na presjeku x paralelno s osi vy,
a gz je komponenta koja djeluje na presjeku z paralelno s
osi z. Normalne komponente naprezanja imaju oba indeksa jed-
naka, a posmi¢ne komponente imaju razlicite indekse. Zbog toga
nije potrebno uvoditi posebne oznake za normalne i posmicne
komponente. Ipak, u tehnickoj literaturi prevladava oznaCivanje
normalne komponente znakom a s jednim indeksom, a pos-
mi€ne komponente znakom t sa dva indeksa Ako se Zeli
oznaciti bilo koja komponenta naprezanja a ne neka posebna,
pisSu se indeksi ij. Umjesto indeksa ij mogu se upotrijebiti bilo
koja dva mala latinska slova, osim slova x, y, z. Tako npr.
i=x<y ili z,

ji=x,y il z, (7

olj
oznacCuje bilo koju komponentu. Isti se znak upotrebljava da
bi se oznacio skup svih komponenata naprezanja. Devet kom-
ponenata naprezanja mogu se sloziti u kvadratnu matricu koja
se skraéeno oznacuje [<ry], tj.

= -

Gxx (v Tx gy |
M = %g c°yy Nz = M Y Xz (18)
_&x Gzy Gz _ _*ix Ty <7 _
Desna matrica je uobicajena u tehnickoj literaturi.

si. 9. Oznake komponenata naprezanja. Prvi indeks ozna-
Cuje presjek, a drugi smjer komponente

Predznak komponente naprezanja odreden je ovim pravi-
lima: a) komponentaje naprezanja pozitivna ako na pozitivnom
presjeku djeluje u pozitivnom smjeru ili ako na negativhom
presjeku djeluje u negativnom smjeru, b) komponenta je napre-
zanja negativna ako na pozitivnom presjeku djeluje u negativnom
smjeru ili ako na negativhom presjeku djeluje u pozitivnom
smjeru.

zt

SI. 10. RavnoteZa momenata oko osi X
uvjetuje da je zyz = zzy

Na si. 10 prikazanje diferencijalni element obujma dxdydz,
a u njegovu srediStu nalazi se ishodisSte koordinatnog sustava
Oxyz. Na elementu su ucrtane samo komponente naprezanja
koje Cine moment oko osi X, tj. zyz i zzy. Komponente z2X i
zyx paralelne su s osi X, a komponente ax, ay, 0z, zxy i zxz pro-



NAUKA O

laze kroz os x, pa ne €ine moment oko X. Ravnoteza mome-
nata oko osi x glasi

= [isg(dxdz)]d3 —[Ta(dxdy)]dz = 0.

Okrugle zagrade oznaCuju ploStinu, a uglate silu. VeliCine izvan
zagrada dy i dz su krakovi sprega sila. Ako se gornji izraz
podijeli sa dxdydz, dobiva se

hz = - " 9)
Na slican nafin iz ravnoteZze momenata oko osi y i z slijedi

*xy = hx Txz = *zXx- (20)

Prema tome, matrica tenzora naprezanja je simetri€na, tj.
[ffy] =

Linearno, ravninsko i prostorno naprezanje. Pri promjeni
presjeka mijenja se vektor naprezanja po smjeru i iznosu. Ako
vektor naprezanja f uvijek lezi na jednom pravcu, bez obzira
na orijentaciju presjeka, stanje naprezanja je linearno ili jedno-
osno. Ako pri promjeni presjeka vektor naprezanja uvijek lezi
u istoj ravnini, stanje naprezanja je ravninsko ili dvoosno. Ako
vektor naprezanja u nekoj toCki mijenja orijentaciju u prostoru,
stanje naprezanja je prostorno ili troosno.

[(Ti.1.

Transformacija komponenata ravninskog stanja naprezanja.
Komponente naprezanja ovise o izboru koordinatnog sustava.
Ako su poznate komponente naprezanja u jednom koordi-
natnom sustavu, mogu se izrazima za transformaciju odrediti
komponente naprezanja u bilo kojemu koordinatnom sustavu;
pri tom je potrebno poznavati kutove koje nove osi Cine sa
starim osima Slika 11 prikazuje stari koordinatni sustav Oxy
i novi sustav Oxy, te dva elementa s ucrtanim naprezanjima
Jedan element odnosi se na stari koordinatni sustav i na njemu
djeluju komponente ox, oy i zxy —zyx. Drugi element odnosi se
na novi sustav i na njemu djeluju komponente gx (Cita se:
sigma iks potez), oy i Zxy = Zyx.

SI. 11 Transformacija komponenata naprezanja pri rotaciji koordinatnog
sustava za kut ¢

lzrazi za transformaciju mogu se izvesti razmatranjem rav-
noteze elemenata na si. 12b. Trokutni je element (si. 12a)
pravokutan, pa je

dx . dy

— = Sin 1 — = cos(p 21
ay CY dy (P (21a)

gdje su dx, dy i dy apsolutne vrijednosti duljina stranica trokuta.
Uvjeti ravnoteze elementa za osi x iy glase:
2FX= dyox —(axdy + zyxdx)cosep —
- (aydx + zxydy)smcp = 0,
ZFy = dyzxy —(dx + zxydy)coscp +
+ (ixydx + Gxdy)sin(p = 0.
Te izraze treba podijeliti sa dy, u njih uvrstiti (21a) i srediti
uzimajuéi u obzir da je zxy = ryx, pa ¢e se dobiti
gx —CXCO0S2ep+ oysin2e + 2Txysirup coscp,
Xy = —(0* —Gy)COS(pSm(p + Txy(cos2q —sin2(p).

To su izrazi za transformaciju dviju komponenata naprezanja.
Izrazi za preostale dvije komponente mogu se dobiti na slican
naCin razmatranjem ravnoteZe elementa na si. 13. Ti izrazi
glase:
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qy = gxsin2(p + dyCOS2(p — 2zxyCOS(pS\n(pf

Tyx = —(gx + Gy)coscpsm(p + Txy(cos2g — sin2q).
Izrazi (23) mogu se dobiti iz izraza (22) ako se uzme da je

(23)

Ti
&P+ J=HE) P TP+ A= -ryx() 6 14).

Pomoc¢u trigonometrijskih  izraza 2cos<psin<p = sinlcp,

cos2(p—sin2(p =cos2(p, sm2(p=— (1 —cos2<) i cos2p—

1 o
= — (1 + cos2ep) mogu se izrazi (22) i (23) preinacitl u izraze

cos2ep+ zxysin2(p,

®(+2 o C’X_G/c052ep—zxysin2(p, (24)
—< sin2(p + zxycos2m.
Na temelju tih izraza lako se moze uvjeriti da je
lia= Gx + Gy = Gx + Gy = COnSt, (25)

11« = oxay - z$y = oxoy- xly= const.,
gdje su 1XT prva a |2a druga invarijanta naprezanja.

SI. 12. 1z uvjeta ravnoteze trokutnog elementa izvode se izrazi za transfor-
maciju komponenata naprezanja ox i rxy

SI. 14. Pri rotaciji koordinatnog sustava za tt/2 komponenta
ax postaje oy, oy postaje 0X, a xxy postaje —xyx

Glavna naprezanja. U zadanoj su toCki tijela komponente
gx, Gy i zxy konstante, pa su komponente gx i zxy funkcije
samo kuta ep Ako se okrece presjek, mijenjaju se gx i zxy
kontinuirano. Nakon okreta za kut #rad vrijednosti normalne
i posmicne komponente postaju jednake pocetnoj vrijednosti.
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Za odredeni poloZzaj g0 normalna ¢e komponenta ax poprimiti
ekstremnu vrijednost. Kut cpo moZe se odrediti tako da se prva
jednadzba izraza (24) derivira i zatim izjedna€i s nulom, tj.

N 0ls i n + TXycos2<pj = 2Xxxy. (26)

Kad ta derivacija postane jednaka nuli, bit ¢ (p= g0 i
ujedno Txy = 0. Prema tome na presjecima na kojima normalna
komponenta naprezanja poprima ekstremnu vrijednost posmi-
¢na je komponenta jednaka nuli. 1z uvjeta

-sin2<p0 + Txvcos2<p0 = 0
dobiva se

=. 27
tan2q0 = ™ (27)
Kut 2(p0 ima dvije razlic¢ite vrijednosti
medusobno razlikuju za jz rad, tj.

2(po = 2(o+ 7T,

2(p0 i 2(po koje se

(28)

odnosno

(po =(Po +~2 (29)

Presjeci na kojima djeluju ekstremne vrijednosti normalne
komponente naprezanja medusobno su okomiti. Kako je funk-
cija gx = ax(o® neprekinuta i periodi¢ka s periodom n, jedna je
ekstremna vrijednost maksimum, a druga minimum. Te eks-
tremne vrijednosti normalnog naprezanja zovu se glavna napre-
zanja, a pripadne normale glavni pravci naprezanja. Glavna
naprezanja oznaCuju se sa i 92>pri ¢emu je = dmex i
<R = omin. Vrijednosti glavnih naprezanja mogu se dobiti ako
se (p0 uvrsti u (24). Na temelju izraza (27) mozZe se pisati

sh\2(po = —sin2(po =- o

+ TX
(30)
c0s2(po = —C0S2<0 :

+

Kad se izrazi (30) uvrste u prvu jednadZbu (24), dobiva se
nakon sredivanja

X+ Gv

'Rt (31)

Mohrova kruznica naprezanja. Promjena komponenata na-

prezanja u nekoj tocki tijela pri zakretanju presjeka kroz tu

tocku moze se zorno prikazati pomoc¢u tzv. Mohrove kruznice

(0. Mohr, 1895). Prva i treca jednadzba izraza (24) mogu se
napisati u obliku

Ox £ (v
2 2

& f <V
-cos2(p+ iXsin2(p,

(32
Q sin2(p + rxycos2 (p.

Ako se obje gornje jednadzbe kvadriraju pa zatim zbroje, dobit
ce se

\2
<7-0x+ Q T 33)

X + Tx

U koordinatnom sustavu Ooi izraz (33) predstavlja jednadzbu
kruznice polumjera

R + t2y = SA, (34)

sa srediStem na osi o. Srediste S je udaljeno od ishodiSta za
iznos
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(35)

Ta se kruznica zove Mohrova kruznica naprezanja (si. 15).

Na svakom presjeku koji je odreden kutom (p djeluju dvije
komponente naprezanja ox i ixy koje odreduju jednu toCku
Mohrove kruznice. Pri zakretanju presjeka za kut (px opisat
¢e tockaj)o kruznici luk koji pripada kutu 2<x. Ako se pozi-
tivna os zxy usmjeri prema dolje (si. 15), presjek ¢e se zakretati
i tocka ¢e se gibati po Mohrovoj kruznici u istom smjeru.
ToCke Mohrove kruznice koje definiraju stanje naprezanja na
dva medusobno okomita presjeka nalaze se na kruznici dija-
metralno suprotno, tj. razmaknute su za sredidnji kut 180°.
Ako se jedna toCka nalazi iznad osi ax, druga se nalazi ispod
nje, tj. pripadna posmicna naprezanja moraju imati suprotan
predznak. Zbog toga se iznimno, radi prikaza na Mohrovoj
kruZnici naprezanja, uvodi posebna definicija o predznaku pos-
micnog naprezanja Prema toj definiciji posmi¢no je naprezanje
pozitivno ako nastoji zakrenuti element na kojemu djeluje u
smjeru kazaljke na satu. Ako nastoji zakrenuti element suprotno,
posmi¢no naprezanje je negativho. Za normalna naprezanja
dogovor o predznaku ostaje nepromijenjen, tj. viatno naprezanje
je pozitivno, a tlacno negativno.

Kako <x, ovisno o kutu (p, predstavlja sva normalna na-
prezanja, pa tako i ox i <y, uobiCajeno je da se pri crtanju
Mohrove kruZnice os apscisa oznaCuje sa a, a 0s ordinata sa t,
jer Txy predstavlja sve posmiCne komponente. Iznad osi apscisa
crtaju se komponente t koje nastoje zakrenuti element u smislu
kazaljke na satu.

Kad je stanje naprezanja zadano na uobiCajeni nacin, tj.
pomocu Cetiri komponente naprezanja: ax, ay i rxy = tyx, koje
se odnose na poznati koordinatni sustav, Mohrova kruznica
naprezanja crta se ovako:

1) Skicira se element i na njemu ucrtaju zadane kompo-
nente naprezanja. Na elementu se oznaCe dva presjeka velikim
slovima, npr. A i B kao na si. 16.

2) U koordinatnom sustavu Oox ucrtaju se tocke A(ax,Txy) i
B((Ty,Tyx) koje odgovaraju presjecima A i B.

3) Konstruira se kruznica koja prolazi tockama A i £, a
njeno je srediSte_S na osi a. SrediSte S nalazi se u presjecistu
osi 0 i duZine AB.

4) Apscise presjeciSta C i D Mohrove kruZnice s osi apscisa
predstavljaju glavna naprezanja ox i 02

5) Pol normala P odreduje se tako da se iz bilo koje tocke
na Mohrovoj kruznici povuce paralela s pripadnom normalom
na elementu. Ta paralela sijeCe kruznicu u tocki P, koja pred-
stavlja pol normala. Npr., kroz tocku A na si. 16 povlaci se
paralela s normalom u A na elementu, tj. s osi x. Kad je
poznat pol P, mogu se lako odrediti pravci glavnih naprezanja.
To su na si. 16 pravci na kojima leZze duZzine PC i PD.

6) Komponente naprezanja na bilo kojem presjeku E odre-
duju se tako da se iz P povlagi paralela s normalom n,. Ta pa-
ralela sijee Mohrovu kruznicu u tocki E kojoj apscisa i or-
dinata odreduju naprezanja ox i Xxxy.
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SI. 16. Odredivanje glavnih pravaca naprezanja i komponenata
naprezanja na proizvoljnom presjeku pomoéu Mohrove kruz-
nice

Sl. 17. Konstrukcija Mohrove kruznice kad su poznate kompo-
nente naprezanja na dva proizvoljna presjeka

Stanje naprezanja moZe biti zadano i na drugi nacin, npr.
mogu biti zadane obje komponente naprezanja na svakom pres-
jeku, dok kut medu presjecima ne mora biti poznat. (Za pot-
puno poznavanje naprezanja na konkretnom elementu konstruk-
cije polozaj jednog presjeka treba biti poznat.)) Ako je poznat
kut medu presjecima, dovoljno je zadati samo tri komponente,
npr. dva normalna naprezanja i samo jedno posmicno napre-
zanje. Na si. 17 prikazana je konstrukcija Mohrove kruZnice
kad su zadane komponente naprezanja, a kut medu njima nije
poznat. U sustavu Ogt odrede se toCke A(aXdTxy) i B(ax,zxy).
Zatim se konstruira simetrala duzine AB. U presjeciStu sime-
trale i osi a nalazi se srediSte kruznice S. Kad je odredeno
srediSte S i jedna tocka kruznice, npr. tocka A, odredena je
Mohrova kruznica Na si. 18 prikazane su Mohrove kruZnice
nekih karakteristi¢nih stanja naprezanja.

Mohrova kruZnica troosnog naprezanja. Na si. 19 prikazan
je element tijela na kojemu djeluju tri glavna naprezanja <u
02 i tf3- Koordinatne osi tako su odabrane da se podudaraju s
pravcima glavnih naprezanja. Ako se element presijeCe ravni-

SI. 19. Element tijela na koji djeluju tri
glavna naprezanja au 02 i

283

te=td=(w/2

(=(x/2
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SI. 18. Mohrove kruznice tipi¢nih stanja naprezanja, a jednoosno vlatno
(tlatno) naprezanje cx ekvivalentno je izotropnom vlatnom (tlatnom) napre-
zanju ax = oy = cr'¥2 na koje je superponirano €isto smicanje zxy —&Tyx = a j2
Osi x,y ¢ine s osima x,y kut od 45° b pri izotropnom stanju naprezanja
Mohrova kruznica naprezanja reducira se na tocku. Normalno naprezanje je
jednako na svim presjecima, dok je posmi¢no naprezanje jednako nuli u svim
presjecima; c Cisto smicanje zxy ekvivalentno je istodobnom vlaénom i tlatnom
naprezanju intenziteta = —a2—+Txy

norn koja je paralelna s pravcem naprezanja <3, dobit ¢e se
element prema si. 20a Naprezanje <3 ne utjeCe na ravnotezu
elementa u smjeru osi x iy, pa za odredivanje ox i zxy vri-
jede izrazi (24). Prema tome mogu se ax i zxy odrediti iz
Mohrove kruznice kojoj su krajnje to€ke na osi o odredene sa
di i 92. Na sliCan na€in moZe se zaklju€iti da su komponente
naprezanja oy i oyi odredene Mohrovom kruZnicom kojoj su
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Sl. 20. Objasdnjenje konstrukcije Mohrove kruznice za troosno stanje naprezanja

krajnje tocke definirane naprezanjima <2 i <3. Komponente na-
prezanja u presjecima paralelnim sa 02 mogu se odrediti po-
mocéu Mohrove kruZznice koja lezi izmedu i <3 (si. 20c).

Ako je presjek proizvoljno orijentiran, kao na si. 20d, moze
se pokazati da je stanje naprezanja definirano tockama koje
leze unutar iscrtane povrSine izmedu triju kruznica. Bilo koji
kosi presjek definiran je pomocu tri kuta a, /? i y, koje €ini
normala na presjek s osima x, y i z. Dovoljno je zadati samo
dva kuta, jer se tre¢i moze odrediti iz relacije

cos2a 4-c0s2/? + cos2y = 1. (36)

Naprezanje u presjeku odredeno kutovima a, /? i y odreduje se
na sljede¢i nacin:

1) Konstruira se gornja polovica Mohrove kruznice troos-
nog naprezanja (si. 21) i na njoj se oznafe tocke "(cr"O),
B(<r2,0) i C(<t3,0).

2) U toCki A odmjeri se od osi o kut y. Drugi krak tog
kuta sijeCe kruznicu u to€ki D. U toCki C odmjeri se kut a
koji definira toCku E.

SI. 21. Odredivanje naprezanja ax i Xx u proizvoljnom
presjeku
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3) Iz Si povlaci se luk polumjera
S3D. Sjeciste tih lukova definira tocku F. Apscisa tocke F od-
govara naprezanju <x, a ordinata naprezanju tx. Duzina OF
odgovara punom naprezanju p = \/ax + r2.

Posmicno naprezanje zx je rezultanta od zxy i tX2 fj.

t = |/ HRy 4 #XZ 37)

Mohrova kruznica za troosno stanje naprezanja moZe se
konstruirati samo ako su zadana glavna naprezanja €!, 02 i 03.

DEFORMACIJA

Duljinska i kutna deformacija. Pod nazivom deformiranje tijela
razumijeva se promjena oblika i obujma tijela. Najée$¢i su uzrok
deformiranju tijela vanjska optereéenja, odnosno sile. Medutim,
tijelo se moze deformirati zbog promjene temperature, vlaznosti,
promjene svoje strukture itd.

Deformacija je pak skup geometrijski definiranih veli¢ina
koje jednoznacno definiraju deformiranje beskonacno malog ele-
menta tijela Naime, za potpuno opisivanje deformiranja (bes-
kona¢no) malog elementa tijela potrebno je definirati devet
veli€ina koje, ako se pogodno odaberu, tvore simetri€an tenzor
drugog reda (v. Mehanika kontinuuma, TE 8, str. 173). Te su
veli¢ine duljinske i kutne deformacije.

Sl. 22. Ravninski model nastajanja duljinske i kutne
deformacije

Radi jednostavnosti pojam duljinske i kutne deformacije bit
¢e opisan pomocu ravninskog modela Na si. 22 crtkanom lini-
jom prikazan je pocetni oblik i dimenzije ravninskog modela.
U tocki A modela ucrtane su, takoder crtkano, dvije medusobno

okomite duZzine AB i AC. Ako sada na model djeluju sile
F1,F2,...F6, model ¢e se povecati i deformirati, kako je prika-
zano punom linijom na istoj slici. Pri tom tocke A, B i C
prelaze u novi poloZzaj Au Bi i Cx. DuZine AB i AC mijenjaju
svoju duljinu. Pravi kut BAC mijenja se u kut B"AMCA. Ta
promjena iznosi y. S tim u vezi definiraju se srednje duljinske
deformacije i srednja kutna deformacija:

A"BX- AB
AB
/jCi - AB
(38)
New
yabc,sr= % ABC —

Vrijednost tako definiranih deformacija ovisi o udaljenosti
toCaka B i C od tocke A. lzrazi (38) predstavljaju srednje ili
prosjeéne deformacije za &itavo podrugje duzina AB i AC. Sto
su toCke B i C bliZze to€ki A, to Ce vrijednosti srednjih deforma-
cija biti blize pravim vrijednostima deformacija u to¢ki A. Po-
godno je uvesti koordinatni sustav Oxy tako da je os x para-
lelna s duZinom AB. Tada se prave deformacije u tocki A defi-
niraju izrazima:

a iz S3 luk polumjera
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, A~"B"-AB
£5= «ib= lim - — ,
b- a AB
. ACi-AC
= fac = lim - = - , 39
y c~a AC (39)

yxy = 7yx = 7abc = Hm hf- - -M 1B1C,
BAANI )

Prema tom izrazu duljinska deformacija predstavlja rela-
tivnoproduljenje. Ona je pozitivna ako se duzinaproduljuje,
anegativna akose ona skratuje. Kutna jedeformacija  pro-
mjena prvobitno pravog kuta izrazena u radijanima. Predznak
kutne deformacije definira se u vezi s koordinatnim sustavom.
Kutna deformacija je pozitivna ako se smanjuje kut u prvom i
tre¢em kvadrantu, a poveéava u drugom i ¢etvrtom kvadrantu.
Kad se, medutim, poveéava kut u prvom kvadrantu, kutna je
deformacija negativna

Za trodimenzionalno tijelo mogu se definirati tri duljinske
deformacije koje se odnose na tri medusobno okomite duZine,
te Sest kutnih deformacija yxy = yyx, yyz = yzy i yzx = yxz. Tako
definirane kutne deformacije upotrebljavaju se u tehnickoj lite-
raturi, pa se Cesto nazivaju tehnickim kutnim deformacijama za
razliku od tenzorskih kutnih deformacija sxy, eyz i szx koje su

definirane sljede¢im izrazima:

W=y yxy, e*=yy,» =Y P (40)
Komponente deformacije predstavljaju komponente simetricnog
tenzora drugog reda kojima matrica glasi:

1 1
£X 2 Ay 2 &xx  £xy  £xz
1 1
[%] = - Axy £y 2y = gyx gy &yZ
1 1
2 yxz 2 Az e2 £2x  £Zy £z

U prvoj su matrici tehnicke, a u drugoj tenzorske oznake.
Kako je deformacija simetrican tenzor drugog reda kao i
naprezanje, svi izrazi izvedeni za naprezanje vrijedit ¢e i za de-

formaciju ako se ax, oy i zxy zamijene sa sx, sy i —

Tako izrazi za transformaciju komponenata deformacije, ana-
logno izrazima (22) i (23), glase:
ex = sxcos2(p + sysin2ep + yxysmcpcos(p,
ey = sxsm2(p + eycos2ep — yxysm(pcoscp, (42)
yxy = —2{sx —£>,)sin<pcos<p + yX),(cos2ep — sin2(p),

odnosno, analogno izrazu (24),

ex +hLZh p+”Nsin2 g

= 4c+3 ,_sJL-1I >ms2(p_y_"sin2(p’
dc+3 ,_sJL-1 ( in2(

@

yxy = - («,- ey)sin2(p + yxycos2<p.
Glavne deformacije £i i e2 odredene su izrazom
ei2= + &+ V(EF—E)2+ yly\ (44)
Pravci glavnih deformacija odredeni su kutom (p0 za koji

vrijedi relacija
tan 2(p0 = - - (45)
x gy

Mohrova kruZnica deformacije. Umjesto izraza (42), (43), (44)
i (45) moZe se upotrijebiti i Mohrova kruZznica deformacije
koja je potpuno analogna Mohrovoj kruZnici naprezanja, samo
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§to se na ordinatnu os nanosi — yxy umjesto zxy, a na apscisnu

ex i sy umjesto ox i cy.

Primjena Mohrove kruznice deformacije bit ¢e prikazana na
primjeru odredivanja glavnih deformacija kad su poznate tri
duljinske deformacije u tri poznata pravca (si. 23a).

Taj se problem cesto susre¢e kod mjerenja naprezanja i de-
formacija pomocéu elektrootpornih tenzometara (v. Ispitivanje
gradevnih materijala i konstrukcija, TE 6, str. 551; v. Tenzo-
metrija).

Sl. 23. Odredivanje glavnih deformacija pomoéu Mohrove kruZnice defor-
macije kad su poznate tri duljinske deformacije

Mohrova kruznica konstruira se tada na sljede¢i nacin (si.

23): u pomoénom koordinatnom sustavu exi s ishodiStem

u toCki 0' oznaCe se toCke £, F, G kojima apscise iznose
sA eBi ec i u tim toCkama podizu okomice na pomocnu 0s
ex. Odabire se proizvoljna toCka D na okomici kroz F. 1z te
tocke povlafe se pravci koji s okomicom kroz F Cine kutove
a i P (si. 23b). PresjeciSta tih pravaca s okomicama kroz E i G
odreduju tocke A i C. U presjeciStu simetrala duzina DA i DC
nalazi se srediste S Mohrove kruznice. Sada se opiSe kruznica
kroz tocke C, D i A. Okomica u F sijeCe kruznicu u toC¢ki B,
dok je £ ASB = 2ai $:BSC = 2/1. Tocke K i L definiraju glavne
deformacije ex i e2. Pravac sx otklonjen je od pravca eA za kut
(p0 suprotno od kazaljke na satu.

Obujamna deformacija. Obujamna ili volumenska deforma-
cija definirana je kao relativna promjena obujma, ftj.

S=HJg 4/ 46>
gdje je V pocetni obujam elementa, a AK njegova promjena.
Obujamna je deformacija u nekoj to€ki tijela pozitivna ako
obujam elementa u okolidu toCke raste pri deformiranju. Ako
obujam opada, obujamna je deformacija negativna

U podrucju malih deformacija, reda veli¢ine 0,001, obujamna
je deformacija jednaka priblizno zbroju duljinskih deformacija
za tri medusobno okomite osi, tj.

$ Yoex + £y + £z = ™ + £2 mmE3

Obujamna je deformacija prema tome jednaka prvoj
janti tenzora malih deformacija.

(47)
invari-

MEDBUSOBNA OVISNOST NAPREZANJA |
DEFORMACIJE

Dijagram rastezanja. Deformacije ocito ovise o naprezanjima.
Pri povecanju optereenja rastu naprezanja, ali istodobno
rastu i deformacije tijela. Osim o naprezanjima, deformacije
ovise i o deformabilnosti tijela. Gumeni se Stap mnogo vise
produljuje od jednaka metalnog Stapa ako su optereceni jed-
nakim silama, pa prema tome u njima djeluju jednaka napre-
zanja. Svojstva deformabilnosti tijela ispituju se pokusima: ras-
tezanja, sabijanja, smicanja, jednolikoga troosnog sabijanja i
drugim. Takvi se pokusi provode na standardnim uzorcima, tzv.
epruvetama. NajceSc¢e se provodi pokus rastezanja, pa ¢e pokus
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Sl. 24. Pokus rastezanja niskougljickog ¢elika, a oblik epruvete, b pogetno
deformiranje epruvete, ¢ pojava vrata na epruveti, d dijagram ovisnosti sile
i produljenja

rastezanja epruvete od niskouglji¢nog €elika biti podrobnije opi-
san. Rastezna epruveta prikazana je na si. 24a. Mjerni dio epru-
vete ima duljinu / i promjer d. Epruveta je tako oblikovana
da su u mjernom dijelu naprezanja i deformacije jednoliko
raspodijeljeni po presjeku i ¢itavoj mjernoj duljini. Kad se epru-
veta optereti na rastezanje silom F, produljit ¢e se za iznos A,
a istodobno ¢e se promjer smanjiti za iznos Ad. Do odredene
vrijednosti sile F produljenje A/ proporcionalno je sili, tj. ovis-
nost F i A/ je linearna Pri daljem optereéenju ovisnost A/
o sili F postaje nelinearna (si. 24d). Dijeljenjem sile F pocetnom
plostinom AO dobiva se konvencionalno naprezanje

F
°0 — (48a)
¢0
koje se razlikuje od stvarnog naprezanja
G F 48b
— 5 (48)

gdje je A stvarna ploStina popre¢nog presjeka Pri rastezanju je
A < AQ, pa je a > a0. Pri sabijanju povecava se poprecni pre-
sjek, pa je o0 < <0. Ako se produljenje A/ podijeli poetnom
duljinom /, dobiva se prosjecna relativna deformacija mjernog
dijela epruvete. To je ujedno i prava deformacija, jer su de-
formacije jednoliko raspodijeljene po duljini /, tj.

A

. (49)

Ta se deformacija zove uzduZna duljinska deformacija, za raz-
liku od poprecne duljinske deformacije

Ad

=T

gdje je d pocetni promjer epruvete, a Ad promjena tog prom-
jera.

Dijagram na si. 24 predstavlja u nekom drugom mjerilu ta-
koder ovisnost konvencionalnog naprezanja <0 o prosje¢noj de-
formaciji s, kako je prikazano na si. 25. Na dijagramu se uo-
Cavaju karakteristine vrijednosti naprezanja: granica propor-
cionalnosti <, granica elasticnosti aE gornja granica teCenja
0'j, donja granica te€enja gt i vlana ¢vrsto¢a oM. Dok je napre-
zanje manje od granice proporcionalnosti <p, ovisnost je napre-
zanja i deformacije linearna. Kad naprezanje postane vece od
<, osivnost postaje nelinearna, ali se materijal i dalje pona3a
elasti¢no, tj. nakon rasterecenja epruveta se vra¢a u prvobitni
oblik i dimenzije. Kad naprezanje premasi granicu elasti¢nosti,
materijal se po€inje ponaSati neelasti¢no ili plasti¢no, tj. nakon
rastere¢enja u materijalu zaostaju trajne ili plasticne deformacije.
Kad naprezanje dostigne gornju granicu te¢enja g't, naglo opada
na vrijednost <T; deformacije dalje rastu bez povecéanja sile,
odnosno naprezanja. Nakon odredene deformacije konven-
cionalno naprezanje ponovno raste, dostize maksimalnu vrijed-
nost gM a zatim opada dok se epruveta ne slomi.

Produljenje epruvete prati poprecno skupljanje, odnosno
smanjenje promjera Do pojave teCenja materijala poprecno je

(50)
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skupljanje jednoliko po ¢itavoj duljini. Kad se naprezanje pri-
blizi granici tecenja, pocinje naglo suZenje i pojavljuje se vrat
epruvete (si. 24c). Do pojave vrata naprezanja i deformacije
jednoliko su raspodijeljeni u epruveti. Nakon pojave vrata, na-
prezanja i deformacije u blizini vrata su veéi od naprezanja i
deformacija u ostalom dijelu epruvete. Do pojave vrata konven-
cionalno i stvarno naprezanje neznatno se razlikuju. Nakon po-
jave vrata ta se naprezanja (a i <0) sve vise razlikuju, pa omjer
Al/l predstavlja samo prosje¢nu, a ne pravu deformaciju. Ovis-
nost pravog naprezanja a o deformaciji £ prikazana je crtkano
na si. 25.

Dijagrami rastezanja razli¢itih tehnickih materijala vrlo su
razli¢iti po obliku i vrijednostima naprezanja. Medutim, svi se
dijagrami mogu svrstati u Cetiri osnovne grupe koje su prika-
zane na si. 26. (Vise o elasti¢nim, plasti€nim i viskoelasti¢nim
materijalimav. Mehanika kontinuuma, TE 8, str. 173; v. Otpornost
gradevnih materijala).

Sl. 26. Tipovi dijagrama rastezanja
tehnickih materijala. A krhki mate-
rijali: legirani cCelik, staklo, lijevano
Zeljezo itd., B konstrukcijski celik, C
rastezljivi ili duktilni materijali, D
polimerni materijali

Hookeov zakon. Za sve vrste dijagrama rastezanja (si. 26)
postoji podrucje proporcionalnosti naprezanja i deformacija.
Ta su podrucja na dijagramu izvu€ena debljom linijom. U tom
je podrucju popre€na deformacija £g proporcionalna uzduZnoj
deformaciji e i uvijek je suprotna predznaka. Te su dvije za-
konitosti prikazane izrazima:

£q= —VE (51)

Konstante proporcionalnosti E i v uvijek su pozitivne i nazivaju
se Youngov modul elasti¢nosti i Poissonov omjer ili koeficijent.
Modul elasti¢nosti E ima dimenziju naprezanja, pa mu je jedi-
nica paskal. Poissonov omjer (koeficijent) v je bezdimenzijska
veli¢ina. Za izotropne je materijale Poissonov omjer 0 < v< 0,5,
a za vecinu je metala v« 03.

Izraz (51) predstavlja Hookeov zakon za jednoosno napre-
zanje. Pokusi sabijanja daju sline dijagrame kao i pokusi ras-
tezanja, pa Hookeov zakon vrijedi i za tlana naprezanja

Na si. 27 prikazani su dijagrami smicanja za tri tipina
materijala: legirani Celik, meki Celik i bakar. | u tim dijagramima
postoji podrucje linearnosti, Sto se prikazuje izrazom

t = Gy, (52)

0= Es i
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gdje je G modul smicnosti (smicanja) ili modul klizanja. lzraz
(52) predstavlja Hookeov zakon za ¢€isto smicanje.

Pri pokusu jednolikog troosnog sabijanja, odnosno hidrosta-
tickom tlacenju tlakom p, mjeri se relativha promjena obujma,
odnosno obujamna (volumenska) deformacija $ ovisno o tlaku p.
U elasti€hom podrucju obujamna deformacija linearno je ovisna

o tlaku p, pa vrijedi izraz

K (83)

U tom se izrazu pojavljuje negativan predznak jer hidrosta-

ticki tlak uzrokuje negativno naprezanje u uzorku. Konstanta

K naziva ;se modul stlaCivosti (kompresibilnosti) ili obujamni (volu-

menski) modul elasti¢nosti. Od Cetiri konstante elasti¢nosti E, G,

K i v za izotropne materijale samo su dvije medusobno neza-
visne. Medu njima postoje sljedece veze:

E E

"""" 3(1-2v)

G AT (54)

Hookeov zakon za ravninsko stanje naprezanja. Dok se mate-
rijal ponaSa elasticno i dok su deformacije malene, smije se
primijeniti princip superpozicije, tj. princip nezavisnosti djelo-
vanja sila, odnosno naprezanja. Na si. 28 prikazan je element
tijela u kojemu vlada ravninsko stanje naprezanja.

||Vi:d_+.

SI. 28. Ravninsko stanje naprezanja

To se stanje naprezanja moZe prikazati kao zbroj jednoos-
nog naprezanja u smjeru osi x (si. 28 b), jednoosnog naprezanja
u smjeru osi y (si. 28c) i Cistog smicanja (si. 28d). Prema si.
28b komponente deformacije iznose

* =
“TEo9
(55)
Yoy 0
Za element prema si. 28c vrijedi
Gy, Sy — &, yxy 0, (56)
dok je za element prema si. 28d
& & 0, yy (57)

Deformacije za element nasi. 28a dobit ¢e se zbrajanjem de-

formacija urelacijama (55), (56) i (57):
£x = + £X + EX >
=G+ g+ £ y (58)
K=y My e
odnosno
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&x E EG
fy E " E & 9
TY_ 21+ V)
oo e ~E  Txr
Izraz (59) u matri€nom zapisu glasi
£ 1 1 -V 0 °x
B g v 1 0 Y (60)
>y 0 0 21+V) o

Izraz (59) pogodan je za izracunavanje komponenata defor-
macije kad je poznato naprezanje. Ako je poznata deformacija,
a traZze se komponente naprezanja, dobivaju se iz izraza (59)
relacije:

E
*
l- w2
E
(61)
Ty —Gyxy -
VTEY 214
§to u matricnom zapisu glasi
Ox E o £x
Gy v 1 0 BY (62)
1—v2 1—n
o O

Za opce troosno stanje naprezanja mogu se analognim razma-
tranjem dobiti izrazi:

By

fix—rOx —WK + Xy=
_ Xz

= Eby-v+®) 7. (63
= 7Mooz - V(gx + )], yx =

Komponente defonnacije prikazane su kao funkcije naprezanja.
Ako se pak komponente naprezanja prikazu kao funkcije de-
formacije, bit ¢e

E ( v

1+ V£X+.l-2V *Xy:GW
E Vv

7+7 By D | —2v hz = Gyyz (64)
E Vv

1+ vT ' 1—2v$/]? Xx Gy,

gdje je 9= ex + sy + ez obujamna deformacija.

Hookeov zakon za ravninsko stanje deformacije. Za ravninsko
stanje deformacije vrijedi sz = yxz = yxy = 0, §to uvrSteno u (63)
daje

1
S*=ATI> X Uy + <T)]

gy=~"[(7Ty- U2+ K], (65)

(7Z = ~ v(gx + GY\

My:

Ako se treca jednadzba ovog izraza uvrsti u prvu i drugu
jednadZbu, nakon sredivanja dobiva se
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1—vi Y
£*=—
66
1-v (©6)
Ixy
y*f— Q-
Uvodenjem oznaka za reducirane konstante elasti¢nosti
E . Y
E* = G*=G (67)
1- v2 1-v’
dobiva se
ex = — (ax -v*(Ty),
£ =-7(0y- v*ax), ©8)

21- v

G*
lzrazi (66) i (68) predstavljaju Hookeov zakon za ravninsko
stanje deformacije. Analogno izrazu (61), moZe se izraz (68)
napisati u obliku

£
:71—_(\/*) (e* + V*«v),
E*
y 1 V*(Sy + V*EX), (69)
*xy = G*yxr

Dopusteno i proracunsko naprezanje, koeficijent sigurnosti.
U tabl. 1 navedeni su podaci o konstantama elasti¢nosti, a u
tabl. 2 mehanicka svojstva vaznijih tehnickih materijala. Na-
vedeni podaci samo su prosjecne vrijednosti. Stvarne vrijed-
nosti za konkretni materijal mogu se razlikovati od navedenih.
Takvi podaci sluze pri dimenzioniranju tehnickih konstrukcija.
Jedno je od bitnih pitanja pri dimenzioniranju: koliko je naj-
vece naprezanje koje se smije pojaviti u dijelu $to ga treba
dimenzionirati?

Da bi se odgovorilo na to pitanje, uvodi se pojam stvarnog
naprezanja i prorac¢unskog naprezanja. Stvarno je naprezanje ono
koje se u konstrukciji pojavljuje u toku rada konstrukcije, dok
je proraunsko naprezanje ono koje se oCekuje da ¢e se poja-
viti u konstrukciji na temelju predvidenog optereéenja i pro-
racuna. Proracunsko naprezanje razlikuje se od stvarnoga. Za
to postoji vise razloga. Cesto je tome uzrok nedovoljno poz-
navanje opterecenja koje ¢e djelovati na konstrukciju. TeSko
je, naime, racunski odrediti sile koje djeluju, npr., na avionsko
krilo, oplatu broda koji plovi na uzburkanu moru ili na osovinu
pri voznji na neravnu putu. Drugi je uzrok u izboru proracunske
sheme, pri ¢emu se mnogi detalji zanemaruju. Treci je uzrok
ograniena to¢nost izraza koji se upotrebljavaju u nauci o Cvrs-

Tablica 1
ELASTICNE KONSTANTE MATERIJALA

Youngov modul  Modul smio- Poissonov
Materijal elastiénosti E nosti G omjer v
GPa GPa
Ugljiéni celik 200- 210 80 81 0,24-0,28
Legirani celik 210-220 80-81 0,25-0,30
Lijevano Zeljezo 115-160 45 0,25-0,27
Bakar 84-130 40---49 0,31-0,34
Bronca 105-115 40-42 0,32-0,35
Mjed 90---120 35-37 0,32-0,42
Aluminij i Al slitine 70 ee71 26---27 0,32-0,36
Magnezij i Mg slitine 45 17
Olovo 17 7 0,42
Staklo 56 22 0,25
Beton 15 40 o8B © 8
Guma 0,01 0,47
Pluto 0,06 0,00
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to¢i. Osim toga, u konstrukciji mogu postojati pocetna, mon-
tazna ili toplinska naprezanja koja su najée$¢e nepoznata. Zbog
toga je proracunsko naprezanje samo procjena stvarnog napre-
zanja.

Stvarno naprezanje oCito mora biti manje od ¢vrstoce mate-
rijala, inace bi se konstrukcija slomila. Medutim, vrlo se Cesto
ne smije dopustiti pojava ni najmanje plasticne deformacije.
Tocnost izradbe pojedinih strojnih dijelova izraZzava se dese-
tinkama ili stotinkama milimetra. Takva bi to€nost bila nepo-
trebna kad bi se stroj u radu plasti€no deformirao makar za
desetinku milimetra. Prema tome, treba osigurati da stvarno
naprezanje u duktilnim materijalima bude manje od granice
teCenja aT, a kod krhkih materijala mnogo manje od Cvrstoce
materijala aM ili tm Buduéi da stvarno naprezanje mozZe biti
veée od proracéunskog, treba osigurati da maksimalno prora-
¢unsko naprezanje bude manje od dopuStenog naprezanja crdop,
odnosno idop. Dopusteno naprezanje krhkih materijala definira
se izrazima

, +.Im 70
7dop ° s ’ Idop s ( )

Kod duktilnih je materijala dopusteno naprezanje
7dop ' ISI 5 rdop * 151 ’ (71)

gdje su ertMvla¢na, odnosno tlaéna €vrstoca, t msmicna €vrstoca,
Oj granica teCenja i i T smi¢na granica teCenja materijala, a S
je koeficijent sigurnosti. Koeficijent sigurnosti uvijek je veéi od
jedinice, najceS¢e je 15 < S g 25, ali moze bhiti i S > 10.

Izbor koeficijenta sigurnosti ovisi o0 mnogim okolnostima,
izmedu ostalog o poznavanju opterecenja, o opasnosti za ljud-
ski Zivot, o vaznosti konstrukcije itd.

Tablica 2
MEHANICKA SVOJSTVA MATERIJALA

Granica

proporcionalnosti C\:\;lsFt’oca
Materijal MPa a
vlatna tlatna smiona vlaéna tlatna smicna
Ugljiéni €e- i0,2%C 210 240 145 410 620 310
lik, vruée \0,6%C 410 410 250 690 550
valjan 11,0% C 550 550 330 930 790
Celieni lijev,
odzaren, 0,2% C 210 210 125 410 310
Sivi lijev 42 170 140 550
Kovkasti lijev 140 140 70 345 275
i odzaren 22 22 13 220
Bakar < tvrdo
i vucen 260 260 160 380
Mijed, lijevana,
60% Cu, 40% Zn 140 350
Bronca, lijevana,
90% Cu, 10% Sn 140 280
(odzaren 70
Aluminij <tvrdo
I valjan 130
Duraluminij,
96% Al, fzareni 50 170
2,9% Cu, \ temperi-
1% Mg I rani 130 350

UNUTRASNJE SILE U POPRECNOM PRESJEKU STAPA

Vrste optereéenja konstrukcije. U vanjsko opterecenje kon-
strukcija ubrajaju se aktivna opterecenja i reakcije veza. Op-
tereenje moze biti u obliku koncentrirane sile F, koncentri-
ranog momenta M, linijski raspodijeljene sile g, koja se obi¢no
naziva kontinuiranim optereéenjem, linijski raspodijeljenog
sprega m, povrsinski raspodijeljene sile p, tj. tlaka itd. Konti-
nuirana optere¢enja mogu biti jednolika, mogu se mijenjati line-
arno ili prema kojemu drugom zakonu. Na si. 29 prikazane su
neke vrste opterecenja
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SI. 29. Neke vrste opterecenja Stapa, a kontinuirano opterecenje na uvijanje,
b jednoliko kontinuirano optereéenje, ¢ i d trokutno kontinuirano optereéenje

Op¢i slucaj opteretenja Stapa. Na si. 30 prikazan je ravni
optere€eni Stap. Neka je Stap u ravnotezi pod djelovanjem vanj-
skih sila. Ako se Stap presijeCe na bilo kojem mjestu, lijevi
i desni dio nece biti u ravnotezi pod djelovanjem samo vanjskih
sila, pa se na mjestu presjeka neminovno moraju pojaviti unu-
traSnje sile APi (si. 30b). Te se sile mogu reducirati na teziste
poprecnog presjeka, pa ¢e se dobiti rezultanta unutrasnjih sila
F i rezultiraju¢i moment M (si. 30c). U daljoj analizi uvodi
se koordinatni sustav Oxyz tako da se os x podudara s osi
Stapa. Tada rezultanta P ima tri komponente Fx, Fy i Fz
Komponenta Fx zove se normalna ili uzduzna sila (normalna
na presjek, odnosno paralelna s uzduznom osi Stapa) i oznacuje
sa N. Komponente Py i Fz nazivaju se poprecne sile i oznacuju
sa Qy i Qz. Komponenta momenta Mx uzrokuje uvijanje Stapa,
pa se zove moment uvijanja ili moment torzije i oznaCuje sa Mt.
Komponente Mx i My zovu se momenti savijanja.

Sl. 30. Definicija komponenata unutrasnjih sila

U Sirem smislu rije¢i pod pojmom komponente unutrasnjih
sila podrazumijevaju se normalna sila N, poprecne sile Qy i
Qz, moment uvijanja Mt te momenti savijanja My i Mz Osim

TE IX, 19
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naziva komponente unutra$njih sila upotrebljava se i naziv
presjecne sile, odnosno presjecni momenti. Na potpuno isti na¢in
definiraju se komponente unutra$njih sila i kad Stap nije u rav-
notezi.

Na temelju razmatranja ravnoteze presjecenih dijelova mogu
se dati sljedece definicije:

a) Normalna ili uzduzna sila N u nekom presjeku Stapa
jednaka je po apsolutnoj vrijednosti algebarskom zbroju uzduz-
nih komponenata svih vanjskih sila koje djeluju s jedne strane
presjeka.

b) Popre¢na sila Qy jednaka je po apsolutnoj vrijednosti
algebarskom zbroju popre¢nih y-komponenata svih vanjskih sila
sjedne strane presjeka. Analogna definicija vrijedi i za popre¢nu
silu Qz.

c) Moment savijanja Mvjednak je po apsolutnoj vrijednosti
algebarskom zbroju momenata svih vanjskih sila i spregova $to
djeluju s jedne strane. Momenti se raCunaju s obzirom na os v
koja prolazi teziStem popre¢nog presjeka. Analogna definicija
vrijedi i za moment Mz

d) Moment uvijanja M tu nekom presjeku Stapa jednak je po
apsolutnoj vrijednosti algebarskom zbroju momenata svih sila
koje djeluju s jedne strane presjeka. Momenti se racunaju s
obzirom na os x koja prolazi teZiStem presjeka.

Predznak komponenata unutradnjih sila definira se na isti
nacin kao i predznak komponenata naprezanja: komponenta je
unutradnjih sila pozitivna ako na pozitivnom presjeku djeluje
u pozitivnom smjeru, odnosno ako na negativnom presjeku dje-
luje u negativnom smjeru. Na si. 31a prikazane su pozitivne,
a na si. 31b negativne komponente unutradnjih sila.

Analiza naprezanja i deformacija u proizvoljno optere¢enom
Stapu vrlo je sloZena, pa se posebno analiziraju pojedine vfste
opterec¢enja Stapa. Na si. 32 prikazane su osnovne vrste optere-

b

ijanje 8

SI. 32. Osnovni nacini opterecenja Stapa
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¢enja Stapa: osno opterecenje, smicanje, savijanje i uvijanje.
Posebno se razmatra izvijanje tlacno optereéenih vitkih Stapova.

Diferencijalne jednadzbe ravnoteze elementa Stapa. Ako je
Stap proizvoljno optereéen, komponente unutras$njih sila mije-
njaju se od presjeka do presjeka, tj. one su funkcije od x,
pa vrijede relacije N = N(x\ Qy=Qyx\ Qz= Qzfx), Mt=
= Mtx), My=Myx) i Mz= MzXx).

Zakon promjene unutradnjih sila ovisi o nacinu promjene
optereéenja. Ta se ovisnost moze dobiti razmatranjem ravnoteze
diferencijalnog elementa Stapa. Radi jednostavnosti razmatrat
¢e se odvojeno pojedini osnovni slucajevi opterecenja. Pri raz-
matranju ravnotezZe birat ¢e se elementi na koje ne djeluju kon-
centrirana opterecenja, pa e izvedeni izrazi vrijediti za podrucja
izmedu dva koncentrirana opterecenja.

Osno opterecenje. Pri takvu optere¢enju Stap moze biti op-
tere¢en samo koncentriranim silama paralelnim s osi x i kon-
tinuiranim optere¢enjem qgx (si. 33). Ako u presjeku x normalna
sila imavrijednost N, u presjeku x + dx imat cevrijednost
N + dN. Osim tih sila na element djeluje jo§ vanjsko optere-
¢enje gxdx, pa uvjet ravnoteze glasi

'EFx= —N - gxdx + N + dN =0, (72a)
pa je nakon sredivanja
dN b
—d‘l;(~— -q x- (72b)
dx U
N+dN
gxdx

Sl. 33. Ravnoteza elementa osno opterec¢enog Stapa

Uvijanje. Stap je optereéen na uvijanje ako su sve kompo-
nente unutradnjih sila osim momenta uvijanja Mt jednake nuli.
To ¢e biti ispunjeno ako je Stap optere¢en samo kontinuiranim
momentima mt i koncentriranim momentima M koji djeluju oko
osi x. Uvjet ravnoteZe za element Stapa optere¢ena na uvijanje
(si. 34) bit ¢ce

ZMX= - Mx+ mtdx + Mt+ dMx= 0, (73a)
a nakon sredivanja
dMt
(73b)
~dT = - m"
M* Wit

SI. 34. Element Stapa optere¢enog na uvijanje

Cisto savijanje. Tada se u presjeku $tapa pojavljuje samo
moment savijanja, dok su ostale unutradnje sile jednake nuli.
Za takvo savijanje Stap moZe biti optere¢en samo koncentrira-
nim i kontinuiranim momentima. Za element Stapa opterecena
Cistim savijanjem u ravnini Oxz (si. 35) uvjet ravnoteze glasi

LMWy = —My+ mydx + My+ dMy= 0, (74a)
odnosno
dMy

CVRSTOCI

Mmoo M

,+d My
P B (-4 W
dx

SI. 35. RavnoteZa elementa Stapa optere¢enog na Cisto
savijanje

Popre¢no savijanje. Element Stapa je optereéen na savijanje
u ravnini Oxz (si. 36). U popre¢nom presjeku Stapa osim mo-
menta savijanja My djeluje i popre€na sila Qz. Uvjeti ravno-
teZe za taj element glase

Fz= —Qz + qzdx + Qz+ dQz= 0, (75a)
dx2
MB— —My—Qzdx + mydx + qz-y- + Mv+ dMv= 0, (75b)
a nakon sredivanja se dobiva
& (76a)
dx
M 76b
ax - QT m- (76b)
Vrlo je Cesto my =0, pa izraz (76b) prelazi u oblik
dMy
- 77
ax @ (77)
Ako se izraz (74b) derivira po x iu njega uvrsti (76a), dobiva se
d2My -
dx2 = 97 (78)
rrtrila+da
Py «
" Mr+dV>
d dx

Sl. 36. RavnoteZa elementa Stapa optere¢enog na popre¢no
savijanje u ravnini Oxz

1Qy+Qy
M2 iV ron

A
- mz Mz+dMx

1 ft1
\y

SI. 37. Element Stapa koji je optere¢en na popretno sa-
vijanje u ravnini Oxy

Razmatranjem ravnoteze elementa Stapa koji je optereéen u
ravnini Oxy (si. 37), sli€nim kao kad je savijanje u ravnini Oxz,
dobiva se

dQy (792)
dx
dMz
- . Ov- W 79b
g =0 QU W (79b)

Ako je mz =0, bit ¢e
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odnosno
d2mMmz

ear 81)

Veza unutradnjih sila i naprezanja. Na si. 38 prikazan je
presjek Stapa s ucrtanim koordinatnim osima i komponentama
unutradnjih sila. Na elementu popre¢nog presjeka plostine dA
ucrtane su komponente naprezanja ox, xxy i xxz. Elementarna
normalna sila koja djeluje na elementu presjeka ploStine dA
iznosi oxdA. Zbrajajuci sve elementarne sile po Citavom pre-
sjeku dobiva se ukupna normalna sila, tj.

N = JaxdA. (82)

Na slican se nafin mogu dobiti popreCne sile
Qy = j'xydA i Qz—jtxzdA. (83)
Elementarni moment savijanja oko osi y iznosi dMy =

oxzdA. Komponenta naprezanja zxy ne pridonosi momentu

CVRSTOCI

2901

Mi

SIl. 38. Komponente unutrad$njih sila i naprezanja u popre¢nom presjeku
Stapa

Tablica 3
TIPICNI NOSACI SDIJAGRAMIMA SILA | POPRECNIH MOMENATA SAVIJANJA

1 Greda opterecena silom 2. Greda opterecena jednoliko kon-

tinuirano

A
t111111111
N (I £

JL

tR ¥y U .
T 11111 lei ULLLIR
Parabola, 2.
abr stupnja
It

5. Greda opterecena spregom najed- 6. Konzola opterecena silom na slo-
nom Kkraju bodnom kraju

M >

J 5 1

« I'P mm*»—

9. Konzola optereena trokutnim

10. Greda sa dva jednaka prepusta,
kontinuiranim opterecenjem koje

optereéena na oba kraja jedna-

opada prema kraju kom silom
AMTITTTTT-r-r- N .
I » N Isr
HMHf
M 2| I"
6 Parabola 3. stupnja

13. Greda s prepustom, opterecena 14. Greda optereéena sa dvije nejed-
silom na kraju prepusta nake sile

a
0OH hbT

fEFEGmnmrcm * a1 1 Glifo

‘wm o d  ff ITTTeer J

3. Greda opterecena trokutnim kon-
tinuiranim optereéenjem

— I==i=-r~rT~rTTT~rj*0

& .
| rr
6 Qsn=m
Parabola 3.
VZM stupnja
T i
7. Konzola optere¢ena jednoliko
kontinuirano
FTTTTTTTTLTTI
fl’ H

AfilM nnnrrmnn?

Parabola 2. stupnja

11. Greda optereéena spregom i jed-
noliko Kkontinuirano

iimtmnt i

M

T

15. Greda s prepustom, opterecena
spregovima na oba kraja

A
Mi+HVA
/

M2

4. Greda optere¢ena spregom unu-
tar raspona

fm,, XK= t- wr

g

» fiftiinw

8. Konzola optereéena trokutnim
kontinuiranim opterecenjem koje
raste prema kraju * r r

i*"T -rrm T T Ih
/
rabola 2. stupnja

Parabola 3. stupnja

12. Greda sa dva jednaka prepusta,
optere¢ena jednoliko kontinuira-

Ttm i Wi
mi A T

K H

pft.

2 tilk
|
anLng? !

16. Greda optereéena sa dva sprega

M,
M2

A-Lccrrrn
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oko osi vy, jer je paralelna s osi y, a komponenta rxz prolazi
kroz os y. Prema tome vrijedi

My = laxzdA, (84)
4
odnosno
Mz = - $xydA. (85)
A
Moment uvijanja dobiva se na slican na€in, pa iznosi
(86)

=i (W - Txyz)dA.
4

Pravila o konstrukciji dijagrama M i 3. Ako su kontinui-
rani spregovi my i mz jednaki nuli, mogu se na temelju izraza
(72) i (74) i definicija poprecne sile, odnosno momenta savi-
janja, postaviti sljede¢a pravila:

1) Ako na dijelu nosaca ne djeluje kontinuirano opterecenje
gz, poprecna je sila Qz konstantna, a moment se savijanja My
mijenja linearno.

2) Na dijelu nosaca na kojemu je kontinuirano opterecenje
gz = const., popre€na se sila Qz mijenja linearno, a moment
savijanja My po paraboli 2. reda.

3) Ako se na nekom dijelu nosa¢a kontinuirano opterecenje
gz mijenja linearno, poprecna sila Qz mijenja se po paraboli
2. reda, a moment savijanja My po paraboli 3. reda.

4) Ako se na nekom dijelu nosaca kontinuirano opterecenje
gz mijenja po paraboli reda n, popre¢na sila Qz mijenja se po
paraboli reda n+ 1, a moment savijanja My po paraboli reda
n+ 2.

5) Ako je za neki presjek popre€na sila Qz= 0, onda mo-
ment savijanja My u tom presjeku ima ekstremnu vrijednost.

6) Ako u nekom presjeku djeluje koncentrirana sila F, dija-
gram za popre€nu silu Qz ima skok za F, a dijagram za mo-
ment savijanja Mv ima lom tangente.

7) U presjeku gdje djeluje vanjski koncentrirani spreg dija-
gram za moment savijanja My ima skok za iznos tog sprega,
a dijagram za poprec¢nu silu ostaje nepromijenjen.

8) U presjecima gdje prestaje djelovati kontinuirano opte-
reéenje dijagram za moment savijanja My nema loma.

9) Ordinate dijagrama za moment savijanja My u dva razli-
Cita presjeka razlikuju se za iznos ploStine ispod dijagrama za
popreé¢nu silu Qz izmedu tih dvaju presjeka.

F,

OH " T i n W u ,
JL F= 6 kN
[cim>¢ 3m 5¢ 2m xc 3m 5 2m >  E= 4 kN

i 16kN 9=2 kN/m

- 4kNJ kN'm

i 11 i 2kN/m

112 kN 4 KNm |[|OkN

SI. 39. Primjer dijagrama popre¢ne sile i momenta savijanja, a zadani
nosa¢, b nosa¢ osloboden veza, ¢ Qz-dijagram, d My-dijagram
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M
. % M, FE = 10 kN
§U s 111r N
N
” 6m m n ~ 2 kN/m
3<|?22 .1 4m % = 1KN/m
2kN/m |16kN IkN/m H =30 kNm
Lanl iiiill /7 kNm 8 kNm
10kN 30kNm TlOkN
kN

osloboden veza, ¢ Q2dijagram, d My-dijagram

Na si. 39 i 40 prikazana su dva nosaca s pripadnim dija-
gramima momenta savijanja i poprecne sile.

U tabl. 3. prikazan je niz tipi¢nih nosata s pripadnim
dijagramima za poprecnu silu Qz i moment savijanja Mv.

GEOMETRIJSKE KARAKTERISTIKE POPRECNOG
presjeka Stapa

Momenti tromosti (momenti inercije). Na si. 41 prikazan je
poprecni presjek Stapa proizvoljna oblika Koordinatni sustav
Oyz postavljen je takoder po volji. Ishodiste O ne podudara
se opcenito s teziStem T poprecnog presjeka

Sl. 41. Definicija momenata tromosti

Aksijalni momenti tromosti oko osi y, odnosno z, definirani
su izrazima
ly=1\z2dA i /z=jy2dA. (87)
A A
Momenti tromosti mogu se pribliZzno odrediti i bez integriranja
tako da se cijeli presjek podijeli u vise manjih dijelova, a zatim
plosdtina svakog dijela presjeka pomnozi kvadratom udaljenosti
teZiSta tog dijela presjeka od osi oko koje se racuna moment
tromosti, tj.

' £ z?AAr, t ZyfAAI.
i-1 i=1

(€G]

Kako je prema definiciji \A Uodnosno dA pozitivna veli€ina,
aksijalni momenti tromosti uvijek su pozitivne veliCine.

Devijacijski ili centrifugalni moment tromosti za osi y i z
definiran je izrazom

lyz = JyzdA = lzy, (89)
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odnosno

¢ YIZIAA,. (90)
=1
Devijacijski moment tromosti moZe biti pozitivan, negativan ili
jednak nuli.

Pri zakretu koordinatnog sustava za 90° devijacijski moment
tromosti mijenja predznak. To se pravilo moze rastumaciti po-
mocu si. 42. Naime, dijelovi presjeka koji se nalaze u prvom i
treéem kvadrantu daju pozitivan doprinos devijacijskom mo-
mentu tromosti, jer tada obje koordinate imaju isti predznak,
pa je njihov umnoZak uvijek pozitivan. UmnoZak je koordinata
u drugom i Cetvrtom kvadrantu negativan. Pri zakretu koordi-
natnog sustava za 90° prvi i tre¢i kvadrant zamijene mjesta s
drugim i Cetvrtim, tj. njihov doprinos devijacijskom momentu
tromosti mijenja predznak.

f |

KZ /1A ->0

vim

> | /,>0 I /,<0

Sl. 42. Pri zakretu koordinatnog sustava za 90°
devijacijski moment tromosti mijenja predznak

Ako je makar jedna od koordinatnih osi, y ili z, ujedno
i os simetrije presjeka, devijacijski moment tromosti jednak je
nuli (si 43). Citav presjek moze se podijeliti na niz parova
elementarnih ploStina dA i dA' koje su medusobno jednake.
Jedna od koordinata jednaka je po predznaku i iznosu za obje
plostine dA i dA\ druga koordinata jednaka je po iznosu, a
suprotna po predznaku, ftj.

dA = dA\ y=-y>

pa je
dlyZ=yzdA + y'z'dA' = 0.

Polarni moment tromosti definiran je (si. 41) izrazom
Ip=1le2dA* ZefdAi 91)

A i=1
Polarni moment tromosti je prema definiciji pozitivna veli-
C¢ina Kako je y2+ z2= q2 (si. 41), bit ce

Iejcor P A 2R e

Ip=1ly+ lz= const. (93)

odnosno

Polarni moment tromosti definiran je za to¢ku i ne ovisi o
orijentaciji koordinatnih osi y i z. Prema tome je i zbroj aksi-
jalnih momenata tromosti za dvije medusobno okomite osi kon-
stanta koja ne ovisi o orijentaciji koordinatnih osi. Taj je za-
kljucak analogan izrazu (93).

Sl. 44. 1zratunavanje momenta tro-
mosti sastavljenog lika

Sl. 43, Devijacijski moment tromosti
simetricnog presjeka jednak je nuli
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Zbrajanje momenata tromosti. Momenti tromostijednostavnih
likova:pravokutnika, kruga, trokuta itd. odreduju se neposredno
integriranjem. IzraCunavanje momenata tromosti sastavljenih li-
kova integriranjem vrlo je mukotrpan posao koji se moZe olak-
Sati primjenom pravila o zbrajanju momenata tromosti. Sl. 44
prikazuje lik koji se sastoji od dva pravokutnika i dva kruzna
isjeCka Prema definiciji aksijalni je moment tromosti oko osiy

ly= $z2CA, (94)
A

gdje je A ukupna plostina lika, a Au A2, A3 i A4 plostine
pojedinih dijelova od kojih je lik sastavljen. lzraz (94) moze
se pisati u obliku

ly=j z2dA + f z2dA + Sz2dA + J z2dA, (95)
A\ A2 A3 A4

odnosno
(96)

gdje su momenti tromosti pojedinih dijelova oko zajedniCke
osi y

Iyl = J z2dA, Iy2 = J z2dA itd. 97

Al Al

Prema tome pravilo o zbrajanju momenata tromosti glasi:
Moment tromosti sastavljenog lika oko neke osi jednak je zbroju
momenata tromosti pojedinih njegovih dijelova oko te iste osi.
Ovo pravilo vrijedi takoder za devijacijske i polarne momente
tromosti.

Sl. 45. Odredivanje momenta tromosti oslabljenog lika

Ako je presjek oslabljen otvorima ili izrezima (si. 45), mo-
mente tromosti izrezanih dijelova treba oduzeti od momenta
tromosti osnovnog lika Tako za lik na si. 45 vrijedi

ly —hyi # 192 — "3 = (98)
gdje su lyl i ly2 momenti tromosti malog ivelikog pravokutnika,
/y3 moment tromosti kruga, a ly4 moment tromosti trokuta oko
osi .

Paralelni pomak presjeka. Pri paralelnom pomaku nekog pre-
sjeka ili njegova dijela, takvom da je pomak paralelan s nekom
osi, ne mijenja se udaljenost dijelova presjeka od te osi. Zato
se ne mijenja ni vrijednost aksijalnog momenta tromosti oko te
0si.

bi b2 . A b2

21

zzzi

bJ2

3. 46. Likovi jednakog momenta tromosti ly

Na si. 46 i 47 prikazano je nekoliko presjeka. Svi imaju
jednaku ploStinu i mogu se dobiti jedan iz drugoga pomicanjem
pojedinih dijelova paralelno s osi y. Prema tome svi oni imaju
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jednak moment tromosti oko osi y. Moment tromosti Supljeg
pravokutnika (si. 46) iznosi

b2hl M !
12 12

pa je to ujedno i moment tromosti oko osi y ostalih likova na
si. 46. OCito se njihovi momenti tromosti oko drugih osi medu-
sobno razlikuju.

Paralelni pomak koordinatnog sustava. Neka se koordinatni
sustav pomakne u novi poloZaj tako da ostane paralelan sa
svojim pocetnim polozajem (si. 48). Momenti tromosti za novi
poloZzaj osi razlikovat ¢e se od momenata tromosti za stari
polozaj, ali ée medu njima postojati veza. Od svih medusobno
paralelnih koordinatnih sustava osobito znacenje ima sustav koji
prolazi teZistem presjeka T. Koordinatne osi koje prolaze
teziStem nazivaju se sredidnje ili teZiSne osi. Pripadni momenti
tromosti zovu se srediSnji ili teZiSni momenti tromosti. TeZisni
momenti tromosti oznaCivat ¢e se sa ly, |Z lyZd a momenti
tromosti oko paralelnih osi sa ly, /' i lyz. Prema definiciji za
lik na si. 48 vrijedi

l; = $(z")2dA =

©

\(b + z)2dA,

(100)

IZ= i (yfdA = i(a+ y)2dA,
A A

lyz=jy'z’dA = j (a+ y)(b + z)dA,

jer je /| = a+y i z2l=Db+ z. Ako se prva jednadzba sredi,
dobiva se
ly = b2JdA + bJzd,4 -- Jz2dv4, (101)
odnosno
I; —b2A £ /v (102)

jer je JzdA = Sy statiCki moment presjeka oko osi y. Medu-
a

tim, os y je teziSna os, pa je tada Sy= 0. Takoder je

jdA = A. Na sli€an naCin moZe se dobiti
A

lz=2a2A +1z i Iyz=lyz+ abA. (103)

Veli¢ine a i b mogu biti pozitivne i negativne, ali je njihov
kvadrat uvijek pozitivan. Na temelju toga i izraza (102) i (103)
moze se zakljuciti da od svih aksijalnih momenata tromosti
oko medusobno paralelnih osi najmanju vrijednost ima teZisni
moment tromosti. To ocito ne vrijedi za devijacijski moment
tromosti lyz

Sl. 48. Promjena momenata tromosti pri para-
lelnom pomaku koordinatnog sustava

Izraz (102) naziva se ponekad Steinerovo pravilo, koje izraZzeno
rijeCima glasi: Aksijalni moment tromosti oko neke osi y jednak
je momentu tromosti oko paralelne teziSne osi uveanom za
umnoZak ploStine presjeka i kvadrata udaljenosti tih dviji osi.

Rotacija koordinatnog sustava. Na si. 49 prikazan je presjek
sa dva ucrtana koordinatna sustava: stari Oyz i novi Oyz koji
je prema starom zakrenut za kut ep Momenti tromosti za
stari koordinatni sustav ozna€eni su_sa ly, 1z i lyz, a momenti
tromosti za novi sustav sa ly, Iz i lyz.

Veza izmedu starih koordinata y, z i novih y, z glasi:

CVRSTOCI

y = ycoscp -l zsin</>,

z = —jlsin<p -I- ZCOS(p. (104)
Prema definiciji momenti su tromosti za novi sustav
ly=\z2AA, | =\y2A, lyz = jyzdA. (105)
A A A
Kad se uzme u obzir (104), bit ce
ly = i(—ysin(p + zcoscp)2dA,
lz= i(ycoscp + zsin(p)2dA, (106)

lyz = i (ycos<p + zsin<p)(—ysin(p + zcos(p)dA,

pa je
ly = cos2gf z2dA 4-sin2epj y2dA - 2cos<psin<p J >;zdA (107)
A A A

Kad se uzmu u obzir izrazi (87) i (89), dobiva se

ly —lycos2q -f /zsin2ep — lyz2sin(pcos(p. (108)
Na slican nacin se dobiva
Iz = lysin2(p + lzcos2(p + lyz2sin(pcos(p,
109
lyz = (ly ~ 1z)cos(ps\n(p -f lyz(cos2(p —sin2(p). (109)
Usporedbom izraza (108) i (109) sa (22) i(23) vidi seda su
oni potpuno analogni ako se zamijeni ly saax, 1z sa oyi —lyz
sa xxy. Prema tome momenti tromosti ly, Iz i —lyz jesu kompo-
nente tenzora tromosti Uj kojemu matrica glasi
uijl = Y (110)

-lv: U

Sve §to vrijedi za tenzor naprezanja vrijedi i za tenzor tromosti.
Analogno izrazu (24) moZe se napisati

— lv+1lz L —I2 i
+ - cos2(p - lyzsin2(p,
Py — Y cos 2ep/+ IyzsAtm 2(p, (111)
lyz = lzy = sin2(p + lyzcos2cp.
Glavni momenti tromosti Ii i 12 dani su sa
- 1o\
a2l h 212i/§yz. (112)

Za kut (po koji glavne osi tromosti €ine s osima y i z, analogno
izrazu (27), vrijedi

tan2(p0 - - (113)

SIl. 49. Promjena momenta tromosti pri
rotaciji koordinatnog sustava

Mohrova kruZnica tromosti. Analogno Mohrovoj kruznici
naprezanja moze se konstruirati Mohrova kruznica tromosti.
Na osi apscisa nanosi se aksijalni moment tromosti ly ili Iz
a na osi ordinata devijacijski moment tromosti lyz (si. 50).



NAUKA O CVRSTOCI

Polumjeri tromosti i elipsa tromosti. Polumjeri tromosti
nekog presjeka ploStine A definirani su izrazom

Iv 12

y=-i, i.— (114)

Na slican nacin definiraju se i glavni polumjeri tromosti

Tablica 4
MOMENTI TROMOSTI NEKIH PRESJEKA

295

h h.

115

A’ Al (119)

Pomocu glavnih polumjera tromosti mozZze se konstruirati
elipsa tromosti kojoj jednadzba glasi

ily2+ih2=1 (116)
Moment tromosti oko osi y iznosi

7 =728 = ——n (117)

y 'y (OP)29

gdje je iy polumjer tromosti za os y, a duzina OP oznalena je
na si. 51.

U tabl. 4 navedeni su momenti tromosti nekih jednostavnijih
presjeka.

Sl. 51. Elipsa tromosti

Sl. 52. Presjek Z s pripadnom Mohrovom kruznicom tromosti i elipsom
tromosti

NAPREZANJE | DEFORMIRANJE STAPA

Na Stapu kao modelu tijela kojemu je jedna dimenzija (du-
ljina) znatno veéa od drugih dviju promatraju se jednostavna
optere¢enja: rastezanje, uvijanje, savijanje, izvijanje itd.

Osno opterecenje Stapa

Stap je osno ili aksijalno optere¢en ako su u svakom pres-
jeku Stapa sve komponente unutradnjih sila osim normalne sile
N jednake nuli. Pri izvodenju izraza za naprezanja i deformacije
uvode se sljedec¢e pretpostavke o raspodjeli naprezanja: 1) Sve
su komponente naprezanja osi ax jednake nuli, tj. u Stapu vlada
jednoosno stanje naprezanja, i 2) naprezanja su jednoliko raspo-
dijeljena po presjeku Stapa

lzvedeni izrazi vrijede ograni¢eno samo na mjestima koja su
dovoljno udaljena od mjesta djelovanja koncentriranih sila i od
mjesta naglih promjena popre€nog presjeka Dovoljna je udalje-
nost jedna do dvije debljine Stapa

SI. 53 prikazuje najjednostavnije osno opterecenje Stapa Na
oba kraja Stapa nalazi se prijelazno podrucje nejednolike raspo-
djele naprezanja koje se proteze na duljini od priblizno jedne
debljine Stapa
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Podrucje jednolikog

naprezanja Prijelazno

Prijelazno
podrucje

podrucje

SI. 53. Osno optereéenje Stapa, a rastezanja, b sabijanje

U srediSnjem su dijelu naprezanja jednoliko raspodijeljena
i U njima naprezanje iznosi
118
T (118)
gdje je N normalna sila, a A ploStina poprecnog presjeka. Za
optere¢enje prema si. 53a vrijedi da je N =F, pa izraz (118)
prelazi u oblik

<, = (119)

AA.
Ako je Stap opterecen kao na si. 53b, onda je N = —F, pa je

= -4y <2°)

Ako je duljina Stapa mnogo veca od debljine (I/h > 10- -20),
moze se utjecaj odstupanja od jednolikog naprezanja u rubnom
prijelaznom podrucju na produljenje zanemariti. Tada je

Al = si, (121)
gdje je Al promjena duljine, a /duljina Stapa. Primjenom
Hookeova zakona izraz (121) prelazi u
odnosno uz pomo¢ (118) u

_ NI
7 En (122)

Ovaj se izraz moze primijeniti samo ako je Stap kon-
stantnoga poprecnog presjeka i ako je normalna sila N kon-
stantna po Citavoj duljini Stapa Velicina EA zove se osna ili
aksijalna krutost Stapa Kad se ploStina A i normalna sila N
mijenjaju skokovito (si. 54), produljenje Stapa A/ moZe se izra-
Cunati pomocu izraza

" " N-L
Al=n Alf=_Z -i-j.
=1 im\EAI

Ako je Stap opterecen kontinuirano ili ako se poprecni
presjek mijenja postupno, treba Stap podijeliti na vise dijelova
§to manje duljine Axf Ukupno produljenje Stapa jednako je
zbroju produljenja pojedinih dijelova, pa iznosi

N(« En N-Axq
i EAi ’

i=1
gdje su M- i At srednje vrijednosti za svaki odsjecak. Sto je

(123a)

(123b)
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SI. 55. Stap s postepenom promjenom sile N i presjeka A

broj elemenata veci i Sto su oni kraéi, bit ¢e rezultat toCniji.
Kad broj elemenata tezi u beskona€nost, a njihova duljina nuli,
produljenje teZi pravoj vrijednosti, tj.

. " N-x- *N che
A= dlim (124)
Ax->0j=i EAI ~E~A
n->00

Pomak presjeka Stapa u smjeru osi x oznacuje se sa u. Kad
je Stap optere¢en osno, pomak u ne ovisi 0 koordinatama y i z,
tj. u= u(x). SI. 56a prikazuje neopterec¢eni Stap. ToCke A i B
leZze na osi Stapa na medusobnoj udaljenosti dx, tj. AB = chc.
Kad se Stap optereti, tocka A pomice se u novi polozaj Ax
za iznos u, a tocka B u polozaj Bx za iznos u + du (si. 56b).
Deformacija, tj. relativno produljenje duZine AB iznosi

AB1—AB (dx + du) —chc
e
AB (125)
du
che

(Vise o ovisnosti deformacija i pomaka v. Mehanika kontinuuma,
TE 8, str. 173; v. Teorija elasti¢nosti).

T b |
X > dx
u— ~__u+du

SI. 56. Definicija pomaka u

Prema (125) vrijedi

du = sxdx, (126)

odnosno
u=jfxdx --C. (127)

Kako je N = Aox, a gx = exE, bit ¢¢ N = EAsx, odnosno

N=AE~, (128)
ax
ili
d N
v (129)
dx EA
Ako se izraz (128) derivira po x i uzme u obzir (72),
dobiva se
dN d / d B
(130)
d~- dxv  dx}~ g*
Vrlo Cesto je AE = const., pa izraz (130) prelazi u
,d2u
AE--i = -gx (131)

B
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lzraz (130) predstavlja osnovnu diferencijalnu jednadzbu
osno optereéenog Stapa On povezuje pomak u s opterecenjem
gx. Nakon integriranja i odredivanja konstanata integracije iz
rubnih uvjeta bit ¢e poznat zakon u = u(x). Odatle se pomocu
(125) moze odrediti £x, a zatim ox i ostale traZzene veliCine.

Deriviranjem (124) dobit ¢e se alternativni oblik diferen-
cijalne jednadZzbe osno optereéenog Stapa

d2u _ d (N \
dx2 dx\EAJ

Rubni uvjeti odreduju se prema si. 57.

(132)

3.
N=AE%=0
N=AEr=F

SI. 57. Rubni uvjeti osno opterecenog Stapa

Stap optereéen vlastitom teZinom. Na si. 58 prikazan je $tap
duljine I i konstantnog presjeka ploStine A. Specifi€na teZina
Stapa je y = gg.

Kako je Stap konstantnog presjeka, za njega vrijedi izraz
(131), tj.

d2« gx
S — AE- (B3)
Optereéenje gx je duljinska tezina, tj.
dG dv Adx
m4>

gdje je dV obujam elementa kojemu je tezina dG. Sada izraz
(133) prelazi u oblik

d2u y
dx2 (135)
odnosno nakon dvostrukog integriranja u izraz
y x2
U --------= — + Clx + C2 (136)
E 2

R . du . .
Rubni uvjeti su w(0)=0 i d—(/): 0, Sto daje Cl=yl/E
X
i C2=0, pa izraz za pomak glasi
yl yx2 yl2

U=17ZX ~ 2E =22E (137)
Odatle se moze dobiti
du | X
yl( (138)
Bx=&c=1:[ ~1
(139)

18,

u=0

dG

Sl. 58. Stap konstantnog presjeka optereéen vlastitom tezinom
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Dijagrami ovisnosti optereéenja gx, deformacije ex, napre-
zanja gx i pomaka u prikazani su na si. 58. Kako je pomak
gornjeg kraja jednak nuli, produljenje A/ 3tapa jednako je
pomaku donjeg kraja, tj.

_ _2/2_ Gl
N_U(B_ZE 2EA

Stap jednake &vrstoée. To je $tap koji je tako oblikovan
da je naprezanje u svakom presjeku jednako. Takav S$tap (si.
59) opterecen je vlastitom tezinom i silom F na gornjem Kraju.

(140)

TITTITTINIITTT77,

Tada je
N = <DA, (141)

gdje je naprezanje go = const., a A promjenljiva ploStina po
pre€nog presjeka. Ako se (141) uvrsti u (132), dobiva se

(142a)
dx2 dx\E ,
Dvostrukim integriranjem ovog izraza dobiva se
U= CjX -fCc2 (142b)
Rubni su uvjeti:
za X =0: EAlaz N= -f,
x (143)
za x=1: u=0,

Sto daje = F/iEAM) i C2= F/(EA2), gdje je Ai ploStina po-
pre€nog presjeka na gornjem kraju, a A2 ploStina popre€nog
presjeka na donjem kraju. Tada je

=~ (- =r(l- 144
u=zfl-x) £r-x). (144)
Slicno kao i u prethodnom primjeru moze se dobiti
gx = yA- (145)
Ako se (141) i (145) uvrste u (130), dobiva se
(g0A)= -yA. (146a)
dx
Kako je 00= const., bit ¢e
dA
y (146b)
A 0’
odnosno
\nA — - x - C. (146c)

1z uvjeta da je A = AO za x = 0, dobiva se C = In*j, pa izraz
(146c¢) prelazi u izraz

(146d)
odnosno
A =/I"Kp—x. (146¢)

Taj izraz predstavlja zakon promjene poprecnog presjeka.
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Koiu€ni Stap opterecen vlastitom tezinom. Normalna sila u
presjeku x moZe se odrediti iz ravnoteZe odsjeCenog dijela
Stapa (si. 60), tj.

N=yyA (/-x), (147a)
§to uvrSteno u (132) daje
d2u y
(14715)
(X2~ 7 3£
odnosno
u——¥*2+ Eix L €2 (147¢)
6E
SI. 60. Koni¢ni Stap opterecen vlastitom tezinom
Rubni su uvjeti:
za Xx=0: u—0,
du
za xX= [ = 0
dx
Odatle je Cx=yl/(3E), C2= 0, pa je
(148)

Produljenje Stapa jednako je pomaku donjeg kraja Stapa, tj.

yl2 Gl
Al=u(l)m
6E 2EA’

gdje je G ukupna teZina Stapa.

(149)

Uvijanje Stapa

Uvijanje ravnih Stapova okruglog presjeka. Raspodjela nap-
rezanja pri uvijanju okruglih Stapova bitno se razlikuje od ras-
podjele naprezanja pri uvijanju Stapova neokruglog presjeka, pa
¢e izvedeni izrazi vrijediti samo za okrugle presjeke. Analiza
naprezanja i deformacije provest ée se uz sljedeée pretpostavke
o deformiranju i raspodjeli naprezanja:

1) Pri deformiranju Stapa popre€ni presjeci ostaju ravni i
okomiti na os Stapa

2) Popreéni preteci -zakre¢u se pri deformiranju kao krute
figure, tj. polumjeri u toku deformiranja ostaju ravni.

Izrazi koji se izvode na temelju tih pretpostavki vrijede
ako su Stapovi ravni i konstantna popre¢nog presjeka, a po-
preéni presjek je krug ili kruzni vijenac.

Geometrijska analiza. Pri uvijanju Stapa pojedini njegovi
presjeci  zakre¢u sezakut a koji je funkcija polozZaja, tj.
(150)

Ako se presjek x zakrene za kut a, presjek x + Ax zakrenut
¢e se za kut a+ Aa (si. 61). Relativni kut uvijanja # definiran
je izrazom

a = a(x).

lim Aa = da 5
ax—0 AX 38X M g
Kako je da = $dx, bit ce

Jda = J #dx, (152a)

a0 *0
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odnosno

a= a0+ ] $dx.
x0
Specificni kut uvijanja $ ovisi o plostini i obliku poprec¢nog
presjeka, o elasti€nim svojstvima materijala te 0 momentu uvi-
janja. Ako je Stap homogen, konstantnog poprenog presjeka i
ako je moment uvijanja konstantan, bit ¢e $ = const., pa je

(153)

(152b)

a = a0+ $(x —x0).

Sl. 61. Element Stapa optere¢enog na uvijanje

Na si. 62a prikazanje Stap opterecen na uvijanje. Kako pomak
Stapa kao krutog tijela ne utjeCe na naprezanje i deformaciju,
moze se, radijednostavnosti, zamisliti da je lijevi kraj nepomican,
a da se desni zakrenuo za kut a —a0, gdje je a0 zakret lijevog
kraja. Ravnina ABCD pri deformiranju prelazi u zavojnu plohu
ABCiD. Na si. 62b prikazanje element Stapa duljine dx, unu-
traSnjeg promjera q i vanjskoga g+ dg. Desni kraj zakrenut je
prema lijevom za iznos da = 3dx. Pravokutnik ABCD, ucrtan
na vanjskom plaStu elementa, u toku deformiranja prelazi u
romboid AiBiCD. Kut smicanja £ CBBi =y predstavlja za-
pravo kutnu deformaciju. Za male deformacije (si. 62b) vrijedi

BBi da
y %tany = —-= g-~.
BC &

(154)

Kad se (151) uvrsti u taj izraz, dobiva se

y= (155)
Izraz (155) daje kvalitativhu raspodjelu kutnih deformacija
po presjeku. U sredini je Stapa y —O0, jer je g= 0. Kutne
deformacije rastu linearno prema rubu presjeka. Pomocu izraza

(155) ne mogu se odrediti konkretne vrijednosti kutne deforma-
cije jer je u izrazu nepoznat parametar $.

Sl. 62. Geometrijska analiza deformacije pri uvijanju Stapa

Primjena Hookeova zakona. Prema Hookeovu zakonu za smi-
canje iznosi naprezanje z = yG, odnosno, uzevsi u obzir (155),
z = qG& (156)

Primjena uvjeta ravnoteze. Ako je Stap u ravnoteZi, moment
vanjskih sila jednak je momentu unutradnjih sila Za element
prema si. 63 uvjet ravnoteZe glasi

= —Mt+qu&A=0. (157a)
Kad se u taj izraz uvrsti (156), dobiva se
Mt= GS$q2CA, (157b)

jer je za zadani presjek G 9= const. Ako se uzme u obzir da
prema (91) vrijednost integrala predstavlja polarni moment tro-
mosti, bit Ce
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_ (158)
gi;
§to uvrsteno u (156) daje
Mt
(159)
"or,Q
Ako se (158) uvrsti u (152), dobiva se
X
a=a0+ —dx. (160)
Gln

Za homogeni je Stap konstantnoga poprecnog presjeka G/p=
= const., pa je

a —a0 + M tche. (161)

In

Ako je Stap duljine / opterecen konstantnim momentom uvijanja,
relativni kut zakreta njegovih krajeva iznosi

M.I
Aa=a—al= —. (162)
G1lv
Na temelju (158) i (151) moZe se napisati da je
(163)

Ako se taj izraz derivira po x i uzme u obzir (73b), dobiva se

Ung dad -,

5 (164)
dx \ pdx)
odnosno, ako je G/p= const.,
da (165)
pdx2
Alternativni je oblik izraza (163)
d2a _d /M, (166)
ck2 _ dx \Glpl'
Sl. 63. Ravnoteza elementa $tapa op-
tereenog na uvijanje
uvijanje

Na si. 64 prikazan je raspored naprezanja u popre¢nom i
uzduznom presjeku Stapa, i to za puni i Suplji kruzni Stap. Prema
si. 18c Cisto smicanje ekvivalentno je rastezanju i sabijanju
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u dva medusobno okomita presjeka Prema tome pri uvijanju
Stapa trajektorije naprezanja su zavojnice (si. 65).

Trajektorije naprezanja su linije kojih se smjer u svakoj
toCki podudara s pravcima glavnih naprezanja Trajektorije na-
prezanja sastoje se od dvije medusobno ortogonalne porodice
krivulja Pravci tangencijalni su na jednu porodicu, a pravci
02 na drugu porodicu krivulja

Sl. 65. Trajektorije naprezanja okruglog $tapa koji je op-
tere¢en na uvijanje

Dimenzioniranje vratila i osovina. Vratila, osovine i drugi
Stapovi optereceni na uvijanje mogu se dimenzionirati prema
uvjetu ¢vrstoée i prema uvjetu krutosti. Za laka vratila malog
promjera najvaznijaje krutost, a za teSka vratila ¢vrsto¢a. Nacin
loma Stapa optere¢enog na uvijanje ovisi o materijalu Stapa.
Ako je Stap izraden od krhka materijala, lom nastupa kad
najvece vlano naprezanje prijede vlaénu €vrstoéu materijala, pri
¢emu lom nastaje po presjeku koji €ini s osi Stapa kut od 45°
(si. 66a). Ako je Stap izraden od rastezljiva (duktilna) materijala,
lom nastupa kad posmicno naprezanje prijede smic¢nu cvrstocu.
Vratila se uglavnom izraduju od rastezljivih materijala, pa uvjet
Cvrstoce glasi

Mt
=-7 - i?max dop> (167)
P
gdje je zd® dopusSteno posmicno naprezanje, a £n :r polu-
mjer vratila Uvodenjem oznake
/
% = - (168)
Qmax r
gdje je Wp polarni moment otpora, izraz (167) prelazi u oblik
M,
w 1=, (169)
P
Ako se radi o punom vratilu, tada je
W =" 432- (170)
p d/2 16 ’
pa uvjet ¢vrstoce glasi
nd3 M.
W = —>—1, (171)
m P 16 “V
odnosno
/16M,
d= (172)
.mdop

3. 66. Lom Stapa optereenog na uvijanje, a Stap od
krhkog materijala, b $tap od rastezljivog materijala
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Iz rasporeda naprezanja (si. 64) vidi se da materijal u blizini
osi Stapa prakticki ne sudjeluje u prenoSenju momenta uvijanja.
Ne samo 3$to su ondje naprezanja malena nego je i njihov
krak prema osi malen, pa taj dio osovine prenosi samo nez-
natan dio momenta uvijanja. Materijal je mnogo bolje iskoristen
ako je vratilo Suplje. Tada polarni moment tromosti iznosi

/I T.d*
p 32 32

7 = Ttd4

2 (173)

gdje je d vanjski promjer, d1 unutraSnji promjer, a njihov
omjer k = dMd. Tada je polarni moment otpora

(174)
pa uvjet ¢vrstoce glasi d3
WD= -;(!- kd4)z~ *,
16 “dop
odnosno
16Mt
tt(L - k4)zdop (179)

Polarni moment tromosti sastavljenog presjeka jednak je
zbroju, odnosno razlici pojedinih njegovih dijelova To, medutim,
ne vrijedi za polarni moment otpora On se odreduje tako da
se odredi moment tromosti sastavljenog presjeka, pa zatim po-
dijeli vanjskim polumjerom.

Da bi se zadovoljio uvjet krutosti, mora biti

Gl - dop’ (176)

gdje je 9dop dopusteni specificni kut uvijanja izrazen u radija-
nima Odatle je
M,

/s 177
P=G9, , @

op
Za puni je presjek Ip= ud4/32, pa je uvjet krutosti ispunjen
ako je

32Mt

TG $ 4,

Na sli€an na¢in moze se dobiti za Suplji presjek da je

(178a)

32Mt
zGZdop( | - k 4)
Dopusteni moment uvijanja s obzirom na ¢&vrstoéu iznosi

~tdop = TdoP7*3/16, a dopusteni moment uvijanja s obzirom
na krutost M"dop = G#dopTudd/32. lzjednaCenjem tih veliCina,

(178b)

n%*-dup ndsS,, a (179a)
dobiva se vrijednost prijelaznog promjera dO:
I "hdop (179b)
°  G3dop’
odnosno prijelaznog momenta M t0:
LT
=jaj*s " 180
M to 2 \Gg'dop x dop ( )
Ako je d > d0, odnosno Mt> M10, proracun se vrSi prema

¢vrsto¢i, a ako je d < d0, odnosno Mt< Mt0, za proracun je
mjerodavna Kkrutost.

Svi do sada izvedeni izrazi vrijede za ravne okrugle Stapove,
ali oni priblizno vrijede i za zakrivljene okrugle neprizmaticne
Stapove ako je polumjer zakrivljenosti Stapa R velik prema
njegovu promjeru, te ako se poprecni presjek mijenja postepeno.

Uvijanje Stapova neokruglog presjeka. lzrazi izvedeni za uvi-
janje okruglih presjeka ni priblizno ne vrijede za uvijanje
neokruglih presjeka SI. 67 prikazuje pravokutni Stap opte-
re¢en na uvijanje. U blizini toke A koja se nalazi na bridu
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Sl. 67. U uglovima presjeka posmi¢no naprezanje jednako je
nuli

tangencijalna su naprezanja zzx = 0 i zyx = 0, jer stranice Stapa
nisu opterecene. Na temelju parnosti posmicnih naprezanja vri-
jedi da je zxz = z2X= 0 i zxy = zyx = 0. Kako su obje posmicne
komponente jednake nuli, bit ée ukupno posmi¢no naprezanje
u tocki A jednako nuli. Nasuprot tome, prema teoriji uvijanja
okruglih Stapova, moglo bi se ocekivati da ¢e u toCki A biti
najveée naprezanje z jer je totka A najudaljenija od osi Stapa.

Analiza uvijanja neokruglih presjeka mnogo je sloZenija i
provodi se u teoriji elasti¢nosti.

Savijanje Stapa

Za razliku od osnog optereéenja i uvijanja, pri savijanju
Stapa deformira se uzduzna os Stapa Deformirana uzduZzna os
zove se elasticna (progibna) linija. Razlikuje se Cisto savijanje
i poprecno savijanje. Pri Cistom savijanju sve su komponente
unutradnjih silajednake nuli, osim momenta savijanja Dio Stapa
izmedu oslonaca na si 68 optereéen je na Cisto savijanje. Pri
popre€nom savijanju osim momenta savijanja pojavljuje se jo$
i popre€na sila koja uzrokuje smicanje (si. 69). Cisto savijanje
zove se jo$ i savijanje spregovima, a popre¢no savijanje, savi-
janje silama

Elasti¢na
/ linija ~
X 1 1 P
AR i T b A Elasticria linija
dijagram

Q - dijagram  fjjSijl |F .
LsL Winan wm A

fL~. wh’

My- dijagram M y- dijagram
NTTTNv
e AU Hir HHw

SI. 69. Popre€no savijanje Stapa
optere¢en na Cisto savijanje

Obicno savijanje je onda kad moment savijanja djeluje oko
glavne osi tromosti popre€¢nog presjeka. Ako moment savijanja
ne djeluje oko glavne osi tromosti popre¢nog presjeka, to je
koso savijanje. Na si. 70 prikazana su dva primjera kosog
savijanja.

Sl. 70. Dva primjera kosog savijanja

Cisto savijanje. Analiza naprezanja pri ¢istom savijanju pro-
vodi se uz sljedeée pretpostavke o deformiranju i raspodjeli
naprezanja: 1) poprec¢ni presjeci pri deformiranju ostaju ravni
i okomiti na elasticnu liniju i 2) sve komponente naprezanja
osim ax jednake su nuli.
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Izrazi za naprezanja, deformacije i pomak koji se izvode
na temelju tih pretpostavki vrijede ako je visina Stapa h malena
u usporedbi s rasponom /, tj. ako je h/l <j---* i ako je mak-
simalni nagib tangente izrazen u radijanima mnogo manji od
jedinice, tj. ako je amax <0,05 -m0,1. Ponekad se taj uvjet izra-
Zava omjerom maksimalnog progiba wnex i raspona /. Tada
mora biti wmex/'/< 0,02 *0,05.

Geometrijska analiza. Na si. 71a prikazan je nedeformirani,
a na si. 71b deformirani Stap koji je opterecen cCistim savi-
janjem. Na oba Stapa ucrtan je element duljine dx.

Prema si. 71b vidi se da se gornja vlakna Stapa skracuju,
a donja produljuju. Negdje u sredini Stapa nalaze se vlakna
koja ne mijenjaju duljinu. Ta vlakna Cine tzv. neutralnu plohu.
Ishodiste koordinatnog sustava odabrano je tako da bude na
neutralnoj plohi. Element Stapa ABCD u toku deformiranja
prelazi u A1B1C1Di. Duzina EF nalazi se na neutralnoj
plohi i u toku deformiranja ostaje nepromijenjena, tj. EIF1=

= (jdoc = EF = dx, pa je dx = @da

SI. 71. Geometrijska analiza elementa Stapa opterecenog na Cisto savijanje

Na si. 71c ucrtani su jedan preko drugoga nedeformirani
element ABCD i deformirani A1B1C1D1 Duljinska deformacija

vlakna GH koje se nalazi na udaljenosti z od_neutralne plohe

iznosi ex = (GIHi —GH)/GH. Kako je GH —gda = dx, a
= {q + z)da, bit ¢e nakon sredivanja

(181)

Izraz  (181) daje kvalitativno raspodjelu deformacija, koje

su u neutralnoj plohi jednake nuli i mijenjajuse linearno prema
krajevima presjeka, tako da su na jednoj strani pozitivne, a na
drugoj negativne. U tom su izrazu dva nepoznata parametra.
Polumjer zakrivljenosti g i, implicitno, polozaj neutralne plohe
e od koje se mjeri koordinata z.

Primjena Hookeova zakona. Kako je stanje naprezanja prema
pretpostavci jednoosno, bit ce

ox — Esx, (182a)

odnosno

0X= — Z. (182b)
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Primjena uvjeta ravnoteze. Ako je Stap u ravnoteZi, vrijede
izrazi (82), (84) i (85), pa se dobiva

N = JaxdA =0,

My = J axzdA, (183)
A

Mz= -\o xydA.

Kad se uvrsti (182) u prvu jednadzbu (183), dobiva se

zdA = —Sv= 0,
Q 6

(184)

gdje je Sy statiCki moment popreénog presjeka oko osi y. Pri
savijanju zakrivljuje se uzduZzna os, pa je q3=°0* Prema tome
mora biti Sy =0, $to znaCi da neutralna os y prolazi teziStem
popre€nog presjeka. Ako se (182) uvrsti u drugu jednadZbu
izraza (183), dobiva se

My= — z2dA = —/ (185a)
Q e
pa je
185b
El/ ( )
Sto uvrSteno u (182) daje
Mv
&x=~—12 (186)
*V

Na slican nacin, ako se uvrsti (182) u trecu jednadzbu
(183), slijedi

M ¥ yzdA= — 1y =o. (187)

Odatle je lyz= 0, tj. os y je glavna os tromosti presjeka.
Prema tome izvedeni izrazi vrijede samo za ravno savijanje, tj.
savijanje oko jedne glavne osi tromosti presjeka Stapa.

Popre¢no savijanje. Ako u popre¢nom presjeku uz moment
savijanja My djeluje i poprecna sila Qz pojavit ¢e se u presjeku
normalno naprezanje ax i posmi¢no naprezanje rxz (si. 72).

J
Q=K
1*My=FA X
r,,=0
r,=0

Sl. 72. Raspored normalnog naprezanja ax i posmitnog na-
prezanja pri popre¢nom savijanju

Na gornjem i donjem rubu Stapa posmicno naprezanje Xzx
jednako je nuli, jer su to slobodni rubovi. To je prikazano
na si. 73. Uzduz gornjeg ruba AD i donjeg ruba CE poprecnog
presjeka posmitno naprezanje xxz takoder je jednako nuli, jer
je zxz —rzx. Prema tome, moze se zakljuciti da je posmicno
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naprezanje na krajevima jednako nuli i postepeno raste prema
sredini presjeka (si. 72). Elementi A i C na gornjem, odnosno
donjem rubu presjeka slobodni su od smicanja (txz = 0), pa
u toku deformiranja ostaju pravokutni. Element B u sredini
presjeka iskrivljuje se (txz 4=0) jer na njega djeluje posmicno
naprezanje txz. To uvjetuje deplanaciju ili iskrivljenje popre¢nog
presjeka

SI. 73. Pri popre€nom savijanju posmi¢na naprezanja prouzrokuju deplaniranje
(vitoperenje) poprec¢nog presjeka

dx

Sl. 74. Deformirani element pri popre¢nom savi-
janju

Nedeformirani pravokutni element Stapa ABCD prikazan je
na si. 74a, a deformirani element na si. 74b. Radi usporedbe,
crtkanom linijom A1BICI1D1 prikazan je deformirani element
pri €istom savijanju, a punom linijom A2B2C2D2 deformirani
element pri popre€nom savijanju. Za grede velikog raspona, tj.
kad je I/h > 1, pomaci zbog deplanacije maleni su u usporedbi
s pomacima zbog zakretanja popre¢nog presjeka, pa deplanacija
neznatno utjeCe na duljinsku deformaciju ex, a time i na napre-
zanje gx. Prema tome za grede velikog raspona vrijedi priblizno
izraz (186), pa je

Mv
(188)

Medutim, ako je Qz = const., dva susjedna presjeka deplani-

raju se na isti nacin. Pomaci GXG2 i H1H2 (si. 74b) potpuno
su jednaki, pa deplanacija presjeka uopce ne utjeCe na deforma-

ciju £x, odnosno naprezanje <%, pa za Qz= const. vrijedi
My

Mx=-~7.
h

Raspored posmi¢nog naprezanja txzmoze se odrediti pomocu
si. 75, tj. razmatranjem ravnoteze dijela elementa ABEF. U
presjeku AD djeluje moment My i poprecna sila Qz a u pre-
sjeku BC moment My+ dMy i poprecna sila Qz Element
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ABCD kao cjelina nalazi se u ravnotezi. Naime, u ravnotezi
su vlacne i tlane sile u svakom presjeku. Prirast momenta dMy
na desnom presjeku uravnoteZuje spreg poprecnih sila Qzdx.

Ako se razmotri ravnoteZza u smjeru osi x dijela elementa
ABEF, koji je na si. 75 crtkan, vidjet ¢e se da naprezanje
<x 4-da* koje djeluje na desnoj plohi A3 nije u ravnoteZi s
naprezanjem ax koje djeluje na lijevoj plohi Ax. Zbog toga se
pojavljuje naprezanje tzx na gornjem presjeku A2 koje je za-
jedno s naprezanjem ox u ravnoteZi s naprezanjem ox + dax.
Zapravo naprezanje rzx uravnotezuje prirast naprezanja dcrx,
pa se moZe pisati da je

j TRcA2= J daxdA3. (189a)
"2 3
My+ dMy o,
Kako je ox *°oV+ &Gx = — -z, bit ce
dMy
dax (189h)
h

Ploha A2 ima. beskonaéno malu duljinu dx, pa se moZe uzeti
da je ix konstantno na plohi A2. Pod pretpostavkom da je
txz jednoliko raspodijeljeno po Sirini grede, bit ce

dMv ,
(189c)
odnosno
dMy
zXhdx = zdA3 (189d)
Ako se uzme u obzir da je
dMv
zdA3 = Sy, (189¢)
dx
dobiva se
Qzsy (189f)
"blv

gdje je b Sirina presjeka, a Sy statiCki moment plohe A3 oko
neutralne osi y.
Posmi€na naprezanja na pravokutnom presjeku. Staticki je

moment iscrtane plohe na si. 76a Sy= — —zj 2 (—2 +2z)=
bih -
2\ 4 —z2 , a moment tromosti je ly= bh3/12. Kad se to
uvrsti u (189) i sredi, dobiva se
22'2
X =11 1. 190
xx 2 A h (150)

gdje je A = bh ploStina poprecnog presjeka Vidi se da je
naprezanje ixz raspodijeljeno prema zakonu parabole. Maksi-
malna je vrijednost

R B (192)
H |
. h u u
1 2
iT
' \z
2 4*2) h m u
flrAr73 L 1 LU H
1 +-A__J

SI. 76. Raspored posmi¢nih naprezanja pri popre¢nom savijanju Stapa pravo-
kutnog poprecnog presjeka
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a pojavljuje se u sredini presjeka, te je za polovicu veéa od
srednje vrijednosti isr= QzZ/A.

Na sli€an nac¢in moZe se pokazati da je i za ostale presjeke,
kruzni, trokutni (si. 77 i 78) itd., posmi¢no naprezanje raspo-
dijeljeno prema zakonu parabole.

W
w
>l_

2 A

SI. 77. Raspored posmi¢nog naprezanja u kruznom i trokutnom presjeku

SI. 78. Raspored posmitnih naprezanja u tankostjenim presjecima /, Z i U

Glavna naprezanja i trajektorije naprezanja. Pri popre¢nom
savijanju na elemente grede djeluje normalno naprezanje ax i
posmicno naprezanje xxz, koja se mogu odrediti pomodu izraza
(186) i (189). Kad su poznata naprezanja vx i rxz, mogu se
pomocu izraza (31) odrediti glavna naprezanja ax i a2 i njihov
smjer.

Na si. 79a prikazana je konzola koja je optereéena jedno-
likim kontinuiranim opterecenjem qgz. U presjeku x1 konzole
prikazano je pet elemenata s ucrtanim naprezanjem ox i txz,
dok su u presjeku x2 prikazana glavna naprezanja i 02
Istodobno je prikazan dijagram linearne raspodjele normalnog
naprezanja ox i paraboli¢ne raspodjele posmi¢nog naprezanja
zxz. Na si. 79b prikazane su trajektorije naprezanja MoZe se za-
paziti da sve trajektorije sijeku os x pod kutom od 45° jer
glavna naprezanja na osi x €ine toliki kut s osi x. U blizini
gornjeg i donjeg ruba konzole trajektorije su naprezanja pa-
ralelne, odnosno okomite na rub, jer su i glavna naprezanja
paralelna i okomita na rub.

SI. 79. Glavna naprezanja i trajektorije naprezanja u konzoli opterecenoj
jednoliko kontinuirano
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Dimenzioniranje greda: racionalni oblici popre¢nog presjeka.
U opcenitom slu€aju savijanja grede pojavljuju se normalna
i posmi¢na naprezanja. Medutim, za uobi¢ajene raspone i oblike
popre¢nog presjeka normalna su naprezanja mnogo veca od
posmic¢nih. Osim toga, u toCkama gdje se pojavljuju maksi-
malna normalna naprezanja posmicna su naprezanja jednaka
nuli. Zbog toga se posmi¢na naprezanja mogu zanemariti u
proracunu ¢vrstoée grede, pa uvjet ¢vrstoce glasi

Ov™M* = — A~ 2myv s aAm, (192)
odnosno
M.
Jvrvmax<_ dop> (193)
gdje je Wy aksijalni moment otpora definiran izrazom
Wy =- (194)
lzraz (193) obicno se upotrebljava u obliku
M
Wy =—  ymax (195)
~dop
Ako greda ima kruzni presjek, onda je
ly _ T"4/64 _ -d*
(196)
y d/i2 d/2 32
pa se izraz (195) moZe napisati u obliku
3
f32M,,
(197)
-a dop

Ako je presjek grede pravokutnik visine h i Sirine b s om-
jerom h/b = k, bit ¢e

bhe (198)
pa mora biti
6 M
b> ymax (199)
kZOBop
Na slican nacin mogu se dimenzionirati i ostali oblici
popre€nog presjeka.
Pojas
—Rebro

10f

Sl. 80. S udaljavanjem dijelova presjeka od neutralne osi raste moment
tromosti i moment otpora Svi presjeci na slici imaju jednaku plostinu
A= 18i2

Pri dimenzioniranju grede, odnosno pri izboru oblika i veli-
Cine poprecnog presjeka treba nastojati da se sa $to manjom
ploStinom presjeka postigne $to veéi moment otpora S udalja-
vanjem dijelova poprecnog presjeka od neutralne osi raste
moment otpora i moment tromosti (si. 80). Idealno bi bilo kad
bi sav presjek bio podijeljen na dva vrlo uska pojasa, svaki
ploStine A/2 (si. 81). Moment tromosti /idi moment otpora W-d
takva idealnog presjeka iznose

Ad = 2 (200)

(201)
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zz2rA /2

zz-Al2

SI. 81. Idealizirani i realni I-presjek

U stvarnosti pojasovi ne smiju biti preSiroki, a takoder
moraju biti spojeni rebrom koje nije pretanko da preuzme pos-
micna naprezanja. Osim toga, odviSe tanko rebro i pojasovi
mogu uvjetovati lokalno izvijanje u podrucju tlacnih naprezanja.
Prema tome je za realne I-profile

Wy < 0,5Ah = WI& (202)
Obi€no je Wy =(0,3- -0,38)Ah. Za pravokutni je presjek Wy=
= bh2/6 = Ah/6. Omjer stvarnog i idealnog momenta otpora
zove se stupanj iskoristenja ili korisnost presjeka rj, a iznosi
i = <t (203)
U tabl. 5 navedena je korisnost nekih presjeka i nekih valjanih
profila.

Tablica 5
KORISNOST PRESJEKA PRI SAVIJANJU

Presjek Korisnost
Kruzni 0,25
Pravokutni 0,33
Profil 1 0,61 0,65
Profil [ 0,59 *m0,61
Profil ~L 0,57-0,60

Ponekad se odsijecanjem dijelova presjeka pove¢ava moment
otpora, a time i €vrstoca pri savijanju. To se tumaci time da
se odsijecanjem dijelova koji strSe vise smanjuje zmex nego Ix,
¢ime se prema (194) povetava Wy. Dva takva presjeka prika-
zana su na si. 82.

Sl. 82. Odsijecanjem iscrtanih dijelova po-
veéava se moment otpora Wy

My

SI. 83. Racionalan presjek nosata od krhkog materijala i raspodjela napre-
zanja u njemu

Krhki materijali, kao lijevano Zeljezo, staklo, beton itd.,
imaju veéu tlatnu od vlacne Cvrstoce. Presjeke greda od tak-
vih materijala treba oblikovati tako da teziste bude blize vlacnoj
strani (si. 83).

Najveée vlacno, odnosno tlatno naprezanje (si. 83) iznosi

*
rvmax J hj v i"udop»
h

204)

7tmax j “t— °\dop>
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gdje je hv i h{udaljenost krajnih vlakana u vla¢noj, odnosno
tlaénoj zoni od neutralne osi, a crvdop i a[éop dopusteno vlacno,
odnosno dopusteno tlatno naprezanje. Na temelju (204) dobiva
se

_dp

Atdop

Pri oblikovanju presjeka nosa¢a od krhkih materijala treba
teziti da bude ispunjen uvjet (205).

Koso savijanje. Koso savijanje nastaje kad monent savijanja
ne djeluje oko glavne osi tromosti presjeka. Naprezanje i po-
maci odreduju se pomocu principa superpozicije. Na si. 84
prikazana je konzola kojoj na slobodnom kraju djeluje moment
M koji s osi y €ini kutep Osi y i z su glavne osi tromosti.

(205)

Ako se moment M rastavi u dvije komponente My = Mcos<p i
Mz = Msincp i zatim primijeni princip superpozicije, dobiva se
Za naprezanje izraz

Mv Mz /zcos<p  ysing>\

“Vo) - @®)
Ako se taj izraz izjednai s nulom, dobiva se jednadZba neu-
tralne osi

zeose siiu
PSR (207)
V]
odnosno
z = yy™an<p = ytanB, (208)
gdje je p kut nagiba neutralne osi (si. 85), pa je
tanjS =y~ tan<p. (209)

*z

Ako je ly+ /2 bit ¢e P4 e

SI. 85. Pri kosom savijanju neutralna os ne podudara se s osi
momenta savijanja

Savijanje debelih zakrivljenih Stapova. Izrazi koji su izvedeni
za ravni Stap mogu se primijeniti i na slabo zakrivljene Stapove,
tj. Stapove kojima je polumjer zakrivljenosti rT velik prema
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debljini Stapa h. Ako je omjer rT/h veéi od 5-**10, Stap se moze
razmatrati kao ravan.

Analiza naprezanja i deformacija izvest ée se uz pretpo-
stavku da poprecni presjeci u toku deformiranja ostaju ravni i da
je u Stapu jednoosno stanje naprezanja.

Na si. 86 prikazan je debeli zakrivljeni Stap koji je opte-
reen na savijanje spregovima M. Na slici su upotrijebljene
sljede¢e oznake: i r2 unutradnji i vanjski polumjer Stapa,
rt polumjer teZidne linije, tj. linije koja spaja teZiSta poprecnih
presjeka, rn polumjer neutralne plohe, r polumjer kao polama
koordinata, z udaljenost elementa od neutralne plohe.

Nedeformirani oblik elementa Stapa prikazan je crtkanom li-
nijom ABCD, a deformirani oblik punom linijom na
si. 86b. Presjeci AB i CD prije deformiranja ¢ine kut dcp, a
nakon deformiranja kut dcp + da. Deformacija vlakna EF iznosi

e,= £IFLlI — = ~r"l—=(l -
EF rdcp '

(210)
r ‘dep
Primjena Hookeova zakona. Kako je prema pretpostavci u
Stapu jednoosno stanje naprezanja, bit ¢e

(211)

Veli€ine Ed— i rnsu konstante za promatrani presjek, pa izrazi
cp

(210) i (211) predstavljaju hiperbolicki zakon promjene defor-
macije, odnosno naprezanja po presjeku. U tim izrazima pojav-
ljuju se dva nepoznata parametra, polumjer neutralne plohe rn
i diferencijalni omjer da/dq

Primjena uvjeta ravnoteze. Uvjeti ravnoteze Stapa glase:
N = \cTvdA = 0,
(212)
M= | av(r —rn)dA.

Nakon uvrStenja (211) u prvu jednadzbu (212) i nakon sre-
divanja slijedi

(213)

dA - r,,|/>:0,

odakle je
214
dA (214)
r
Prema tome polozaj neutralne plohe ne ovisi o opterecenju i
moze se unaprijed izraCunati na temelju geometrijskog oblika
Stapa
Ako se (211) uvrsti u drugu jednadzbu (212) i sredi, dobiva
se

TE IX, 20
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(215)

y A "{_*d A g q COAM
rdA —rn . -rn e

dA ot )
Prvi je integral staticki moment presjeka oko osi /, koji iznosi
rtA, pa prva dva integrala daju (rt —rn)A. Razlika u okrugloj

zagradi izraza (215), prema (213), jednaka je nuli, pa je
(216)

Kako je (rt —r™"A = eA jednako statickom momentu Sy pre-
sjeka oko osi y, bit ¢e

£ da _M

217
dep Sy’ (217)

§to uvrSteno u (211) daje

1-n (218)
Kad r tezi prema nuli, av teZi prema —oo. Kad r tezi prema
+ 00, cr tezi prema M/Sy. Raspored naprezanja prikazan je na

si. 87.
M/Sy

Sl. 87. Raspodjela naprezanja u debelom zakriv-
ljenom Stapu

Prema tome neutralna se  os prisavijanjuzakrivljenog
Stapa pomice od teziSta premasrediStu zakrivljenosti. U dvos-
truko simetricnom presjeku maksimalno naprezanje djeluje na
unutradnjoj strani Stapa Ako se Zeli smanjiti naprezanje na
unutrasnjoj strani, zadebljava se unutradnji dio presjeka (si. 86a).

Promjena zakrivljenosti. Neka je rnpolumjer neutralne plohe
prije deformiranja, a rh polumjer neutralne plohe poslije defor-
miranja. Kako se vlakna neutralne plohe ne deformiraju, vrijedi

rn(da + d(p) = rnd<p, pa je rn(l + ~ j = rNeodnosno

1 1 da 1

(219)
rh rn - d<p rn’
Ako se uzme u obzir (217) i da je rn%rt, dobiva se
M
3 (220)
~ES-V

Diferencijalna jednadzba elasti¢ne linije ravnog Stapa. Na si.
88 prikazana je elasticna linija grede. Na njoj su naznaceni
pozitivni smjerovi progiba w i nagiba a za odabrani koordi-
natni sustav. Takoder je naznacena pozitivna i ne”tivna za-
krivljenost. Za male progibe i nagibe vrijedi

dw
a %tana = — —. (221)
dx
Takoder je
1 da dad / dw
(222)
g dsdx dx\ dx
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Ako se uzme u obzir (185b), dobiva se
d2w My
(223)
dx2 EL

Taj izraz predstavlja diferencijalnu jednadZbu elasti¢ne linije
kad su progibi maleni. Ako progibi nisu maleni, treba upo-
trijebiti toCan izraz za zakrivljenost, i tada diferencijalna jed-
nadzba elasticne linije glasi

d2w

dx2

o EL @24
1+

dx

Ocito, kad je dw/dx 1, izraz (224) prelazi u (223). lzraz (223)
moZe se napisati i u obliku
d2w

225
Elydx2' (225)

My~

Ako je Ely = const., mozZe se deriviranjem izraza (225) uz pomo¢
(75) i (77) dobiti

= A = _E | — 226
3* dx ydx3’ (226)
227

gz dx~ ydx*' (227)

lzraz (227) predstavlja diferencijalnu jednadZzbu elasti¢ne linije
Cetvrtog reda Pomocu nje se mogu odrediti progibi i nagibi
bez prethodnog izraunavanja reakcija, momenata savijanja i
poprecnih sila

ds
My<0
da_
Q ds 0 3i<0

Sl. 88. Definicija predznaka progiba w, nagiba a i zakrivljenosti 1 q

Elasti¢na linija jednoliko kontinuirano opterecene grede. Re-
akcije grede (si. 89) iznose

FA=FB= %-ql, (228a)
pa izraz za moment savijanja glasi
=y - y<z*2, (228b)
§to uvrSteno u (223) daje
d2w 1 2 1
(228c)

ElydS =T gx ~ Y glx-

Nakon dvostrukog integriranja slijedi

1
Elym= A qx* 12qlx3-f'C"x f C2

Iz rubnih uvjeta w(@0)=0 i w()=0 dobiva se Cl=
m 324 i C2=0, pa je

qu

24EL ¢+ M (229)

X
t *+,T
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odnosno

dx 24EL (230

Odatle je

AL —
2/ 384EIly9
(231)

Fn

SI. 89. Elasti¢na linija i progib jednoliko kontinuirano op-
tere¢ene grede

Metoda analogne grede. Na analogiji diferencijalnih jed-
nadzbi koje povezuju optereéenje gz, poprecnu silu Qz i mo-
ment savijanja My, te diferencijalnih jednadZbi koje povezuju
progib w, nagib a i moment savijanja podijeljen fleksijskom
kruto§¢u My/(Ely), zasniva se metoda analogne grede. Analogne
su jednadzbe

daMy  d2w Mv
—dx 1 dS=-ETy
dMv ~ dw
_ - e, , (232)
dQz_ _.d a _ My
dx "z dx EL

Medu tim jednadZbama postoji potpuna analogija. Ako se
veliCine My/(EIW a i w s desne strane zamijene sa qz, —gz
odnosno My, dobivaju se jednadzbe lijeve strane. Ako su ana-
logni rubni uvjeti, bit ¢e analogna i rjeSenja tih diferencijalnih
jednadZzbi

Da bi se odredili pomaci stvarne grede, treba stvarnu gredu
zamijeniti analégnom (fiktivnom, konjugiranom) gredom, tj.
gredom koja ¢e imati analogne rubne uvjete. Analogna greda
optereti se kontinuiranim optere¢enjem koje odgovara dija-
gramu momenta savijanja stvarne grede podijeljenom sa Ely.
Momenti savijanja i poprec¢na sila analogne grede odgovaraju
progibu i negativnom nagibu stvarne grede. Obi¢no se veli€ine
koje se odnose na an-alognu gredu oznacuju zvjezdicom, pa
vrijedi

M
= q*, a= - Q* w= M* 233
gL =@ Q (233)
U tabl. 6 navedeni su analogni rubni uvjeti stvarne i ana-

logne grede.

Pri rjeSavanju zadataka metodom analogne grede potrebno
je poznavati plostine pojedinih dijelova momentnog dijagrama.
Da bi se izbjeglo integriranje, navedene su u tabl. 7 ploStine
likova od kojih se naj¢eS¢e sastoji momentni dijagram.

Konzola opterec¢ena na kraju. Na si. 90a prikazana je stvarna
greda, tj. konzola opterecena silom F na kraju, ispod nje ucrtan
je momentni dijagram, a ispod toga na si. 90c analogna greda.
Prema tabl. 6 slobodnom kraju odgovara ukljeStenje, a ukljes-
tenju slobodan kraj. Rezultanta optereéenja F* iznosi

(234a)

Lako se moze odrediti analogni moment My i analogna
popre¢na sila Qz u tocki A, pa poprecna sila QzA i moment
savijanja M*A u tocki A konjugirane grede iznose
(234b)

Q*a——F*  M*A= F*—|,
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4

lﬁ\zola optereena silom na kraju, a zadana
ijagram momenata savijanja, ¢ analogna greda

Sl 90.
konzola,

Tablica 6
ANALOGNE | STVARNE GREDE

Stvarna greda Analogna greda

! AT————
#b]-———«y N T e0
A M
————— mTQto
TTAE ) &
_|___ll___ v V\FO - j' M’to
— — a0 ewo
o M0
WH a N e+o
Nagib tangente je razli¢it lijevo Q*-dijagram ima skok
i desno od tocke A u tocki A
A B A B*
&h
N\ AN\
A B C A’ BT
&7
%A B c D X B C ul]
i n n 1
pa je prema (233)
Fl2 FI3 (2340)
- _O*g4 = ™A = M*A = C
Q*a= 1, A= MIAS 3EL

Greda promjenljive debljine. Na si. 91 prikazana je greda
promjenljive debljine sa svojim momentnim dijagramom i ana-
lognom gredom. Fiktivne sile (si. 91c) iznose

9FI2 Fi2
Ff = * =
2E1 f7°

a fiktivne su reakcije u osloncima

(235a)
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Tablica 7
PLOSTINE | TEZISTA DIJELOVA MOMENTNOG DIJAGRAMA

Lk

Plostina

Adh

Plostina

1 iMATTAT , _,

b j-b

Parabola 2.reda

ga!rabola J. |

A=bh 5 reda r A=-jbh
—b i1 m4-h
~Parabola 3-reda
.iTri I Im/\ A=zxbh A--rbh
i» Jb
"l A=gI{bh
1 FI2
F* = PB= Ft + Ff = (235b)
2 -~
Fiktivne p(I):Ereéne sile u presjecima C i G jesu
@: - —Ffi@Es=n-n-F| @350
a fiktivni momenti savijanja
Mc=PA3Il-ni =12~ ,
(235d)

MS=F54/-Ft2/-Ffy =5 L.

Kutovi nagiba tangente na elasti€nu liniju u presjecima /1
i C jesu
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Q— Ma — 2 El
ac= —QC = ----om-
EIl
Progibi u presjecima C i G iznose
FI3
wec = M* = 12—EI s
(236)
25 FI3
T ej'

U tabl. 8 navedene su apsolutne vrijednosti progiba i nagiba
karakteristi€nih presjeka nekih nosaca.

Tablica 8
PROGIBI | NAGIBI NEKIH GREDA

o =-ii;
3£/ 1 2£/
El
~E
=<dL
Y gy 6EI
U ==mmmmmmmem jrmmmmmm————- J
-El a-ML . -ML
aA3El 6EI
~Fl -1l
o I-F \e=48E]
12
524 _ _ 9B
V3 8 aA aB 24£7
Smicanje

Smicanje je gotovo uvijek povezano sa savijanjem. lzrafu-
navanje posmicnih naprezanja zbog poprecne sile protumaceno
je u vezi s popre€nim savijanjem Stapa. | u laboratorijskim
uvjetima teSko je ostvariti ¢isto smicanje, pa se pokus smicanja
provodi uvijanjem tankih cijevi (si. 92 i 93).

Sl. 93. Graficki prikaz ovisnosti
tangencijalnog naprezanja t o
kutu uvijanja y

Na si. 94 prikazano je nekoliko primjera optereéenja kad
pravladava smicanje. Posmi€no naprezanje nije jednoliko raspo-
dijeljeno po presjeku smicanja Egzaktno odredivanje raspodjele
posmi¢nog naprezanja vrlo je slozeno, pa se u praksi prora-
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c¢unava prosje€no naprezanje. Prosje€no naprezanje osovinice
proracunava se prema si. 94c i d. OCito je da se odrez pojav-
ljuje istodobno na dva presjeka, pa je

_F_ 2F

237
T - T~A~ udl' (237)

Sl. 94. Smicanje ili odrez. a
rezanje, b probijanje, c i d
odrez osovinice

Na si. 95 ilustriran je proracun smicanja zavarenog spoja.
Smicanje se dogada po presjeku najmanje plostine. To je pres-
jek koji s ravninom plo€ica cCini kut 45°. Ukupna plostina
smicanja iznosi

A = 2/licos45°, (238a)
pa je
F F
(238b)
‘= A = 0'701Th-
Kad se Stap popre¢no savija, naprezanja zbog smicanja su to
vaznija §to je Stap kradi.

lzvijanje Stapa i elastiCna stabilnost

Stabilnost ravnoteznog oblika. Pod djelovanjem sila ¢vrsto
tijelo se deformira i poprima novi ravnotezni oblik. Ako su
naprezanja u tijelu pretezno tla€na, ravnotezni deformirani oblik
tijela moze biti nestabilan, $to znaci da vrlo mali poremecaj
optereéenja moze uzrokovati potpunu promjenu ravnoteznog
oblika, koja ¢esto uzrokuje lom. Ta ¢e pojava biti podrobnije
protumacena na primjeru tlano optere¢enog Stapa prema si. 96.
Pretpostavlja se da je Stap idealno ravan, homogen i idealno
centriéno optere¢en. Tada Stap ostaje ravan (si. 96a). Ako na
Stap djeluje kratkotrajno mala bo¢na sila, on ¢e se saviti u
stranu. Dalje ponaSanje Stapa moZe biti trojako. Ako je sila F
manja od neke kriticne vrijednosti nakon uklanjanja
poremecaja AF Stap se ponovno vraéa u ravan ravnotezni
oblik. KaZe se da je Stap u stabilnoj elasti¢noj ravnotezi. Ako
je F = Fkp nakon uklanjanja poremecaja Stap zadrzava izvijeni
oblik, ali se dalje ne deformira. Ako je F > Fk, Stap se i pri
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najmanjem poremecéaju izvija u stranu i nastavlja se deformirati
nakon uklanjanja poremecaja, tako da se jako savija u stranu,
a vrlo se Cesto prije toga Stap slomi. U realnim konstrukcijama
tlatno optereceni Stapovi nikada nisu idealno ravni, homogeni
i strogo osno (centri€no) optereceni. To odstupanje od ideal-
nosti adekvatno je poremecaju AF. Zbog toga se u realnim
konstrukcijama uvijek pojavljuje izvijanje kad sila postane veca
od kriti€ne vrijednosti Fkr

Sl. 96. Tri slutaja elasticne stabilnosti tapa, a kruti $tap, b stabilna ravno-
teza F < Fkr, ¢ indiferentna ravnoteza F = Fkr, d nestabilna ravnoteza F > Fkr

lzvijanje Stapa u elastiChom podrucju. Kriti€na sila izvijanja
Fkr odreduje se razmatranjem Stapa koji je zglobno vezan na
oba kraja (si. 97). Moment savijanja u presjeku x iznosi

My = Fw, (239)
pa diferencijalna jednadZba savijanja glasi
d2w F
W, (240)
dx2 EL ~EIX
odnosno
daw (241)
dx2
gdje je
(242)
Eln
4 KT |9F *

SI. 97. lzvijanje Stapa zglobno vezanog na oba kraja koji je opterecen

razlic¢itim iznosima sile F

Naime, izvijanje Stapa zbiva se oko osi najmanjeg momenta
tromosti, pa os y treba da se podudara s tom osi, tj. ly=/min
Opce je rjeSenje diferencijalne jednadzbe (241)

w= Cxcosax + C2sinax.
Rubni uvjeti jesu w(@) =0 i w() = 0. Iz prvog uvjeta slijedi
da je Cx= 0, a iz drugoga da je CiSina/ = 0. RjeSenje Cx= 10
nije prihvatljivo jer bi to znaCilo da nema izvijanja. Prema tome
mora biti sin(ai) = 0, odnosno

al=W%, n=0,12,3,.. (243)
Ako se (243) uvrsti u (242) i sredi, dobiva se
JEN 2: (244)
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n7
JednadZba elasti¢ne linije tada glasi w= CiSin— x.

Veé prema vrijednosti n postoji nekoliko oblika izvijanja.
Sluaj n=0 nije upotrebljiv jer daje F= 0. Ako je n—1,
oblik je elasti€ne linije polusinusoida, a sila izvijanja je naj-
manja, tj. jednaka je Kkriticnoj sili

Fl .
F - 12" nin, (245)

Ta se sila prema L. Euleru (1757. god.) zove i Eulerova
kriticna sila. Ako je n = 2, elastiCna linija ima oblik pune sinu-
soide, a sila izvijanja je 4 puta veca. Kad je n = 3, sila izvijanja
je 32=9 puta veca itd. Stap nije moguce drzati u ravnotezi
silom Fkr< F < 4Fkr

Potrebno je ili silu smanjiti na Fk, da bi se zadrzao prvi
oblik izvijanja (n = 1), ili poveéati silu na 4Fkr i prisiliti Stap
da se izvija prema drugom obliku izvijanja Ako se to ne ucini,
Stap se jako izvija i lomi.

Izraz (245) u preinatenom obliku moze se primijeniti i za
druge nacine ucvrSéenja Stapa Preinaceni je oblik

Fkri tt2 min |

fo

gdje je 10 duljina izvijanja Stapa, zapravo duljina jedne polu-
sinusoide (si. 98).

(246)

a b [ d \f
1F |F 1F
rrr-j

1/ !

T / U
10=07/
lo=1 - 10=21 |

[
\ \

\
JL

Sl. 98. Oblici Stapa za razli¢ite nacine uévritenja

Ako se izraz (246) podijeli plostinom A popre€nog presjeka
Stapa, dobiva se
<Kr=Tt2E (i=)2 (247)

gdje je akr=FJA, ifin= ImJA. Ako se uvede oznaka za

vitkost Stapa
A= - (248)

izraz (247) prelazi u oblik
e, = tt—,
kr X2

Taj je izraz prikazan graficki na si. 99.

(249)

lzvijanje Stapa u plastichom podrucju. lzraz (249) izveden je
uz pretpostavku da je E = const., odnosno da je naprezanje
proporcionalno deformaciji, $to zna€i da izraz (249) vrijedi samo
u podrucju odnosno u podru€ju X= gdje je <p
granica proporcionalnosti, a Xp je grani¢na vitkost odredena
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izrazom
(250)

Medutim, izraz (249) moze formalno vrijediti i u podrucju
kad je g > crp ako se umjesto modula elasticnosti E primijeni
tzv. tangentni modul elasti¢nosti Et koji je (si. 100) definiran
izrazom

do- (251)
£f«= da
Tada izraz (249) prelazi u izraz
1EI|
252
1 (252)

SI. 100. Definicija tangentnog modula
elasti¢nosti

Zbog slozenosti analitiCkog proracuna u praksi se za prora-
cun izvijanja izvan granice proporcionalnosti primjenjuju pri-
blizni empirijski izrazi koji su odredeni na temelju mnogobroj-
nih pokusa. Postupak se sastoji u tome da se krivulja <kr = f(X)
za podrucje akr > <p aproksimira pravcem (F. S. Jasinskij, L.
Tetmajer), parabolom (L. Tetmajer, Johnson), hiperbolom (W.
Rankine, S. A. Gordon) itd. U zagradi su imena autora aproksi-
macije.

Za celik i neke druge materijale Tetmajer je predlozio izraz
u obliku

:°0 ~(°0 — (253)

gdje je crp granica proporcionalnosti, a go karakteristicno na-
prezanje odredeno eksperimentalno.

Naprezanje go oznacenoje na si. 101. Kako u konstrukcijama
mora biti ispunjen uvjet g < Gj, razlikuju se tri slu¢aja tlacno
opterecenog Stapa:

1) Kratki Stapovi, X< (T, u kojih se tefenje materijala
pojavljuje prije nego izvijanje.

2) Srednje dugi Stapovi, AT< A< Ap koji se prora¢unavaju
na izvijanje pomocu izraza (253) ili kojega drugog empirijskog
izraza.

3) Vitki Stapovi, A> /L- koji se proraCunavaju na izvijanje
pomodéu Eulerova izraza (249).
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teorije Cvrstoée

Svojstva ¢vrstoce i elasti€nosti tehnickih materijala utvrduju
se pokusima rastezanja, sabijanja ili ¢istog smicanja Ako je dio
konstrukcije optere¢en tako da u njemu vlada jednoosno na-
prezanje ili ¢isto smicanje, ¢vrstoca se tijela lako moZe provjeriti
tako da se normalno ili posmi¢no naprezanje usporedi s kri-
ticnim naprezanjem koje je odredeno pokusom rastezanja, sabi-
janja ili smicanja Kriti€no naprezanje krhkih materijala jednako
je lomnom naprezanju, dok je kriticno naprezanje rastezljivih
materijala jednako granici te€enja

Taj bi se princip provjere ¢vrstoce vrlo teSko primijenio
za dvoosno, odnosno troosno stanje naprezanja Naime, bilo bi
potrebno eksperimentalno imitirati sve moguce kombinacije na-
prezanja, tj. eksperimentalno utvrditi kriticno naprezanje za raz-
licite kombinacije gx:g2:g3, pa onda stvarno naprezanje u kon-
strukciji usporediti s pripadnim kriti€nim naprezanjem koje je
odredeno eksperimentalno. Ispitivanje kriticnog naprezanja za
sve materijale i za mnogo kombinacija g1:c2:03 bilo bi vrlo
skupo, dugotrajno, a za mnoge kombinacije tehnicki teSko pro-
vedivo.

Zbog toga se uvode teorije Cvrstoce (kriteriji loma) koje
nastoje da predvide pojavu loma za dvoosno, odnosno troosno
stanje naprezanja na temelju eksperimentalnih podataka dobi-
venih pri rastezanju./ Postoji viSe teorija ¢vrsto¢e. Nijedna od
njih nije sveobuhvatna, tj. nije upotrebljiva za sve vrste ma-
terijala. Neke teorije ¢vrstoce odgovaraju kriterijima plasti¢nosti
(v. Mehanika kontinuuma, TE 8, str. 173; v. Otpornost gradevnih
materijala).

Teorija najveeg normalnog naprezanja. Prema toj teoriji
opasnost odloma nastaje kada najvece normalnonaprezanje
postigne kriti€nu vrijednost; od tri glavna naprezanja mjero-
davno je ono koje je najvece po apsolutnoj vrijednosti, a ostala
dva ne utjeCu na Cvrstocu materijala Uvjet ¢vrstoCe tada glasi

“ekv  “max —"dop5 (254)
gdje je <#kv ekvivalentno (efektivno, reducirano) naprezanje,
°max Je najveca apsolutna vrijednost glavnih naprezanja, a crdop
dopusdteno naprezanje.

Ako materijal ima razli¢itu vlaénu i tlaénu C€vrstocu, uvjet
Cvrstoce glasi

ffl § ffvdop. 03 = ff.dop» (255)
gdje je awdop dopusteno vlatno naprezanje, a <tdop dopusteno
tlatno naprezanje.

Teorija najvece duljinske deformacije. Opasnost od loma,
prema toj teoriji, nastaje kad najveca duljinska deformacija dos-
tigne kriti¢nu vrijednost odredenu pokusom rastezanja, koja

iznosi
~d
caop £ (256a)
Prema tome, uvjet ¢vrstoée glasi
’?cmax’ £ (256b)
Npr. ako je \gx\> |<r3|, bit ce
gi - v(g2-fg3)
lEmaxi- (256¢)
pa je uvjet ¢vrstoée
ffl - V<T2 + (73) ~ (Td
V(<T2 + (73) ~ (Tdop (256d)
E = E’
odnosno
ffekv = - v(@2+ ~3) § <dop. (257)
Na slican na€in moZe se odrediti ekvivalentno naprezanje
za ostala naprezanja. Npr. ako je |ct3] > \al|, bit ¢e
~ekv = | 3—v(ffl + a2)1§ ffdop. (258)

Teorija najveéeg posmicnog naprezanja. Prema toj teoriji
opasno stanje materijala nastaje kad najve¢e posmicno napre-
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Zanje dostigne kritiCnu  vrijednost ;400 agopr2. K ako e
Tmax = (ffi - ffs)/2, uvjet je Cvrstoce
(7i -<J3
— Tdop (259a)
odnosno
ekv ~1 ~° ~dop’ (259b)

Teorija najvece distorzijske energije. Prema toj teoriji opasno
stanje materijala nastaje kad gustoéa distorzijske energije dos-
tigne kriti€nu vrijednost. Uvjet Cvrstoce tada glasi

A0d = (tUdop, (260)

gdje je L/Od gustoca distorzijske energije ili energije promjene
oblika, a (UOd)dop dopuStena gustoéa distorzijske energije koja
je odredena pokusom rastezanja Prema (296) izraz za gustocu
distorzijske energije glasi

w22+ (f2- °1)2+ (©3- A2 (261)

6E
Ako se u taj izraz uvrsti = crdop, g2 = <3 = 0, dobiva se

*

(COddop " 57 o (262)
Ako se (261) i (262) uvrste u (260) i to sredi bit ce
(M- <02+ (cr2- W2+ KB- 0i)22 2(7d0p5 (263a)

pa je
- 92+ (ff2- "s)2+ ~ °i)2” "dop (263b)

Ova se teorija naziva i teorijom HMH po autorima koji su na
njoj radili (Huber, R. von Mises, Hencky).

Dvoosno napregnuto stanje. Za dvoosno napregnuto stanje
izrazi (254), (257), (259) i (263) vrijede formalno i dalje ako je
(71 —02 —03- Ako su oba glavna naprezanja suprotnog pred-
znaka, treba paziti da <3 bude manje naprezanje a 02= 0.
Medutim, uobiCajeno je da se tada postavi da je «<3=0 i da
je a2< 0, pa navedene izraze treba preinaciti.

T
Te M JUKK 'm
o A

\é/ <® >cl>

Sl. 102. Odredivanje <ekv prema teoriji najveéeg posmi¢nog naprezanja za tri
slu€aja ravninskog stanja naprezanja

Na si. 102 prikazane su Mohrove kruznice naprezanja za tri
moguca dvoosna stanja naprezanja, pa ekvivalentno naprezanje
prema teoriji najveéeg posmi¢nog naprezanja iznosi

ako je al> 0, 02> 0,

Nekv - *1
= kil ako je < 0,02 <0, (264)
Jekv=d —<F2 ako je > 0,02 <0.

Ako se u (263)uvrsti 3= 0, dobiva se uvjetCvrstocCe
prema teoriji distorzijske energije, koji glasi
e = |I<7? + <0 -<7i<72 § <Idop. (265a)
Taj se izraz moze preinaciti u oblik
(265b)
"dop' dop “dop  'Adop'
kojipredstavlja elipsu (si. 103). Taje elipsa analogna elipsi

kriterija plasticnosti (v. Mehanika kontinuuma, TE 8, str. 173).
Ako to¢ka s koordinatama <7ifcrdop, o/*dop padne unutar elipse,
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zadovoljen je uvjet Cvrstoce. Sli€ne krivulje ¢vrstote mogu se
konstruirati i za ostale teorije ¢vrstoe. To su zapravo vise-
kutnici prikazani na slikama 104 i 105.

11

(Tdop

9. 103. Prema teoriji distorzijske ener-
gije krivulja €vrstoce je elipsa

t JML

Sl. 104. Podrucje sigurnosti: a prema teoriji najveceg posmi¢nog naprezanja,
b prema teoriji najveéeg normalnog naprezanja

3. 105. Krivulja &vrstoce prema teoriji najvece duljinske
deformacije

Usporedba teorija ¢vrstoce. Na si. 106 prikazane su krivulje
cvrstoce prema svim teorijama. Podru¢je sigurnosti po teoriji
najvec¢eg normalnog naprezanja na slici je iscrtano. Kako se vidi,
podrucje sigurnosti prema teoriji najveéeg posmi¢nog naprezanja
nalazi se unutar podru¢ja sigurnosti svih ostalih teorija, S$to
znaci da teorija najveteg posmicnog naprezanja za dvoosno
stanje naprezanja daje najveéu sigurnost. Kako je primjena te
teorije jednostavna, ona se mnogo primjenjuje.

Teorije ¢vrstoce provjeravane su eksperimentalno. Na si. 107
prikazan je uzorak pomocu kojeg se mogu ostvariti razlicite
kombinacije dvoosnog stanja naprezanja. To je zapravo tanka
kruzna cijev, koja se moze istodobno opteretiti unutrasSnjim
tlakom p, uzduznom silom F i momentom uvijanja M. Ako
se mijenjaju nezavisno vrijednosti veli¢ina p, F i M, dobivaju
se u stijenci cijevi razli€ne kombinacije naprezanja crl i cr2.
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Sl. 106. Usporedba teorija ¢vrsto¢e za dvoosno
stanje naprezanja

SI. 107. Uzorak za ispitivanje ¢&vrstoe pri dvoosnom stanju
naprezanja

Na si. 108 prikazani su rezultati ispitivanja. Rastezljivi
ili duktilni materijali dobro slijede teoriju najveceg posmicnog
naprezanja, odnosno teoriju distorzijske energije, a krhki ma-
terijali bolje slijede teoriju najve¢eg normalnog naprezanja, pa
se prema tome za rastezljive materijale primjenjuje teorija naj-
veéeg posmicnog naprezanja, odnosno teorija distorzijske ener-
gije. Za krhke materijale u podrucju vlaka primjenjuje se teo-
rija najveceg normalnog naprezanja

Sve §to je navedeno odnosi se na izotropne materijale koji
imaju jednaku vlaénu, odnosno tlacnu €vrsto¢u. Osim navedenih
teorija, postoje i druge teorije koje uzimaju u obzir anizo-
tropna svojstva materijala, te razlicitost vlacnih i tlaénih svoj-
stava Cvrstoce.

SLOZENA OPTERECENJA

Metoda superpozicije optere¢enja. Do sada su analizirana
naprezanja i deformacije za osnovna opterecenja Stapa: osno
optere¢enje, smicanje, uvijanje i savijanje. Ako u presjeku Stapa
djeluje istodobno nekoliko komponenata unutras$njih sila, radi
se 0 slozenom optereéenju. U podruc¢ju malih pomaka i za
linearno elasti¢ne konstrukcije, tj. konstrukcije kojima su pomaci
linearno ijednoznaéno ovisni o opterecenju, smije se primijeniti
princip superpozicije, tj. odrede se komponente naprezanja
pojedinacno od svakog optereéenja, a zatim se pripadne kom-
ponente zbroje. Pri tom se sve komponente naprezanja moraju
odnositi na isti koordinatni sustav.

Pri provjeri ¢vrstoce slozeno optere¢enog Stapa ili drugog
dijela konstrukcije potrebno je naéi ekvivalentno naprezanje
i njega usporediti s dopuStenim, tj. treba ispuniti uvjet
~ekv — ~dop-

Poprecno savijanje (savijanje i smicanje) te koso savijanje
(istodobno savijanje oko dviju osi) zapravo su sloZena opte-
reéenja. Medutim, pri provjeri ¢vrsto¢e tako opterecenih Stapova
nije potrebno primijeniti teorije €vrstoce.
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Za primjenu u tehnici posebno su zanimljivi istodobno savi-
janje i osno optereéenje, te savijanje i uvijanje okruglih
Stapova

Savijanje i osno optereéenje. Na si. 109 prikazan je Stap
koji je u presjeku A—A istodobno optere¢en na vlak i na savi-
janje. Naprezanje ox u presjeku iznosi

N Mv
(266)
Iv

Prvi dio desne strane izraza potjeCe od osnog opterecenja, a
drugi od savijanja Ako je presjek dvostruko simetri€an (si.
109 b), maksimalno vlaéno naprezanje bit ¢e vece od maksimal-
nog tlatnog naprezanja, pa je taj oblik presjeka nepovoljan.
To osobito dolazi do izrazaja ako je owdop < atdop. Zbog toga
se upotrebljava presjek prikazan na si. 109c. Povoljnim izborom
dimenzija hi i h2 mozZe se posti¢i jednako naprezanje na oba
kraja ako materijal ima jednaku vlacnu i tlaénu ¢vrstocu. Ako
su vlaéna i tlaéna €vrstoca razlicite, treba posti¢i razmjer

°max:1Gmm | = “vdop :“tdop» (267)
atdop dopusteno vlacno i dopusteno tlacno

gdje su <Adop i

naprezanje.

Ako je stup opterecen ekscentricno, u njemu se zbog savi-
janja mogu pojaviti i vlatna naprezanja Za krhke materijale
(opeka, beton itd.) vlatna naprezanja su nepoZeljna. Podrucje
unutar kojeg mora djelovati sila F da se ne bi pojavila vla¢na
naprezanja naziva se jezgrom presjeka. Na si. 110b prikazane
su jezgre presjeka za nekoliko vrsta poprecnog presjeka Stapa.

Jezgra
presjeka

/
JZEZ1

SI. 110. Jezgra presjeka je dio poprecnog presjeka unutar kojeg

mora djelovati tlatna sila F da se u presjeku ne bi pojavila
vlatna naprezanja
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Savijanje i uvijanje Stapa kruZnog presjeka. Na sl. lila
prikazan je dio kruznog Stapa koji je istodobno optereéen na
savijanje i uvijanje. Na si. 111b vidi se raspored naprezanja.

Element B
"C | -5
N—r

SI. 111. Uvijanje i savijanje okruglog Stapa

Posmicna naprezanja od uvijanja maksimalna su na rubu, i po
Citavom su rubu jednaka. Maksimalna naprezanja od savija-
nja najveca su po apsolutnoj vrijednosti u tockama AiBna,
rubu presjeka, pa je u tim tockama i najveéa opasnost od lo
ma. Za oba elementa posmi¢no naprezanje iznosi

M,

o (268a)

w

Normalno naprezanje jednako je po iznosu, a suprotno po

predznaku i iznosi

2680)
gdje je a apsolutna vrijednost normalnog naprezanja u toCkama
A i B. Glavna naprezanja za elemente A i B iznose

1
ffi2 = y(<x £ J/V + 41t2), (269a)

odnosno
(269b)

Ako materijal ima jednaku vla€nu i tla€nu c¢vrstocu, oba ele-
menta A i B podjednako su opasno napregnuta. Kako je za
kruzni presjek W = 2Wy = tt~3/32, bit ce

My
2 Wy - K
§to uvrSteno u (269b) daje

(270)

(271)

Ako se taj izraz uvrsti u izraze za ekvivalentno naprezanje
prema razli¢itim teorijama CvrstoCe, tj. u izraze (254), (257),
(264) i (265a), dobit ¢e se za teoriju najveceg normalnog na-
prezanja:

:E\XNM y+ 1/Mg+ M 2)"a, g (272)

MA =-(My+1/MjTMi), (273)
za teoriju najveée duljinske deformacije:

TR @74)

Mev= "M y+ 11y M\ +MI (275)
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za teoriju najveceg posmi€nog naprezanja:
kv ]y — d°P (276)
Mekv= i/m 2+ M | 277)

za teoriju distorzijske energije:

- hekv (278)

ekv VF = p
Mev=I/M2+ 0,75M 2. (279)

ENERGIJSKE METODE

Rad vanjskih sila i energija deformiranja. Na si. 112 prika-
zano je tijelo na koje djeluje niz vanjskih sila FuF2.. Fn
Djelovanjem sila tijelo se deformira, a pri tom vanjske sile Vrse
rad We Osim toga, tijelo od okolisa prima ili okoliSu predaje
toplinu Q. Rad vanjskih sila i dovedena toplina troSe se na

SI. 112. Rad vanjskih sila i dovedena top-
lina troSe se na povetanje unutrasnje
energije i kineticke energije tijela

povecanje unutradnje energije tijela U i na povecanje njegove
kinetiCke energije Zk
Prema prvom zakonu termodinamike vrijedi

We+ Q= U+ Afk (280)

Pri polaganom povecanju optereCenja prirast je kineticke
energije zanemarljivo malen, ali se ipak optere¢ivanje moze
smatrati dovoljno brzim da se izmjena topline s okoliSem moze
zanemariti, pa izraz (280) prelazi u izraz

We=U?9 (281)
tj. cCitavrad vanjskih sila troSi sena poveéanjeunutrasnje
energije, kojasetada naziva i energijom deformiranja Ako je

tijelo elasticno, energija deformiranja moze se ponovno pretvo-
riti u mehanicki rad. Ako drugaCije nije napomenuto, sva se
razmatranja u ovom poglavlju odnose na linearno elasticna
tijela (si. 113).

Sl. 113. Dijagrami rastezanja, a linearno elasticnog, b
nelinearno elasti€nog tijela

Na sl. 114a prikazan je element tijela obujma dV=
= dxdydz, a na sl 114b isti element deformiran pod djelo-
vanjem naprezanja ax.

<
;W uo

M

Sl. 114. Rad jednoosnog naprezanja ax
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Pri polaganom optereéivanju (sile inercije su zanemarljivo
malene) naprezanje postepeno raste s porastom deformacije (si.
113). Ako su deformacije malene, sila koja djeluje na element
iznosi priblizno Gxdydz, dok je produljenje elementa u smjeru
djelovanja sile £xdx, pa je rad sile

dwc=Y<rxdydzexdx =y oxexdV, (282a)
odnosno
cWe= dt/ = y<7x«xdK (282b)
Gustoca energije deformiranja UO definirana je izrazom
du 1
Uo= — = -4IBXIX. (283a)

U izrazima (282a), (282b) i (283a) pojavljuje se faktor 1/2,
jer naprezanje linearno raste od nule do konacne vrijednosti
gx. Ako tijelo nije linearno elasti€no, bit ce

U0 j*0*dex  Kk(fx£x (283b)

gdje je 0 < k < 1 konstanta ovisna o obliku dijagrama gx = f(sx).

Osim energije deformiranja, uvodi se i pojam komplementarne

energije deformiranja, a njena gustoéa UO definira se izrazom

W = J exd(Tx. (284a)

Za linearno elasti¢no tijelo komplementarna energija deformi-
ranja iznosi (si. 113a)

W = U0=-jO xex (284b)

Na si. 115 prikazan je element koji se nalazi u Cistom

smicanju. Crtkanom linijom prikazan je nedeformirani element,

a punom linijom deformirani element. Na element djeluju Cetiri

r,,d2

SI. 115. Rad posmitnog napre-
zanja t2C= rxz

sile. Ako je donja ploha nepomicna, sila koja na njoj djeluje
ne obavlja rad. Rad bo€nih sila txzdydz takoder je jednak nuli,
jer je pomak okomit na pravac sile. Rad sile koja djeluje
na gornjoj plohi iznosi

(285a)

odnosno

dWe= dU = ~ r xzyxzdV, (285h)

gdje je y kut deformacije. Gustoca energije deformiranja ele-
menta iznosi

(286a)

Ako na element istodobno djeluje svih Sest komponenata
tenzora naprezanja, gusto¢a energije deformiranja iznosi

Uo — £x + Gyfy + Gz£fz + Xxyyxy 4-

(286b)

+ hz7yz + ?2zx7zx) = uf.
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Ako tijelo nije linearno elasti¢no, onda je
Ex Ey £z yxy

Uo = Jde* j* dfij, 4-j* gzdsz + J T™ydyXy 4-

ne 11X

+ J Tyzdyyz 4" (287a)

Izraz za ukupnu energiju deformiranja tijela obujma V glasi

U=s%uodv (287b)
Takoder je za nelinearno elasti¢no tijelo
ax oy a.
U* = | &d(jx -h J 8yd(Ty 4- J £zd(72 4-
(288a)
y t Y )
+ J Yxy<bxy + 1 yy2dTyZ4- j yzxdiz
0 0 0
odnosno
U* =\uldV. (288b)

Energija deformiranja ovisi o naprezanju i deformaciji, me-
dutim pomoc¢u Hookeova zakona (63) moze se UO prikazati
kao funkcija naprezanja, odnosno kao funkcija deformacije. Kad
se (65) uvrsti u (286b) dobiva se nakon sredivanja

Uq_Uq_EE( g2xk Gy + Gz) - -MGxGy + GyGz + GZGX) +

4-—(2@3 4-)T/2 4-322) (289)

Dilatacijska i distorzijska energija. U opc¢enitom slu€aju ti-
jelo se deformira tako da mijenja oblik i obujam, pa se energija
deformiranja moZe rastaviti na energiju promjene obujma ili
dilatacijsku (hidrostaticku) energiju i energiju promjene oblika
ili distorzijsku energiju.

Tenzor naprezanja moze se rastaviti na sferni dio i devi-
jatorski dio (v. Mehanika kontinuuma, TE 8, str. 178), pa je

°0 0 0 (ox — Gaq) Txy Txz
tyl= 0 =~ 0 o+ Xxy (&  <*0) Xyx
0 0 0 Tz Tyz (Gz ~ Go)-
L 290
gdje je (290)
a0=-"—r

srednje normalno naprezanje.

Prva matrica na desnoj strani izraza (290) odnosi se na
sferni dio, a druga na devijatorski dio naprezanja. Sferni dio
predstavlja jednoliko sabijanje ili jednoliko rastezanje u svim
smjerovima i uzrokuje samo promjenu obujma. To naprezanje
odgovara hidrostatickom tlaku, pa odatle i naziv hidrostaticka
energija. Devijatorski dio uzrokuje samo promjenu oblika.

Ako se koordinatne osi zakrenu tako da se podudaraju s
glavnim pravcima naprezanja, bit ¢e zxy = xyz = t=x= 0 i gx =
= gu Gy= g2 gz= g3, pa izraz (289) prelazi u oblik

ul=2n(ffi +02+ <f\)- Y (Jiff2+ <2ff3 + <T3ffi): (292)

Kad se u taj izraz uvrste komponente sfemog tenzora napre-

zanja, tj. Gi = g2 = g3 = go, i sredi, dobiva se

3(1-2v °

( ) 0 (203)

Oh E 0 2K~
gdje je K- — _ Jv) obujamni (volumenski) modul elasti¢no-
sti, a Udh gustoca dilatacijske (hidrostaticke) energije. lzraz
(293) moze se preinaciti u oblik
------- —(ej - g24-g32. (294)

2K

1(291)
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Distorzijska energija Uod dobit ¢e se ako se od ukupne
energije oduzme dilatacijska energija, pa distorzijska energija
iznosi

Uod=U0-U th (295)

Kad se (292) i (294) uvrste u (295), nakon sredivanja se dobiva

uod=[(ffi - <2)2+ (a2 - ff3)2+ (*3 - CH)3- (296)
Poopéene sile i poopéeni pomaci. SI. 116 prikazuje tijelo
optereceno nizom sila i spregova Pod poopéenom silom
razumijeva se bilo sila, bilo spreg, $to je i naznaceno na slici.
Poopéeni pomak qt jest projekcija pomaka hvatista sile Q,
u pravac djelovanja sile Qt Ako je Qtsila u uzem smislu rijeci,
je linearni pomak. Ako je Q{spreg, g{je kutni pomak oko
iste osi oko koje djeluje Qt Ako je gt usmjeren kao Qh onda
je prema definiciji pozitivan, a ako je usmjeren suprotno od

Qh onda je negativan.

SI. 116. Definicija poopcenih sila i
poopcenih pomaka

Poopcéene sile i pomake treba tako definirati da su medu-
sobno nezavisni. U jednoj toCki tijela moze se definirati Sest
poopcenih sila: tri sile i tri sprega. U jednoj tocki ravninskih
konstrukcija mogu se definirati tri poopcena pomaka: dva li-
nearna i jedan kutni (si. 117).

Utjecajni koeficijenti. SI. 118 prikazuje gredu s prepustom
gdje djeluju tri poopctene sile. Greda je linearno elasti¢na, pa
se moZe primijeniti metoda superpozicije, tj. odvojeno proma-
trati djelovanje svake poprecne sile.

Prema definiciji utjecajni koeficijent ay jednak je poopéenom
pomakuq( koji nastaje djelovanjem jedini¢nepoopcene sile
Qj— 1L Ako sila nije jedini¢na, nego iznosi Qj=%= 1, pomaci ¢e
biti Qj puta vec¢i Ako na gredu (si. 118b) djeluje samo poop-
¢ena sila Qi = 1, poopéeni pomaci ¢e biti

9i = auQi> «2 = <2161. «3= a3i6 i (297)
Na slican na¢in mogu se dobiti pomaci koji nastaju djelo-
vanjem sila Q2 i £3. Ukupni pomaci jednaki su zbroju poje-

dina¢nih pomaka, tj.

Qi = au 2i + <*1262 + <1363»

R2=az2l6 | + <*2262 + a23Q3> (298)
(i3= a31Ql + <3262 + <8363»

§to u matri€hom zapisu glasi
41" WSO (12 al3 Qi
42 _— a2 a2 a2 Q2 (299)
43, .a3l a32 a3xd Q3
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odnosno jo$ krace
g=a Q. (300)

Utjecajni koeficijenti a: zovu se jo$ i koeficijenti gipkosti
ili podatljivosti. Prvi indeks odnosi se na pomak, a drugi na
silu. Na elasti¢noj konstrukciji moze se odabrati po volji mnogo
popre€nih sila i pomaka, pa matrica utjecajnih koeficijenata
ima toliko redaka koliko ima sila i toliko stupaca koliko ima
pomaka

U izrazu (289) odnosno (299), poopéeni pomaci qgtprikazani
su kao funkcijepoopéenih sila Qt Ako se rijeSisustav. od n
linearnih jednadzbi (u promatranom primjeru sustav od 3 jed-
nadzbe), dobit ¢e se sile Q{ kao funkcije pomaka gb tj.

Ql =/1~1 +/12~2 +/137~35

62 =/2171 +/ 2202 +/ 23735 (301)
63 =/3171 +/3202 +/3373?
odnosno
Q = fq. (302)
Koeficijenti fj zovu se recipro¢ni utjecajni koeficijenti ili koe-
ficijenti Kkrutosti. Matrice a i / su inverzne matrice, tj.
a“1=f,r I =a

Maxwellov i Bettijev pou¢ak. Maxwellov poucak glasi: Poop-
¢eni pomak q{ koji nastaje djelovanjem jedinicne poopcene sile
Qj jednak je poopctenom pomaku gj koji nastaje djelovanjem
jedini¢ne poopéene sile Qt

Ako se linearno elasticna konstrukcija optereti silom Qu
pa zatim silom Q2 (si. 119a), izvrSeni rad, pa prema tome i
akumulirana energija elasticnog deformiranja, iznosi

We= U'= — + — a22Q2 + «1222" 1- (303)

Prvi ¢lan predstavlja rad sile Qi kad djeluje na konstruk-
ciju. Tu je angj pomak, a faktor 1/2 pojavljuje se zbog
toga Sto sila Qi linearno raste od nule do konacne vrijednosti.
Drugi ¢lan predstavlja rad sile Q2 koja djeluje nakon sile gi-
Opet se pojavljuje faktor 1/2, jer sila Q2 raste takoder linearno
od nule do konacne vrijednosti. Treci ¢lan, tj. ofi26261 pred-
stavlja rad sile na pomaku al2Q2 §to ga prouzrokuje sila

SI. 119. Dokaz Maxwellova poucka
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Q2. Tu nema faktora 1/2, jer sila 81 cijelo vrijeme djeluje
punim intenzitetom.

Ako se konstrukcija optereti silom Q2, a zatim silom 81
(si. 119b), akumulirana energija iznosi

u" = + (0218182 (304)
U linearno elasti¢noj konstrukciji akumulirana energija ne
ovisi o redoslijedu primjene sila, pa je (/'= U Usporedbom
izraza (303) i (304) slijedi da je al2 = a2i.
Slican zakljuCak moZe se izvesti i ako na tijelo djeluje
vise sila, pa opcenito vrijedi

aU= ajv (305)
To je matematicka formulacija Maxwellova poucka iz kojeg
slijedi da je matrica utjecajnih koeficijenata simetri€na.
Bettijev poucak glasi: Ako na linearno elasticnu konstruk-
ciju djeluju dvije grupe sila Q{i Pj, rad sila 8 *napomacima
koji nastaju djelovanjem sila Pj jednak je radu sila Pj na
pomacima koji nastaju djelovanjem sila Qt. Bettijev poucak je
poopéenje Maxellova poucka.
Castiglianovi poucci. Energija deformiranja U moZe se izra-
ziti pomocéu rada vanjskih sila, pa se dobiva
u=We=1fo QI +q2Q2+ - +qnQ,). (306)
Pomocu utjecajnih koeficijenata mogu se poopéeni pomaci pri-
kazati pomocu poopcenih sila, pa je tada

u = — [(otn2i + 01282 + 01383 + -+ aln8n)6i +
+ (@216 1 + 02282 + 02383 + '-- + a2,8M)82 +
+ (0,8 i + 011282 + 07383 + -+ + a,,8 N8 n)- (307)

Ako se sada izraz (307) derivira parcijalno po bilo kojoj
sili, npr. sili 82» dobiva se

du 1
7@0,{ = "2"(01281 + 03283 + 04284 + '+ 0,2Qn) +
¢

+ 7 %(02181 + 02282 + 02383 + “ + az2n8n-  (308a)
Prvi je ¢lan derivacija prvog, treéeg, Cetvrtog,--- retka, a
drugi derivacija drugog retka Kad se uzme u obzir Maxwellov

poucak, moZe se izraz (308a) napisati u obliku

—02181 + 02282 + **+ 02n8m (308b)
~g2
odnosno

du

= < (308c)
w2

Kako je sila 82 P° volji odabrana, vrijedi opéenito

du

:Qb (309)
dQi

§to znaci da je derivacija energije deformiranja po sili jednaka
pomaku hvatista te sile u smjeru sile. Derivacija energije
deformiranja po spregu jednaka je kutnom zakretu oko osi oko
koje spreg djeluje. lzraz (309) predstavlja drugi Castiglianov
poucak. Na slican nacin moZe se dobiti i prvi Castiglianov
poucak, koji glasi

du

:Qr

s (310)

Pri rjeSavanju konkretnih problema mnogo viSe se primje-
njuje drugi Castiglianov poucak.

Poucak o minimumu energije deformiranja. Stati¢ki neodre-
dena konstrukcija opterecena je silama FI,F2,...Fn (si. 120).
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SI. 120. Primjer stati¢ki neodredene konstrukcije

Punom linijom prikazan je nedeformirani, a crtkanom linijom
deformirani oblik konstrukcije. Zadana konstrukcija moze se
pretvoriti u staticki odredenu zamjensku konstrukciju ako se
presijeCe na proizvoljnom mjestu C. Na mjestu presjeka treba
dodati nepoznate komponente unutra$njih sila, tj. normalnu
X x i poprenu silu X2, te moment savijanja X 3. Ako te sile
imaju pravu vrijednost, naprezanja i pomaci u zamjenskoj
konstrukciji bit ¢e jednaki naprezanjima i pomacima zadane
konstrukcije. Neka je qlc poopéeni pomak koji odgovara
poopcenoj sili X t. Ako se razmatra posebno lijevi, a posebno
desni dio konstrukcije, bit ¢ée

5U1 )
TeXit Ut T T xi
gdje je UL i UDenergija deformiranja lijevog, odnosno desnog
dijela konstrukcije. Pred derivacijom energije desnog dijela po-
javljuje se negativan predznak jer se pomak qlc zbiva suprotno

od djelovanja sile X u pa je
du, dur,
axT-4a*?

dur

4dic (311)

@2

odnosno
duL tdUD_ dU
. =0, (313)
8Xi +~dX1 ‘dX[
gdje je U =U L+ U Denergija deformiranja Citave konstrukcije.

Izraz (313) izveden je za silu X x. Analogan izraz moZe se izvesti
za bilo koju drugu silu X h pa vrijedi

du
~dXi

w0, i= 1,23, ..« (314)
Taj je izraz nuzdan uvjet da funkcija U = U(XI,X2y...Xn)
ima ekstrem. MozZe se lako pokazati da je taj ekstrem minimum.

Naime, izraz za energiju deformiranja moze se napisati u obliku

4—yO0axf + 2 oijiXiX]. (315)

1 j=1
i*j
Prvi ¢lan na desnoj strani tog izraza predstavlja energiju
deformiranja tijela kad na njega djeluju sve sile X 1,...Xn osim
sile X{ Drugi €lan predstavlja rad sile Xh a tre¢i ¢lan rad
svih ostalih silana pomacima koje uzrokuje sila X { Deriviranjem
izraza (315) po X { dobiva se

du L L
—  —eiaXiX diXj, (316)
dXxi i=]
odnosno
d2u
j = ocu> 0. (317)
dx}

Kako je au> 0, to je i d2U/dXf >0, tj. promatrani ekstrem
je minimum. Na temelju toga moZe se formulirati poucak o
minimumu energije deformiranja koji glasi: Od svih staticki
mogucéih raspodjela naprezanja u linearno elasti€nom tijelu
nastupa ona za koju energija deformiranja ima minimum.

Energija deformiranja Stapa. Energija deformiranja Stapa
moze se prikazati kao funkcija komponenata unutradnjih sila
Radi jednostavnosti razmotrit ée se osnovni sluajevi optere-
¢enja Stapa
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Osno optereéenje. Osno optereceni Stap promjenljiva presjeka
prikazan je na si. 121.
Sve komponente naprezanja, osim gX, jednake su nuli.
Naprezanje ax, deformacija sx i element obujma dV iznose:
N 0 N

OX:— e:—:~,
x Ab X E EA’

Prema (289) potencijalna je energija Stapa odredena izrazom

dv= Adx. (318}
y

1
U-=-

GxsxdV. (319)
Kad se (318) uvrsti u (319) i sredi dobiva se
CN2dx
(320)
EA 9
odnosno
U = —— 1N 2dx 321
2EA\} (321)
|
ako je EA = const.
r
[ Ayl i X

SI. 122. Odredivanje energije deformiranog Stapa kruznog presjeka koji je
optereen na uvijanje

Uvijanje okruglog $tapa. Stap optereéen na uvijanje prikazan
je na si. 122. Tada je
M t
y: - =
7p G G /p
Ostale komponente naprezanja jednake su nuli, pa izraz za
energiju deformiranja glasi

M
— dV—dAdx.

T= (322)

xydV. (323)
Kad se (322) uvrsti u (323) i sredi, dobiva se
Mt *deA d (324)
X,
JhBG \]
odnosno
M2 (325)
U=-2
jer je L = 2dA.
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Cisto savijanje u dvije ravnine. Na si. 123 prikazan je Stap
koji je optereéen momentom M koji ne djeluje oko glavne osi
tromosti. Tu se radi o kosom savijanju, pa je

My Mz
F=T 2 Ry

Ostale komponente naprezanja jednake su nuli pa izraz za
energiju deformiranja glasi

(326)

(327)

Takoder je

dv= dAdx. (328)

Kad se (326) i (328) uvrste u (327), nakon sredivanja dobiva se

1 "1 M 2
\]*GA-Z& +
~2:%E[|¥A ly 1y

MI
yzdA + 22 y2dA dx.
li
(329)
Kako je JyzdA =1lyz= 0 jer su osi y i z glavne osi tro-

mosti presjeka, izraz (329) uz pomoc¢ (87) prelazi u oblik

IMI +M1]d,

330
Ely EIZ1 (330)

u=2

SI. 123. Odredivanje energije deformiranja Stapa optere¢enog na savijanje

Popre¢no savijanje u ravnini. Tada se pojavljuju dvije kom-
ponente naprezanja:

M QzSy (331)

pa izraz za energiju deformiranja glasi

*4

Kad se u (332) uvrsti (331) i postavi da je dV= Adx, dobiva se

(332)

" Cm2 (339)
N
4 EpS
i
odnosno
Ail +-7-k |d* (334)
u=1 EL+GA2yl -

gdje je

ky = T2 (335)

A
koeficijent kojemu vrijednost ovisi o obliku popre€nog presjeka.
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Za pravokutni je presjek
bh2 2z'2
s, = 1- h l,- £ . A - *

Kad se to uvrsti u (335) i sredi, dobiva se za pravokutni
3
presjek ky= — = 15.

Slicno se moZe odrediti koeficijent ky i za ostale presjeke.
Tako je za krug 32/27 = 1,185.

Rad svake komponente unutradnjih sila na pomacima koje
uzrokuju ostale komponente jednak je nuli, pa energija opéenito
optere¢enog Stapa iznosi

CN2dx CM2

\~EA

k g i
+ B dx+ ArFdx o+
fea

aM2
i7:dx+Kk

fMf
dx (336)

Energija osnog optereéenja i smicanja Cesto je zanemarljiva
u usporedbi s energijom savijanja i uvijanja, pa se integrali
koji sadrze normalnu silu N i popreCne sile Qz i Qy mogu
zanemariti.

Primjer. Treba odrediti progib presjeka C grede zadane i
optereéene prema si. 124. Zadano je F, /, El.

Sl. 124. Odredivanje progiba grede na dva
oslonca

Greda je simetrina, pa je ukupna energija deformiranja
jednaka dvostrukoj energiji jedne polovice, tj.

n”
u=2 M 2dx. (337)
2E1V
Kako je My= Fx/2, bit ¢e
1”2
u (Fx)2dx. (338)

T 4EIV

Prema drugom Castiglianovu poucku progib ispod sile F
jednak je parcijalnoj derivaciji energije deformiranja po sili F, tj.
1

du 1 FI3

Fx2dx =
Ne 2EIV 48E/V

(339)

Primjer. Treba odrediti vertikalni pomak to¢ke C i kutni
pomak toCke B konstrukcije prema si. 125a. Zadano je F, /,
Ely.

Sl. 125. Odredivanje linearnog i kutnog pomaka

Kako usmjerutrazenog pomaka ne djeluju pripadne poopce-
ne sile, treba ih dodati (si. 125b). Energija deformiranja kon-
strukcije uz dodanu silu FO i spreg MO iznosi

CVRSTOCI

B A
uU=- M2dxl + M2dx2 (340a)
2F7
odnosno
i 3/
U=, (FxD2dxl+ (Fl+ Fax2+ Moj2dx2 , (340b)
pa je
du 9F13
: Flx2dx2 = (341)
~dF0 F0=0 EI % 2EV
MO=0 0
v Fldx2= 3F12 (342)
dMOfo=0o EI T

M0=0 0

Mohrova metoda odredivanja pomaka. Ako je potrebno
odrediti pomak neke toCke konstrukcije u smjeru u kojemu
ne djeluje vanjska sila, odabire se u odabranom smjeru po-
moéna sila FO (si. 126a). Ako se trazi kutni pomak, dodaje
se pomoc¢ni spreg MO (si. 126h).

fyA

o
X

A
T7X77.

Sl. 126. Objasnjenje Mohrove metode odredivanja pomaka

Komponente unutrasnjih sila tada iznose
N=Nf+NxF0O, My=MyF+ MylFO,
Qy—QyF+ QyiFo> Mz= M2f+ MziF0,
Qz = Qzf + 812ziFO, Mi = MzF+ M XIFO,

gdje su N FEQyF,...MtF komponente unutra$njih sila koje uzro-
kuju zadano optereéenje, a N 1,Qyl,...MH{ komponente unutra-
Snjih sila koje bi nastale pod djelovanjem jedini¢ne sile FO.
Energija deformiranja odredena je, prema (336), izrazom

(343)

1 \NF+ NiFo)2 ‘
U = ) dx + (QyF + <21Fo0) dx +
EA GA

+ kz(QzF + Qzl Fo)"dx +
GA

\MYF + Myi F0)2
X +
EIV

\M zF + M z1F0)2
dx +
| EL-

\M IF + M tIF0)2
dx (344)
Gln

Pomak u smjeru sile FO iznosi

du "NFN< P i
@ = dx + kyQyFQyidx +
dFo f0=0 J EA GA
i
M yFM yl ‘M zFM zI
s KEQerQely P ax dx -f
GA EIV EU
d.\. 345
oL (345)
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Taj se integral Cesto naziva Mohrov integral, a opisani pos-
tupak Mohrov postupak odredivanja pomaka. Integrali koji
sadrze normalnu silu N i popre€ne sile Qz i Qy Cesto se mogu
zanemariti.

VereS¢aginovo pravilo. U izrazu (345) pojavljuje se integral
umnod8ka dviju funkcija od kojih je jedna linearna. Tada se
izraCunavanje integrala moze pojednostavniti. Zadane su dvije
funkcije (si. 127): linearna /xXX) = kx + / i nelinearna f2{x).
Treba odrediti integral umno8ka tih dviju funkcija uzduZ in-
tervala duljine / Zadani je integral

1

(346)

odnosno

I =k xf2(x)dx + / f2(x)dx. (347)

Kako je \f2{x)dx = A ploStina, a \xf2(x)dx = Sy=xTA
; h

1
staticki moment iscrtane plohe ispod krivulje f2(x\ bit ¢e
I = (kxT4- DA =/i(xrM, (348)

gdje je xT apscisa tezista iscrtane plohe, a fi(xT) vrijednost
funkcije /j iznad teZiSta iscrtane plohe.

Primjer. Treba odrediti kut nagiba kraja konzole zadane

prema si. 128. Zadano je F, /, Ely.

El

D

§
1)

Si. 128. Odredivanje kuta zakreta konzole
Mohrovom metodom

CVRSTOCI 319

Da bi se odredio kut zakreta kraja B, treba dodati u B
jediniéni moment M0 = 1 (si. 128b). Tada je A =FI2Z2 i
fx(xT) = 1, pa je

1 1
aB= Mx)f2(x)dx = —
. x)f2(x)dx = (349)

Zanemaren je utjecaj poprecne sile na kut zakreta oB
Primjer. Treba odrediti progib u sredini jednoliko konti-
nuirano optere¢ene grede (si. 129a). Zadano je q, /, £, |. Za
funkciju f t(x) ne vrijedi isti izraz u cijelom podrucju (si. 129b),
pa se integracija provodi za svaku polovicu posebno. Ako
se primijeni simetrija, progib iznosi
2

we = g'El| fI(x)f2(x)dx, (350a)
§to uz pomo¢ izraza (348) postaje
Wc= ela” Xt~ (350b)

Budu¢i da je f2(x) parabola, to je prema tabl. 7: A =

2 ql2 I gP 5 1 5 |/
ST TT e =T T'HPH=T'T. KreoD s

za progib u sredini grede dobiva

2 ql3 5/ 5 ql+ 350
w
‘" El 24 8-4 384 EI (350c)
I
.

A-rriTiTrrnjl*m

5 |
1T

Sl. 129. Odredivanje progiba Mohrovom metodom

STATICKI NEODREDPENE STAPNE KONSTRUKCIE

StatiCka neodredenost. Pri proraCunu nekih konstrukcija nije
moguce odrediti reakcije oslonaca, odnosno unutras$nje sile
samo pomocéu metoda statike krutih tijela. Takve konstrukcije
su staticki neodredene i za njihovu potpunu analizu, osim
statiCkih uvjeta ravnoteze, treba razmatrati i deformiranje po-
jedinih dijelova konstrukcije. Na poCetku analize potrebno je
odrediti stupanj statiCke neodredenosti i odabrati zamjensku
(osnovnu, nadomjesnu) staticki odredenu konstrukciju.

Stupanj statiCke neodredenosti jednak je broju veza koje
treba ukloniti (v. Mehanika, TE 8, str. 8) da bi zadani sustav
postao staticki odreden i ostao geometrijski nepromjenljiv.
Sustav je geometrijski nepromjenljiv ako se njegov geometrijski
oblik moZe promijeniti samo uz deformiranje njegovih eleme-
nata (si. 130).
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Uklanjanjem samo jedne veze te konstrukcije postaju geome-
trijski promjenljive (si. 131).

Stapne konstrukcije razvrstavaju se na pune ravne nosade
ili grede, redetkaste nosate i okvirne nosage. Stapovi u re-
Setkastim nosaCima, prema pretpostavci, povezani su zglobno
u ¢vorovima, a vanjske sile smiju djelovati samo u ¢vorovima,
pa su Stapovi reSetkastih nosaca osno optereéeni. Nasuprot
tome Stapovi okvirnih nosata mogu biti kruto spojeni, optere-
¢enje moze biti rasporedeno po volji, pa se u presjecima
okvirnih nosaca pojavljuju normalne i popreéne sile te momenti
uvijanja i savijanja

Sl. 130. Statitki odredene i geometrijski nepromjenljive konstrukcije

SI. 131. Uklanjanjem samo jedne veze staticki odredene konstrukcije
postaju geometrijski promjenljive

Staticka neodredenost moZe se uvjetno razvrstati na vanjsku
i unutradnju. Sustav je izvana staticki odreden kad se reakcije
veza mogu odrediti na temelju uvjeta ravnoteze. Sustav je iz-
nutra staticki odreden ako se uz poznate reakcije mogu odrediti
komponente unutrasnjih sila u svim presjecima. Ako to nije
moguce, sustav je iznutra statiCki neodreden.

Konstrukcije ili mehani€ki sustav mogu biti ravninski, rav-
ninsko-prostorni i prostorni

SI. 132. Dodavanjem samo jedne veze staticki odredene konstrukcije postaju
staticki neodredene

SI. 133. ReSetkasti nosa¢: a statitki odreden, b dva puta

izvana staticki neodreden, ¢ dva puta iznutra staticki neodre-

den, d Cetiri puta staticki neodreden (dva puta izvana i dva
puta iznutra)

Konstrukcija je ravninska ako svi elementi konstrukcije i
sva optereCenja leze u jednoj istoj ravnini (si. 130 do 133).
Konstrukcija je prostorno-ravninska ako elementi kon-
strukcije leze u jednoj ravnini i ako su vanjska optereéenja
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okomita na tu ravninu (si. 134). Konstrukcije koje ne idu u
te dvije kategorije jesu prostorne konstrukcije (si. 135).

Jednostruki zatvoreni ravninski okvir (petlja) koji je opte-
reCen u svojoj ravnini tri puta je staticki neodreden. Naime,
iako su poznate sve vanjske sile (si. 136), nije moguce odrediti
komponente unutradnjih sila. Ako se okvir presijeCe na jednom
mjestu, na tom c¢e mjestu djelovati tri unutradnje sile M, N,
i Q (si. 136b). Kad bi te tri sile bile poznate, okvir bi bio
staticki odreden. Dvostruka petlja je 6 puta staticki neodredena
itd. Kako su sile u presjeku nepoznate, cesto se oznaluju
oznakama Xu X2 "3 itd.

Sl. 134. Prostorno-ravninske konstrukcije

SI. 135. Prostorne konstrukcije

Q
NN
M jif

=3

Sl. 136. Jednostruka je ravninska petlja tri puta staticki neodredena

Dodavanjem rotacijskog zgloba oslobada se jedna veza, jer
je moment savijanja na tom mjestu jednak nuli. Prema tome,
dodavanjem jednostrukog zgloba smanjuje se stupanj staticke
neodredenosti za jedan. Ako se u zglobu sastaju vise od dva
Stapa, zglob je viSestruk (si. 137).

Konstrukcija na gL 138a ima tri petlje, ali i dva dvostruka
zgloba, pa je stupanj unutradnje staticke neodredenosti 3 -3 —
— 2*2 = 5. Buduci da je konstrukcija izvana jedanput stati¢ki
neodredena, to je ukupan stupanj staticke neodredenosti 6.
Konstrukcija je na si. 138b Ccetiri puta statiCki neodredena,
dva puta izvana i dva puta iznutra

7v - T A\

Sl. 137. ViSestruki rotacijski zglobovi: a dvostruki, b trostruki

Sl. 138. Statitki neodredene ravninske konstrukcije: a Sest
puta staticki neodredena, b Cetiri puta staticki neodredena
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Prostorna je petlja Sest puta staticki neodredena, jer na
mjestu presjeka treba dodati 6 nepoznatih komponenata unutra-
Snjih sila. Tako je na si. 135a konstrukcija statiCki neodre-
dena 4 -6 = 24 puta.

Metoda sila i metoda pomaka. Pri rjeSavanju staticki neo-
dredenih problema broj nepoznatih sila (reakcija veza ili kom-
ponenata unutradnjih sila) ve¢i je od broja jednadZbi, pa su
potrebne dopunske jednadZzbe, a to su uvjeti deformiranja i
jednadzbe koje povezuju pomake (produljenja) sa silama.

U prvoj grupi jednadzbi nepoznanice su sile. U drugoj
grupi jednadZbi nepoznanice su produljenja, odnosno pomaci.
U trec¢oj grupi jednadzbi nepoznanice su sile i pomaci. Postoje
dvije osnovne metode rjeSavanja staticki neodredenih problema:
metoda sila i metoda pomaka. U metodi sila pomaci se eli-
miniraju, pa se u konaénom sustavu jednadZbi kao nepoznanice
pojavljuju sile. U metodi pomaka iz sustava jednadzbi eliminiraju
se sile, pa se u konatnom sustavu jednadzbi kao nepoznanice
pojavljuju pomaci. Te dvije metode bit ¢e ilustrirane dvama
primjerima

Primjer. Konstrukcija se sastoji od tri Stapa jednakih pre-
sjeka i modula elasti¢nosti E, a opterecena je silom F (si. 139).
Treba nad sile u Stapovima 1, 2 i 3 ako je zadano F, /, E,
A, a

Sl. 139. RjeSavanje staticki neodredene Kkonstrukcije metodom sila

Uvjeti ravnoteZze ¢vora A (si. 139b) glase:

2Fx = —Fisina + F3sina = 0,
. (351)
Fy = Ficosa + F2 + F3cosa —F = 0.

Te dvije jednadZbe nisu dovoljne da se odrede tri nepoznanice:
Fu F2 i F3 Zbog toga se postavlja uvjet deformiranja kojim
se kaZe da se i nakon produljenja vrhovi Stapova sastaju u
jednoj toCki Av Uz pretpostavku da su pomaci maleni, ostaje
pri deformiranju kut a priblizno isti, pa uvjet deformiranja (si.
139c) glasi:

Al2cosa = A3 (352)

Treéa grupa jednadzbi prikazuje medusobnu ovisnost produ-
ljenja i nepoznatih sila. Te jednadZbe prema (122) glase:

Fi
cosa

All = —  — A3, al2 = Fol (353)

EA EA

Kad se (353) uvrsti u (352) i sredi, dobiva se
F2cos2a = F1 (354)

Tri jednadZzbe (351) i (354) sa tri nepoznanice predstavljaju
konatne jednadZbe metode sila, a njihova su rjeSenja:
F\ =

F3 (355)

1+ 2cos3a’ 1+ 2cos3a*

Ta je metoda rjeSavanja neprikladna ako je sustav nesi-
metrican i ako ima viSe Stapova. Tada je prikladnija metoda
pomaka

Primjer. Konstrukcija se sastoji od n Stapova duljine /-, krutosti
EiAh koji s pravcem sile F Cine kut a- (si. 140a). Kut a: je
pozitivan ako je otklon Stapa u smjeru kazaljke na satu, a
negativan ako je otklon u suprotnom smjeru. Zbog djelovanja

TE IX, 2
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optere¢enja tocka A pomiCe se u novi polozaj Ax (si. 140b).
Pomak AAXima komponente u i v, pa produljenje /-tog Stapa
iznosi

Ali = usincci + vcosa,. (356)
Uvijeti ravnoteze €vora A glase:
2FX= SFjSina,- = 0,
(357)
SFy= - UF.cosa- + F = 0.
Veze izmedu pomaka i sila prikazane su izrazom
Filj
= M (358)
'EtAt9
odnosno
g = E"ﬁf\i'%‘i = E—}A—‘twsma,- + i2cosa,-). (359)
i i
Kad se (359) uvrsti u (357) i sredi, dobiva se
AEIAT L 7 EiAi .
uji——sura,- + v — cosa-sina: = 0,
h H (360)
-E,A, . v fi4. 2
W2-——sina. cosa/ + vE ——cosza- = F.

H H

Pomaci u i v nalaze se ispred znaka sume jer su zajednicki
za sve Stapove. NaznaCene sume mogu se lako odrediti jer su
u njima samo poznate veliCine. lzraz (360) predstavlja sustav
od dviju jednadZbi s dvije nepoznanice u i v. Kad se odrede
pomaci u i v, pomocéu izraza (359) odreduju se sile.

SI. 140. Rjesavanje staticki neodredene konstrukcije metodom pomaka

Kanonske jednadzbe metode sila. Ako je konstrukcija linearno
elasticna, moZe se primijeniti princip superpozicije, tj. odvojeno
se moze promatrati djelovanje svake pojedine sile. Na si. 141a
prikazana je tri puta staticki neodredena konstrukcija, a na si.
141b zamjenska staticki odredena konstrukcija na koju djeluju
tri nepoznate poopcéene sile Xu %2 i N3 Tim poopéenim
silama odgovaraju poopceni pomaci qu g2 i g3, koji iznose

<= Qif + +a 12X 2+ a 13Ar3,

g2 —qiF + @A Xi + a2%2 + a23” 3,
A3 = Bf + aBi Xi + a32X 2+ a33X3

gdje je giF dio pomaka gx zamjenske konstrukcije koji potjecCe
od zadanog vanjskog optere¢enja. Za promatranu konstrukciju
to je sila F, moment M i kontinuirano optereéenje g. Drugi
¢lan desne strane izraza (361) predstavlja dio pomaka od sile

(361)

V A mzZ7/.

%

SI. 141. Tri puta staticki neodredena konstrukcija (a) i zamjenska staticki
odredena konstrukcija (b)



322 NAUKA O

Xi, tre¢i ¢lan predstavlja pomak od sile X2 itd. U zadanoj
konstrukciji pomaci qu g2 i gi jednaki su nuli, pa se nepoznate
reakcije X 19 X2 i X3 mogu odrediti iz tog uvjeta, tj. pomocu
izraza

«11X 1+ «1272 + «1373 + giF = 0,
«1Xi 4 a22X2+ (*23X3+ q2F= 0,
«31*1 + «32X 2 + X33X 3 + g$F —O-

Ako je konstrukcija n-putastaticki neodredena, dobivaju
se izrazi u obliku

(362)

«11X 1+ Qql2X2+ - + «iiX; + - + + qif =0,
a2i X\ + a22X 2+ ... + a2fXj + ... + a2, X,, + RF— (363)
anl X1 + ««272 + —o+ «iXU+ o+ «lxn
§to u matricnom obliku glasi
«11  «12 - X1 Qif
«21  «22 -eec2li X2 Q@2F _ g (364)
_«nl a,2 -e-«nn Xn VnF

na odredivanje utjecajnih koefici-
na rjeSavanje sustava n linearnih
jednadZzbi sa n nepoznanica. lzraz (363), odnosno (364), pred-
stavlja kanonske jednadzbe metode sila

Primjer. Treba odrediti reakcije veza konstrukcije zadane i
optereéene prema si. 142a. Zadano je F, /, El.

Problem je sada sveden
jenata Qjj i pomaka qiF, te

M ~\Fl EIl
B c A

21 ¢ 21 <13

SI. 142. Staticki neodredena konstrukcija
(a) i zamjenski staticki odredena konstruk-

cija (b)
m= |f/
* =1
cC D
MyF KI
m
'"JFI

Sl. 143. Momentni dijagram zamjenske konstrukcije: a za vanjsko optereéenje,
b za jedini¢nu silu X u ¢ za jediniénu silu X 2

Zadana konstrukcija je dva puta staticki neodredena. Zam-
jenska staticki odredena konstrukcija prikazana je na si. 142b.
Momentni dijagrami koji potjeu od vanjskog optereéenja, te
pojedinacnih nepoznatih sila X x= 1 i X2 = 1 prikazani su na
si. 143.

Prema (345) utjecajni koeficijenti iznose

B 1
fM.iM
MyIM (3652)
3EI El
A B

Pomocu VereS€aginova pravila gornji izraz moze se odrediti
mnoZenjem momentnog dijagrama Myl samim sobom, pa je

CVRSTOCI

“m-, f 2424 eiiog
Na slican nac¢in mogu se odrediti i ostali utjecajni koefi-
cijenti, ftj.

‘MyIMy2 MyIM y2
€12 = « dx + dx 366a
12 e 3EI El (3662)
Buduéi da je drugi integral jednak nuli, dobiva se
al=--L.1.2/-2/-3/=-— . (366b)
3F7 2 El
Takoder je
My2M My2M
az— 2 ix YMy2y, (367)
3EI El
odnosno
1573
a22 - -1-3/-2/3/+ 4--4-3/-3/"-3/: (368)
3EI El 2 3 ~T '

Poopéeni pomaci qlF i q2F za sile X I \ X 2 dobivaju se mno-
Zenjem dijagrama Myl i MyF, odnosno My2 i MyF, pa je

CMyiM yF 11 16 FI3
<if— . (369)
1 3EI 3ElI 2 ~-~9 -~EA
A
B c
CMy2M : FI3
<?2F: Y -dx= -10 (370)
3EI El f7°

Kad se utjecajni koeficijenti i poopéeni pomaci uvrste u
kanonske jednadZbe metode sila i zatim srede, dobiva se
8 16
-X 1-2X2+-F =0
(371)
-2 X x+ 15X2- 10F =0,
. 5 4
a odatle je Xt= —F, X2=—F.

Simetrija i antimetrija konstrukcija. Komponente unutrasnjih
sila mogu biti simetri¢ne i antimetricne. Momenti savijanja My
i Mz te normalna sila iV, koji prouzrokuju normalno napre-
zanje ox, jesu simetriCne komponente. Poprecne sile Qy i Qz
te moment uvijanja Mt, koji prouzrokuju posmic¢na naprezanja
Txy i tjo» jesu antimetricne komponente (si. 144).

Simetricna konstrukcija moZe biti optereCena simetricno i
antimetricno (si. 145). Antimetricno optereéenje dobije se iz
simetricnog tako da se promijeni predznak opterecenju s jedne
strane simetrale.

Ako je simetricna konstrukcija optereéena simetri¢no, anti-
metricne komponente unutradnjih silajednake « “uli. Nasuprot

a

mz

Sl. 144. Unutradnje sile: a simetri€ne kom-
ponente, b antimetrine komponente
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tome, ako je simetricna komponenta opterecena antimetricno,
simetricne komponente unutra$njih sila u presjecima simetrije
jednake su nuli (si. 146).

Svako optereéenje simetriCne konstrukcije dade se rastaviti
na zbroj simetri€nog i antimetricnog opterecenja (si. 147).

SI. 145. Simetri¢ne konstrukcije: a opterecene simetri¢no, b opte-
re¢ene antimetri¢no

My My
-Hwri-
Q=0
H ' -
My=0
N =0

Sl. 146. Simetri¢na konstrukcija: a optereéena simetricno, Qz = 0;
b optereéena antimetricno, N = 0, My=0

F £
| . .
i | MO |2
2
WP, W72,
1
m ninijn nTT Tnfnf Trn
| 2
. I m

SI. 147. Svako optereéenje simetricne konstrukcije dade se prikazati kao
zbroj simetri¢nog i antimetri¢nog

Primjenom svojstava simetrije za konstrukciju koja je n
puta staticki neodredena, umjesto sustava od n jednadZzbi sa n
nepoznanica dobivaju se dva sustava: jedan ima p jednadzbi
sa p nepoznanica, a drugi g jednadZbi sa q nepoznanica, gdje
je p+g=n. OCito da je ta dva sustava lak3e rijesiti nego
ishodni sustav sa n nepoznanica.

Ravninsko-prostorne konstrukcije. U ravninsko-prostomim
konstrukcijama unutradnje sile koje leze u ravnini konstrukcije
jednake su nuli u svim presjecima konstrukcije. Prema si. 148
to su My, Qz i N.
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SI. 148. Kod ravninsko-prostornih konstrukcija komponente unutras-
njih sila koje leze u ravnini konstrukcije jednake su nuli

SI. 149. Ravninska konstrukcija koja je proizvoljno optereéena moZe se
prikazati kao superpozicija ravninske i ravninsko-prostorne Konstrukcije

Ako je ravninska konstrukcija optere¢ena po volji, dade se
prikazati kao zbroj ravninske i ravninsko-prostorne konstruk-
cije (si. 149).

SAINT VENANTOV PRINCIP | KONCENTRACIJA
NAPREZANJA

Saint Venantov princip. Jednoliki raspored naprezanja po
popre€nom presjeku Stapa ostvarit ¢e se samo ako je presjek
dovoljno udaljen od djelovanja koncentrirane sile i ako u
blizini nema nagle promjene poprecnog presjeka. U blizini
otvora, naglih prijelaza ili na mjestu djelovanja koncentriranih
sila raspored naprezanja nije ni priblizno jednolik. Maksimalno
naprezanje moze biti mnogo puta veée od prosjeénog (naziv-
nog ili nominalnoga) naprezanja. Ta se pojava zove koncentra-
cija naprezanja. AnalitiCko odredivanje naprezanja u blizini
otvora vrlo je slozeno i ne mozZe se izvrSiti metodama nauke
o cvrsto¢i. Niz jednostavnijih i za praksu vaznih problema
rijeSen je metodama teorije elasti€nosti. Danas se za rjeSavanje
problema koncentracije naprezanja primjenjuju pretezno ekspe-
rimentalne metode, u prvom redu fotoelasticimetrija, a i nume-
ricke metode. Na si. 150 prikazan je Stap presjeka b -h koji

Jnax~"0276ffn

Sl. 150. Raspored naprezanja u blizini kraja Stapa

je opterecen dvjema koncentricnim silama F. Rasporedi napre-
zanja u presjecima koji su od kraja Stapa udaljeni h/4, h2 i h
prikazani su na istoj slici. Vidi se da je u presjecima bliskim
kraju Stapa raspored neprezanja vrlo nejednolik. Tako je na
udaljenosti h/4 od kraja maksimalno naprezanje 2,575 puta vecée
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od prosjecnog naprezanja koje se dobije kad se sila podijeli
ploStinom, tj.
,= 2,575<7Tn= 2,575— . (372)

Ako je presjek za jednu Sirinu Stapa udaljen od kraja,
maksimalno naprezanja je gotovo jednako prosje¢nom; razlikuje
se od njega samo za 2,7%.

Saint Venantov princip glasi: Ako na malom dijelu tijela
djeluje medusobno uravnotezeno optereéenje, ono uzrokuje
samo lokalno naprezanje u neposrednoj blizini djelovanja opte-
reéenja. Ta naprezanja naglo opadaju s udaljeno$¢u od mjesta
djelovanja opterecenja (si. 151a).

SI. 151. llustracija Saint Venantova principa, a naprezanje u dvostruko iscr-
tanom dijelu je veliko,
tanom dijelu
lentnim optereéenjem. Razlika naprezanja u dvostruko iscrtanom podrucju je
velika (veca od 50%),

(do 50%), a u neiscrtanom podrucju posve malena

2F

‘«r-T

77777772 ynY 777777
-S-J 1”7 -
Sl. 152. Stapovi optereéeni razligitim, ali stati¢ki ekvivalentnim optereéenjima.
U dvostruko iscrtanom podrucju naprezanja se u razlicitim Stapovima mnogo
razlikuju. U jednostruko iscrtanom podrucju razlika naprezanja je manja (do

50%). U neiscrtanom podrucju raspored naprezanja u razliitim Stapovima
malo se razlikuje

Saint Venantov princip moZe se izraziti i na drugi nacin:
U tockama tijela koje su dovoljno udaljene od mjesta optere-
¢enja naprezanje ¢e se zanemarivo malo promijeniti ako se
jedno optere¢enje zamijeni drugim, njemu stati¢ki ekvivalentnim
optereéenjem (si. 151b, 152).

Saint Venantov princip ne moZe se uvijek primijeniti na
tankostjene konstrukcije.

Koncentracija naprezanja. U blizini nagle promjene presjeka
pojavljuje se koncentracija naprezanja. Faktor koncentracije na-
prezanja Kn definiran je izrazom

is ~max
K

- (373)
gdje je crmex maksimalno naprezanje na presjeku, a on pros-
je€no (nazivno, nominalno) naprezanje u presjeku. Za Stapove
je prema slici 153a

F F b
°* A~(b-2r)h a°b-2r'

Faktor koncentracije naprezanja ovisi o obliku i veli€ini
geometrijskog diskontinuiteta (otvora, utora i slicno). Ovisnost
faktora koncentracije naprezanja o veli¢ini 2r/b za Stap sa sre-
diSnjim kruznim otvorom i Stap sa dva polukruzna utora
prikazan je dijagramom na si. 153.
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ujednostruko iscrtanomdijelu maleno, a u neiscr-
zanemarljivo, b dvije jednake gredeopterecene staticki ekviva- g 153 |justracija koncentracije naprezanja: a raspored naprezanja,po

presjeku osno opterecenog Stapa s kruznim otvorom, odnosno sa dva

ujednostruko iscrtanompodru¢ju je razlika manja polukruzna otvora, b ovisnost faktora koncentracije naprezanja o om-

jeru 2r/b

Vrlo iscrpni podaci o faktorima koncentracije naprezanja
mogu se naci u djelu R. E. Petersona navedenu u popisu litera-
ture ovog ¢lanka llustracija koncentracije naprezanja na osno
optereéenu Stapu s eliptickim otvorom prikazana je na foto-
grafiji u slikovnom prilogu, TE 5 iza str. 528.
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I. Alfirevié

NEUTRONIKA, neutronska fizika, grana fizike koja
proucava svojstva i ponaSanje neutrona U prirodi se neutron
prvenstveno nalazi kao sastavni deo atomskih jezgara. Sa te
strane posmatrano, neutronika je odeljak fizike atomskog jezgra,
odnosno nuklearne fizike. Medutim, slobodni neutron, tj. neutron
izdvojen iz atomskog jezgra, projektil je specificnih svojstava,
zbog kojih je postao izvanredno orude za ispitivanje ne samo
atomskih jezgara ve¢ i drugih struktura i pojava. Pored toga,
mnogi procesi pobudeni neutronima imaju prakti€nu primenu;
zapravo, skoro sve primene nuklearnih procesa u raznim
oblastima nauke i tehnike neposredno ili posredno su vezane



