NUKLEARNO ZRACENJE — NUMERICKE METODE U MEHANICI

bomba, akcelerator) moze se smanjiti primjenom nekih jedno-
stavnih postupaka, npr. posrednim ulazenjem kroz labirint, tj.
prilaz unutar zaStitnih zidova u kojemu se nekoliko puta skre-
¢e pod pravim kutom. Zastitni se zidovi na sastavu moraju
preklapati da zraCenje ne bi prodiralo kroz pukotine. Prozor
kroz koji se promatra rad u prostoriji s izvorom zracenja
mora biti od olovnog stakla i ne smije biti pod udarom snopa
zracenja. U mnogim pogonima danas postoji interna televizija,
tako da se bez opasnosti moZze promatrati sve Sto se dogada
i u neposrednom okoliSu opasnih izvora zratenja. U prostori-
jama u kojima je velika ionizacija zraka zrak se prisilno
mijenja, filtrira i stalno kontrolira Slicno je s tekuéinama,
otpadnim vodama i si.

Kad se radi s otvorenim izvorima zraCenja, izvori su smje-
Steni u posebnim kutijama s ugradenim rukavicama ili umjetnim
rukama (si. 50). Radne povrSine u laboratoriju moraju biti
potpuno glatke, od kemijski inertnih materijala, a prikladno
je da se gornji sloj moze lako skinuti i tako jednostavno dekon-
taminirati.

SI. 50. Kutija s rukavicama za rad s otvorenim izvorima a-zraenja

Prema vrsti i jakosti izvora upotrebljava se zaStitna odjeca
koja se sastoji od radnih odijela, pregaca, rukavica, gumenih
cipela ili Cizama Kad je potrebna dekontaminacija, upotreblja-
vaju se posebna odijela kojima se pokrivaju svi dijelovi tijela
osim Sake, stopala, glave i vrata. Glava se pokriva kapuljacom
s maskom u kojoj je uredaj za disanje iz rezervoara Cistog
zraka koji se nosi na ledima. Rukavice i Cizme prekrivaju
rukave, odnosno hlace. Odijelo je bez dZepova i pojasa, sa $to
manje nabora i Savova u kojim bi se mogao zadrZati radio-
aktivni materijal.

M. Turk
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NUMERICKE METODE U MEHANICI, pos-

tupci kojima se jednadZzbe nekog zadatka mehanike rjeSavaju
priblizno kada je egzaktno rjeSenje, zbog slozenosti geome-
trijskog oblika promatranog tijela i njegova opterec¢enja, teSko
ili nemoguce pronaci. Numericke metode, osim analiti€kih, dio
su pribliznih postupaka rjeSavanja koji se u jednakom ili nesto
matematicke fizike. Dok se u analitickim postupcima uvode
matematicka pojednostavnjenja, a kao rjeSenja traze se funkcije
koje priblizno zadovoljavaju osnovne jednadZbe zadatka, nume-
ricke metode daju kao konacni rezultat priblizne brojcane
vrijednosti nepoznatih veliina konkretnog zadatka, a osim ma-
temati¢kih uvode se i pojednostavnjenja oblika tijela i naCina
opterecenja Za pojave kojima su nepoznanice kontinuirane
veliCine (npr. pomaci, deformacije i naprezanja napregnutog
tijela), numerickim se metodama odreduju nepoznate velicine
samo u kona€nom broju diskretnih to€aka promatranog tijela.
Svaki numericki postupak ima odredenu matematicku formula-
ciju, a samo numeri¢ko raCunanje obi¢no se provodi na digi-
talnim elektroni¢kim racunalima.

Povijesni razvoj usko je vezan uz razvoj numericke matematike. Uspo-
redo sa sustavnim razvojem diferencijalnog i integralnog racuna javili su se
pocetkom XVIII stolje¢a i prvi postupci za numeri¢ko deriviranje i integriranje
Koji se u mehanici primjenjuju za odredivanje brzine i ubrzanja gibanja
Cestica. Pojavom sloZenijih zadataka balistike (gibanje projektila u zraku), teo-
rije vibracija i teorije elasticnosti potkraj XVIII i pofetkom XIX stoljeca rje-
Savaju se diferencijalne jednadZbe primjenom postupka konacnih diferencija, a
veliki sustavi algebarskih linearnih jednadzbi pomoéu ve¢ dobro razvijene
Gaussove metode eliminacije. Premda se u XIX i u prvoj polovici XX stolje¢a
obilno primjenjuje numericka matematika u mehanici, veéa primjena te grane
matematike pocinje pojavom digitalnih raunala, koja omogucuju rjedavanje i
najvecih sustava algebarskih linearnih jednadzbi, primjenu iterativnih postupaka,
metoda relaksacije i ostalih vrsta numeri¢kog rafunanja, mnogo to¢nije nego
§to je potrebno za inZzenjersku praksu. Pedesetih godina XX stoljec¢a razvija se
u mehanici, iz do tada dobro poznatih postupaka za rjeSavanje Stapnih
konstrukcija, metoda konacnih elemenata za zadatke vezane uz elasti¢na i plas-
ti€na tijela, a ubrzo i za probleme mehanike fluida. Ta metoda, za koju se
danas smatra da je jedno od najvecih otkri¢a tog desetlje¢a u podrucju prora-
€una inzenjerskih konstrukcija, brzo se razvila u mehanici i u drugim pod-
rucjima matematicke fizike.

U mehanici se danas numericke metode najviSe primjenjuju za rjeSavanje
problema svojstvenih vrijednosti (odredivanje vlastitih frekvencija mehanickih
vibracija, problemi stabilnosti konstrukcija), za odredivanje naprezanja i defor-
macija elasti¢nih, plasti¢nih, elastoplasti¢nih i viskoelasti¢nih stanja, u dinamici
sloZzenog gibanja tijela, u nelinearnim problemima velikih deformacija i drugdje.
Pri tom se gotovo iskljuCivo upotrebljavaju elektronicka racunala, za koja se
postupak formulira primjenom matriénog rauna. Za niz postupaka postoje
gotovi programi i potprogrami, koji su sastavni dijelovi programskih biblioteka
racunarskih srediSta, ¢ime je numeri¢ko raCunanje postalo pristupacno i inze-
njeru manje upuéenom u algoritam pojedine metode.

METODA KONACNIH ELEMENATA

Metoda kona¢nih elemenata spada medu najvaznije nume-
ricke postupke za rjeSavanje razlicitih problema tehnike i fizike,
u kojima se kao objekt promatranja javlja kontinuum, polje
ili mreza, a primjenjuje se kada je analiticko rjeSavanje egzakt-
nih jednadzbi problema slozeno ili nemoguée. Sustina metode
sastoji se u tome da se objekt zamisli rastavljen u konacni
broj podruc¢ja (kona€ni elementi) koja su medusobno vezana
samo u odredenom konatnom broju toCaka (Cvorovi) (si. 1).
Raspodjela nepoznate veliine unutar elementa prikazuje se
prikladnom matematickom funkcijom, u kojoj se parametri izra-
Zavaju ¢vornini vrijednostima nepoznate veli¢ine. Te ¢&vorne
vrijednosti uzimaju se kao osnovne nepoznanice, koje se izra-
¢unavaju pomocu sustava linearnih algebarskih jednadzbi. Tako

SI. 1 Odredivanje modela konatnih elemenata, a presjek jednostavne brane,

b mehanic¢ki model kontinuiranim optere¢enjem vode q(y), gdje je brana predo-

€ena kao uklijesteni konzolni nosa¢, ¢ model kona¢nih elemenata gdje je nosac

podijeljen u trokutne elemente, opterecenje raspodijeljeno u €vorove, a ukljes-
tenje zamijenjeno nepomicnim osloncima u ¢vorovima
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se npr. raspodjela temperature unutar nekog tijela, kojemu su
poznate temperature samo u nekim toCkama, moZe odrediti
zami$ljenim dijeljenjem tijela u odredeni broj kona€nih eleme-
nata medusobno povezanih u ¢vornim tockama. Za svaki ele-
ment pretpostavi se funkcija raspodjele temperature, npr. u
obliku polinoma odredenog stupnja kojemu se koeficijenti iz-
raze pomocu temperature u €vorovima. Zadovoljavanjem za-
kona o vodenju topline dobiva se sustav jednadzbi s tempera-
turama u ¢vorovima kao nepoznanicama RjeSavanjem tih jed-
nadZbi dobiju se temperature u c¢vorovima, kojima je odre-
dena i pretpostavljena raspodjela unutar elementa. Buduci da
se raspodjela nepoznate veli¢ine unutar elementa aproksimira
nekom funkcijom (obi¢no polinomima), metoda je pribliZzna,
a tocnost raste s brojem odabranih elemenata i €vorova. U
praktiénoj primjeni moraju se obi¢no rijeSiti sustavi s mnogo
jednadzbi, Sto je moguce samo pomocu digitalnih elektronic-
kih raCunala, pa je i matematiCka formulacija metode konacnih
elemenata prilagodena takvu ra€unanju.

Povijest metode kona¢nih elemenata vezana je uz razvoj matri¢nih metoda
statike i dinamike Stapnih konstrukcija. Prvi zafeci metode kona¢nih eleme-
nata javljaju se u radovima A Hrennikoffa (1941) i D. Me Henryja (1943),
koji su, rjeSavajuci probleme ravninske teorije elasti¢nosti, rastavili tijelo u
Stapne elemente, te primjenom matri¢nih metoda traZili rjeSenje. Rastavljanje
tijela u trokutne plosne elemente predloZio je R Courant (1943) za rjeSavanje
zadataka mehanike elasticnih tijela, pri ¢emu je primijenio metodu koja se
temelji na varijacijskom principu. Snazniji razvoj metode konacnih elemenata
uslijedio je tek nakon razvoja vecih elektroni¢kih rafunala, sredinom pedese-
tih godina naseg stolje¢a, kada se u radovima M. J. Turnera, W. R Clougha,
J. H. Argyrisa i drugih po prvi put spominje konacni element. U to vrijeme
upotrebljavaju se trokutni i pravokutni elementi vezani samo preko &vorova
u vrhovima elemenata. Kasnije se razvijaju slozeniji elementi s viSe ¢vorova
za ravninske i prostorne zadatke. U strukturu elemenata uvode se superele-
menti, a konstrukcija se dijeli na podrucja koja se zasebno rjeSavaju. Tako
se rjeSavaju potkraj 3ezdesetih godina problemi ¢vrstoce sloZenih konstrukcija
kao §to su brodovi i zrakoplovi. U pocetku je metoda primjenjivana intui-
tivno, kao pomo¢ inzenjerima u proraunima konstrukcija. Tek u kasnijem
razvoju formulirana je metoda konacnih elemenata na osnovi energetskih
i varijacijskih principa Danas se smatra da je ta metoda usko vezana s
klasi€nim analitickim postupcima lorda Rayleigha, W. Ritza i B. G. Galerkina.
Osim najsire primjene u mehanici deformabilnih tijela (Evrstoéa elasti¢nih,
plasticnih i viskoelasticnih tijela, vibracije elastitcnog kontinuuma, stabilnost),
metoda konatnih elemenata upotrebljava se u proracunima elektromagnetskih
polja, mehanici fluida, termodinamici, u problemima filtracije i drugdje.

Primjena u mehanici elasti¢nih tijela. U inzenjerskim prora-
¢unima konstrukcija i njihovih dijelova prijeko je potrebno odre-
diti raspodjelu naprezanja i deformacija. Vecina proracuna te-
melji se na pretpostavci da su tijela idealno elasti¢na, za koja
se pretpostavlja da i deformacije potpuno nestaju nakon pres-
tanka djelovanja opterecenja. Da bi se proracuni pojedno-
stavnili, pretpostavljaju se u pojedinim slucajevima i posebne
raspodjele naprezanja i deformacija, kao Sto su ravninsko stanje
naprezanja, ravninsko stanje deformacija ili osnosimetri¢na ras-
podjela naprezanja i deformacija Posebni elementi konstrukcija
u obliku plo€a ili ljuski proraGunavaju se takoder na osnovi
nekih pretpostavki o raspodjeli naprezanja po debljini ploce ili
ljuske. Za svaki od tih slucajeva metoda konanih elemenata
formulira se posebno, premda su osnovni principi za sve sluca-
jeve jednaki.

U proraéunima ¢vrstoée elastiénih tijela, bez obzira na pri-
mijenjenu metodu, moraju se zadovoljiti sljedeci uvjeti: uvjeti
ravnoteZe, koji su za elastino tijelo odredeni sa tri diferen-
cijalne jednadzbe ravnoteze, uvjeti kompatibilnosti ili kontinuiteta
deformacija i pomaka (kinemati€ki uvjeti) te zakon veze izmedu
naprezanja i deformacija. Odaberu li se kao osnovne nepozna-
nice pomaci (metoda pomaka), biraju se za njihovu raspodjelu
u metodi konacnih elemenata unutar elementa takve funkcije
koje osiguravaju neprekidnost pomaka po cijelom tijelu. Uvjeti
su kompatibilnosti time u potpunosti zadovoljeni, dok su uvjeti
ravnoteZze ispunjeni za cijelo tijelo i za pojedine elemente.
Uvijeti ravnoteZe za dijelove elemenata ne mogu se takvim pris-
tupom zadovoljiti. Primjenom principa o minimumu potencijalne
energije, koja je u metodi kona¢nih elemenata samo priblizna,
dolazi se do sustava jednadzbi kojima su rjeSenja nepoznati
pomaci. Ako se uzmu kao nepoznanice naprezanja (metoda
sila), odabiru se za njihovu raspodjelu takve funkcije koje osigu-
ravaju ispunjenje uvjeta ravnoteze u svim dijelovima elemenata
i tijela. Uvjeti kompatibilnosti nisu tada ispunjeni u potpunosti,
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a sustav jednadzbi iz kojih se izraunavaju nepoznata napre-
zanja postavlja se na osnovi principa 0 minimumu komple-
mentarne energije. Za mjeSovito odabiranje nepoznanica (hibridna
metoda) kao osnova sluzi poopéenje varijacijskog principa, a
uvjeti ravnoteze i kompatibilnosti ispunjeni su djelomi¢no. Radi
jednostavnosti pretezno se u metodi konacnih elemenata upo-
trebljava metoda pomaka koja je do danas najbolje razradena.

Metoda pomaka

Proracun ¢vrstoce nekog elasticnog tijela pomocéu konacnih
elemenata metodom pomaka zapocinje dijeljenjem tijela u zamis-
ljene konacne elemente, Sto se provodi na crtezu rucno ili
pomocu raCunala (si. 2). Pri tom se zamiSlja da su elementi
medusobno spojeni samo u ¢vorovima koji leze u vrhovima
elementa ili dodatno i na njihovim stranicama ili bridovima.

SI. 2. Primjeri nekih kona¢nih elemenata; a trokutni element sa ¢vorovima u

vrhovima i s dodatnim ¢&vorovima na stranicama i unutar elementa, b pravo-

kutni elementi, ¢ krivolinijski elementi, d prostorni elementi u obliku tetraedra,
prizme i krivolinijski element u prostoru

Pomaci tih ¢vorova uzimaju se u metodi pomaka kao osnovne
nepoznanice. Prema broju €vorova elementa i broju nepozna-
nica u ¢voru pretpostavlja se priblizna raspodjela pomaka
unutar svakog elementa pomoc¢u pogodne matematicke funk-
cije, koja ujedno na linearan nacin vezuje pomake unutar
elementa s pomacima u ¢vorovima. Buduci da su deformacije
i naprezanja vezani s pomacima preko derivacija pomaka, to su
i sve komponente deformacija i naprezanja unutar elementa
linearno povezane s pomacima u ¢vorovima. Za svaki element
pretpostavljaju se u ¢vorovima unutradnje sile koje napregnuti
element drze u ravnoteZi. Postavljanjem uvjeta ravnoteze za
svaki element uspostavlja se izmedu sila i pomaka u ¢vorovima
linearna zavisnost koja se, slicno kao i koeficijent linearne
zavisnosti za oprugu, zove krutost elementa. Kako se u cijelom
postupku primjenjuje matri¢ni raun, to su krutosti pojedinih
elemenata izrazene preko pripadnih matrica krutosti. Pomocu
uvjeta ravnoteze, koji se postavljaju za sve ¢vorove elasticnog
tijela, dolazi se do linearne veze izmedu sila opterecenja i
pomaka u CEvorovima. Ta veza daje sustav algebarskih jed-
nadzbi u kojima su pomaci ¢vorova nepoznanice. Uz zadano
optereéenje i zadani nacin oslanjanja tijela na okolinu sustav
jednadZzbi je rjeSiv, pa se iz njega mogu izraCunati pomaci u
¢vorovima, a zatim i pomaci, deformacije i naprezanja unutar
elemenata

Tijelo se u elemente dijeli zamiSljenim crtama tako da se
nastoji elementima $to vjernije opisati geometrijski oblik tijela.
Najjednostavniji element je trokut, koji se upotrebljava za pro-
racune ravninskih stanja naprezanja i deformacija (si. 3). Opce
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pravilo za podjelu tijela u elemente ne postoji. Radi to€nosti
raunanja mreZa se elemenata usitnjuje na onim mjestima gdje
se ocekuju naglije promjene naprezanja, odnosno deformacija
ili njihove koncentracije. Spretnom podjelom tijela na elemente
i njihovim oznacivanjem moZe se uStedjeti u vremenu racunanja
raCunala, no, o tome ne ovisi to¢nost raCunanja. Podjela na
elemente i oznaCivanje izvodi se ru¢no ili na racunalu.

simetrije dovoljno je pri si-
metri¢nim opterecenjima pro-
matrati samo cetvrtinu ploce

Matematicka funkcija kojom se opisuju pomaci unutar ele-
menta mora odgovarati odredenim uvjetima, koji proizlaze iz
osnovnog principa da izracunati pomaci, deformacije i napre-
zanja to viSe teZe toCnom rjeSenju Sto se tijelo dijeli u sitniju
mrezu kona€nih elemenata. Ti se uvjeti zovu uvjetima konver-
gencije. Obi¢no se navode tri takva uvjeta: a) odabrana funkcija
za pomake mora biti takva da se u elementu ne javljaju
deformacije ni naprezanja kad element ima pomake kao kruto
tijelo; b) funkcija pomaka mora sadrzati u sebi i linearnu
raspodjelu pomaka unutar elementa, odnosno stanje konstantnih
deformacija i naprezanja unutar elementa; c) funkcije pomaka
unutar elementa moraju biti neprekinute, a po rubovima ele-
menta moraju za dva susjedna elementa izraZavati jednake po-
make. Ti uvjeti, koji su u razvoju metode kona¢nih elemenata
formulirani u konacnom obliku tek potkraj Sezdesetih godina
naSeg stoljeca, dobiveni su posebni matematickim izu€avanjem
to¢nosti i konvergencije metode konacnih elemenata.
Do postavljanja uvjeta konvergencije primjenjivala se metoda
konacnih elemenata intuitivno, pa se jo§ i danas u nekim pro-
raCunima (savijanje plo€a) odstupa od tih uvjeta, jer prora€uni
daju utehnickom smislu zadovoljavajuéu to¢nost uz jednostav-
nije raunanje.

Komponente pomaka neke tocke unutar elementa obi¢no se
oznacuju sa M, v i w, a odgovaraju pomacima neke toCke unutar
elementa u smjeru koordinatnih osi x, y, z. Opcenito, sva su
tri pomaka funkcije svih koordinata tako da je

u = u(x,y,z),
v =v(X,y,2), (]_)
w = w(Xx,y,z).
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Pomaci unutar elementa prikazuju se jednostupacnom matricom
(vektorom)

X,¥,2)

(x,y92) }. @

(xy.2)

Pomaci ¢vorova i njihove komponente oznaceni su pripadnim
indeksima, kojima su oznaceni i ¢vorovi. Tako je vektor pomaka
u ¢voru i

{&}=j»! > (3)

a vektor pomaka svih n ¢vorova je

M
\Y

Wi
[VE

W2
=< us Y

Lh
\h
W,

Pod pomacima u nekom ¢&voru razumiju se i vrijednosti
derivacija stvarnih pomaka u pojedinim ¢vorovima, koje se, ve¢
prema problemu koji se razraduje, ponekad uzimaju takoder
kao osnovne nepoznanice. Broj pomaka u ¢voru ili u svim ¢vo-
rovima nekog elementa odgovara broju stupnjeva slobode ¢vora,
odnosno cijelog elementa

Linearna veza pomaka unutar elementa s pomacima u ¢vo-
rovima tog istog elementa izrazava se matricnom jednadzbom

m = [N] {5}, ®)
gdje je [N-\ pravokutna matrica s onoliko redaka koliko ¢la-
nova sadrzi vektor {/} i s brojem stupaca koji odgovara broju
¢lanova vektora {&}. Clanovi matrice {N} u opéem su sluaju
funkcije od X, y i z, a zovu se funkcije oblika. One se za
svaki tip elementa posebno odabiru, pa su to funkcije pretpo-
stavljene priblizne raspodjele pomaka unutar elementa.

Prema vezi poznatoj iz teorije elasticnosti mogu se i defor-
macije prikazati jednostupathom matricom. Tada vrijedi da je

r du

Jibe

ov

B Ay

dw

& dz

« - < > = < du dv (6)

» dy + dx
dv dw
W dz + dy
dw du
K YTXJ dx + dz

Deriviranjem pomaka u, v i w iz jednadzbe (5) i uvrstenjem u
(6) dobije se veza izmedu deformacija i pomaka u €vorovima
koja glasi

{<¢ = [5] {6}. ™

U opcéem su slucaju Clanovi matrice [B] funkcije od X, vy, z,
jer u sebi sadrze derivirane funkcije oblika [N].

Veza izmedu naprezanja i deformacija takoder se izraZava
matricnom jednadZzbom. Kad je ova veza linearna, za nju vri-
jedi Hookeov zakon, koji za izotropno elasti¢no tijelo ima slje-
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deéi matricni oblik

1—2v
2(1-v)

Ta jednadzba, u kojoj je E modul elasti¢nosti, a v Poissonov
koeficijent, skraéeno napisana glasi:

M = [B]M, ©)
gdje je {o}vektor naprezanja, a [D] matricaelasticnih  svoj-
stavatijela koje seproraCunava. Tada ¢enaprezanjaizraZena
u ovisnosti 0 pomacima u ¢vorovima biti

W = No ]Ne » (10)

Izmedu elemenata djeluju u €vorovima unutrasnje sile, koje
su posljedica elasticnog deformiranja zamis$ljene strukture ele-
menata Sli€no kao i za pomak, i te se komponente sila u
jednom ¢&voru oznacuju pripadnim indeksom ¢&vora. U ¢voru /
nekog elementa te su komponente Uh \{i Wh tako da je vektor
sila {F} koje djeluju u €vorovima na jedan element

v
Vi
W1

V2

{F w > (11)

u.
K
K

Ravnoteza elementa uspostavlja se primjenom principa vir-
tualnih pomaka, u kojemu je virtualni rad sila {F} jednak
potencijalnoj energiji elasticne deformacije elementa pobudene
virtualnim pomacima Primjenom toga principa dobiva se ma-
tricna jednadzba

{F}=(¢'[B]T[D][B]dK){é} (12)

u kojoj gornji indeks T oznacuje transponiranu matricu. Taj
izraz predstavlja osnovnu jednadzbu konafnog elementa. Kada
na element djeluju i volumenske sile (npr. vlastita tezina), do-
daje se prema posebnom postupku njihov odredeni dio kompo-
nentama €vornih sila {F}. Integral u okrugloj zagradi (12) zove
se matrica krutosti elementa

[Al = J[O]T[D] [B]dK 13

To je kvadratna i simetricna matrica. U opcem su slucaju ele-
menti matrice [/c] funkcije koordinata poloZaja, a parametri tih
funkcija sadrze koordinate polozaja ¢vorova elementa.
Optereéenje tijela pri postavljanju mreze konacnih elemenata
zamiSlja se da djeluje samo u pojedinim ¢vorovima mreZe,
slicno kao i u proraCunu reSetkastih nosata u statici krutih
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tijela Komponente tih sila u pravcima x, y i z za neki ¢vor
i mogu se napisati u obliku jednostupacne matrice, pa je

(14

Osim vanjskih sila, na ¢vorove djeluju i unutradnje sile od
elemenata Tako npr., ako u ¢voru i djeluju na element p sile
Ui, M i Wh njihovo je djelovanje na ¢vor istog intenziteta,
ali suprotnog smjera, pa je za sile na ¢vor i od elementa p
pripadni vektor sila

~{Fi}p=- (19)

Za svaki ¢vor moraju biti ispunjeni uvjeti ravnoteZe, Sto
znaCi da zbroj komponenata svih sila koje djeluju na ¢&vor
mora biti jednak nuli. Za ¢vor i taj uvjet glasi

{«}+ 2 (-(TU =o, (16)

P
pri éemu se zbrajanje u drugom ¢&lanu odnosi na sve elemente
koji se sastaju u ¢voru i. Kako su u tom C¢lanu sile {F;}p
odredene onim recima u matri¢noj jednadZzbi (12) koji pripadaju
¢voru /, taj ¢e ¢lan biti sastavljen od dijelova matrica krutosti
elemenata koji se sastaju u tom ¢&voru mnoZenih s vektorom
pomaka {$ elementa Tako se uspostavlja linearna zavisnost
izmedu vanjskih sila i komponenata pomaka ¢vorova, koja pi-
sana za sve Cvorove postavljene mreze elemenata daje jednadzbu

{R} = [K] an

Uvektorima {R} i {d} nose komponente indekse
mreZe, takoda je za mreZu elemenata sukupno
vektor vanjskih sila

¢vorova
n ¢vorova

I «i*
Riy
RI:
R Ix

w- < K2 (18)

KH

Rn

a vektor pomaka ¢vorova
[

mM}= < \p (19

un

Vn

Matrica [K] je matrica krutosti cijelog tijela. Njezini ¢lanovi
slijede iz Clanova matrica krutosti [/t] pojedinih elemenata.
Matrica [K] je pojasna i simetricna Ona je singulama, njezina
determinanta ¢lanova jednaka je nuli, tako da ne postoji opce
rjeSenje jednadzbi (17). Uz zadane rubne uvjete sustav jednadzbi
postaje rjeSiv, pa se primjenom metoda za rjeSavanje linearnih
algebarskih jednadzbi dolazi do rjeSenja. Kada su jednom
pomaci u svim ¢vorovima poznati, racunaju se naprezanja,
deformacije ili pomaci u elementu prema jednadZzbama (10), (7),
odnosno (5). Da bi se uStedjelo u vremenu raunanja, numeri-
raju se €vorovi cijele mreze prema posebnim pravilima, tako
da pojas matrice [K] bude §to uZi. Proracuni srednje veli€ine
zahtijevaju rjeSavanje nekoliko stotina jednadzbi s isto toliko
nepoznanica, dok za veée proracune broj konacnih jednadzbi
iznosi i nekoliko tisuéa Za proracune velikih konstrukcija (zra-
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koplovi, brodovi) dijeli se konstrukcija na dijelove (superele-
menti) koji se najprije proraCunavaju, a zatim se svaki dio za
sebe proraunava daljom podjelom na mrezu elemenata (si. 4).
Tako se mogu proracunati i takve konstrukcije za koje bi
kona¢ni broj jednadZbi iznosio i nekoliko desetaka tisuca.
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a kao veza javljaju se linearne funkcije Nh Nj i Nk, pa je
u = NiUi + NjUj + Nkuk,
v = NiVi + NjVj + Nkvk.

(21)

Funkcije Nh Nj i Nkjesu funkcije oblika trokutnog elementa,
a glase:

(22)

Vi = JM(xjYK - XW+ (i - N+ C*- X))y
Nj= -~a(xKYi - Xxi¥K) + (¥ + (xi- XK)Y,
Nk= Ciy;-XJY,q"'D,I- + C/ .

SI. 4. Zrakoplov Boeing 747 rastavljen na superelemente. Dio konstrukcije koji
je proracunavan (osjentana ploha) rastavljen je na 9 superelemenata. Svaki od
superelemenata prorafunat je s mrezom elemenata kojoj je opseg raunanja
bio ~800 jednadzbi. Za istu to¢nost, bez primjene superelemenata, bilo je
potrebno istodobno rijesiti sustav s vise od 7000 jednadzbi

Trokutni element sa dva stupnja slobode u ¢&voru (si. 5)
najjednostavniji je element koji se ujedno i najéeS¢e upotreb-
ljava u metodi kona€nih elemenata. Uz pomak u u pravcu osi
X i uz pomak v u pravcu osi y taj je element predviden za
proracune ravninskih stanja. Pomaci unutar elementa izrazavaju
se polinomom prvog stupnja, tako da je

u—oy + a2
X X H a3y, 0)
>= 04 + aby + a6y.
U ¢vorovima te funkcije imaju vrijednost pomaka ¢vora Tako
uz x =Xi i y—yi bit e pomaci n—uw i v=w Za sva tri
Cvora daje izraz (20) Sest jednadZzbi, iz kojih se dobiju koefici-
jenti ar izrazeni pomocu koordinata i pomaka ¢vorova Takvi
se pomaci unutar elementa izrazavaju preko pomaka ¢vorova,

Sl. 5. Trokutni element sa dva
stupnja slobode u €voru naj-
jednostavniji je ravninski ele-
ment u metodi konacnih ele-
menata Pomak svake tocke
odreden je sa dvije kompo-
nente ui v, a u svakom ¢voru
djeluju na element kompo-
nente sila U i V

gdje je A povrSina trokutnog elementa. Matricna jednadZzba
{71 = [IV] &% za pomake unutar elementa bit ¢e prema (21)

W" W, 0 Nj o NkO
|0 Nt O Nj O Nk

Takav element ima, prema tome, linearnu raspodjelu pomaka
unutar elementa (si. 6), tako da su funkcije oblika linearne
funkcije od x i y. Uz takvu raspodjelu pomaka, deformacije
su i naprezanja unutar elementa konstantni, jer su pomaci
vezani s deformacijama preko prve derivacije.

Deriviranjem pomaka (21) na nacin koji odreduju jednadzbe
(6) matricna jednadzba {e} = [JB] {&} ima sljedeci oblik

(23

Y.,-Yj

0
X—-« O (24)

Yi-Yi

Pravokutna matrica na desnoj strani te jednadzbe sa 3 retka
i 6 stupaca te koeficijentom 1/2A predstavlja matricu [#].
Elementi matrice [£5] u Hookeovu zakonu (9) ovise o pret-
postavljenom stanju u kojemu se napregnuti element nalazi.
Za izotropno linearnoelasti¢no tijelo, uz pretpostavku ravnin-
skog stanja naprezanja (6= %2 = 1{ = 0), ta matrica glasi

1 v 0
ID]RN — v 1 0

OO_lY__V

(25)

Pri ravninskoj deformaciji (e = yyz = y{ = 0) za matricu [D]
vrijedi izraz

1—v \ 0
_ 1— 0
IDIrd = 4y —a2v v (@
0
u- 0

Sl. 6. Raspodjela pomaka u unutar elementa. Zbog jednostav-
nosti uzeto je da su pomaci u} i uk jednaki nuli, a u = 1
Osjencana ravnina pokazuje promjenu pomaka u



564

Svi su ¢lanovi matrice [A] tog elementa konstante, pa to
isto vrijedi i za njezinu transponiranu matricu [B]T. Kako su
za linearnoelasti¢no tijelo i €lanovi matrice [D] konstante, to
se integral u izrazu (13) za matricu krutosti odnosi samo na
diferencijal volumena. Uz debljinu h elementa volumen iznosi
V—hA, pa je

B4 = /i,4[B]r[D][B], @7

Za svaki element izraCunava se elektronickim raCunalom
pripadna matrica krutosti na osnovi poznatih koordinata polo-
Zaja €vorova izadanih konstanti materijala E i v. Dalji postupak
odredivanja matrice krutosti [K] cijelog tijela i rjeSavanje pri-
padnog sustava jednadZzbi ne razlikuje se za trokutni element
od opceg postupka koji vrijedi za bilo kakav element.

Dodavanjem ¢&vorova na stranicama trokuta te dopunskim
¢vorovima u unutraSnjosti mogu se za pomake upotrijebiti i
polinomi viSeg stupnja (si. 7). Trokutni element npr. sa tri
¢vora u vrhovima i s dopunskim ¢vorom na polovici svake
stranice omogucuje upotrebu polinoma drugog stupnja za
pomake, tako da je za takav element

raj + a2x + a3y + ddxy + aby 2+ wy?2, -

V=074 T $x. 108y ~f.a10.Xy..4~.0c4 X 2 T..CO2Y2- (8)

Takav element ima 12 stupnjeva slobode, a raspodjela pomaka

po elementu odredena je plohom drugog reda. Kao moguce

povecéanje broja stupnjeva slobode elementa primjenjuju se u

metodi konacnih elemenata derivacije pomaka u €voru. Tako,

osim pomaka u i v, mogu se uzeti joS i njihove prve deriva-

cije po X iy, Sto daje 4 stupnja slobode u ¢voru, ili za
trokut sa tri ¢vora 12 stupnjeva slobode.

SI. 7. Trokutni element sa 6 ¢vorova i 12 stupnjeva slobode. Raspodjela

pomaka unutar elementa odredena je plohom drugog reda. a oblik plohe kada

je pomak ut= 1, a ostali su pomaci u €vorovima jednaki nuli, b oblik plohe
kada je pomak ur= 1, a ostali su pomaci u ¢vorovima jednaki nuli

Umjesto Descartesovih koordinata x iy upotrebljavaju se
za trokutni element i povrSinske koordinate. Svaka to¢ka unutar
elementa dijeli povrdinu trokuta u tri dijela Ah Aj i Ak
(si. 8), pa je polozaj tocke moguce definirati sa tri koordinate

9—‘/\1, 29)
s A
* A’

Za cvorove tada vrijedi da je pripadna koordinata jednaka 1,
a preostale su dvije koordinate jednake nuli. Tako su npr. za

SI. 8. Povrdinske koordinate
trokutnog elementa. Umjesto
koordinatama x i y polozaj
tocke opisuje se pomoc¢u dije-
lova povrdine trokuta Ah Aj
i Ak Povrsina osjen¢anog tro-
kuta Aj podijeljena s povrsi-
nom cijelog trokuta A daje
povrdinsku koordinatu &1
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¢vor i pripadne koordinate &i= 1, £ = 0, &li —0. Te tri koordi-
nate nisu nezavisne jer je {{+ (}+ =1

Povrsinske koordinate za trokutni element sa tri ¢vora i dva
stupnja slobode u ¢voru odgovaraju funkcijama oblika, tako da
je za takav element & = Nh ¢} = Np &li= Nk Prednost pri-
mjene povrSinskih koordinata, medutim, viSe je izrazena za
trokutne elemente s viSe stupnjeva slobode.

Pravokutni element u najjednostavnijem obliku ima Ccetiri
¢vora u vrhovima (si. 9). Za proracune su ravninskih stanja
komponente pomaka u ivu pravcima osi x iy, a na svaki

SI. 9. Pravokutni element sa Cetiri €vora za proracune
ravninskih zadataka U i Fsu komponente sila u ¢vo-
rovima, a u svakoj tocki elementa predvideni su
pomaci u ivu pravcima koordinatnih osi. Umjesto
koordinata x i y obi¢no se za takav element upotreb-
ljavaju bezdimenzijske koordinate & i n

SI. 10. Raspodjela pomaka u unutar pravokutnog ele-

menta sa 4 ¢vora i 8 stupnjeva slobode. Zbog jedno-

stavnosti pretpostavljeno je da je u = 1i u = U=
=uk=0*

¢vor djeluju po dvije komponente sila U i V Umjesto koor-

dinata X i y upotrebljavaju se za takav element bezdimen-
X

zijske koordinate § — i n—% , pri ¢emu su 2a i2b stranice
a

elementa Taj element ima 8 stupnjeva slobode, a za pomake
(si. 10) uzima se nepotpuni polinom drugog stupnja s ¢lanovima

u= ou + a2y + ady + adxy,

v= a5+ aba + (x7y + ocoxy. (30)
Pomaci izrazeni pomocéu bezdimenzijskih koordinata glase
u= + a02& + b<gBn + abces &n,
v=o0a5+ aa6& + bcc-,n -b (O(xs &n. (1)

Funkcije su oblika takoder polinomi drugog stupnja, tako
da je

N ,=|(l &-n +2&n),

Nj=-(I+&-n-&n),
(32)

Nk=-~(1+ & +n+ &n),

N, =~(1 -
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Matrica [J3] odreduje se deriviranjem pomaka si¢no kao i
za trokutni element, dok je matrica [D] za sve ravninske ele-
mente jednaka. Elementi matrice krutosti [/c], koja ima 8 redaka
i 8 stupaca, odreduju se integriranjem prema izrazu (13).
Tako se za prvi element u prvom retku /cn, nakon 3$to se
provede matricno mnozZenje [R]T[D][R] te uz dV= aodiia&an,
dobije u ravninskom stanju naprezanja da je

1+ &

2 1 o
+ - anag =

(33)

Za slozenije elemente takvo jednostavno integriranje nije mo-
guce, pa se tada primjenjuju posebni postupci integriranja.

Sl. 11. Pravokutni element, a proSiren s ¢vorovima na strani-
cama, b prodiren tako da Cvorovi tvore pravokutnu mrezu

Pravokutni element proSiruje se dodavanjem ¢vorova na stra-
nicama elementa (si. 11). Pri tom se funkcije za pomake u
obliku polinoma odabiru prema ukupnom broju stupnjeva slo-
bode, a da bi te funkcije odgovarale odredenim uvjetima si-
metrije s obzirom na koordinatne osi, potrebno je ponekad
uvoditi i unutraSnje €vorove. Za takve ¢vorove postavljaju se
posebni uvjeti kako bi se dobile dopunske jednadZbe za iz-
racunavanje koeficijenata polinoma. Cesto se jednostavnije pro-
Siruje element dodavanjem vanjskih i unutradnjih ¢vorova, tako
da ¢vorovi tvore pravilnu mreZu. Tada za odredivanje polinoma
za pomake sluzi Lagrangeova interpolacija. Ako u ¢vorovima
osim pomaka dolaze kao nepoznanice i njihove derivacije,
primjenjuje se za tako proSirene pravokutne elemente Hermi-
teova interpolacija. Pri takvim interpolacijama u metodi konac-
nih elemenata polinomi su uz ¢vorne vrijednosti trazene funk-
cije upravo funkcije oblika.

Tetraedar je osnovni element za proraCune u prostoru (si.
12). Najjednostavniji element u obliku tatraedra ima Cvorove
u vrhovima, a u svakom €voru 3 moguca pomaka

Tada postoji 12 stupnjeva slobode elementa, a za pomake
se uzimaju polinomi s linearnim ¢lanovima, tako da je

u= gl+ a2x + ol3y + gtz
v=ab+ abx + (X7y + a8z, (34)
w= a9+ aldx + <Xuy + al2z'

Deriviranjem pomaka dobiju se deformacije koje su, jednako
kao inaprezanja, konstantne unutar jednog elementa. Osim
koordinata X, y,z, upotrebljavaju se za takve elemente i volu-
menske koordinate. Svaka tocka unutar elementa dijeli njegov
volumen V s obzirom na vrhove u Ccetiri dijela Ah Aj, Ak Ax

Sl. 12. Prostorni element
u obliku tetraedra sa 4
¢vora u vrhovima. Svaka
to¢ka unutar tetraedra di-
jeli njegov volumen u ¢e-
tiri dijela, pa se umjesto
koordinata X, y, z mogu
uvesti 4 volumenske koor-
ordinate. Osjencan volu-
men Ai podijeljen s volu-
menom tetraedra V daje
volumensku _ koordinatu

565
Volumenske koordinate glase tada
Yy
=4/
v' (35)
g=17-
Za te koordinate vrijedi da je + &+ &li+ {=1

Kao i za ravninske elemente, tako se i za tetraedar ele-
ment proSiruje dodavanjem c¢vorova po bridovima ili u unu-
tradnjosti.

Prizmati¢ni element sa 8 ¢vorova i 3 stupnja slobode u
¢voru ima linearnu raspodjelu pomaka unutar elementa u pres-
jecima paralelnima s bilo kojom koordinatnom osi (si. 13).
Funkcije pomaka su nepotpuni polinomi treéeg stupnja, tako
da je

u=al + a2x + a3y + a4z + abxy + abyz + a7zx + a8xyz,
;= a9+ al0x + ally + al2z + (xI3xy + aldyz + albzx + ctle xyz,

w=al7+ al8x + al9y-|-a20z + a2lxy+ a22yz + a23zx + a24x)>z.
(36)
Kao i za pravokutni element, uvode se bezdimenzijske koordi-

Funkcije oblika mogu se za takav

element napisati u opéem obliku koji glasi
N.=T((1+«,)('+MJU +CU (37)

gdje je a=1i,j, Ic I, p, q, r, s. Takav prizmaticni element
ima ograni¢ene mogucnosti primjene, jer se njime teSko opisuju
sloZenije konture tijela

Sire se primjenjuje prizmatiéni element sa 6 &vorova i 3
stupnja slobode u ¢voru (si. 14). Pomaci su za takav element

*C

SI. 13. Prizmati¢ni element sa 8 ¢vorova. Koor-
dinatni sustav x, y, z s ishodiStem u teZistu

X
koordinate &= —,

elementa i bezdimenzijske

Al (x,)\z)

SI. 14. Prizmati¢ni element sa 6 ¢vorova. Koordi-
natno ishodiste elementa nalazi se u teZistu prizme
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polinomi
U= ok 4 a2x + a3y 4 M@Z4 ols XZ 4 wyzo
v= af fa8x 4-a9y 4-al10z + an xz 4 al2yz,
W= al3 4- aldx 4 alby 4-al6z 4-al7xz 4-alByz.

Bezdimenzijske su koordinate takva elementa tri povrSinske i
1 . y Ai , Ai y A y z
jedna u pravcu osi z: ii=" N=a ' k=-~A c'

38)

PovrSinske koordinate jednake su onima za trokutni element,
a opca funkcija oblika glasi

N'=y&, (1 +I39)

za o =i, j, k, odnosno

N,=yUl-0, (40)
gdje B i a dolaze u parovima p, i; g,j; . k

Prizmati¢ni elementi proSiruju se dodavanjem ¢vorova po
bridovima i u unutradnjosti elementa. Cesto se u metodi ko-
nacnih elemenata prizmaticni elementi zamisljaju sastavljeni od
drugih prostornih elemenata (si 15). Na primjer, pravokutni
prizmati¢ni element mozZe se zamisliti da je sastavljen od dva
prizmati¢na elementa s trokutnim presjekom, ili od pet, odnosno
Sest elemenata u obliku tetraedra. Takvo rastavljanje moze
poboljsati to€nost racunanja. Na si. 16 prikazana je jedna slo-
Zenija konstrukcija rastavljena na prizmati¢ne elemente.

j J
Sl. 15. Rastavljanje pravokutnog prizmati¢nog elementa na dva prizmaticna
elementa | i Il s trokutnim presjekom, od kojih se svaki moZe dalje rastaviti

na tri tetraedra I(pqgj.k), 2(pgj,m) i 3(pmj,n)

SI. 16. Proratun nuklearnog reaktora pomoéu metode konacnih elemenata.
a skica konstrukcije reaktora, b dvanaestina konstrukcije kao jedna simetri¢na
cjelina, ¢ mreza prostornih elemenata u obliku tetraedara i prizmi

SI. 17. Neki tipovi izoparamétarskih elemenata: a u ravnini i b u prostoru

NUMERICKE METODE U MEHANICI

Izoparametarski elementi imaju stranice u obliku takvih
krivulja koje u matematickom smislu odgovaraju funkcijama
raspodjele pomaka unutar elementa (si. 17). Tako npr. nekom
ravninskom elementu s kvadratnom raspodjelom pomaka unu-
tar elementa odgovara izoparametarski element kojemu su stra-
nice krivulje drugog reda. Takvim elementima, posebno u
prostoru, mogu se bolje opisati rubovi tijela koje se proraCu-
nava, pa se tako moze mnogo smanjiti opseg racunanja (si. 18).
Ponekad se stupanj funkcije koja opisuje stranice elementa uzima
razli¢it od stupnja polinoma pomaka To moZe biti veci
(superparametarski elementi) ili manji (subparametarski ele-
menti) stupanj.

SI. 18 Prsten s unutrasnjim tla-
kom p. Zbog simetrije dovoljno je
promatrati samo jedan isje¢ak prs-
tena (u) koji je zamijenjen mrezom
od 6 Cetverokutnih elemenata (b);
izoparametarski elementi svaki sa
dvije stranice u obliku kruznih
lukova (c) bolje opisuju rubove
X isjeCka

Osnosimetri¢ni problemi opisuju se obi¢no u cilindricnim
koordinatama. Definirani su u mehanici deformabilnih tijela
tako da pomaci w i ur u pravcima osi z i r (si. 19) ne
ovise o tre¢oj koordinati @, dok je pomak u treéem pravcu

= 0. Takvi problemi opisuju se rotacijski simetri¢nim elemen-
tima prstenasta oblika. Pri tom presjek elementa moZe biti
trokut ili Cetverokut. Elementi se dodiruju po izvodnicama, koje

SI. 19. Rotacijski simetri¢ni element s trokutnim

presjekom za osnosimetri¢ne probleme. Pod op-

tere¢enjem pomaci su Cestica tijela samo u pravcu
r iz (pomaci uri w)

imaju ulogu €vorova Kako u cirkularnom smjeru (@) nema
nikakve promjene pomaka, takvi se problemi svode na rav-
ninsku mrezu elemenata u ravnini z, r, koja se u principu
rjeSava na jednak nacin kao i ravninski problemi (si. 20).
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Sl. 20. Skica presjeka klipa Dieselova motora.
Zanemare njem provrta za vijke A, Kklip je zami$ljen
kao rotacijski simetri¢no tijelo kojemu je presjek
(@) rastavljen u mrezu rotacijski simetri¢nih eleme-
nata (). Proratunom pomoéu MKE dobivena je
raspodjela temperatura (c), glavnih naprezanja
izazvanih temperaturnim poljem i tlakom na
klip (d) te deformacija (e)

Ploge (ravni dijelovi konstrukcija optereceni silama oko-  ravninu ploCe, uzimaju se kao nepoznanice u cvorovima jos i

mito na ravninu ploe i momentima savijanja) proraCunavaju prve derivacije pomaka i"’ i i’v (nagibi tangenata na savijenu
se metodom konacnih elemenata pomoéu trokutnih i pravo-
kutnih plosnih elemenata (si. 21). Osim pomaka w okomito na  plo¢u prema osima x i y). Za pravokutni element sa 4 ¢vora
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SI. 21. Pravokut ni dement za proratun plo¢a s Descartesovim X, y
i bezdimenzijskim koordinatama &, n. Komponente vektora § po-
maka u ¢voru i jesu nagibi tangenata na deformiranu plocu
<4 i ®y. prema osima y i X, te pomak ploe w: u pravcu osi z

ima 12 stupnjeva slobode elementa, te se za pomak uzima
polinom

w=di + a2x + a3y -f adxy + abx2+ aby2+ a7x2y +
+ @xyz + a9x3+ atoy3+ (XuyX2y -farxy3. (41)

Po rubovima elementa pomak wima kubnu raspodjelu, koja je
jednoznacno odredena sa dva pomaka u pripadnim ¢vorovima
i sa dva nagiba tangente na funkciju pomaka s obzirom na
rub elementa. Prema pomaku takav element je kompatibilan

i zadovoljava uvjete konvergencije. Derivacije pomaka — i —

oX ¢y
imaju po rubovima kvadratnu raspodjelu koja nije jednoznaéno
odredena vrijednostima u dva pripadna ¢vora. Za dva sus-
jedna elementa po istom rubu moZe, dakle, raspodjela prvih
derivacija pomaka biti razliita, te prema tome nema kompa-

Ijuski
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tibilnosti medu elementima. Vecina rijeSenih problema u praksi
pokazuje da unato¢ tome takav element daje dovoljno tocne
rezultate, pa se Cesto upotrebljava u proraCunima. Potpuna
kompatibilnost elemenata u plo€ama postize se uvodenjem do-

datne nepoznanice u &voru — - |’ §to znatno povecava opseg

\oxcy !
racunanja lIsti problemi kompatibilnosti javljaju se i za druge
elemente primijenjene na ploce.

Ljuske (zakrivljeni ploSni dijelovi konstrukcija) u opéem
su slu€aju napregnute dvojako : kao ravninski dijelovi konstruk-
cija (membranska naprezanja) i kao plo€e (savijanje) (si. 22 i 23).
Zato se proraun metodom konacnih elemenata moZe zamisliti

SI. 23. SloZzena mreZza konacnih elemenata za proraun karoserije osobnog
automobila Mercedes-Benz

kao istodobna primjena ravninskih elemenata i konacnih ele-
menata koji se upotrebljavaju u proracunima plo¢a. Nepozna-
nice su tada tri pomaka u, v i w i derivacije pomaka w po
X iy. Spajanjem u jednu cjelinu odreduju se matrice pomaka i
sila elementa, te se dalje provodi proracun kao i za ostale
elemente. Kad se prorafunavaju rotacijski simetri¢ne i cilindricne
ljuske, opisivanje elemenata je neSto jednostavnije
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