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Kontrola je opasnih tvari u otpadnim vodama koje se do-
vode akvakulturama posebno vazna, jer postoji opasnost za
zdravlje ljudi i Zivotinja. DosadaSnja iskustva s uzgojem riba
u ribnjacima pokazuju da nema opasnosti za zdravlje ljudi.

Upotreba muljeva otpadnih voda. Ostatak koncentrirane
otpadne tvari naziva se muljem. U mulju su upravo oni
oneCis¢ivaci zbog kojih se otpadna voda razlikuje od C¢istih
voda. Svi muljevi sadrze vrlo visok postotak vode (vise od 90%)
koja povecava obujam mulja, povisuje troSkove dalje preradbe i
prijevoza do mjesta ispustanja. Uklanjanje vode iz mulja jedna
je od temeljnih operacija obradbe mulja. Ostali postupci obrad-
be ovise o porijeklu i vrsti mulja te o njegovoj konacnoj
namjeni.

Muljevi industrijskih otpadnih voda Cesto sadrZe opasne
tvari, pa se ne mogu nekontrolirano ispustiti u okolis. Osim
toga, mnoge se tvari mogu daljom preradbom upotrijebiti kao
sekundarne sirovine ili iskoristiti kao gorivo. Kad se otpadne tvari
iz mulja ne mogu iskoristiti, mulj se kemijski skrucuje. Do-
datkom kemijskih reagensa mulj postaje krut i postojan te se
moze odlagati u lagunu. Muljevi kucéanskih otpadnih voda
sadrze visok postotak organske tvari. Dio tih organskih tvari
moguce je iskoristiti za proizvodnju plina anaerobnom di-
gestijom.

Mulj komunalnih otpadnih voda moze se iskoristiti za po-
boljsanje neplodnih zemljista (tabl. 17). Ispusta se u tekuéem
obliku, nakon cijedenja sa sadrzajem vode do 50% i u obliku
suhog granulata (sadrzaj vode do 10%). Primjenjuje se i zajed-
nicka obradba i ispustanje mulja komunalnih otpadnih voda i
krutog gradskog otpada (smeca), i to najceSée kao kompost.

Tablica 17
TIPICNE KOLICINE HRANJIVIH SOLI U STABI-
LIZIRANOM MULJU KOMUNALNIH OTPADNIH
VODA

Postotak od ukupne suhe tvari

Organske tvari 30-60
Dusik 16 6,0
Losfor 065 175
Kalij 25 v

Patogeni mikroorganizmi koje sadrzi i obradeni mulj opasni
su za zdravlje ljudi i Zivotinja. Cesto je potrebna prethodna
dezinfekcija mulja pasterizacijom i pomoc¢u vapna ili klora.
Jedino je suSeni mulj (granulat) potpuno siguran u higijenskom
pogledu.

Mulj komunalnih otpadnih voda ponekad sadrZi teSke me-
tale (tabl. 18) i druge opasne tvari u koncentracijama koje su
opasne za biljke, Zivotinje i ljude. To se pojavljuje kad se
nedovoljno kontroliraju industrijske otpadne vode koje se do-
vode na komunalni uredaj za CiS¢enje. Sadrzaj je teSkih metala
i drugih opasnih tvari u mulju bitan kad se odlucuje o odla-
ganju i upotrebi mulja

Tablica 18

KONCENTRACIJA NEKIH METALA U MULJU
KOMUNALNIH OTPADNIH VODA

Metal Koncentracija, mg/L
Kadmij do 1100
Kobalt do 800
Krom 22--30000
Bakar 45-16000
Ziva 0,1-89
Mangan 100-8800
Nikal do 2800
Olovo 80 - -26000
Cink 51 28360

Upotreba mulja u poljoprivredi ovisi, osim o svojstvima
mulja, i o geoloSkim, pedoloskim i klimatskim prilikama te o
vrsti biljke koja ¢e se muljem prihranjivati. Kad se mulj
upotrebljava za poboljSanje plodnosti zemljista, dopuStena masa
mulja po jedinici povrSine racuna se prema koli€ini duSika
Sto ga biljke mogu potroSiti tijekom godine. Kad postoji viSak

duSika, postoji opasnost od procjedivanja nitrata u podzemnu

vodu.
Mulj se moZe upotrijebiti kao gorivo, o ¢emu je bilo
rijeCi kad su opisivani toplinski postupci €iS¢enja voda.
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S. Tedeschi

OTPORNOST GRADEVNIH MATERIJALA,
tehnicka disciplina koja prou€ava ponaSanje materijala i od njih
nacinjenih konstruktivnih elemenata pod djelovanjem vanjskih i
unutradnjih sila. Upotrebljava se i naziv nauka o ¢&vrstoéi (v.
Nauka o ¢vrstoéi, TE 9, str. 277). U toj se disciplini proucavaju
mehanitka svojstva materijala, analiziraju naprezanja i defor-
macije, sustavno se razvrstavaju idealni i realni materijali, zatim
se ispituju takvi materijali i analiziraju konstruktivni elementi.

Jedan je od osnovnih zadataka konstruktora odredivanje na-
prezanja i deformacija u okoliSu proizvoljne to¢ke promatra-
nog konstruktivnog sustava ako je poznat oblik sustava, nacin
oslanjanja, vanjsko opterecenje i mehanicke karakteristike ma-
terijala, kako bi se moglo pri¢i racionalnom dimenzioniranju,
provjeri postojecih dimenzija ili ocjeni stabilnosti. Problem se
svodi na odredivanje dvaju tenzorskih polja, tenzora deforma-
cije i tenzora naprezanja, te njihovih medusobnih odnosa i
utjecaja. Deformacije i naprezanja odredeni su geometrijski jed-
noznacno, bez obzira na strukturu i fizikalna svojstva tijela
koje je podvrgnuto deformaciji. Da bi se postavljeni problem
rijeSio u cjelini, potrebno je uspostaviti veze izmedu naprezanja
i veli¢ina kojima je opisana deformacija u okoliSu promatrane
toCke tijela Te veze zavise od mehanickih karateristika
materijala

Reologija je tehnitka disciplina unutar koje se analizira deformacija tijela
pod utjecajem vanjskih sila Naziv reologija potjeCe od grékog korijena C'ea)
rheo te€i, tj. reologija je znanost o teCenju (materijala): tocnije, reologija je
znanost o0 mehanikim svojstvima materijala. Ona se, kao tipi¢na tehni¢ka disci-
plina, oslanja na nekoliko temeljnih znanstvenih i tehni¢kih disciplina (meha-
nika kontinuuma, fizika, kemija, geologija, tehnologija materijala), a u svojoj
daljoj razradbi usmjerava se na proucavanje svojstava pojedinih karakteristi¢nih
materijala, tako da se razvila reologija betona, reologija Celika, reologija polimer-
nih materijala, reologija drva, reologija bitumena i asfalta, reologija tla i dr.

Osnovni je mehani¢ki model u mehanici kontinuiranih ili neprekidnih sre-
dina idealan kontinuum, pa je to osnova i za istraZivanje u reologiji, osobito
u onom njezinu dijelu koji se naziva makroreologija, gdje se svojstva materijala
promatraju iz makroaspekta, ne ulaze¢i dublje u strukturu tvari, ni u njena
fizikalno-kemijska svojstva.

U reologiji se istraZuje i analizira ponasanje razli¢itih materijala pod opte-
reenjem, osobito s obzirom na njihovu grani¢nu otpornost i nosivost.

S obzirom na sloZenost pojava, pri deformaciji tijela pod
optere¢enjem idealiziraju se stvarni fizikalni procesi. Tako se,
propisujuc¢i neke analitiCke veze izmedu deformacije i napre-
zanja, definiraju razliciti idealni materijali i razlicita idealna
tijela kakvih nema u prirodi, ali kojima svojstva pod odredenim
uvjetima opterecenja i ostalih vanjskih utjecaja priblizno odra-
Zavaju ponaSanje realnih materijala i tijela. To je osnova za
proucavanje mehanickih svojstava materijala i u gradevinarstvu,
osobito u vezi sa sloZenijim utjecajima gdje se kao parametri,
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osim mehanickih optereéenja (statiCkih i dinamickih), javljaju
joS i vrijeme i klima (temperatura, vlaga i dr.).

Klasi€na mehanika kontinuuma bavila se najprije sa dva
takva idealna materijala, idealno elasti¢nim (ili Hookeovim) ma-
terijalom i viskoznim (ili Nevvtonovim) fluidom, koji su postali
osnova za posebne znanstvene discipline, teoriju elasti¢nosti i
mehaniku fluida. Tek kasnije se po¢eo proucavati i tre¢i osnovni
materijal, idealno plastiCan materijal na kojem se osniva teorija
plasti¢nosti. Njegova je idealizacija mnogo sloZenija jer se radi
0 viSe idealnih materijala sli¢nih svojstava kojima je osnovni
predstavnik idealno plastican ili Saint Venantov materijal.

Pogodnim kombiniranjem svojstava navedenih idealnih ma-
terijala, koji se nazivaju i osnovnim materijalima, dobivaju se
razliciti oblici idealiziranih slozenih materijala koji se pokuSavaju
§to bolje pribliZiti svojstvima stvarnih materijala. Tako se dolazi
do pojmova viskoelasticnog, viskoplasti¢nog, elastoplasticnog,
elastoviskoplasticnog materijala itd., sa Sirokim moguénostima
uoCavanja razlicitih karakteristicnih fenomena koji su vazni u
prakti¢nim tehniCkim primjenama.

Potrebe racionalnog utroSka materijala u gradevinarstvu
zahtijevaju veoma precizno poznavanje njegovih svojstava u
uvjetima svakodnevnih primjena i u posebnim uvjetima kao $to
su dinamicka optereéenja, termicki utjecaji, promjene svojstava
tokom vremena i dr., a isto tako i s obzirom na prirodu
sredine (homogena ili nehomogena, izotropna ili anizotropna,
kontinuirana ili diskontinuirana), kako bi se ispravno ocijenila
njihova otpornost u toku eksploatacije konstrukcije. U tom
smislu primjenjuju se razliite metode ispitivanja materijala (v.
Ispitivanje gradevnih materijala i konstrukcija, TE 6, str. 551),
gdje se kao veoma vazan podatak trazi zavisnost izmedu de-
formacije i naprezanja na pokusnim tijelima koja su podvrgnuta
karateristicnim jednostavnim oblicima opterecenja (aksijalno
naprezanje prizmati¢ne grede ili kocke, torzija tanke cijevi i dr.).
Takva se pokusna tijela ispituju i s obzirom na plasti¢no te-
¢enje ili lom, zamor, oscilatoma opterecenja, stohasticki pro-
mjenljiva optereéenja, temperaturne utjecaje i sli¢no.

Radi lakSeg razumijevanja pri opisivanju mehanickih svojstava i otpornosti
materijala te metoda njihovih ispitivanja, u ovom su ¢lanku obradeni samo
informativno, bez izvodenja, neki osnovni pojmovi i formule iz analize defor-
macije i naprezanja, a zatim i veze izmedu deformacije i naprezanja, s iscrpni-
jom analizom o velicinama koje opisuju takve veze u karakteristicnim vrstama
osnovnih i slozenih materijala. Zatim se govori o analizi nosivosti materijala
1 konstrukcija u elastic(nom i u neelasticnom podrucju.

U ¢lanku se upotrebljavaju, gdje god je to pogodno, tenzorske oznake
(tj. oznake pomocu indeksa) vezane za kartezijski koordinatni sustav Oxix2x3.
To je osobito pogodno, jer su deformacija i naprezanje tenzorske veli¢ine
opisane simetri¢nim tenzorima drugog reda, pa se za takvu analizu moze

direktno upotrijebiti niz poznatih svojstava simetri¢nih tenzora drugog reda
(v. Mehanika kontinuuma, TE 8, str. 176).

OSNOVNI POJMOVI ANALIZE DEFORMACIJA
I NAPREZANJA

Analiza deformacije. Deformirana konfiguracija napregnutog
tijela moze se odrediti na dva ekvivalentna nacina: odrediva-
njem vektora pomaka u{svake toCke tijela i odredivanjem de-
formacije u svakoj toCki napregnutog tijela, tj. odredivanjem
komponenata tenzora deformacije £fj. Te komponente imaju
geometrijsko znacenje; to su dilatacije (specificne promjene du-
ljina u odredenim smjerovima) i klizanja (promjene prvobitno
pravih kutova).

Deformacije se mogu opisivati dvojako, pomocu prostornih
i pomoc¢u materijalnih koordinata (koordinata vezanih za tocku
u€vrscenu u prostoru, odnosno koordinata vezanih za deformi-
rano tijelo). Medutim, ako je deformacija infinitezimalna, Sto je
u gradevnoj praksi najceS¢e i ostvareno, tada se zanemaruju
male velic¢ine drugog i viSih redova, pa se gubi razlika izmedu
tih dvaju nacina opisivanja. Veze izmedu deformacijskih veli¢ina
tada su linearizirane, pa se taj postupak zove geometrijska linear-
nost. Takav postupak zadovoljava vecinu prakti¢nih problema
gradevinarstva lzuzetno, za veoma vitke i tanke konstrukcije
i u analizi nekih posebnih problema obvezna je primjena teorije
kona€nih deformacija, odnosno primjena nelinearne teorije de-
formacija

Stanje deformacije u proizvoljnoj tocki tijela potpuno je
odredeno komponentama tenzora deformacije. Tenzor deforma-

cije simetri¢an je tenzor drugog reda kojemu matrice u tenzor-
skim i tehniCkim oznakama imaju oblik

1 1

£11 £12 £13
EX  ~2 yxy ~21xz

1 1
M = £21  £22 £23 [/>1 = .
~2yyx ~ilyz
1 1
£31 £32 £33 Y7« Y Tzy £2

gdje dijagonalni elementi oznaCuju dilatacije, a ostali klizanja.
Glavne dilatacije (tj. ekstremne vrijednosti dilatacija) £f
(/= 1,2,3) dobivaju se kao rjeSenje kubne
£3- 1Me 2+ [(E)E - 13() = 0, )

gdje su koeficijenti Ife), 12(s) i 13(s) glavne invarijante stanja
deformacije odredene u sustavu glavnih osi izrazima:

AI(E) = EL1 + £2 + £3j Jz(£) — £1£2 T-£2£3 + £3£1, ™M\
h(f) = £1£2£3
Veli¢ine £I5 £2, e3 jesu glavne dilatacije.
Ako je deformacija infinitezimalna, prva invarijanta stanja
deformacije jednaka je kubnoj dilataciji, tj. specificnoj promjeni
volumena

e—limAFE A gn + £2+ £33 £+ 2+ £3= fu- @
F4+0 v

Osim glavnih invarijanata Cesto se upotrebljavaju i izvedene
invarijante definirane izrazima:

Ti(g) = Ifs) = Su= £1 + £2 + £3,
No(E) = T Eijfi = 2~(EL+ £2 + £I)> ()

h(£) = -J ijejkeki = "3~ + £2+ 1)

(upotrebljava se Einsteinova konvencija o zbrajanju, tj. da po-
novljeni indeks ozna€uje zbrajanje po tri kartezijske koordinate).
Te se invarijante nazivaju i momentima tenzora £f-

Invarijante su simetricne funkcije svojih glavnih vrijednosti,
pa je ta Cinjenica vazna pri analizi izotropnog kontinuuma,
osobhito u teoriji plasti¢nosti.

Svaki simetricni tenzor, pa tako i tenzor deformacije, moze
se razloziti u svoj sferni i devijatorski dio:

sferni dio £* =y /i (s)bij9
devijatorski dio £V = s[j = stJ—y/i(£)<30,

gdje je Sij Kroneckerov simbol definiran izrazom

'lzai=]j 10 0
bij = < . 9= 0 1 0
0zal45 001

Sferni dio tenzora deformacije odnosi se na dio deformacije
kad postoji samo promjena volumena bez promjene oblika, a
devijatorski na deformaciju kad postoji samo promjena oblika
bez promjene volumena To je razlaganje vazno pri analizi
mehanickih svojstava materijala

Cesto se upotrebljava pojam intenziteta devijatora deforma-
cije. To je veliCina definirana formulom

2=y 72«), (7a)
gdje je Z2(£) druga izvedena invarijantadevijatorskog dijela

tenzora deformacije. Tada slijedi da je iznos intenzitetadevija-
tora deformacije

jednadzbe
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£—A~[(E1—e22 + (2 —£3)2 + (E3 —EI)2 2

Za neke probleme mehanike neprekidnih sredina uvodi se i
tenzor brzine deformacije definiran izrazom

dij=\(vil+ )

gdje je M vektor brzine tocke, a zarezom se u indeksu ozna-
Cuje derivacija po koordinati. | taj je tenzor simetricni tenzor
drugog reda Kad je deformacija infinitezimalna, moze se tenzor
brzine deformacije aproksimirati tenzorom brzina komponent-
nih deformacija sijf tj.

du * sjj. ©)

Naprezanje. Ako je u promatranom dijelu tijela, podvrgnu-
tom djelovanju vanjskih sila, proizvoljno podrucje ograniceno
zami$ljenom zatvorenom povrSinom S, tada se pretpostavlja da
u svakoj tocki povrSine S, kojoj je nt vanjska normala, postoji
konacan vektor naprezanja t(n)i. Podrucje tijela pod utjecajem
vanjskih i unutradnjih sila t(idA{) nalazi se u ravnoteZi, dA ()
elementarni je djeli¢ povriine S u promatranoj tocki. Za tako
definirano vektorsko polje t()i pretpostavlja se da je zadano
neprekidnom funkcijom koordinata Naprezanja se obi¢no de-
finiraju s obzirom na nedeformiranu konfiguraciju tijela.

U proizvoljnoj to€ki napregnutog tijela za svaku zamisljenu
presjeCnu ravninu postoji, dakle, pripadni vektor naprezanja,
tako da je u svakoj toCki tijela pridruzen skup od beskonatno
mnogo vektora naprezanja kojima je definirano stanje napre-
zanja u toj to€ki Ono je odredeno vektorima naprezanja za tri
presjeCne ravnine kroz tocku. Slijedi da je i stanje naprezanja
tenzorska veliCina definirana simetri€nim tenzorom drugog reda.
Matrice tog tenzora, pisane u tenzorskim i tehnickim ozna-
kama, glase

*11 *12  *13 il Xy  ?Xxz
*21 *22 *23 [s] = 7y h*
*31 *32 *33 *2X *z

Dijagonalni Clanovi predstavljaju normalna, a izvandijagonalni
tangencijalna naprezanja

Zbog simetrije matrice tenzora naprezanja slijedi da su na-
prezanje i deformacija odredeni sa Sest medusobno nezavisnih
skalarnih podataka

Glavna naprezanja ai (i = 1,2,3), tj. ekstremne vrijednosti
normalnih naprezanja, dobivaju se sli¢no, kao i glavne dilata-
cije, iz jednadzbe

B- li(g)g2 + 12(*)* - 13<) = 0, 11)

gdje su /i(cr), 12{a) i /3(a) tri invarijante naprezanja definirane
slitno kao i invarijante deformacije.

Tenzor naprezanja moze se takoder razloziti u svoj sferni
i devijatorski dio, pa je

< =y lda)Sv; QW= U=a9- y (12)

Razlaganje tenzora deformacije i naprezanja u sfeme i de-
vijatorske dijelove primjenjuje se pri ispitivanju reoloskih svoj-
stava materijala

Intenzitet tenzora naprezanja odreden je izrazom

a= Oi - ff2+ R- W2+ - )22 (13
Kad je deformacija infinitezimalna, uvode se i komponente ten-
zora b{j, ¢ime su naznaCene brzine prirasta komponenata na-
prezanja

Za odredivanje naprezanja i deformacije u nekoj tocki tijela
potrebno je promatrati i veze izmedu tih dvaju tenzorskih polja,
ti. promatrati ponaSanje materijala pod opterecenjem.

VEZE 1ZMEDBU DEFORMACIJE | NAPREZANJA

PonaSanje konstruktivnih sustava pod optere¢enjem zavisi
od mehani€kih karakteristika materijala, koje ovise o strukturi
i sastavu materijala Moguca su i razli€ita razvrstavanja ma-
terijala Prema strukturi, oni se mogu razvrstati na amorfne,
kristalne i kristalaste materijale. Amorfni materijali (guma, sta-
klo, smola i dr.) pokazuju u svim pravcima ista mehanicka
svojstva, tj. oni se pod opterecenjem u svim pravcima jednako
ponaSaju. To njihovo svojstvo zove se izotropija. Za razliku od
toga kristali imaju, zbog svoje specificne molekularne strukture,
u razli¢itim pravcima razli¢ita mehanicka svojstva; oni su anizo-
tropni. Poseban oblik anizotropije pokazuju neki organski ma-
terijali (drvo, koza) kojima su molekule orijentirane u pravilno
rasporedenim vlaknima, zbog Cega se razliCito ponaSaju u
smjeru vlakana i okomito na njih. Kristalasti materijali, iako
gradeni od veoma sitnih kristala, pona3aju se, gledano iz makro-
aspekta, kao izotropni. Primjer je za takve materijale Celik.

Prema homogenosti materijali se mogu razvrstati na homo-
gene i nehomogene. Homogeni materijali imaju u svim svojim
toCkama ista mehanicka svojstva (npr. Celik, drvo), a nehomogeni
to nemaju (npr. beton, spregnute konstrukcije i dr.).

Tre€a je mogucnost razvrstavanje materijala na Zilave i
krhke. Zilavi su materijali (npr. guma) oni kojima su potrebne
velike deformacije prije nego Sto se slome. Krhki materijali
(staklo, opeka) lome se naglo, bez znatnije prethodne defor-
macije.

Vecina navedenih svojstava moZe se analizirati na pokusnim
tijelima koja se podvrgavaju karakteristiCnim oblicima optere-
¢enja u uredajima za ispitivanje materijala. Ta ispitivanja mogu
biti kratkotrajna ili dugotrajna, staticka ili dinamicka. Neki
materijali mijenjaju svoja mehanicka svojstva s vremenom; u
tu grupu spadaju viskoelasticni materijali. Osim toga i tempe-
raturne promjene utjeu na ponaSanje materijala pod opterece-
njem. Svi ti fenomeni ispituju se na pokusnim tijelima, sluzedi
se pri tom Cesto i metodama statistiCke analize.

Vecina metoda za ispitivanje mehani€kih svojstava materi-
jala provodi se pri jednoosnom stanju naprezanja (vlak ili tlak),
traze€i pri tom vezu izmedu naprezanja i dilatacije (radni dija-
gram materijala) pri promjeni intenziteta optereenja sve do
loma Ta veza je osnovni podatak za razvrstavanje materijala
u razlicite kategorije idealnih materijala tako zamiSljenih da
dovoljno toéno odrazavaju ponaSanje stvarnih materijala, a da
im je matemati¢ka obradba dovoljno jednostavna. Tako se ispi-
tuju statiCka i dinamicka optereéenja, pa se tada stvara osnova
za ocjenu otpornosti, odnosno grani¢ne nosivosti gradevnih ma-
terijala

Prije prijelaza na definiciju veza izmedu deformacije i na-
prezanja potrebno je napomenuti neka osnovna reoloSka svoj-
stva gradevnih materijala

ElastiCnost je svojstvo onih materijala koji poslije prestanka
djelovanja vanjskih sila zauzmu u potpunosti svoj prvobitni
oblik. Za opisivanje tog svojstva upotrebljava se tenzor defor-
macije Sij koji daje mjeru deformacije od nekog pocetnog
stanja, nezavisno od puta i brzine deformacije.

Viskoznost je svojstvo onih materijala koji mogu pretrpjeti
proizvoljnu trajnu deformaciju pod uvjetom da je ona dovoljno
spora. U obzir dolazi tenzor brzine deformacije N i koji
zavisi samo od trenutnog stanja, a ne zavisi i od nekog pret-
hodnog stanja

PlastiCnost je svojstvo onih materijala koji u odredenim
uvjetima dobivaju trajnu deformaciju. Takva istaknuta stanja
naprezanja karakteriziraju se uvjetom plasti¢nosti koji je vrlo
vazan pri opisivanju svojstva plasti¢nosti.

Realni materijali posjeduju viSe ili manje sva ta svojstva,
pa su u tom smislu realni materijali sloZeni. Osnovni idealni
materijali jesu oni koji posjeduju samo jedno od navedenih
svojstava

Reoloska svojstva materijala mogu se ispitivati promatrajuci
veze izmedu tenzora brzine deformacije, tenzora deformacije,
tenzora brzine prirasta naprezanja i tenzora naprezanja, i to
posebno za sfeme, a posebno za devijatorske dijelove tih ten-
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zora Veza izmedu sfernih dijelova tih tenzora zove se volu-
metrijska jednadZba (jer daje vezu izmedu srednjega normalnog
naprezanja i volumenske dilatacije), a veza izmedu devijatorskih
dijelova distorzijska jednadzba, jer se odnosi na promjenu oblika
bez promjene volumena

U daljim razmatranjima, ako nije niSta posebno naglaseno,
pretpostavljat ¢e se da je materijal homogen i izotropan, te
da su veze izmedu deformacije i naprezanja linearne (pretpo-
stavka fizikalne linearnosti). Isto tako bit ¢e pretpostavljeno da
postoji i geometrijska linearnost.

Eksperimentalni podaci o vezi izmedu dilatacije i naprezanja.
Veze izmedu optereéenja i duljinske deformacije (produljenja)
ispituju se na ravnom Stapu standardnog oblika koji je pod-
vrgnut aksijalnom naprezanju (vlakom ili tlakom). Da bi se
dobili uopceni rezultati, nezavisni od povrSine popre¢nog pre-
sjeka pokusnog Stapa, racuna se s reduciranim bezdimenzijskim
veliCinama: umjesto sile P uvodi se naprezanje o = P/FO0, a
umjesto produljenja A0 relativno produljenje ili dilatacija
e = \10/10. Kad je Stap zategnut, dilatacija je pozitivna, kad je
pritisnut, ona je negativna. Na si. 1 prikazanje tipi¢an dijagram
naprezanje—dilatacija koji odgovara, npr., Celiku.

SI. 1. Dijagram zavisnosti naprezanja i relativne dilata-

cije. trp granica proporcionalnosti, oE granica elastic-

nosti, oj granica teCenja, (rM ¢vrstoa materijala, s
naprezanje pri lomu

TocCka P je granica do koje je dilatacija proporcionalna
naprezanju (fizikalna linearnost), a toCka E je granica elastic-
nosti. Izmedu tofaka P i E materijal je nelinearno elastiCan.
Kod naprezanja oT zapoC€inje plasti¢no tecenje materijala Totka
M predstavlja ¢vrstou materijala, a tocka S lom. Dio krivulje
od T do M predstavlja fazu tzv. ocvrsCenja materijala. lza
tocke P dilatacije rastu brze nego naprezanja. Linija e—o0
polako se savija, a pri rastereéenju se pojavljuju dosta velike,
mjerljive trajne (plasti¢ne) deformacije.

Nakon dostizanja granice oT dilatacije rastu veoma brzo
bez povecanja naprezanja Kad je naprezanje vlacno, to se na-
prezanje naziva granicom velikih izduZenja, a kad je naprezanje
tlaéno, granicom gnjecenja. Za cCelik C.0361 iznosi <T=
= 240 MPa, a za ¢elik C. 0561 iznosi <T = 360 MPa. Deforma-
cije koje se pri tom javljaju jesu trajne, a Stap je deformiran
plastitcno. Kako takve deformacije npr. celi€nih konstrukcija
nisu dopustene, procjenjuje se pouzdanost Celicne konstrukcije
prema granici teCenja, a ne prema lomu. Plasticna deforma-
cija Celika je ogranicena, dok je betona neogranicena.

Cvrsto¢a materijala ft = o Mnajvece je naprezanje koje se pri
eksperimentu s pokusnim Stapom uopfe moZe pojaviti. Lom
$tapa nastupa pri ne$to nizem naprezanju <s. Cvrstoéa mate-
rijala odreduje se prema najvecem opterecenju P nax

Poa (14)

Dilatacija pri lomu S bitno zavisi od povrSine popre¢nog
presjeka Stapa prema mjernoj duljini Stapa Kratki, standardni,

okrugli ¢eli¢ni Stapovi imaju mjernu duljinu /= 5d0, a dugacki
Stapovi /= \0do. Suglasno s tim dilatacije se loma oznacuju
sa d5 i Si0. Gradevni ¢elik C.0361 treba, npr., imati minimalnu
dilataciju loma $= 0,25. Dilatacija loma visokovrijednih Celika
je manja

Kad se materijal ispituje na tlak, pokusni se Stap tlaci i na
kraju zgnjec€i, pa se stoga govori o granici gnjecenja

Ako se povrSina OETMSA dijagrama na si. 1 pomnoZi sa
F/0, dobiva se produkt sile i puta, pa je to mjera za rad koji
karakterizira sposobnost materijala za rad tokom deformacije,
a moze se tretirati i kao mjera za zilavost materijala. Ako je
ta povrsSina ve¢a, materijal je bolji, a veca je i njegova otpornost
prema udarnim optere¢enjima

Materijal koji prije loma ima veliku deformaciju naziva se
Zilavim. Ako lom nastane iznenada kad su dilatacije veoma
malene, materijal je krhak. On je osjetljiv prema udaru i prema
oscilatornim opterecenjima (npr. lijevano Zeljezo, beton, kamen).
Krhki materijali nemaju izrazenu ni granicu velikih izduZenja
ni granicu gnjecenja, a isto tako imaju i vrlo mali rad tokom
deformacije do loma.

Krhkost nastupa i u Celika ako se on u hladnom stanju
podvrgne naprezanju iznad granice kidanja ili gnjecenja.

Stap se moZe slomiti i ponavljanim optereéivanjem preko
granice velikih izduZenja Ako se Stap optereti iznad granice
velikih izduZenja TO do BO (si. 2a), zatim rastereti (Ai) i opet
optereti, tada ¢e ponovljena vrijednost granice velikih izduzenja
Ti biti visa od TO. Ta pojava i jo§ neke pojave vezane s tim
nazivaju se Bauschingerovim efektom. Tada se pojavljuje utjecaj
prethodne deformacije. Kada je jednom materijal plastiCno de-
formiran, njegovo dalje ponaSanje ne moze se predvidjeti ako
se ne zna prethodna njegova deformacija. U novom je ciklusu
T2 opet vise od Ti. S takvim poviSivanjem granice velikih
izduZenja Cesto se pojavljuje i nepoZeljno smanjivanje dilatacije
pri kidanju, tj. materijal postaje krhkiji. Krivulja koja se stvara
uzastopnim optere¢ivanjem i rastere¢ivanjem do +o0T zove se
histereza elasti€nosti (si. 2b). Ona nastaje zbog zaostajanja dila-
tacije za naprezanjem, pa povrSina koju ona omeduje mjera je
za onaj dio mehanicke energije koji se u jednom ciklusu pre-
tvara zbog unutradnjeg trenja u toplinu.

Sl. 2. Dijagram zavisnosti naprezanja i relativne dilatacije pri ponovlje-
nom optereivanju, a postupno dovodenje do loma, b histereza ela-
sti¢nosti

Ako se Celik koji je bio opterecen iznad granice velikih
izduzenja, a zatim duze vremena drZan na miru, opet optere-
Cuje, tada je granica velikih izduzenja Ti bitno visa, a dilata-
cija loma postaje manja Ta se pojava zove starenje Celika.

U nekim materijalima javljaju se i neki drugi efekti zavisni
od vremena To su zaostala (ili naknadna) elasti¢nost i relaksa-
cija naprezanja. Zaostala se elasti¢nost pojavljuje kad se djelo-
vanjem opterecenja ili rastere¢enja odmah ne pojavljuje konacna
dilatacija. Uz konstantno naprezanje dilatacija se povecava kon-
tinuirano i asimptotski teZi nekoj grani¢noj vrijednosti (si. 3).
Taj se fenomen naziva i puzanjem. U nekim se materijalima,
medutim, uz konstantnu dilataciju postepeno smanjuje napre-
zanje. Tada od pocetne vrijednosti 00 naprezanje pada asimptot-
ski prema vrijednosti nula; ta se pojava zove relaksacija na-
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prezanja (si. 4). Pojave naknadne elastiCnosti i relaksacije na-
prezanja karakteristina su svojstva viskoelasticnih materijala.

Vecina gradevnih materijala nema pri obi¢nim temperatu-
rama tako veliku naknadnu dilataciju da bi, kad je eksperiment
kratkotrajan, nastupio lom pri naprezanju koje je bitno manje
od vrijednosti naprezanja koje odgovara lomu. Naprezanje koje
odgovara naknadnoj dilataciji bez loma, kad t 00, zove se
trajna Cvrstoa materijala, i ona se ne moZe dobiti jednim po-
kusom kao naprezanje koje odgovara lomu, ve¢ serijom pokusa
s istim materijalom.

tivna dilatacija s vremenom poprima
neku konaénu vrijednost

ciju u nekim materijalima s vreme-
nom opada naprezanje

Puzanje se u statickom proracunu za beton, osobito za pred-
napregnuti, mora uzimati u obzir, za Celik rjede. Kad su racuni
tocniji, mora se isto tako razlikovati nelinearno elasti¢na dila-
tacija od teCenja; na krivulji e—o (si. 1) to je dio PE.

Zavisnost izmedu dilatacije i naprezanja armiranog betona.
Za armirani beton moraju se veze izmedu naprezanja i dilata-
cije odrediti posebno za beton, a posebno za celik. Krivulja
s— g (radni dijagram) za beton zavisi od mnogih utjecaja, no
prema suvremenim propisima u uvjetima grani¢nog optereéenja
mjerodavan je paraboli¢no-pravokutni dijagram (si. 5). Ordinata
tjemena Tparabole ima vrijednosti 0,7/?K(70% Cvrstoce pokusne
kocke od betona, tj. 70% od marke betona), a apscisa s =
= 3,5%0. U toj fazi beton teCe neograni¢eno. Oblik stvarnog
radnog dijagrama za beton zavisi i od trajanja opterecenja.
Prema takvu dijagramu beton je elastoplasticno tijelo, s ne-
sprijeCenim deformacijama u plasticnom podrucju. Dijagrami
s—g slicni su za sve marke betona, a jedan iz drugog proizlaze
promjenom mjerila za ordinate Gb.

Deformacijsko ponaSanje Celika kad se dimenzioniraju armi-
ranobetonske konstrukcije prikazuje se bilinearnim dijagramom
dilatacija—naprezanje (si. 6). Prvi dio dijagrama odgovara
idealno elasticnom tijelu s modulom elasti¢nosti tan(p=E =
= 21+I05MPa od ¢ = 0 do 0 = gt, a zatim se nastavlja kao
za idealno plasticno tijelo (paralela s apscisnom osi), od eT=
= gt/E do £= 5%0. Dilatacija ve¢a od 5% O (= 5mm/m) ne
smije se pri izraCunavanju veli€ina za teCenje uzimati u obzir.
Pretpostavlja se da tada poCinje otkazivanje konstrukcije, iako
bi pri lomu u slabo armiranim elementima mogle nastupiti i
bitno vece dilatacije.

Prema usvojenim idealizacijama (si. 5 i 6) beton i Celik su
elastoplasti¢ni materijali. Stvarno je ponaSanje betona, medutim,
elastoviskoplasticno, tj. zavisno i od vremena.

SI. 5. Dijagram zavisnosti naprezanja
i relativne dilatacije armiranog betona
nom betonu

Dijagram £—g za jednoosno stanje naprezanja omogucuje
predodzbu o idealizacijama koje se uvode kao pogodne za
diskusiju o osnovnim mehaniCkim svojstvima materijala. Na
si. 7 prikazani su takvi dijagrami za nekoliko idealizacija.

/
SI. 7. Dijagrami zavisnosti naprezanja i relativne deformacije za idealizirane
materijale: a krut materijal, b idealno elastican, ¢ krut-idealno plasti¢an,
d krut-idealno plastican s ofvriéenjem, e linearno elasti¢an-idealno plasti¢an,
/ linearno elasti¢an-idealno plasti¢an s o€vrs¢enjem

Veze izmedu dilatacije i naprezanja zavise isto tako i od
temperaturnih promjena. PoviSena temperatura olakSava pla-
sticne deformacije (snizava granicu elasti¢nosti i teCenja te poja-
Cava puzanje), a mozZe isto tako djelovati i na promjenu unu-
traSnje strukture materijala (npr. kaljenje Celika, lijevanje Ze-
ljeza i si.).

U granicama temperaturnih promjena, kakve se obi¢no po-
javljuju u gradevinarstvu, moZe se pretpostaviti kad se defor-
macije ne spreCavaju da je dilatacija zbog temperaturne pro-
mjene proporcionalna toj promjeni, tj. da je

f= da (15

gdje je a koeficijent linearne dilatacije zbog temperaturne pro-
mjene. Dilatacije nastale zbog temperaturnih promjena obi¢no
se superponiraju dilatacijama nastalim zbog naprezanja.

Veze izmedu naprezanja i deformacije u nekim karakteristic-
nim vrstama materijala. U analizi mehanickih svojstava mate-
rijala pogodna je primjena reoloskih modela koji su formirani
tako da se odnose na veze izmedu devijatorskih dijelova ten-
zora deformacije i naprezanja pri jednoosnom stanju napre-
zanja. Za osnovne materijale reoloSki modeli sastoje se samo
od jednog elementa, dok se za sloZzene materijale sastoje od
viSe elemenata koji se medusobno spajaju paralelno ili serijski,
ve¢ prema svojstvima promatranog materijala

oi a, on
) H nL -3 SLV.

b G c o’

o=Ei: a=-]$ 0=

Sl. 8. Reolodki modeli triju osnovnih ma-

terijala: a idealno elasticnog materijala,

b viskoznog fluida, ¢ idealno plasti¢nog
materijala

Na si. 8 vide se reoloSki modeli za tri osnovna materijala
s osnovnim jednadzbama koje Kkarakteriziraju ponaSanje tih
materijala.

a) Idealno elasti€an (Hookeov) materijal, oznaka H. Za njega
vrijedi: 0 = E£, tj. b = EC, gdje je E modul elasti¢nosti. Reo-
loSki model jeelasticna opruga (si. 8a).

b) Viskozan fluid (Newtonov materijal), oznaka N. Za njega
vrijedi: 0 — rj£, gdje je rj koeficijent viskoznosti. Reoloskimodel
je Kklip koji segiba u otpornoj sredini (si. 8h).
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€) Idealno plasti¢an (Saint Venantov) materijal, oznaka St. V.
Za njega vrijedi: a = gt, gdje je <T naprezanje na granici
teCenja ReoloSki model cine dvije ploCe medu kojima postoji
Coulombovo (suho) trenje (si. 8c).

Kombinacijama tih modela mogu se pribliZno modelirati
mehanicka svojstva stvarnih materijala

Ako se pretpostavi da je deformacija infinitezimalna, moze
se postaviti da je dij M ¢i%, tj. da se tenzor brzine deformacije
zamijeni tenzorom brzina komponenata deformacije.

Idealno elastiCan (Hookeov) materijal. Kad je naprezanje
jednoosno, taj se materijal ponasa prema Hookeovu zakonu

a —Es, (16)

Koeficijent E koji ima dimenziju naprezanja, jest modul ela-
sticnosti ili Youngov modul, a v je bezdimenzijska veli¢ina koja
se zove Poissonov koeficijent ili omjer i mjera je za poprecnu
deformaciju Stapa

Za homogeni, izotropni, idealno elasti¢ni materijal postoje
dvije medusobno nezavisne konstante materijala kojima se opi-
suju razlicite veze koje postoje izmedu naprezanja i deformacije.

Kad je naprezanje prostorno, veze izmedu komponenata na-
prezanja i deformacije imaju oblik (u tenzorskim oznakama)

1+v 17
2n ijsSkk’ (@)
odnosno inverzno
Gij  2/iSij 4" AdijSkii, (18)
gdje su p i A Lameove konstante definirane izrazima:
E
modul Klizanja), 19
21+ v ¢ ja) (1)
Ev 2Gv
(19b)

2=

1+ vl —2v) 1=2v

Jednadzba (17) moZe se pisati i alternativno, posebno za
sfeme, a posebno za devijatorske dijelove tenzora deformacije

i naprezanja:
1

oK 1w (20)

gdjeje/r— A -modul stlagivosti ili stisljivosti ili kompre-
sibilnosti, tj. koeficijent koji daje zavisnost izmedu volumenske
dilatacije e = §jj i srednjega normalnog naprezanja s = (1/3)"-:
1 . 1

. il &= sKeir @)

Ako je idealno elasti€no tijelo anizotropno, veze izmedu
deformacije i naprezanja mogu se prikazati kao najopcenitija
linearna relacija izmedu svih komponenata deformacije sa svim
komponentama naprezanja, pa se to svodi na sustav od Sest
linearnih jednadzbi, koje se mogu pisati u matrinom obliku

(22

gdje su {e} i {<} ZesteroClani vektori-stupci komponenata de-
formacije i naprezanja, a [c] je simetri€na matrica reda 6x 6.
Elementi te matrice su konstante elasticnosti materijala, tj.
odredene kombinacije modula elasti¢nosti, Poissonovih omjera
(koeficijenata) i modula klizanja. U opéenitom slucaju anizo-
tropije postoji 21 nezavisna materijalna konstanta, a za posebne
slucajeve, kad je struktura materijala na neki nacin simetricna,
ima manje nezavisnih konstanata. Koeficijenti elasti¢nosti E i v
odreduju se u konkretnim sluc¢ajevima eksperimentalno, najcesée
pomocu aksijalno napregnutog Stapa. Ponekad je pogodnije di-
namicko ispitivanje s oscilatorno promjenljivim optere¢enjem.

Viskozan fluid (Newtonov materijal). Veze izmedu naprezanja
i deformacije, pisane posebno za sfeme i devijatorske dijelove
tenzora, glase

£i (23)

Eji ~ 3K ajj’ T2
gdje je K modul kompresije, dok je 1j Newtonov koeficijent
viskoznosti. Prva se jednadZzba odnosi na elasticnu promjenu
volumena fluida pri hidrostatickom tlaka Ako je fluid tekuéina,
tada se pretpostavlja da je on nestlaCiv, tj. da je K = oo.

1z reoloSkih modela prikazanih na si. 8 moze se analizirati
ponasanje linearno elastiCnog tijela s poznatim modulom E i
viskozne tvari s poznatim koeficijentom viskoznosti 1.

Za elastiCnu je oprugu a = pa slijedi da takvo tijelo
pokazuje svojstvo trenutne elasticnosti i trenutne povratne de-
formacije. To je prikazano na si. 9a. Tada je tijelo podvrgnuto
konstantnom naprezanju g = 00 koje je pocelo trenutno djelo-
vati i zatim ostalo stalno, a prikazano je izrazom

G = GOH ()9 (24)
gdje je H{t) Heavisideova funkcija definirana

i0zat”™O

za i> 0. 25)

H(t) =
Ako se u nekom trenutku tijelo naglo rastereti, dilatacija £
trenutno prati tu promjenu.

0 £

Q(t)=rje0S(t)

SI. 9. Dijagrami vremenskih promjena naprezanja i relativnih dilatacija: a
idealno elastitnog materijala, b viskozan fluid pri konstantnom naprezanju i
¢ pri nagloj dilataciji

Za viskozni fluid prikazan modelom Kklipa u otpornoj sre-
dini (si. 8b) vrijedi da je g —rje, tj. naprezanje je propor-
cionalno prirastu (brzini) deformacije. 1z toga slijedi da ¢e pri
konstantnom naprezanju er() = gOH(t) dilatacija konstantno
rasti (si. 9b). Medutim, ako se naglo pojavi dilatacija koja
zatim ostaje konstantna, tj. s(t) = sOH{t\ dijagram naprezanja
ima izgled impulsa (si. 9¢), pa je G(t) = rJ0S(t), gdje je S{t)
Diracova ili delta-funkcija definirana sa S(t) = 0 za t 4=0;
<Ki) =00 za t =0. Tako bi se, prema tome, ostvarilo besko-
nacno veliko naprezanje. To je fizikalno nemoguce, pa slijedi
da nije moguca trenutna konacna deformacija viskoznog fluida.
Ta se Cinjenica odrazava i pri analizi svojstava viskoelasti¢nih
tijela

PonaSanje elastitne opruge i viskoznog Kklipa sluzi kao
osnova za analizu pona3anja viskoelasticnih materijala. Eksperi-
menti sa G(t) = GOH{t) i s(t) = sOH(t) osnovni su metodoloski
pristupi analizi svojstava viskoelasti¢nih materijala.

Viskoelastican materijal. Kombinacijom svojstava elasticnog
i viskoznog tijela mogu se prikazati razliCiti viskoelasticni ma-
terijali prema kojima se u odredenim uvjetima mogu aproksi-
mirati ponaSanja nekih stvarnih materijala.

Viskoelasti¢ni materijali pokazuju neka specificna svojstva.
To su: trenutna elasti¢nost, puzanje pri konstantnom napre-
zanju, relaksacija napona pri konstantnoj dilataciji, trenutna
povratna dilatacija, zaostala elastiCnost i trajna deformacija.

Od stvarnih gradevnih materijala viskoelasticno ponaSanje
pokazuje beton, metali na viSim temperaturama, bitumen, asfalt
i dr. Mnoge moderne teorije o betonu, asfaltu i bitumenu
zasnovane su na njihovim viskoelasti¢nim odnosno elastovisko-
plasticnim svojstvima
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Kelvinov (ili Voigtov) materijal prikazan je reoloSkim mode-
lom kao paralelni spoj elasticne opruge i viskoznog Klipa
(si. 10a). Veza naprezanja i dilatacije pri jednoosnom stanju
naprezanja moze se prikazati jednadzbom

. E 1
£EH _£= —4 26
75 7 (26)
dok se za prostorno stanje naprezanja mogu veze naprezanja
i deformacije napisati u obliku
Ny + 80 = — alj. 27
& ~3Kajj dy + s alj @7
Ako se takav materijal optereti sa o = cOH (t\ tada iz (26), ako
je za t = 0 dilatacija e = 0, slijedi

0o

1 —exp 1
1 7 E

l-expl|- — (28)
Ako u trenutku t =0 u tijelu ve¢ postoji zateCena dilatacija
£0, tada je

e(t) = EDexpg ~ ~Etj\ + QO 1- exp (29)

Kelvinovo tijelo kvantitativno prikazuje ponaSanje betona u
fazi opterecenja, ali ne i u fazi rasterecenja (jer su mu deforma-
cije povratne). Takvim tijelom, osim toga, ne moZe se prikazati
ni utjecaj starosti betona na deformaciju.

(7=0

Sl. 10. Kelvinov ili Voigtov materijal: a reoloski mo-
del,/? dijagram zavisnosti naprezanja i relativne dilata-
cije tokom vremena

Iz jednadZzbe (28) dobiva se tok dilatacije uz konstantno
naprezanje u fazi opterecenja i rastere¢enja (si. 10b). Vidi se
da dilatacija zaostaje za naprezanjem; to je svojstvo zaostale
elasti¢nosti. Taj se fenomen naziva i puzanjem. Veli€ina Tret = rj/E
karakterizira zaostajanje dilatacije, pa se zove vrijeme retarda-
cije. Ono se moZe tretirati i kao mjera za vrijednost unutraSnjeg
trenja u materijalu. Kad t ->o00, dilatacija asimptotski tezi
prema vrijednosti s = o0/E. Kelvinov model prikazuje ¢vrsto
tijelo, jer viskozan klip nije slobodan, ve¢ je paralelno spojen
s oprugom.

Maxwellov elastoviskozni fluid. Model takva fluida jest se-
rijski spoj elasticne opruge i viskoznog klipa (si. 11a). Taj je
materijal tekuéina. Za jednoosno naprezanje veza je izmedu
naprezanja i dilatacije

£ L + 1<7 30
0t 5 (30)

Ako se takvu materijalu nametne naprezanje <(i) = (rOH(t),

iz (30) slijedi da je

3D

Dilatacija trenutno postigne vrijednost o0O/E, a zatim raste li-
nearno. Pri rastereCenju dilatacija se smanjuje skokovito, a
zatim ostaje konstantna (si. 11b).

Ako se Maxwellov materijal trenutno produlji (si. 11c), na-
prezanje se mijenja prema izrazu

<) = exp|—C1'= ££0exp C1  ££0exp — 32)
r\ ) \ r\ rel
To smanjivanje naprezanja pri konstantnoj dilataciji naziva se
relaksacijom naprezanja, a vrijednost “rel = rj/E zove se vrijeme
relaksacije koje karakterizira brzinu smanjivanja naprezanja.
Medutim, ni Kelvinov ni Maxwellov materijal ne mogu po-
uzdano opisati ponaSanje stvarnih viskoelasti€nih materijala,
jer nemaju sva karakteristi¢na svojstva. Kelvinov materijal nema,
kad se optereCuje, trenutne elastine deformacije, a niti trajne
deformacije kad se rastereCuje, dok se Maxwellovim materija-
lom ne moZe prikazati smanjivanje prirasta dilatacije, §to je
karakteristika puzanja u primarnoj fazi za mnoge stvarne ma-
terijale. Stoga se u praksi komponiraju i modeli s viSe elemenata
(opruga i klipova), kojima se poku3ava posti¢i bolje oponaSanje
svojstava stvarnih materijala.

<7=(o e=£0

(7=0

»[U VA

SI. 11. Maxwellov elastoviskozan fluid, a reoloki model, b dijagrami zavisnosti
naprezanja i relativne dilatacije tokom vremena pri naglom rastereéenju i c pri
nagloj dilataciji

Elasti¢no produljen Kelvinov (standardan) materijal. Model
je tog materijala serijski spoj elasticne opruge i Kelvinova
tijela (si. 12a). Taj materijal, nazvan i standardnim materija-
lom, ima svojstvo trenutne elasti¢nosti i povratne deformacije.
Pri opterecenju o = §0H(t) pokazuje svojstvo puzanja. Tada
se vremenska zavisnost dilatacije moZe prikazati izrazom

dt) = - — - — 33
) 5 ?exp\( = ]f + 5 (33)
u koji su uvedene oznake
r=E2, - 33a
P Ei + £2 El1+ £2 (332)

Na si. 12b prikazan je tok funkcija <) i e(t) u fazi optere-
¢enja i rasteretenja

| taj materijal u fazi optere¢enja dobro aproksimira pona-
Sanje betona, a pogodnim izborom konstanata £1 i £2 moze se
prilagoditi stvarnom materijalu.

Postoje i modeli sa Cetiri elementa To je, npr., Burgersov
materijal koji je modelom prikazan kao serijski spoj Maxwellova
i Kelvinova tijela; on ima svojstvo trenutne elastinosti i viskoz-

0=0

uji

T

SI. 12. Elasticno produljen Kelvinov materjal. a reo-
loski model, b dijagram zavisnosti naprezanja i rela-
tivne dilatacije
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nog te€enja, na koje je superponirano puzanje Kelvinova tijela.
Taj je materijal teku¢ina, pa ne moZze vjerno aproksimirati
ponaSanje Cvrstih materijala (npr. betona).

Za jednoosno naprezanje veza naprezanja i dilatacije prika-
zana je izrazom

Na si. 13 vidi se reoloSki model Burgersova materijala i za-
visnost dilatacije od vremena pri optereéenju cr{t) = oOH(t), u
fazi opterecenja i rasterecenja. Vremenska je zavisnost dilatacije
tada

e/(%)=i0+§)t+g)l—exp (35)
Ei ! 2 Y2

Prvi Clan prikazuje trenutnu elasti¢nost, drugi viskozno tecenje,
a treCi zaostalu elasticnost.

SI. 13. Burgersov materijal, a reolodki model, b dijagram zavisnosti napre-
zanja i relativne dilatacije

U praksi se upotrebljava niz modela sa tri, Cetiri, pa i viSe
elemenata. Tada se pogodnim izborom konstanata £¢ i p po-
kuSava Sto bolje aproksimirati ponaSanje stvarnih materijala.
Pri tom se javlja joS jedna teSkoéa, naime, konstante se nekih
gradevnih materijala mijenjaju svremenom (beton, neke plasti¢ne
mase); ta se pojava naziva starenjem materijala. Isto se tako
stvarni materijali zbog svoje kompleksne strukture ponaSaju
kao da imaju vise vremena relaksacije. Stoga se bolja aproksi-
macija trazi pomocu generaliziranih Maxwellovih i Kelvinovih
modela, formiranih kao vise Maxwellovih, odnosno Kelvinovih
modela spojenih serijski ili paralelno.

Diferencijalni i integralni oblici veza izmedu naprezanja i de-
formacije u viskoelasti¢nim tijelima. U dosadasSnjim razmatra-
njima bile su veze izmedu devijatorskih dijelova tenzora napre-
zanja i deformacije prikazane u diferencijalnom obliku. Tada
rang diferencijalnih operatora zavisi od broja Newtonovih ele-
menata. Na primjer, u Burgersovu tijelu javljaju se diferencijalni
operatori drugog reda, npr. jednadzba (34). Kad postoji pro-
izvoljan broj Kelvinovih i Maxwellovih elemenata, moze se za-
visnost napisati u opcenitom obliku

2GQs\j =P, (36)
gdje su P i Q diferencijalni operatori proizvoljnih redova n im:
d d2 dn
ot +a2d?+ "M+ *g?2+ -"+a"a?’
@7
bi—d , d
g+ b2d?2+ " + mdr

Koeficijenti at i bi zavise od konstanata elasti¢nosti i viskoznosti
osnovnih elemenata, a odreduju se eksperimentalno u laborato-
rijskim uvjetima, obi¢no eksperimentima puzanja i relaksacije.

te x, 7

lako se spajanje reoloskih modela €esto upotrebljava, poka-
zuje se da ni vrlo sloZzeni modeli ne mogu dovoljno to€no
prikazati ponaSanje stvarnih materijala Stoga se trazZi alterna-
tivni put, ograniCen takoder na linearne veze, koji je zasnovan
na primjeni principa superpozicije, a predloZio ga je Boltzmann
(1874). Veze se dobivaju u integralnom obliku.

Neka je u trenutku i materijal u kratkom vremenskom in-
tervalu di podvrgnut naprezanju <t(t). Za neelasticnu deforma-
ciju koja se tada pojavljuje pretpostavlja se da opada s vre-
menom tako daje u vremenu t > t preostali dio te deformacije
cp(t —t)ofijdi, gdje je (p(t —i) neka funkcija karakteristicna
za materijal. Ta funkcija monotono opada i zove se nasljedna
funkcija ili funkcija pamcenja.

Ako se doda trenutna elasti¢na deformacija i ako se napre-
zanje mijenja neprekidno s vremenom u vremenskom intervalu
od O do t, dobiva se

(38)

Ako je poznata deformacija e(t) i trazi se a(i), onda je izraz
(36) linearna integralna jednadzba Volterrina tipa druge vrste
s jezgrom cp(t —t), a rjeSenje joj ima oblik

ot) = Ee(t) — xp(t — (39)

gdje je xp(t —t) rezolventa jezgre (p(t —t). Za stvarne materijale
problem je kako naéi funkciju op().

Osvrt na neke suvremene teorije 0 vezama izmedu naprezanja
i deformacije u betonu. Kombinacijama Hookeovih i Newtono-
vih materijala mogu se dobiti viskoelasticne karakteristike ma-
terijala, ali ne i njegova plasticna svojstva (tj. ireverzibilna
deformacija tokom rasterecenja).

Kad se promatraju naprezanja u realnim uvjetima, pretpo-
stavlja se da vrijedi linearna zavisnost izmedu naprezanja i de-
formacije, iako bi za beton bila adekvatnija kombinacija ne-
linearne elastiCnosti i plasti¢nosti.

Dijagram e = e(t) ima za beton pri optereCenju a(t) =
.= 00H(t) i rastereéenju na a = 0 oblik prema si. 14. Vidi se
da pri rastereCenju postoji elasticna, viskoelastiCna i plastiCna
dilatacija.

U linearnoj teoriji te€enja zanemaruju se plastine defor-
macije.

SI. 14. Dijagram zavisnosti naprezanja i relativne
dilatacije betona tokom vremena

Specificna deformacija betona (tj. deformacija djelovanjem
jedini¢nog naprezanja) funkcija je vremena t i starosti i betona
prema izrazu

S =g O (40)

Na desnoj je strani prvi ¢lan specifi€na elasti¢na, a drugi spe-
cifina viskozna deformacija (ili mjera puzanja). Starost betona
t vrijeme je od stvrdnjavanja betona do trenutka kad pocinje
djelovati opterecenje. Betoni razliCite starosti imaju i razliCite
deformacije. Opcenito vrijedi da je e = e(t,t). Naprezanje u be-
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tonu zavisno je od vremena, a zavisnost dilatacije od naprezanja
moZe se napisati u obliku

etx) = chid(tz) = <b®) — +  C(t @1)

Primjenom principa superpozicije moZe se ta veza nakon odre-
denih transformacija svesti na oblik

dt. 42
£() 42)
To je integralna jednadzba Volterrina tipa druge vrste, a njezina
je jezgra zapravo karakteristika materijala
Ako se funkciji specificne viskoznosti C(t,t) pridaju posebni
oblici, dobivaju se razli€ite teorije betona.
Nasljedna teorija starenja. Specificna viskoznost C(t,v) moze
se izraziti u obliku

CtT) = CO+ — {1 - exp[—y(i- O}, 43)

gdje su velicine CO, Al iy konstante koje se odreduju ekspe-
rimentalno.

Funkcija se C(t,r) zbog lak3e primjene moZe i pojednostav-
niti ako se pretpostavi da je beton dovoljno star, pa njegovo
dalje starenje ne utjeCe na puzanje. Deformacija betona sastoji
se tada od trenutne i od nasljedne deformacije, pri ¢emu na-
sljedna deformacija zavisi samo od trajanja deformacije, pa je
mjera puzanja odredena izrazom

c@T) = CAt - 1) 44

To je osnova nasljedne teorije, bez uvodenja starosti betona.
U teoriji starenja, medutim, uzima se mjera puzanja u obliku

C(f,t) = C(t) - c). (45)

Prema nasljednoj teoriji deformacija je betona pri rastere-
¢enju potpuno povratna, dok prema teoriji staranja deformacija
betona, dostignuta u fazi optereCivanja, ostaje nepromijenjena
i poslije rasterecenja Stvarno ponaSanje betona pokazuje da se
postignuta deformacija vra¢a samo djelomicno, tj. najbolje se
priblizava nasljednoj teoriji starenja

Sve navedene teorije betona vrijede u takvu obliku za jedno-
osno naprezanje. Medutim, moguca je njihova generalizacija pa
se moze primijeniti i na proizvoljno prostorno naprezanje.

Dinamicko ispitivanje viskoelasti¢nih materijala. Osnova sta-
ti€kog ispitivanja svojstava viskoelastiCnih materijala jesu ekspe-
rimenti puzanjem i relaksacijom naprezanja. Kad je naprezanje
trenutno nametnuto koje zatim ostaje konstantno, o = 00 H(t),
prati se promjena dilatacije s vremenom (puzanje), a kad je
dilatacija e = EDH(t), prati se smanjivanje naprezanja s vreme-
nom (relaksacija naprezanja).

Postoje, medutim, mogucnosti da se mehani¢ka svojstva
viskoelasti¢nih materijala ispituju i dinamicki, primjenom har-
monijski promjenljivoga vanjskog opterecenja. Takvo se ispiti-
vanje Cesto primjenjuje u analizi svojstava asfaltnih i bitumen-
skih mjesavina, na pogodno izradenim pokusnim gredicama. Te
mjeSavine pokazuju viskoelasti€na svojstva, te se mogu i mo-
delirati grupama Kelvinovih i Maxwellovih elemenata.

Ako se pokusnoj gredici od takva materijala nametne oscila-
torno promjenljiva dilatacija

e(r) = e0qio}t, (46)

tada ¢e se i naprezanje mijenjati harmonijski s istom kruznom
frekvencijom oo, ali s faznim pomakom < pa je

<) = <DVe'(wi +5 (47a)
§to se mozZe napisati i u obliku
<10 = <r*eltoi, (47b)

gdje je <~ kompleksna amplituda naprezanja

7 = DVeB= DS + isin<3). (48)

Tada se koli€nik

= £*(co) (49)
eo
naziva kompleksnim modulom. Funkcija £*(co) kompleksna je
funkcija kruzne frekvencije c. Ako se izraz (48) uvrsti u (49),
dobiva se

E* =
S

Prvi je Clan u fazi s dilatacijom; to je realni dio kom-
pleksnog modula, a €esto se naziva i povratnim modulom

= (00s<5 + isin<B) = Ej + i£2. (50)
£0

£t = — Q055 (51)
£0
Drugi je €lan E2 imaginarni dio kompleksnog modula, a na-
ziva se i izgubljenim modulom

E2=—sing (52
£o

Primjenom kompleksnog modula moze se veza izmedu napre-
zanja i dilatacije napisati u obliku

g = (Ei + iE2)e (53)

Iz prethodnih izraza slijedi takoder da je

tan5 = | 2. (54)
E\

Taj se izraz zove mehanicki gubitak.

Navedenim izrazima karakterizira se sposobnost materijala
za oCuvanje mehanicke energije pri deformaciji. Povratnim mo-
dulom E1 (engl. storage modulus) uzima se u obzir skupljanje
i oslobadanje mehanicke energije u toku harmonijski promjen-
ljive dilatacije, a izgubljenim modulom E2 (engl. lost modulus)
disipacija energije,odnosno njeno pretvaranje utoplinu zbog
unutraSnjeg trenjaumaterijalu u toku oscilacija Omjer E2EI
mjera je za sposobnost priguSenja u niskoelasticnim materija-
lima MoZe se pokazati da je energija priguSenja (tj. omjer
energije AW disipirane u jednom ciklusu oscilacije i maksi-
malne energije W koju sustav moZe saCuvati uz odredenu
amplitudu) jednaka

\W .

— = 2Tusin<5. (55)

W
Prema tome, sposobnost viskoelastichnog materijala za apsorpciju
mehaniCke energije (priguSenje) zavisi samo od faznog kuta 5
koji je funkcija kruzne frekvencije oo, pa je ta sposobnost me-
hanicka karakteristika materijala, nezavisna od amplitude napre-
zanja i dilatacije.

Omjer amplitude naprezanja i dilatacije ¢0/e0 naziva se Cesto
modulom krutosti promatranog materijala, npr. neke asfaltne
mjeSavine.

Pokusne gredice za ispitivanje takvih materijala obi¢no su
konzole kojima je slobodan kraj podvrgnut harmonijski pro-
mjenljivom vanjskom utjecaju. Takvim ispitivanjem dobiva se
kompleksni modul £*, pomocu kojeg se onda mogu odrediti i
druge mehanicke karakteristike materijala, osobito njegova kru-
tost, koja na neki nacin karakterizira i otpornost materijala
pri eksploataciji.

Viskoelasti¢na, to€nije elastoviskoplasti¢na svojstva pokazuje
i zemljiSte, za koje postoje razradene metode ispitivanja i odre-
divanja grani¢ne nosivosti (v. Mehanika tla, TE 8, str. 235).

Plastican materijal. ldealan materijal kojemu se pripisuje
svojstvo plasticnosti mora biti kruto plastican. Takav se mate-
rijal trajno deformira samo kad je zadovoljen uvjet plasti¢nosti
f (a.) = 0. Pod tim uvjetom razumijeva se takva veza izmedu
komponenata tenzora naprezanja <z, ili izmedu glavnih napre-
zanja 91, da u promatranoj tocki tijela pocinju plastiCne de-
formacije koje zatim ubrzo dovode do loma
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PlastiCan materijal moZe biti idealno plasti¢an ili plastican
s o€vrSéenjem. Osim toga, prema prihvacenoj idealizaciji moze
biti kruto plasti€an ili linearno elasti¢an-plasti€an (si. 7).

Savreno plastian materijal. To je materijal koji ne pruza
otpor plasticnoj deformaciji, tako da je prirast naprezanja ne-
mogué. To je, dakle, materijal za koji, osim /(0”) = 0, vrijedi
daje id/(er() = 0. Kad je takav materijal rasterecen, dficr,-,) < 0,
ponaSa se kao krut materijal.

Zbog izotropije mora /(<7f/) biti simetricna funkcija glavnih
naprezanja, pa se uvjet plasticnosti moze napisati prema invari-
jantama naprezanja u obliku /[/i(<7),/2(<7)/3(<7)] = 0. Kako se
iz iskustva zna da se plasticnom deformacijom volumen tijela
mijenja zanemarljivo malo, tj. da plastiCna deformacija ne zavisi
od /i(cr), mozZe se uvjet plastiCnosti napisati u obliku

=0. (56)

Ako se tenzor naprezanja rastavi u sferni i devijatorski dio,
moZe se vektor poloZaja promatrane tocke u prostoru napre-
zanja (fj. u koordinatnom sustavu OgiG2g3) prikazati kao zbroj
vektora intenziteta /i(<)/3 na hidrostati¢koj osi (to je pravac
koji zatvara jednake kutove s koordinatnim osima) i devijator-
ske komponente koja lezi u devijatorskoj ravnini gl+ g2+
+ g3 = 0 (si. 15). Odatle se vidi da jednadZba (56) prikazuje u
prostoru naprezanja valjak kojemu su izvodnice paralelne s
hidrostatickom osi. Presjek tog valjka s devijatorskom ravninom
zove se krivulja plasticnosti, i ona daje potpun geometrijski pri-
kaz uvjeta plasticnosti oblika (56). Krivulja plasticnosti je za-
tvorena, sektorski simetricna krivulja. Uvjeti plasticnosti mogu
se dovesti u vezu s odredenim fizikalnim fenomenima.

Tresca-Saint Venantov uvjet plasti¢nosti. Plasticno teCenje na-
stupa kada najvece tangencijalno naprezaje inex dostigne neku
kriticnu vrijednost. Tada je

kl - = 2k= (Tj,
\g2 - gd\= 2k = Gj,
KB <i|—2k = Gp,

(57a)

li
[kl - g22- 4/c2[((72 - g32- 4/c2] [(<3- G)2- 4/c2] = 0.
(57b)

Prema tome uvjetu krivulja plasticnosti je Sesterokut.
Huber-Hencky-Misesov uvjet plasti¢nosti. Plasticno teenje

zapoCinje kada deformacijski rad utroSen na promjenu oblika
(bez promjene volumena) dostigne neki kritican iznos. Tada je

IK) s 7jffo-k2=J02 0, (58)

ili izrazeno pomocu glavnih naprezanja
- <2+ (2- B2+ (<3- <M)2=6 (59)

Krivulja plasticnosti ima tada oblik kruznice.

Ispitivanja na stvarnim materijalima pokazuju najcesce
veoma dobro slaganje s tim dvama uvjetima plasti¢nosti.

Coulombov uvjet plasticnosti polazi od pretpostavke da pla-
sticna deformacija nastaje tako Sto u kriticnim ravninama na-
stupa relativno klizanje materijala. Te ravnine mijenjaju od
toCke do tocke svoj polozaj, pa se radi o plohama klizanja.
Kriti€no tangencijalno naprezanje inu ravnini klizanja propor-
cionalno je normalnom naprezanju onna toj ravnini, a njihova
medusobna zavisnost prikazana je jednadzbom

rn= <ntan<p + c, (60)

gdje je c koeficijent kohezije materijala, a e kut unutradnjeg
trenja. VeliCine c i e karakteristike su materijala. Taj se uvjet
odnosi na sipke materijale, a sluZzi najvise u mehanici tla.
Coulombov uvjet teCenja nije pogodan jer je teSko odrediti
ravnine za koje je ispunjen uvjet (60). Za rjeSavanje je pogodan
grafi€ki postupak, uz primjenu Mohrovih kruznica.

Plastican materijal s ofvrséenjem. To je materijal za koji je
potreban prirast naprezanja da bi se poslije dostizanja uvjeta
plasti¢nosti pojavila dalja deformacija. Takvo je stanje poslje-
dica strukturnih promjena u materijalu nakon porasta optere-
¢enja. Za jednoosno naprezanje to je zona oc¢vrséenja u dija-
gramu e—g, dok se za prostorno naprezanje takva pojava ka-
rakterizira pomocu energije potrebne za plasticnu deformaciju,
ili se pretpostavlja da o€vrsS¢enje zavisi od intenziteta defor-
macije. Na primjer, za Huber-Hencky-Misesov uvjet plasti¢no-
sti ta se pretpostavka mozZe prikazati izrazom

(<7i - ff2)2+ (g2 - g3)2--(g3 - (Tj)2= 6k2= 2g2 = 2H(s),

(61)

gdje je ¢ intenzitet devijatora naprezanja, s intenzitet devijatora
deformacije, a H je funkcija o€vr3¢enja pri deformaciji koja se
za svaki slu¢aj mora posebno odrediti.

Veza izmedu naprezanja i deformacije. Odredivanje veza iz-
medu naprezanja i deformacije u plasticnim materijalima veoma
je slozen zadatak, jer polju naprezanja ne odgovara jedno polje
deformacije. Pri odredivanju deformacija koje odgovaraju ne-
kom polju naprezanja potrebno je znati i prethodnu defor-
maciju.

Idealno pbstican materijal. Za Saint Venantov materijal vri-
jedi da se do dostizanja uvjeta plasti¢nosti tijelo ponasa kao
potpuno kruto, pa je

¢ij= 0 za g2 < 3k2. (62a)
Pretpostavlja se da je materijal nestlaCiv (tj. e = skk = 0, pa je
sij = Sij, tj. tenzor se deformacije svodi na devijator) i da su
komponente tenzora brzine deformacije proporcionalne pripad-

nim komponentama devijatora naprezanja. Tada je

kk = 0; sij=eu=~G\j za g2= 3/c2 (62b)
gdje 1/(22) nije konstanta, ve¢ je to funkcija koja se mijenja
od toCke do toCke, a zavisi od stanja deformacije u proma-
tranoj toCki. Saint Venantov materijal je plastiCan analogon
idealnom fluidu, pa se svodi na njega za 7= 0, tj. za k = 0.
MozZe se pokazati da za idealno plasti¢ni materijal vrijeme nije
bitan parametar. Relacije (62b) mogu se svesti na oblik

dEj = d SGiij. (63)
Kako postoje prirasti deformacija, potrebno je znati prethodno
naprezanje, tj. brzinu optereCivanja. Ako se zna samo polje
naprezanja, a ne i prethodno naprezanje, onda se dobiva samo
tendencija deformacije, a ne i deformacija. Vrjednost deformacije
ostaje neodredena ako nije na neki nain propisana rubnim
uvjetima
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Henckyjev materijal mnogo se primjenjuje u teoriji plastic-
nosti, a definiran je tako da postoji proporcionalnost izmedu
g i g a ne samo izmedu a i £ Ako vrijedi Huber-Hencky-
-Misesov uvjet plasti¢nosti, tj. da za a2 < 3k2 vrijedi da je
Sij = 0 (dok jo$ uvjet plastiCnosti nije dostignut, materijal se
ponasSa kao krut). Dakle vrijedi

= 0; G = za 02= 3lc2, (64)

§to se moze svesti i na oblik

&8jj 2k e<TiJ 69
Uvjet je plasticnosti sadrzan implicitno, no ta jednadZba ne
pokazuje adekvatno plasticno ponaSanje materijala, jer nije
ukljucena i prethodna veza izmedu naprezanja i deformacije.
Henckyjev materijal mogao bi se shvatiti kao plastican analo-
gon Hookeovu elasticnom materijalu. On je kao idealizacija
upotrebljiv ako je optereenje takvo da se svako novo optere-
¢enje nanosi na isti naCin i ako se i u plasticnoj oblasti pret-
postavlja da su deformacije infinitezimalne.
Idealno plasti¢an materijal s ocvr§¢enjem. Oblik veza izmedu
naprezanja i deformacije slican je kao i za idealno plasticni
materijal, pa vrijedi

Bij=0 za f(tTij) < 0 iza di(<Ty)<O0
(66)
za > 0,
a to se moze svesti i na oblik
3 £
(67)

Kad se razmatraju prakti¢ni problemi plasti€nosti, Cesto se
uvodi elastoplasti¢an materijal koji je, zapravo, sloZeni materijal
(Prandtl-Reussov materijal). Ispod granice plastiCnosti taj se ma-
terijal ponaSa prema Hookeovu zakonu. Na granici teCenja
(koja se ne moze prekoraCiti, jer to nije materijal s ovrsce-
njem) ponaSa se za elasti¢ne deformacije prema Hookeovu za-
konu, a za plasticne kao Saint Venantov materijal.

Ispod granice teCenja (za 02 < 3k2) vrijedi (kao i za ela-
sti€no tijelo)

1

£; = Ji
B 3k % (682)
Za granicu tecenja vrijedi
3K Gjj’
. (68b)
i i
2Geii + Tke

Prvi ¢lan na desnoj strani opisuje elasti¢ni, a drugi plasticni
dio deformacije. Ti se izrazi zovu Prandtl-Reussove jednadZbe,
a one se mogu napisati i pomocu prirasta deformacije i na-
prezanja

dfi: (68¢)

so = |G 0TI +2X dZ<TY

Linearno elasti¢no-idealno plasti¢no tijelo osnova je za ela-
stoplastiénu analizu nosaca pri razliCitim oblicima naprezanja.

Sl. 16. Reoloski model linearno elasti¢no-
-idealno plasti¢cnog materijala
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Veza izmedu naprezanja i dilatacije za linearno stanje napre-
zanja ima oblik prema si. 7e, a njegov reoloSki model pri-
kazan je na si. 16.

Svojstva realnih materijala. Takav postupak omoguduje po-
stavljanje elastoplasticne teorije konstruktivnih sustava i razvoj
suvremenih metoda za ocjenu konacne nosivosti nekog sustava.
To omogucuje dimenzioniranje prema teoriji grani¢ne ravnoteze
ili prema teoriji loma.

Kao §to se iz dosadas$njih razmatranja vidi, u analizi razli-
¢itih predlozenih varijanata plasti¢nih tijela javlja se u izotrop-
nim tijelima kao bitna konstanta materijala naprezanje na gra-
nici teCenja <T, koje se odreduje eksperimentalno pomocu ure-
daja za vlacno naprezanje. Ta je konstanta karakteristika ma-
terijala s obzirom na njegovu otpornost ili nosivost.

Plasti¢no teCenje betona zbiva se neograni¢eno bez prirasta
naprezanja, tj. beton se tretira kao idealno plastican materijal.
Beton ima jednaku granicu teCenja i granicu loma. Kad se na-
prezanje a pribliZi vrijednosti  koje znaCi naprezanje pri izra-
Zenoj plasti€noj deformaciji, pocinje rasti Poissonov omjer (koe-
ficijent) v, pa on dostigne i vrijednosti veée od 1/2. To znaci da u
fazi neograniCenih plasticnih deformacija raste i volumen be-
tona,”. volumenska je dilatacija e > 0. Prema tome, djelovanjem
deformacije mijenja se i volumen i oblik. Stoga se uvjet pla-
sti€nog teCenja betona moZe napisati u obliku /|_7i(cr), =
= 0, tj. uzima se u obzir promjena oblika i volumena, ali je
uvjet te€enja nezavisan od 13(¢j). Geometrijski se uvjet teCenja
u betonu moZe u prostoru naprezanja prikazati rotacijskim
paraboloidom.

U celiku se granica teCenja i granica loma razlikuju, jer je
Celik materijal s o¢vrS¢enjem. Tecenje Celika zasniva se na teoriji
ograniCene plasticne deformacije. Pri tom se, za razliku od be-
tona, volumen Celika ne mijenja. Plasti¢na je deformacija Celika
ogranicena

TeCenje u Celiku nastaje djelovanjem tangencijalnih napre-
zanja, dok u betonu moZe nastati lom zbog Cistog smicanja, ili
zbog dostizanja otpornosti betona prema vlaku, od ¢ega zavisi
i matematiCki oblik uvjeta plasti¢nosti.

Pri eksperimentalnom ispitivanju uvjeta plasticnosti moze
se odredivati tlatna ¢vrstoca Pv vlacna ¢vrstoa /2 i posmicna
cvrstoéa /7%, pa se prema tome i podeSava oblik standardnog
pokusnog tijela (kocka, prizma, valjak).

DEFINICIJA 1| ODREDIVANJE OTPORNOSTI
(CVRSTOCE) GRABEVNIH MATERIJALA

Vazan je podatak za ocjenu otpornosti nekog materijala
njegovo ponaSanje pri jednoosnom naprezanju, definirano dija-
gramom e—<. Na njemu se zapaZzaju granica te€enja, Cvrstoca
materijala i naprezanje koje odgovara lomu. Time je definiran
i postupak dimenzioniranja. Situacija je, medutim, za prostorna
naprezanja mnogo sloZenija

Otpornost je materijala svojstvo kojim se on odupire bilo
lomu bilo velikim plasticnim deformacijama koje na kraju opet
dovode do loma. Kad je tijelo napregnuto iznad granice svoje
otpornosti, ono se lomi i raspada. Da bi se takvo kriticno stanje
sprije€ilo, potrebno je na¢i kvantitativnu mjeru otpornosti.

Konstruktivni elementi dimenzioniraju se obi¢no tako da u
normalnim uvjetima eksploatacije nosivost konstrukcije bude
stabilna, tj. da se ni u jednoj toCki elementa ne pojavi lom
ili izrazena plasticna deformacija Odgovor na pitanje koja su
to kriticna stanja kad nastupa lom ili plasti€na deformacija ne
moZe se za prostorno naprezanje odrediti nekim opcenitim teo-
rijskim razmatranjem, pa se treba pouzdati u rezultate ekspe-
rimenata i u neke hipoteze o lomu kojima se donekle poopéuju
eksperimentalni podaci, prema kojima se ocjenjuje kada treba
ocCekivati rudenje ili lom konstrukcije.

Prema tim hipotezama rusenje ¢e na nekom mjestu nastupiti
ako bude prekoraena neka dogovorom utvrdena granica za
neku od sljedecih veli€ina: a) najvee normalno naprezanje, b)
najveéa dilatacija, c) najvece tangencijalno naprezanje, d) naj-
veci deformacijski rad na promjeni oblika.

Ako se usporede te vrijednosti izraCunate za promatrano na-
prezanje s istovrsnim vrijednostima pri jednoosnom naprezanju
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kad je stvarno naprezanje dostiglo vrijednost kriti€nog napre-
zanja, dobivaju se tzv. usporedna naprezanja, za koja se trazi
da budu manja od dopustenih naprezanja. Usporedna napre-
zanja za Cetiri navedena slucaja jesu:

a) ~uspl =
b) fflp2 = ffl -
C) ffusp3 =

v(ct2 + <3), (69a)

*0 Auspd = —A[(<1 —~a)2 + (2 — As)2 + (A3 ~ O'1)2] 2-

Opcenito mora biti

~uspr —"\dop* (69b)

Hipoteza najveteg tangencijalnog naprezanja zapravo je
Tresca-Saint Venantov uvjet plastiCnog teCenja, a hipoteza o
najvecem deformacijskom radu na promjeni oblika (distorzij-
skom radu) odgovara Huber-Hencky-Misesovu uvjetu plastic-
nog teenja. Od svih je hipoteza o lomu hipoteza o najveéem
distorzijskom radu najadekvatnija za praktiCne primjene.

Ako se tenzori naprezanja i deformacije rastave u sfeme i
devijatorske dijelove, tada se i elementarni deformacijski rad
moze rastaviti u volumetrijski i distorzijski dio, pa je

ditv= (Bde;  cL4f = (jijetj. (70)

Huber i Hencky pretpostavljaju da hidrostaticki tlak crs ne
moze porasti iznad svake granice bez loma i da izotropni
(hidrostaticki) vlak ne utjeCe na plasti¢no tecenje, ali moze iza-
zvati lom prekoracenjem molekularne kohezije materijala. Ako
to nije prekoraceno, materijal ¢e se slomiti zbog toga Sto de-
formacijski rad na promjeni oblika prekoracuje neki maksi-
malan iznos.

Zajedni¢ko je za sve hipoteze o lomu da se u njima ne
javlja brzina deformacije; to su potpuno staticki slucajevi. Me-
dutim, pokusi sveoma brzim uredajima za ispitivanje materijala
pokazali su da brzina deformacije ima, npr. u celika, velik
utjecaj. Zbog toga su M. Reiner i K. Weissenberg predloZili
termodinamicku teoriju otpornosti materijala koja obuhvaéa
Huber-Hencky-Misesovu hipotezu kao poseban slucaj.

Promatrajuci prvi zakon termodinamike oni su izveli zaklju-
Cak da lom zavisi od maksimalne vrijednosti slobodne unu-
traSnje energije <€T. Prema toj teoriji lom nastupa kada je

T

9T =\(W - D)dt> R, (71)
0

gdje je W deformacijski rad, D disipirana energija, T apsolutna
temperatura, a R konstanta materijala koja se moZe nazvati
modulom otpornosti. ToCkicama su naznacene derivacije po vre-
menu. Taje teorija verificirana na primjerima elasti¢nog tijela,
viskoznog fluida, Kelvinova i Maxwellova tijela

Nosivost konstruktivnog sustava danas se promatra takoder
i analizom graniCnih stanja. Smatra se da prekoraCenjem tih
stanja sustav postaje nepodoban za primjenu.

Grani€na se stanja razvrstavaju u tri kategorije:

1 Stanje grani¢ne ravnoteze koje odgovara maksimalnoj no-
sivosti konstrukcije moze biti dostignuto: a) gubitkom ravno-
teze jednog dijela ili cijele konstrukcije tretirane kao kruto
tijelo; b) lomom ili prekomjernim plastificiranjem kriticnih pre-
sjeka konstrukcije zbog prekoraCenja otpornosti materijala; c)
pretvaranjem konstrukcije u kinematic¢ki labilan mehanizam;
d) izvijanjem u elasticnom ili plasticnom podrucju; e) dina-
mickom nestabilnoS¢u.

2. Uvjetna granicna stanja razvrstavaju se u dvije grupe:
a) stanja graniCne ravnoteze uvjetovana slu€ajnim djelovanjem
(eksplozija, udar od vozila, nestandardni uvjeti i dr.); b) stanja
granine ravnoteZe uvjetovana pozarom.

3. Stanja graniCne upotrebljivosti nastaju: a) zbog preko-
mjerno velikih pomaka koji utjeCu na izgled ili funkcionalnost
konstrukcije; b) zbog lokalnih oStecenja, pa su zbog toga po-
trebni posebni radovi za odrZzavanje konstrukcije; c) zbog izra-
Zenih vibracija koje uzrokuju nesigurnost ili neugodnost.
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Staticka i dinamicka ¢vrstoca, zamor materijala. Ispitivanjem
standardnih pokusnih tijela (zategnuta gredica, kocka ispitivana
na udar, valjak ispitivan na tlak, tanka cijev ispitivana na tor-
ziju i dr.) utvrduje se statiCka i dinamiCka Cvrsto¢a materijala.

StatiCka cvrsto¢a materijala odgovara maksimalnom napre-
zanju koje se moze posti¢i optere¢ivanjem pokusne gredice u
uredaju za ispitivanje materijala (vlak, tlak, posmik, torzija).
Ako se u takvu uredaju povecava naprezanje uzorka jednoliko
od nule do loma (npr. za betonske kocke u svakoj seriji za
At = 5MPa), dobiva se statiCka CvrstoCa ispitivanog materi-
jala. Staticke ¢vrstoce nisu razlicite samo za razliCite materijale,
veC i za isti materijal, ali za razliCite vrste naprezanja i u
razliCitim uvjetima Tako, npr., beton ima vlaénu &vrstoéu /v
bitno manju od tlacne cvrstoée /. Na rezultate pokusa isto
tako utjece veliCina i oblik pokusnog tijela Na primjer, manje
kocke betona imaju vecu tlaCnu c¢vrstoéu nego vece, a vitke
prizme manju nego kocke. Osim toga, i trajanje pokusa isto
tako utjeCe na rezultate; ¢vrstoca pri kratkotrajnim pokusima
veca je nego pri dugotrajnima

Staticka Cvrsto¢a je ponekad oznaka za tzv. dobrotu gra-
devnog materijala. Na primjer, beton MB 30 ima minimalnu
¢vrstoéu /2KN = 3kN/cm2 = 30 MPa; celik C.0361 ima mini-
malnu vla¢nu ¢vrstocu od 37kN/cm2 = 370 MPa, itd.

U tabl. 1 nalaze se podaci o statickoj CvrstoCi nekih gra-
devnih materijala za karakteristicne vrste naprezanja

Tablica 1
STATICKE CVRSTOCE NEKIH MATERIJALA

StatiCke Cvrstoée za neka naprezanja, MPa

Materijal
Viak ((i,) Tlak (/)  Savijanje Posmik
Gradevni ¢Celik (?.0361 370- -450 >240 370- -450 300-360
Gradevni celik C.0561 520- -620 >360 520-640 400 500
Lijevano Zeljezo 110 180 -750 ~ 2N 240-250
Crnogori¢no drvo, ) 50 30 .45 4.5
paralelno s vlaknima
Crnogori¢no drvo
okomito na vlakna 80 20
Granitni kamen 110 -200
Pjes¢ani kamen 4 * 60-110
1
Puna opeka M15 ~15
M 5 u vapnenoj Zbuci -3
M5 u cementnoj Zbuci —4 1
Beton za temelje 5-20 ~t a
Armirani beton 20-60

DinamiCka cvrstoca. Ako je neka konstrukcija podvrgnuta
vremenski promjenljivom (dinami¢kom) opterec¢enju (npr. most,
kranska staza i dr.), potrebno je poznavati osim statiCke i
dinami¢ku ¢vrstoéu. Pri dimenzioniranju to se obi¢no uzima u
obzir uvodenjem dinamickih koeficijenata.

Dinamicka ¢vrstoéa nekog materijala dobiva se eksperimen-
tom pomodu oscilatornog optereéenja, kojim se odreduje za-
visnost izmedu Cvrstoce i broja oscilacija Tako dobiven dija-
gram zove se Wohlerova krivulja koja daje grani¢nu vrijednost
cvrstoce (dinamicka Cvrstoca /?D) nakon beskonacno mnogo osci-
lacija (si. 17). U praksi obi¢no zadovoljava podatak za odre-
deni konacni broj oscilacija, npr. za celik n = 2*106.

Sl. 17. Zavisnost ¢vrstoe materijala i
broja oscilacija pri promjenljivom optere-
¢enju
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Kad se ispituje dinamicka Cvrstoéa, razlikuju se neki karak-
teristi¢ni slucajevi harmonijski promjenljivih opterecenja:

a) Cvrstoéa pri proizvoljnom harmonijskom optereéenju (si.
To je najvece naprezanje koje pokusni uzorak izdrZi bez loma
ako se optereéuje s beskonacno mnogo ciklusa pri proizvolj-
nom srednjem naprezanju < i proizvoljnim amplitudama <A

Ta je ¢vrstota odredena izrazom

P = osr + <A (72)

h) Cvrstoéa pri oscilatornom optereéenju kada je ox = 0. Tada
se €vrsto¢a dobiva iz izraza
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gdje su My odnosno vs, koeficijenti sigurnosti prema ¢vrstoCi
materijala, odnosno prema lomu. To su brojevi koji su uvijek
18yeci od jedan, a redovito manji od deset.

Za odredivanje koeficijenta sigurnosti ne postoji neka od-
redena teorijska podloga. Vrijednost koeficijenta sigurnosti od-
redena je tehnickim propisima za razliCite konkretne slucajeve
(prema vrsti materijala i vrsti naprezanja). Ako je statiCki pro-
racun neke konstrukcije tocniji, a karakteristike su materijala
pouzdanije, opravdano je odabrati manji koeficijent sigurnosti.

Ako se koeficijent sigurnosti odreduje s obzirom na staticku
¢vrsto¢u dobivenu ispitivanjem pokusnih uzoraka, mora se pa-
ziti i na neke druge Cinjenice. U prvom redu ¢vrstoa uzorka
nije jednaka ¢vrstoci konstruktivnog elementa Razlika zavisi od
oblika uzorka: npr. tlatna se Cvrstoca betona odreduje tlace-
njem kocaka, a konstruktivni elementi mogu biti vitke prizme,
pa im se ¢vrstoca razlikuje. Vazna je i veliina uzorka. Osim
toga, statiCka se €vrstoca uglavnom odreduje kratkotrajnim po-
kusom. Medutim, gradevine su predvidene da traju mnogo
godina. Zbog toga treba raCunati s neSto veéim koeficijentom
sigurnosti. Uz to treba uzeti u obzir i moguce dinami¢ko op-
tereéenje, pa ako nije primijenjen i dinamicki koeficijent ili koe-
ficijent udara, treba i to uklopiti u koeficijent sigurnosti.

Uzorci se u uredajima za ispitivanje ispituju Cesto jedno-
osnim naprezanjem. Medutim, u gradevinama postoje ne samo
jednoosno ve€ i ravninsko i prostorno naprezanje, pa pojam
dopustenog naprezanja nije a priori odreden, nego su neki drugi
fenomeni mjerodavni za ocjenu sigurnosti konstruktivnog ele-

P= t¥a- (73 menta. To su ve¢ spomenute hipoteze o lomu.
C) Cvrstoéa pri osnovnom harmonijski promjenljivom optere- Odredivanje dopustenog naprezanja pomocu staticke Evr-
¢enju kada je ad=0, pa je tada stoCe zahtijeva za neke materijale, kao npr. za celik, jo$ jednu
p = 2<ta. (74) dopunu. Za celi¢ne ili armiranobetonske konstrukcije ne mora

Zamor materijala fenomen je zavisan od vremena, a odnosi
se na ponaSanje materijala koji je podvrgnut oscilatornom op-
tere¢enju duze vremena. Zbog takva optereéenja moze nastupiti
lom, iako je maksimalno naprezanje nize od granine otpornosti
materijala. U toCkama s visokim naprezanjima moZe se formi-
rati prslina (to moZe biti na nekoj povrSinskoj ogrebotini ili
zbog defekta u materijalu). Kad se ponavlja opterecenje, prslina
se povecava sve dok se ne iscrpi nosivost materijala. Fenomen
zamora osobito je izraZzen ako zbog geometrijskog oblika tijela
postoje na nekim mjestima koncentracije naprezanja (npr. za-
rezi, otvori, nagle promjene oblika i dr.). Pojava zamora tumaci
se promjenama u mikrostrukturi materijala zbog dugotrajnih
oscilatornih opterecenja.

Sigurnost, dopusteno naprezanje, koefici jent sigurnosti. Stvarna
naprezanja materijala izgradenih gradevina moraju biti niza od
¢vrstoée (otpornosti) materijala, odnosno od naprezanja mate-
rijala koje odgovara lomu. lzmedu stvarnog naprezanja i na-
prezanja koje odgovara lomu mora postojati podrucje sigur-
nosti. To je potrebno jer se moZe pojaviti niz nepredvidljivih
okolnosti koje mogu ugroziti konstrukciju. To su pretpostavke
0 optereéenju koje su ponekad veoma grube, pretpostavke pri
izboru stati€kog sustava i nedovoljno to¢ni podaci o kvalitetama
materijala Zbog toga se mogu izracunate sile znatno razliko-
vati od stvarnih sila. Osim toga, gradevina nema nikad nosivost
kolika je izraCunata, jer materijali nemaju to¢no jednake karak-
teristike, a Cesto mogu imati i defektna mjesta, na kraju i
tehnoloSki postupak primijenjen pri gradenju moZze imati ne-
Zeljenih posljedica

1z svih tih razloga dopusta se da se u gradevinama iskoristi
samo dio stvarne ¢vrstoce, to je tzv. dopusteno naprezanje, koje
se dobiva dijeljenjem staticke ¢vrstoée nekim koeficijentom ve-
¢im od jedan (tzv. koeficijentom sigurnosti). Za Zilave je ma-
terijale dopuSteno naprezanje

tfdop = {ﬂo
a dopuSteno naprezanje moze se definirati i prema naprezanju
koje odgovara lomu <5, pa je tada za krhke materijale

1
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se dopusteno naprezanje odredivati lomom celiénog nosaca ili
kidanjem armature: zbog Zilavosti Celika mogu nastupiti tako
velike trajne (plasti€ne) deformacije da gradevina zbog toga
postaje neupotrebljiva. Tada se definira dopuSteno naprezanje
kao omjer granice razvlacenja oT i pripadnog koeficijenta si-
gurnosti, pa se ne govori o sigurnosti prema lomu konstrukcije,
ve¢ o sigurnosti prema njenoj neupotrebljivosti zbog te€enja.

Primjeri koeficijenata sigurnosti nekih najceS¢e upotrebljava-
nih gradevnih materijala:

Celik C.0361. Za taj Celik racuna se s vlagnom Evrstocom
pv= 370 MPa i granicom teCenja oT = 240 MPa. Za aksijalni
tlak usvaja se odop = 140 MPa. Tada je koeficijent sigurnosti
prema lomu v = 370/140 = 2,643, a prema plasticnom tecenju
v = 240/140 = 1,714. Za vlak se usvaja odd = 160 MPa, pa je
koeficijent sigurnosti prema lomu v = 370/160 = 2,313, a prema
plasticnom te€enju v = 240/160 = 1,500.

Drvo. Tlacna je Cvrstoa za smjer paralelan s vlaknima
p = 25 MPa, a dopuSteno naprezanje (7dop= 85 MPa, pa je
koeficijent sigurnosti prema tlaku v = 2,94. Isti koeficijent si-
gurnosti vrijedi i za vlaénu ¢&vrstoéu, dok je za savijanje
£sv = 40 MPa, odop = 10,0 MPa, tj. v = 4,00.

Armirani beton. Prema propisima koeficijent sigurnosti za
plasti¢an lom, tj. oCekivano otkazivanje presjeka, iznosi v = 1,75,
a za krhki lom, tj. neoCekivano otkazivanje presjeka, v = 2,10.
Obje te vrijednosti vrijede za presjecne sile koje potjecu od
optereéenja. Za dodatne presjecne sile koje nastaju od skup-
ljanja betona, nejednolikog zagrijavanja, popusStanja oslonaca i
si. racuna se s koeficijentom sigurnosti v = 1,00. Kad se odre-
duje koeficijent sigurnosti, treba uzeti u obzir da su presjecne
sile u trenutku otkazivanja betona odredene pomocu racunske
vrijednosti tlatne ¢vrstoce betona j5raC. Ta vrijednost iznosi oko
70% nominalne ¢vrsto¢e betona p Knom Nominalna je vrijednost
najmanja vrijednost za tlacnu €vrstocu /7K (Evrstoca betonske
kocke nakon 28 dana). Faktorom yaad/?Knom= 0,70 uzeta su
u obzir dva utjecaja: a) pokusna tijela su kocke, no radna
gradevna Cvrstoca bliza je CvrstoCi dobivenoj ispitivanjem pri-
zme, pa je p ~0,85PK; b) pokusna tijela su izloZzena kratko-
trajnom optereéenju, dok je na konstrukciji beton trajno pod-
vrgnut visokim naprezanjima, pa se stoga €vrsto¢a loma sma-
njuje za 20%.

Za nearmirani beton koeficijent je sigurnosti v = 2,5- -30.
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Za armirani i prednapregnuti beton najceSce se ne racuna s
dopustenim naprezanjima, pa se uvode presjecne sile koje se
dobivaju kada se potpuno iskoriStena nosivost presjeka Su po-
dijeli zadanim koeficijentom sigurnosti: Sd = Sv/v. Takav po-
stupak osigurava Zeljenu sigurnost i onaa kada naprezanja
nisu proporcionalna s opterecenjima, tj. kad ne postoji line-
arnost.

U posljednje vrijeme pokuSava se kao teorijska osnova za
analizu sigurnosti primijeniti raun vjerojatnosti. Tada se mo-
raju za sve faktore koji utjeCu na nesigurnost prorauna uzeti
u obzir njihove krivulje ucestalosti (krivulje frekvencije) dobi-
vene iz prakse (krivulje ucestalosti ¢vrstoce dobivaju se proma-
tranjem mnogih slicnih gradevina). Tada se utvrduje rezultira-
juéi raspored otpornosti presjeka R, tj. presjecnih sila koje bi
presjek mogao primiti, i rezultiraju¢i raspored presjeCne sile S
koja djeluje na presjek. Ako je R < S, konstruktivni element
otkazuje. Broj takvih slu€ajeva u usporedbi s ukupnim brojem
konstruktivnih elemenata mora biti dovoljno malen. Ako se
razmatra neocekivano otkazivanje (npr. krhki lom zategnutog
drveta ili Celika, ili pritisnutog betona, prolom, izvijanja i si.),
tolerira se vjerojatnost otkazivanja w = 10~6-*10 8 tj. od
106- -108 slicnih konstruktivnih elemenata moZe otkazati najvise
jedan. Vjerojatnost otkazivanja zbog velikih plasti¢nih deforma-
cija ne smije biti veéa od w= 10 5-10~6, a vjerojatnost
otkazivanja zbog nezadovoljavajuéeg ponaSanja pod stvarnim
opterecenjem (prsline u armiranom betonu, vibracije, veliki pro-
gibi i dr.) ne smije biti veCa od w = 10 '3me10-4.

Koeficijent sigurnosti zadrzava svoj smisao i kad se pri-
mjenjuje teorija vjerojatnosti. Tada je taj koeficijent definiran
kao koli¢nik dviju karakteristi€nih vrijednosti

'S3 (77)

gdje je Rk karakteristicna otpornost presjeka, a Sk karakteri-
stiCna presje€na sila koja djeluje na presjek.

Prema medunarodnim propisima za beton (Comité Euro-
-International du Béton — CEB, 1979) smatra se da kvaliteta
materijala mora biti odredena prema statisticki definiranim ka-
rakteristi€nim vrijednostima jednog ili vise svojstava (npr. otpor-
nost, deformabilnost). Pri tom se svojstva materijala odreduju
ispitivanjem uzoraka za vrijeme proizvodnje materijala ili na
gradilistu.

Usvaja se da je dovoljan prikaz karakteristi¢ne vrijednosti
pomodu izraza

Xk=F 1pk =m= ko, (78)

gdje je X k karakteristicna vrijednost, F_1(pK inverzija funkcije
vjerojatnosti F(x), pk vjerojatnost za X k da nije dostignut ili
prekoraCen, m srednja vrijednost populacije, o standardna de-
vijacija populacije, a k standardizirana varijabla za vrijednost
Pk iz F.

Kao karakteristicnu vrijednost otpornosti materijala Xk
treba uzeti onu vrijednost za koju se oCekuje da ¢e samo mali
postotak svih mogudih vrijednosti otpornosti biti manji od nje.

Teorija vjerojatnosti uvodi se danas sve viSe u proracun
armiranobetonskih i drugih konstrukcija, sluZe¢i se pri tom
metodama statistiCke matematike i teorije vjerojatnosti, na
osnovi ispitivanja mnogih uzoraka.

Teorija granicne ravnoteZe (teorija loma). Dostizanje napre-
zanja koje je za promatrani materijal kriticno u nekoj tocki
konstruktivnog elementa ne znali i lom toga elementa; pone-
kad i pojava znatnijih plasticnih deformacija Citavog konstruk-
tivnog dijela ne mora znaciti i lom citave konstrukcije. Prema
tome, sigurnost s obzirom na neko Kkriti€no naprezanje nije
kriterij za sigurnost Citave konstrukcije. Zbog toga se u po-
sljednje vrijeme za sve materijale i konstrukcije prelazi na di-
menzioniranje zasnovano na razmatranju loma konstrukcije. Taj
se postupak zove metoda granicne ravnoteze, zasnovana na pro-
cjeni trenutka ili stanja kad staticka ravnoteza unutradnjih i
vanjskih sila prestaje biti stabilna, tj. kad se zbog stvaranja
plasti€nih zglobova nosivi sustav pretvara u kinematicki labilan
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mehanizam, pa se tada naglo pojavljuju velike deformacije,
odnosno lom konstrukcije.

Tada se prelazi u podrucje plasti¢nosti, pa kao model mate-
rijala sluzZi linearno elasti€no-idealno plasti¢no tijelo (si. 19a). U
fazi rastereéenja usvaja se daje dijagram naprezanje—dilatacija
isti kao i za linearno elastino tijelo. Na osnovi takva modela
izgradena je teorija elastoplasti¢nosti, pogodna za mnoge prak-
tiCne primjene.

SIl. 19. Dijagram zavisnosti naprezanja i relativne dilatacije.
a linearno elasti¢no-idealno plasti¢nog i b kruto-idealno pla-
sticnog materijala

Cesto se kao model materijala u teoriji plasti¢nosti usvaja
kruto-idealno plasticno tijelo, pa se zanemaruju deformacije od
naprezanja koja su manja od granice plasti¢nog tecenja (si. 19b).

Kad se dimenzionira prema teoriji grani¢ne ravnoteze (ili
teoriji loma), potrebno je odrediti granicno optereéenje, pri ko-
jemu se nosivi sustav zbog stvaranja plastinih zglobova pre-
tvara u kinematicki labilan mehanizam. Kad je grani¢no opte-
recenje P* poznato, onda se maksimalno dopuSteno opterecenje
moze dobiti dijeljenjem grani¢nog opterecenja faktorom sigur-
nosti v, pa je

(79)

dop

Neka se kao primjer promatra slobodno oslonjena greda
pravokutnoga popre¢nog presjeka, optereéena u sredini raspona
koncentriranom silom P (si. 20). Na istoj slici nacrtan je i dija-
gram momenta savijanja

Sl. 20. Slobodno oslonjena greda, koncentrirano
opterecena, i dijagram momenta savijanja

Dok je sila P tolika da je rubno naprezanje u presjeku
z = 122, gdje je moment savijanja najve¢i, manje od naprezanja
Oj na granici teCenja, dijagram normalnog naprezanja ima po
visini poprecnog presjeka nosaca oblik prikazan na si. 21b.
Ako se sila P povecava, presjek prelazi djelomi¢no u plasti¢no
podrucje (si. 21a), a normalno naprezanje ima dijagram prema
slici 21c. Tada jo$ postoji i elasticna jezgra visine 2N (si. 21a).

c d

Sl. 21. Greda sa si. 20 ponada se po presjeku prema jakosti sile P. a presjek
s elasticnom jezgrom visine 2r\ koja se ponaSa elasti¢no, a ostali dio presjeka
ponasa se plasticno. Dijagram normalnog naprezanja za razlicite jakosti sile:
b za silu koja na rubu uzrokuje naprezanje manje od 0], cza vece sile postoji
jo3 elastiéna jezgra, O za jo3 vece sile cijeli presjek postaje plastican
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S daljim porastom sile P nestaje elastiCna jezgra, a dijagram
naprezanja ima u neutralnoj osi diskontinuitet (si. 21d). Tada
je cijeli presjek plastificiran, pa takav presjek ne pruZa nikakav
otpor deformaciji nosaca i ponaSa se kao zglob (plasti¢an
zglob). Time se statiCki odreden nosa¢ pretvara u kinematicki
labilan mehanizam. PlastiCna deformacija nije sprijeCena, ona se
poveéava progresivno i neogranic¢eno sve do loma. Sustav vise
nije sposoban da nosi, pa se ve¢ i pri neznatnom povecanju
optere¢enja nosa¢ lomi. Optere¢enje P*, koje odgovara pojavi
labilnog mehanizma, naziva se granicnim optere¢enjem nosaca.

Stati¢ki odredeni sustavi nemaju rezervu nosivosti; s dostiza-
njem prvoga plastinog zgloba dostignuta je i njihova grani¢na
nosivost.

Stanje koje neposredno prethodi pokretanju veé ostvarenog
mehanizma zove se stanje granine ravnoteZe. To je stanje osnova
za dimenzioniranje: pri dimenzioniranju se trazi da stvarno
opterecenje bude manje od grani¢nog optereéenja, pa je dopu-
Steno naprezanje, kako je ve¢ napomenuto, odredeno izrazom
(79). Tada je (za nosa€ na si. 20) granicni moment

M= — (80)

Ako se taj moment izjednaCi s momentom unutradnjih sila Mu,
kada je dostignuta puna plastifikacija presjeka (si. 21d), bit ¢e

M*  Mu= (Try

(81)

Izraz bh24 je staticki moment cijele povrSine presjeka s obzi-
rom na plasticnu neutralnu os pri punoj plastifikaciji, koja se
oznacuje sa S ,, pa vrijedi da je

M* = ffTSpl. (82)

Kombinacijom formula (80) do (82) dobiva se grani¢no opte-
recenje

. bh2 \
P T ar. (83)

Prema tome, za odredivanje grani¢nog optere¢enja P* potrebno
je, osim geometrijskih podataka b, h i /, znati jo§ samo vrijed-
nost naprezanja < pri plasticnom teCenju materijala nosaca.
To je podatak koji se dobiva vlacnim ispitivanjem.

U skladu s jednadzbom (79) dopusteno je opterecenje

“ap= A )

Grani¢na nosivost ne zavisi od prethodnog optereCivanja, jer
se pri punoj plastifikaciji presjeka ne moze prekoraciti granicni
dijagram naprezanja Diskontinuirani dijagram naprezanja (si.
21 d) odgovara momentu nosivosti presjeka, a taj moment ne
ovisi 0 prethodnom optere€ivanju.

Sve dok postoji elasti¢na jezgra presjeka dijagram je dila-
tacije linearan (si. 22), gdje je rj(M) veliina elasticne jezgre
zavisna od momenta M.

SI. 22. Dijagram normalnog napreza-
nja s elasticnom jezgrom visine 217,
kad je na rubu jezgre dilatacija £,

Za promatranu prostu gredu pravokutnoga popre¢nog pre-
sjeka moZe se pokazati da vrijednost omjera trenutne vrijed-
nosti momenta savijanja Mx(z) i granicnog momenta MJ iznosi
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MJz) 41V 2
. (85)
Mi 3\
Buduéi daje Mx{z)=-yP(/ —2) iM* = pa slijedi da
je
(86)

To je jednadZzba parabole koja odreduje granicu izmedu elastic-
nog i plastiCnog podrucja po duljini grede (si. 23). Na istoj je
slici nacrtana i paraboli€na granica izmedu elasti¢ne i plasti¢ne
zone kad se ta granica, za P = P*, nalazi u sredini raspona
(pojava plasticnog zgloba).

Sl. 23. Elastino i plasticno podrucje po uzduznom presjeku grede.
Kad koordinate tocke (z,rj) postanu nula, u sredini raspona grede
nastaje plasti€an zglob

SI. 24. Grani¢no opterecenje za postizanje plasti¢-
nog zgloba moze se proracunati principom virtual-
nih radova

Grani¢no opterecenje moze se odrediti i primjenom principa
virtualnih radova, kad se rad vanjskih sila usporeduje s ener-
gijom apsorbiranom u plasticnim zglobovima (si. 24). Tada je

(87a)
pa je

(87b)

Vrijednost je M* za zadani presjek poznata. Ona npr. za pra-
vokutni presjek iznosi
M* = oTbhz const. (88)

Stati€ki neodredeni sustavi. Za staticki neodredene sustave
odredivanje grani¢nog opterecenja mnogo je sloZenije. RjeSenje
se dobiva pronalaZzenjem mehanizma loma, tj. rasporeda pla-
stiCnih zglobova po konstrukciji.

U svakom plasticnom zglobu ima moment savijanja poznatu
vrijednost M*. Na tom mjestu obrtanje presjeka nije sprijeceno,
pa stvaranje plasti€nog zgloba daje jednu dopunsku elasti¢nu
vezu. U staticki neodredenom sustavu to je ekvivalentno zamjeni
staticki neodredenog momenta X u tom presjeku poznatim mo-
mentom M* koji sene mijenja tako dugo dok ne nastupi raste-
reenje. Prema tome, puna plasticna nosivost elastoplasticne
grede postize se formiranjem toliko plasti¢nih zglobova koliki
je stupanj staticke neodredenosti sustava. Time se dobiva sta-
ticki odreden sustav u kojemu ¢ée nosivost biti iscrpljena kada
moment u kriticnom presjeku tog sustava dostigne vrijednost
granicnog momenta M*. Kad je sustav n puta statiCki neodre-
den, nosa¢ se sa (n + 1) plasticnih zglobova pretvara u labilan
mehanizam (kinematicki lanac) kad u (n + 1) presjeku nisu spri-
jeCena okretanja. To je stanje koje odgovara plasticnom lomu
konstrukcije, a raspored plasti¢nih zglobova po konstrukciji
zove se mehanizam loma.
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Mehanizam loma moZze se direktno odrediti samo za jedno-
stavnije oblike staticki neodredenih sustava Takav jedan sustav
prikazan je na si. 25 (obostrano upeta greda opterecena jed-
noliko raspodijeljenim optere¢enjem). S porastom opterecenja
najprije se stvaraju plasticni zglobovi na mjestima ukljestenja,
¢ime se dobiva slobodno oslonjena greda S daljim porastom
opterecenja stvara se plastican zglob i u sredini raspona, pa
grani€ni moment iznosi

2M *="-q*1289)

0o

Tada je jednoliko raspodijeljeno kriticno optereéenje
q ¥, ﬁfM t

Granicno se optereéenje, dakle, odreduje iz mehanizma loma
Kad je taj mehanizam poznat, lako se primjenom principa vir-
tualnih radova nalazi kriticno opterecenje. Medutim, on redo-
vito nije poznat, pa se problem rjeSava primjenom dvaju ekstre-
mnih principa, statickog i kinematickog.

(89b)

9
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SI. 25. Jednoliko optereéena greda, upeta na oba kraja, jest jednostavan, sta-
ticki neodreden sustav, a skica grede, b raspored za radunanje principom vir-
tualnih radova, c dijagram momenata uzduZ grede

a) Staticki pouCak. U statiCki neodredenom sustavu moze
postojati beskonacno mnogo razli€itih ravnoteznih stanja. Svako
moguée ravnotezno stanje, kad nije prekoraten moment pune
plasti¢nosti, spada u grupu stati¢ki moguéih sustava. Staticki
poucak tada glasi: Ako postoji barem jedna staticki mogucéa
raspodjela sila, onda promatrani sustav moZe prenijeti zadano
opterecenje.

Pripadno vanjsko opterecenje Pstada nije veée od granic-
nog opterecenja; od svih mogucih sustava bira se onaj za koji
je vanjsko optereéenje Ps najveCe, a to je onda ujedno i sila
loma, tj.

P* = maxPs. (90)

b) Kinematicki poucak. Taj se poucak odnosi na mehanizme
loma u koje je moguce pretvoriti nosac.

Mehanizam loma obi¢no nije poznat, ali se moZe pretposta-
viti, pa se za takav pretpostavljeni mehanizam mozZe napisati
jednadzba radova, odakle se dobiva neka sila Pk koja nije i
stvarna kriticna sila. Kinematic¢ki poucak tada glasi: Za zadani
sustav i raspored opterecenja vrijednost je optereéenja koje se
dobiva iz zadanog mehanizma veca ili jednaka vrijednosti gra-
ni¢nog opterecenja, tj. Pk > P*. Tada za sve kinematiCki mo-
guce mehanizme i za sve moguce nadene sile Pk vrijedi

P* = minPk. 91)

Pri tom je kinematicki moguci sustav pomaka onaj koji je
dozvoljen kinematiCkim vezama sustava Za linijski sustav te su
veze zglobovi, pa se dobiva kinemati¢ki lanac. Taj moguéi su-
stav pomaka ne smije naruSavati rubne uvjete pomaka.

Na temelju obaju poucaka dobiva se

PSAP* APk, 92)
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Grani¢nom opterecenju P* odgovara jedan stvarni kinema-
ticki mogucéi sustav pomaka; to je mehanizam koji je kinema-
ticki mogu¢, a osim toga on daje takve unutradnje sile da ni
u jednom presjeku nije poremeéen uvjet plasti¢nosti.

Kad je grani¢no opterecenje poznato, moze se odabrati i
prikladno dopusteno opterecenje, Cime je rijeSeno i dimenzio-
niranje nosaca. Kao §to je ve¢ naglaseno, od konstanata mate-
rijala potrebno je znati samo naprezanje pri plasticnom tecenju
€Tkoje se doznaje eksperimentom, obi¢no pomoc¢u vlacnog ispi-
tivanja pokusne gredice.

Metoda je grani¢ne ravnoteZze postupak kojim se procjenjuje
nosivost Citavog konstruktivnog sustava, bez obzira na lokalno

kriterij za dimenzioniranje.
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V. Bréié

OTVORI, proboji u stijeni, zidu, ogradi, stropu, podu i
krovu, koji mogu biti otvoreni ili zatvoreni s posebnim
ugradenim elementima (prozori, vrata i si.). Otvor u stijeni i
zidu zavrSava s gornje strane ravnim ili lu¢nim nadvojem
koji preuzima opterecenja iznad otvora i prenosi ih na bocna
uporiSta Bocno je otvor omeden Spaletama (ostijenjem), na
donjoj strani ima parapetni zid koji naj¢eS¢e nosi naslon i
zajedno se naziva parapet, a ako seze do poda, zavrSava
pragom. Otvori mogu biti razli¢itih oblika, a najceS¢e su pace-
tvorinasti Otvor i elementi koji se u njih ugraduju oznauju
se u nacrtima Sirinom i visinom (u cm), pa se razlikuju
slijede¢e mjere (si. 1): zidarska mjera, mjera Sirine i visine
zidanog otvora bez Zbuke; proizvodna mjera, mjera vanjske
Sirine i visine elemenata koji se ugraduje u otvor; modularna
mjera, proizvodna mjera poveéana za lem; svijetla mjera,
unutrasnja mjera Sirine i visine okvira koji je ugraden u otvor.

Proizvodna mijera

h -
Svijetla mjera
Modularna mjera
n Zidarska mjera n

SI. 1. Karakteristicne mjere otvora

PROZORI

Prozor je drvena, metalna, armiranobetonska, plasticna ili
kombinirana konstrukcija ugradena u otvor, s pokretnim ili
nepokretnim krilima za osvjetljenje i provjetravanje prostorija.
On je vazan gradevni element o kojemu ovisi upotrebljivost
zgrade, a njegov oblik, izgled i raspored odlucni su faktori



