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PLANIMETRIJA, dio geometrije koji proutava sku-
pove tocaka u euklidskoj ravnini (v. Geometrija, TE &, str. 120).
Neki posebni skupovi to€aka, kao $to su duZina, kut, kruZznica
i krug, jesu osnovni planimetrijski elementi. Od tih osnovnih
elemenata tvore se sloZeniji, kao §to su opéenito geometrijske
figure (likovi), posebno poligonalne crte i poligoni. Osim prou-
Cavanja svojstava planimetrijskih elemenata i njihovih medusob-
nih odnosa u tehnic¢koj su primjeni posebno vaZne metode
konstruiranja slozenih elemenata od osnovnih, tzv. geometrij-
skih konstrukcija.

Sva razmatranja i konstrukcije u ovom se ¢lanku provode
u jednoj ravnini.

OSNOVNI PLANIMETRISKI ELEMENTI
Duzina, duljina i udaljenost. Duzina AB ili BA je par Sto
ga tvore dvije razlicite tocke A i B, krajevi te duZine. Za
bilo koju to¢ku C koja je izmedu to¢aka A i B kaZe se_da je to
unutrasnja to¢ka duzine AB, ili krace to¢ka duzine AB (si. 1).

si. i

Jedini¢na duzina je po volji izabrana ¢vrsta duzina PQ.
Svakoj duzini AB moZe se na jedan jedini nacin pridruziti po-
zitivan realan broj d(AB) tako da vrijede ova tri svojstva:
a) sukladnim duzinama pridruzen je isti broj, tj. iz AB = CD
slijedi d(AB) = d{CD), b)_ako je C totka duzine AB, tada vri-
jedi d(AB) = d(AC) 4- d(CB), c) jedini¢noj duzini PQ pridruzen
je broj 1.

Broj d(AB) zove se duljina duzine AB. Prema tome duljina
je funkcija d: Q) —* IR+ takva da za nju vrijede svojstva a) do
c), gdje je < skup svih duzina, a IR+ skup svih pozitivnih
realnih brojeva.

Vrijedi i obrat svojstva a), tj. ako dvije duzZine imaju jednake
duljine, tada su te duzine sukladne. Takve su dvije duZine
jednake i oznaCuju se kratko AB = CD. Iz svojstva b) slijedi
odmah nejednakost d(AB) > d(AC) pa je duzina AB veca od
duzine AC, ili je duzina AC manja od duZine AB, a oznacuje
se AB > AC ili AC < AB. Za relacije jednako, manje i vee medu
duZinama vrijede uobicajena algebarska pravila. Tako npr.
iz AB < CD i CD < EF slijedi AB < EF, a iz AB=CD i
CD > EF slijedi AB > EF. Za svake dvije duzine AB i CD
vrijedi samo jedan od tri odnosa: AB < CD, ili AB = CD,
ili AB > CD. _

Duljina duzine AB zove se jo$ i udaljenost tocaka A i B
i oznaCuje se sa d(A,B). Udaljenost je funkcija d koja svakom
paru toCaka pridruzuje njihovu udaljenost, pri ¢emu se uzima
da je d(A,B) = 0 ako je A = B.

Za udaljenost vrijede ova osnovna svojstva: a) jednakost
d(A,B) = 0 vrijedi samo ako je A = B, p) za svake dvije tocke
A i B vrijedi d(A,B) = d(B,A), y) za svake tri tocke A, B i C
vrijedi tzv. nejednakost trokuta d(A,B) < d(A,C) + d(C,B).

Duljina duZine kao broj€ani iznos ovisi ocigledno o izboru
jedini¢ne duZine PQ. lzabere li se umjesto prve jedini¢ne du-
Zine PQ koja druga jedini¢na duzina P'Q’, tada za prvu duljinu
d(AB) i drugu duljinu d'(AB) bilo koje duzine AB vrijedi odnos

du B )=m (1)
)

Izbor jedini€ne duZzine nije predmet geometrije, nego se pro-
pisuje mjeriteljskim uvjetima (v. Metrologija, zakonska, TEs,
str. 496).

Za svaku duZinu AB postoji samo jedna toCka C te duZine

takva da je AC = BC. Tocka C zove se poloviste duzine AB i

vrijedi d(AC) = d(BC) = *d(AB). Skup svih tocaka T takvih
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daje AT —BT jest pravac s koji prolazi kroz poloviste duzine
AB, a zove se simetrala te duzine (si. 2).

tT

A jc B
sl 2

Kut i mjera kuta. Kut <(hk) ili <(k,h) jest par $to ga
tvore dva razliCita polupravca h i k Kkoji imaju zajednicki
pocetak 0 i ne pripadaju istom pravcu. ToCka 0 zove se vrh,
a polupravci h i k krakovi promatranog kuta. Ako je A bilo
koja toc¢ka kraka h, a B bilo koja toCka kraka k, tada se pro-
matrani kut oznacuje joS i sa KAOB ili <BOA (si. 3). Osim
toga, kutovi se kratko oznaCuju malim grékim slovima kao
na si. 4.

Ako se pravci a i b sijeku u to€ki 0 i ako su h, h' ik,
k! polupravci tih pravaca sa zajedniCkim pocetkom o, tada ti
polupravci odreduju Cetiri kuta (si. 5). Dva po dva od tih kutova
zovu se ili sukutovi, ili vrSni kutovi. Tako su na si. 5 npr.
<(h,k) i <(h'k) sukutovi, a <(h,k) i <(/z'/c') vrSni kutovi.
Sukutovi su jedan drugome suplementarni.

Si. 5

Ako polupravac / sadrzi neku to€ku C duzine AB, tada je /
unutradnji polupravac kuta 3:AOB (si. 6). Ta definicija ne ovisi
0 izboru tocaka A i B na krakovima promatranog kuta.

Izabran je jedan ¢vrst kut <(p,q), koji se zove jedini¢ni kut.
Svakom kutu £(/i,/c) moZe se samo na jedan nacin pridruZiti
pozitivan realan broj m(hk) tako da vrijede ova tri svojstva:
a) sukladnim kutovima pridruzen je isti broj, tj. iz £(h,k) =
= <(l,n) slijedi m(h,k) = m(l,n), b) ako je / unutradnji polupravac
kuta <(hk), tada vrijedi m(h,k) = m(h,l) 4 m(l,k) (si. 6), c) jedi-
nicnom kutu <(p,q) pridruZen je broj 1.

Broj m(hk) zove se mjera kuta %(h,k). Prema tome mjera
na skupu kutova je funkcija m: X —»IR+ takva da za nju
vrijede svojstva a) do c), gdje je JT skup svih kutova, a IR+
skup svih pozitivnih realnih brojeva.

Vrijedi i obrat svojstva a), tj. ako dva kuta imaju jednake
mjere, tada su ti kutovi sukladni. Takvi kutovi su jednaki i
oznacuju se <(h,k) — <(l,n). Iz svojstva b) slijedi nejednakost
m(h,k) > m(h,l), pa je tada kut <(hk) veéi od kuta <(h,l),
ili je kut <(h) manji od kuta <(hk), a oznaCuje se
<(h,k) > <(h,l) ili < £(h,k). Za relacije =, <, > medu
kutovima vrijede uobiCajena algebarska pravila.

Zbog kratkoce se i kut i njegova mjera obi¢no nazivaju
kutom i ozna€uju istom oznakom, pa na si. 4 oznaka a oznacuje
1 kut i njegovu mijeru.
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Kut jednak svojem sukutu zove se pravi kut. Svaka dva
prava kuta su jednaka. Kut manji od pravog kuta zove se
Siljasti kut, a kut veéi od pravoga kuta zove se tupi kut. Na si.
7 predoceni su redom: a Siljasti, b pravi i c tupi kut. Pravi se
kut na slici oznaCuje kao Sto je to predoceno na si. 7b.

Sl 7

Mjera kuta ovisi o izboru jedini¢nog kuta L(p,q). Najpozna-
tije su dvije moguénosti izbora jedini¢nog kuta:

1. lzabere li se jedini¢ni kut tako da je pravom kutu pri-
druzena mjera 90, tj. uzme li se za jedini¢ni kut devedeseti
dio pravog kuta, tzv. kutni stupanj, tada se kutovi mjere stup-
njevima. Ako je m mjera kuta a, tada kut a ima m stupnjeva
i oznaCuje se a = m°. Za finije mjerenje sluzi jo$ i Sezdeseti dio
stupnja, tzv. kutna minuta, te Sezdeseti dio minute, tzv. kutna
sekunda. Npr. o = 35°14'28,5" znali da je mjera kuta a jednaka
35 stupnjeva, 14 minuta i 28,5 sekundi. Vrijedi 1° = 60' = 3600".
Bilo koji kut ima mjeru veéu od 0°, a manju od 180°.

2. lzabere li se jedini¢ni kut tako da je pravom kutu pri-
druZzena mijera ti/2 (gdje je 2ti duljina kruZnice polumjera
r — 1), tada se kutovi mjere radijanima. Ako je m mjera kuta
a, tada kut a ima m radijana i oznaCuje se kratko a = m. Bilo
koji kut ima mjeru veéu od o, a manju od tv radijana.

Spomenuta dva jedini€na kuta povezana su odnosima

/189} = 57°17'44,81...",

ﬁ radijan =

I°=Y g~ radijana = 0,0174533... radijana.

Zbroj mjera dvaju sukutova jednak je 180°, odnosno t ra-
dijana, a vrdni kutovi su jednaki.

Za svaki kut L(h,k) postoji samo jedan polupravac / toga
kuta tako daje L(h,l) = <(k,I). Polupravac / zove se simetrala

kuta <(h,k) i vrijedi m(hl) = mkl) =  em(hk) (i 8).

Kut je definiran kao par njegovih krakova. Medutim, kut
se moze shvatiti i kao skup svih njegovih unutradnjih polu-
pravaca. Na slici 9 predo¢eno je nekoliko takvih polupravaca
kuta ~(/i,/c) s vthom O. Ako je / polupravac s pofetkom O,
koji je razlic¢it od h i k i nije unutradnji polupravac kuta
<(h,k), tada je / vanjski polupravac tog kuta. Na slici 10 pre-
doCeno je nekoliko vanjskih polupravaca kuta £(hk). Sada se
pojam kuta moZe proSiriti tako da se smatra da i skup vanj-
skih polupravaca kuta <(h,k) tvori kut u Sirem smislu, tzv.
vanjski kut kuta “c(/i/c). Kut i njegov vanjski kut jedan su
drugome eksplementarni. Ako neki kut ima mjeru a, tada se
njegovu vanjskom kutu pridruzuje mjera 360° —a ako se kutovi
mjere stupnjevima, a 2tc —a ako se kutovi mjere radijanima.
Kut i njegov vanjski kut tvore zajedno tzv. puni kut, kojemu
se pridruZzuje mjera 360° ili 2ti. Ako su h i k razli¢iti polu-
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k o h

Sou

pravci istog pravca s istim pocetkom O (si. 11), tada ti polu-
pravci tvore spruzeni kut ~(h,k) s vthom O. SpruZzenom kutu
pridruzuje se mjera 180° ili ti. Ako je h bilo koji polupravac,
tada se smatra da je i <(h,h) kut, i to kut s mjerom o°
ili 0. 1 za tako proSireni pojam kuta mjera ima svojstva na-
vedena pod a) do ¢).

Dva su kuta jedan drugome komplementarna ako je zbroj
njihovih mjera jednak mjeri pravog kuta.

Temeljni odnosi to¢aka i pravaca. Dva razlicita pravca ai b
mogu imati najviSe jednu zajedni¢ku toCku. Ako imaju zajed-
nicku toCku C, tada se ti pravci sijeku u toj tocki, a tocka C
zove se sjeciSte pravaca a.i b i oznacuje se C = anb. Ako
pravci a i b nemaju zajedni¢ku tocku, tada su ti pravci para-
lelni i oznaCuju se a\\b ili b|a Za svaki pravac a vrijedi
a\\a. Iz a|b i b\c slijedi a\\c. Skup svih mogucih pravaca
sa svojstvom da su svaka dva od tih pravaca paralelna zove
se smjer, a svi pravci tog skupa imaju isti smjer (si. 12). Kroz
bilo koju to€ku prolazi samo jedan pravac danog smjera. Ako
pravac sijeCe jedan pravac nekog smjera, tada sijeCe svaki pra-
vac tog smijera.

Ako je £(/?/() pravi kut, a a i b pravci kojima pripadaju
polupravci h i k, tada su pravci a i b okomiti i oznaCuju se
albilibla(si. 13). Za bilo koju to¢ku T i bilo koji pravac a
postoji samo jedan pravac b koji prolazi kroz tocku T i okomit
je na pravac a. Pravac b zove se okomica iz tocke T na
pravac a, a totka O = anb zove se noziste te okomice ili
ortogonalna projekcija tocke T na pravac a. Ako je A bhilo
koja tocka pravca a razliCita od tocke O, tada je TOcCTA.
Broj d(T,0) zove se udaljenost tocke T od pravca a.

Iz al|biblcslijedi alc aizalLb i bLc slijedi a]c.

Simetrala duzine AB okomita je na pravac AB.

Ako su dva paralelna pravca a i b presjeCena tre¢im prav-
cem i sjeciSta odreduju polupravce koji definiraju ukupno osam
kutova kao na si. 14, tada su medusobno jednaki svi oni kutovi
koji su na toj slici oznaCeni istim slovom. Osim toga
a + P = 180° Obrnuto, iz jednakosti bilo kojih dvaju kutova
koji su na si. 14 jednako oznaceni, a nisuvrdni kutovi, slijedi
da su pravci a i b paralelni.

Ako za kutove a i /2 na si. 15 vrijedia -I- p 4= 180°, tada
se pravci a i b sijeku.
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Neka su a i b paralelni pravci. Svaka to¢ka pravca a ima
istu udaljenost od pravca b i taj se broj zove udaljenost para-
lelnih pravaca a i b.

Ako se pravci a i b sijeku i nisu okomiti, tada njihovo
sjeciSte O odreduje na njima po dva polupravca s poCetkom o,
a ti polupravci odreduju cCetiri kuta od kojih su dva jednaka
i Siljasta, a druga dva su jednaka i tupa (si. 5. Kutom pravaca
a i b zove se bilo koji od onih dvaju Siljastih kutova. Za
paralelne pravce uzima se da tvore kut od 0°. Zato kut dvaju
pravaca ima mjeru izmedu 0° i 90° ili 0 i rc/2 (ukljuCujuéi i te
vrijednosti).

Sl. 16

Neka se pravci a i b sijeku u tocki 0. Oni tvore cetiri
kuta od kojih svaki ima svoju simetralu. Po dvije od tih sime-
trala (za dva vrSna kuta) pripadaju jednom pravcu. Dobivena
dva pravca sli s2 na si. 16 okomita su i zovu se simetrale
kutova pravaca a i b. Bilo koja to€ka na nekoj simetrali dvaju
pravaca ima jednake udaljenosti od tih pravaca. Za dva para-
lelna pravca a i b postoji samo jedan s njima paralelan pravac s
koji je jednako udaljen od svakog od njih. Pravac s smatra
se simetralom pravaca a i b (si. 17).

Ako paralelni pravci a i b sijeku u tockama A, A\ £, B\
kao na si. 18, razlicite pravce p i p kojima sjeciste O ne lezZi
ni na jednom od pravaca a i b, tada vrijede jednakosti

X OAM_ AMN
OB OB BB* U

Obrnuto, ako su za tocke A, B i A\ B' na razli€itim pravcima
p i p' sa sjecistem O jednaka bilo koja dva od triju razlomaka
iz relacije (2), tada su pravci AA i BB! paralelni.

KruZnica, krug, pramen i mreZa kruznica. Neka je dana tocka
O i duljina r (r > 0). Skup toCaka T takvih da je d(OT) =r
zove se kruznica sa srediStem 0 i polumjerom r. Polumjerom
se naziva i duzina OT za bilo koju tocku T kruznice. Ako su

A, B bilo koje dvije toCke kruZnice, tada se duZina AB zove
tetiva te kruznice. Promjer kruznice je tetiva koja sadrzi srediSte
kruznice kao svojuunutra$nju to€ku. Promjerom se naziva i
svakipravac kojiprolazi kroz srediSte kruznice.
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Ako je AB tetiva kruZnice k sa srediStem O, tada je okomica

iz O na pravac AB simetrala te tetive AB (si. 19). Promjer
kruznice nije manji od bilo koje njezine tetive.

Neka je A toCka kruZnice k sa srediStem 0 i a pravac Kkoji
prolazi kroz to¢ku A i okomit je na pravac OA (si. 20), tada
je a tangenta kruznice k u tofki A, a ta je tocCka diraliste
tangente a i kruznice k. Kruznica i bilo koja njezina tangenta
imaju samo jednu zajedni¢ku tocku, i to ba$ njihovo diraliste.

Ako je AB promjer kruznice, tada se skup svih to¢aka kruz-
nice koje su s iste strane pravca AB zove polukruznica nad

promjerom AB (si. 21). Za dani promjer kruZznice postoje dvije
polukruZznice nad tim promjerom.

Neka je AB tetiva kruZznice k sa srediStem O i nije promjer
te kruznice. Skup svih toCaka kruznice k koje su s iste strane

pravca AB kao i tocka 0 zove se veci luk tetive AB u kruznici
k. Skup ostalih to¢aka kruznice /c, osim toCaka A i £, zove se
manji luk (ili krace luk) tetive_j\B u kruznici k. Na si. 22 su
/i I' manji i veéi luk tetive AB. Pravac AB dijeli kruznicu k
na dva luka Ii /. .

Kut “"AOB zove se centralni kut tetive AB i ujedno centralni
kut luka /, dok je centralni kut veéeg luka /' vanjski kut kuta
£ AOB. Centralni kut promjera, odhosno polukruznice, jest
spruZeni kut.

Neka su /i /' razli¢iti lukovi iste tetive AB u kruZnici k.
Ako je C bilo koja tocka luka /, tada se kut <ACB zove
obodni kut luka | (si. 23). Ako je pri tome / manji luk tetive

AB, tada se kaze da je 3:ACB obodni kut tetive AB. Bilo
koja dva obodna kuta istog luka su jednaka i obodni kut luka
jednak je polovici njegova centralnog kuta. Obodni je kut ma-
njeg luka neke tetive koja nije promjer Siljast, a obodni kut
veéeg luka je tup, pa su ta dva obodna kuta suplementarna.
Posebno vrijedi Talesov pou€ak: Obodni kut promjera je pravi
kut. Jednake tetive iste kruznice imaju jednake centralne i jed-
nake obodne kutove, te jednake lukove. Od dviju nejednakih
tetiva iste kruZnice veca tetiva ima veci centralni i ve¢i obodni
kut. Skup svih toCaka za koje je kut ¢pATB stalan, gdje je

AB dana duzina, jest luk kruznice nad tetivom AB.

Na kruznici k izabrano je na bilo koji nain kona€no mnogo
tocaka i te su tocke oznacene sa A1A2,..,A, tako da su
tocke A3,...,Ans iste strane pravca AtA2, tocke AltA4,. .. A,
s iste strane pravca A2A3,..., tocke AI9...,A, -2 s iste strane
pravca An- XAn i tocke A2,...,An"l s iste strane pravca A1l
(si. 24). Neka je
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d(AlyA2i...,An —d(A1A2) + d(A2A3) + ... +
+ d(An_iAn + d(AmMi). )

Tada postoji pozitivan broj d sa svojstvom da je to najmanji
broj koji je ve¢i od svakog broja d(A1,A2,...,An za bilo koji
izbor to€aka A1,A2,...,An na opisani nacin. Broj d zove se
duljina kruZnice k. Duljina kruznice s polumjerom r jednaka je

d=2rn, @)

gdje je wneperiodicki beskonacni decimalni broj kojemu je pri-
blizna vrijednost na dvanaest decimala rc= 3,141592653590.

Ako je I luk kruZznice s polumjerom r kojemu centralni kut
ima mjeru a radijana, tada se broj

di) = rec (5)

zove duljina luka I Medutim, ako je a mjera centralnog kuta
u stupnjevima, tada je

nra

0= (6)

Neka je k kruZnica sa srediStem 0 i polumjerom r. Tocka
T je unutraSnja toCka kruznice k ako je d(OT) < r, a vanjska

tocka kruznice k ako je d(OT) > r. Skup svih unutradnjih to¢aka
kruznice k zove se krug s rubom k (si. 25). Kaze se da je 0
srediSte, a r polumjer tog kruga. Duljina kruznice k zove se jo$
i opseg kruga s rubom k.

Kroz to¢ku T prolaze dvije tangente kruznice k ako je T
vanjska toCka te kruZnice, a samo jedna tangenta ako je T
tocka kruznice k (tada je T diraliSte te tangente). Akoje T unu-
tradnja toCka kruznice k, tada kroz nju ne prolazi ni jedna
tangenta te kruznice.

Neka je k kruznica sa srediStem 0 i polumjerom r, a d uda-
ljenost to€ke 0 od danog pravca p. Ako je d > r, tada pravac
p i kruZznica k nemaju zajednickih to¢aka. Ako je d = r, tada
je pravac p tangenta kruznice k. Ako je d < r, tada pravac p
i kruZznica k imaju dvije zajedniCke tocke, pa je p sekanta
kruznice k.

Sl. 25

Dvije ili vise kruznica s istim srediStem su koncentricne.
Neka je d udaljenost srediSta dviju kruznica /ct i k2 s polu-
mjerima i r2 koje nisu koncentricne. Ako je [r+—r2\< d <
< ri + r2, tada kruznice ki i k2 imaju dvije zajednicke tocke
(si. 26). Ako je d < \rx—r2\ ili d> rx+ r2, tada kruznice kx
i k2 nemaju zajednickih tocaka. U prvom je slu€aju rx3=r2
i ako je npr. rx < r2, tada je svaka toCka kruznice kx unutrasnja
tocka kruznice k2, a kruznica /cx unutar kruznice k2 (si. 27).
U drugom slu€aju kruznice se odnose kao na si. 28. Ako je
d=rx+ r2ilid= |rx—r2y tada kruZznice ki i k2 imaju samo
jednu zajedni€ku toCku D i te se kuznice diraju u tocki D,
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koja se zove diraliste tih kruZznica. U prvom se slu€aju te kruZznice
diraju izvana (si. 29), a u drugome iznutra (si. 30).

Neka kruznice kx i k2 imaju zajedniCku to¢ku i neka su tx
i t2 tangente tih kruznica u toj toCki (si. 31). Kut pravaca
tx i t2 zove se kut kruZnica /q i k2. Ako su rx i r2 polumjeri
tih kruznica i d udaljenost njihovih srediSta, tada za njihov

kut ep vrijedi

\fj + r2- daa
cos @ = )
21,12

Kruznice /ex i /2 su ortogonalne ako je njihov kut pravi. Kruz-
nice ki i k2 se diraju samo ako njihov kut ima mjeru o.

Ako su A i B zajednitke toCke kruZnice k (sa srediStem 0
i polumjerom r) i bilo koje njezine sekante koja prolazi kroz
danu toCku T i ne pripada toj kruZnici (si. 32), tada je broj
d(TA) d(TB) neovisan o izboru te sekante. Ako je T vanjska,
odnosno unutradnja tocka kruznice k, tada se potencijom p(T,k)
toCke T s obzirom na kruZznicu k zove broj d(TA) d(TB), od-
nosno —d(TA) «d(TB). Ako je T toCka kruZnice [, tada se
uzima da je p(T/c) = 0. Uvijek je p(T,k) = d2 —r2, gdje je
d = d(OT). Ako je T vanjska toc¢ka kruznice k, a C diraliste
jedne tangente kruznice k koja prolazi kroz tocku T (si. 32),
tada je p(T,k) = i2, gdje je t= d(TC). Ako je T unutradnja
tocka kruznice k, a C jedno sjeciSte te kruZnice s okomicom
iz toCke T na pravac OT (si. 33), tada je p(T,k) = —t2.

Nekaje p = p(T,k) potencija tocke T s obzirom na kruZnicu
k. Ako je p > 0, tada je kruZznica k ortogonalna na kruZnicu k'

sa sredistem T i polumjerom ]fp (si. 32). Ako je p < 0, tada
kruznica k i kruznica k' sa sredistem T i polumjerom ]/—p
imaju dvije zajedniCke tocke C i D takve da je CD promjer
kruznice k' (si. 33). Tada kuznica k dijametralno sijeCe kruz-
nicu k'
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Ako su k1l i k2 dvije kruznice s razlicitim srediStima 0" i
02, tada je skup tocaka T takvih da vrijedi p(Tki) = p(T,k2)
pravac p okomit na pravac 0102, koji se zove potencijala
kruznica kx i k2 (si. 34). Ako kruZnice /cx i k2 imaju zajedniCke
toCke (jednu ili dvije), tada potencijala p prolazi kroz te tocke
(si. 35 i si. 36). Tocka T lezi na potencijali dviju kruznica

i k2 samo ako postoji kruznica (koja je tada jedinstvena)
sa srediStem T koja je ortogonalna na kruznice kj i k2 ili ju one
dijametralno sijeku.

Sl. 34

SI. 35

Sl. 36

Ako su ku k2, k3 kruznice kojima srediSta ne leze na jed-
nom pravcu, tada tri potencijale triju parova tih triju kruznica
imaju zajednicku toCku P takvu da vrijedi p(P,/cx) = p(P,k2) =
= p(P,k3). Ta se tocka zove potencijalno srediste kruznica klt
k2 i k3 (si. 37). Totka P je potencijalno srediSte triju kruznica
samo ako postoji kruznica (koja je tada jedinstvena) sa sre-
distem P koja je ortogonalna na te tri kruZnice ili ju one
dijametralno sijeku.

Pramen kruznica s potencijalom p je skup svih kruznica sa
svojstvom da bilo koje dvije od njih imaju za potencijalu dani
pravac p. Sredista svih kruznica pramena leze na jednom pravcu
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okomitom na potencijalu, koji se zove centrala tog pramena.
Skup svih kruznica ortogonalnih na svaku kruznicu jednog
pramena tvore opet jedan pramen. Takva su dva pramena kruz-
nica ortogonalna. Potencijala jednoga od njih je centrala dru-
goga i obrnuto. Svake dvije kruznice koje nisu koncentri¢ne
pripadaju samo jednom pramenu. Postoje tri vrste pramenova:
a) sve kruznice pramena imaju dvije zajednicke tocke na po-
tencijali, tzv. temeljne toCke pramena, a pramen je elipticki, b) sve
kruznice pramena diraju potencijalu u istoj tocki, tzv. vrhu
pramena, a pramen je parabolicki, ¢) kruznice pramena nemaju
zajednickih toCaka ni s potencijalom ni medusobno, a pramen
je hiperbolicki.

Sl. 38

Ako je jedan od dva ortogonalna pramena elipticki, tada je
drugi hiperbolicki, i obrnuto. Na si. 38 punim crtama predoceno
je nekoliko kruznica jednoga eliptickog pramena, a crtkano je
predoceno nekoliko kruznica njemu ortogonalnoga hiperbo-
lickog pramena. Temeljne toCke prvog pramena zovu se grani¢ne
tocke drugoga (hiperbolickog) pramena. Ako je jedan od dva
ortogonalna pramena parabolicki, tada je i drugi parabolicki,
a oba pramena imaju isti vrh. Na si. 39 predo€eno je po nekoliko
kruZnica dvaju ortogonalnih paraboli€kih pramenova.

Cesto je zgodno smatrati i pravac kruznicom s beskona&no
dalekim srediStem i beskonacno velikim polumjerom, pri ¢emu
se uzima da postoji jedna jedina beskonacno daleka tocka i da
svaki pravac prolazi kroz tu to¢ku. Tada je i pramen pravaca
s vrhom 0 (skup svih pravaca koji prolaze kroz to€ku 0) elip-
ticki pramen kruznica kojima su temeljne tocke: to¢ka 0 i besko-
na¢no daleka toCka. Skup svih koncentri€nih kruZnica sa sre-
diStem 0 smatra se hiperbolickim pramenom, kojemu su gra-
ni¢ne tocke to¢ka O i beskonatno daleka toCka. Na si. 40
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predoceno je nekoliko kruznica pramena koncentriénih kruznica
i nekolika pravaca njemu ortogonalnog pramena pravaca. Pri
tom se smatra daje kruZnica ortogonalna na svaki svoj promjer.
Skup svih pravaca istog smjera smatra se paraboli¢kim prame-
nom s vrhom u beskonacno dalekoj toCki. Uzima se da poten-
cijala pramena takoder pripada tom pramenu.

Sl. 40

Neka su A i B razliCite toCke, k pozitivan realan broj. Skup

svih to¢aka T takvih daje = kjest kruznica, tzv. Apolo-

nijeva kruznica to¢aka A i B s omjerom k. Skup svih Apoloni-
jevih kruznica danih tocaka A i B (za razli¢ite omjere k) jest
hiperboli¢cki pramen kruZnica s grani¢nim to¢kama A i B.

Mreza kruZnica sa srediStem P je skup svih kruZnica sa
svojstvom da bilo koje tri od njih imaju za potencijalno sre-
diSte danu tocku P, tj. tocka P ima jednake potencije p s obzi-
rom na sve kruznice mreze. Postoje tri vrste mreza kruznica:
a) ako je p < o, tada je mreza eliptiCka i postoji kruznica sa
srediStem P koju svaka kruznica mreze dijametralno sijecCe,
b) ako je p = o, tada je mreza paraboli¢ka, a sve njezine kruz-
nice sadrze toc¢ku P, c) ako je p > 0, tada je mreza hiper-
bolicka i postoji kruznica sa sredistem P koja je ortogonalna
na svaku kruZznicu mreze.

U svima trima primjerima smatra se da i pravci kroz sre-
diste P pripadaju mrezi.

Neka je k kruznica sa srediStem 0. Bilo kojoj toCki A,
razli€itoj od toCke O, pridruZuje se pravac a, tzv. polara tocke A
s obzirom na kruznicu A%na ovaj nacin: ako je A toCka kruZnice
Ic, tada je a tangenta kruZnice k u toCki A (si. 20); ako je A
vanjska toCka kruznice fc, a C i D su diralista kruznice k s
tangentama koje prolaze kroz tocku A, tada je a pravac CD
(si. 41); ako je A unutradnja toCka kruznice k i ako okomica
iz tocke A na pravac OA ima s kruznicom k zajedniCke toCke
C i D, pa ako je A sjeciSte tangenata kruznice k u tockama
C i D, tada je a okomica iz toCke A na pravac OA (si. 42).

Ako je a polara tocke A s obzirom na kruznicu fc tada se
kaze da je A pol pravca a s obzirom na kruZnicu k. Polara a
je uvijek okomita na pravac OA. PridruZivanje koje pridruzuje
bilo kojoj tocki (razli€itoj od srediSta kruznice k) njezinu polaru,
odnosno bilo kojem pravcu (koji ne prolazi kroz srediSte kruz-
nice k) njegov pol s obzirom na kruZznicu /c, zove se polaritet
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s obzirom na kruZnicu k. Polaritet s obzirom na danu kruZnicu k
ima svojstvo da tocka A leZzi na polari b toCke B samo ako
tocka B lezi na polari a tocke A (si. 43).

GEOMETRIJSKE TRANSFORMACIJE

lzometrija ravnine je svaka transformacija (v. Geometrija,
Erlangenski program, TE 6, str. 122) te ravnine koja €uva uda-
ljenost, tj. takva transformacija / da za bilo koje dvije tocke
A i B vrijedi d(f(A),f(B)) = d(A,B). Sve izometrije tvore grupu
transformacija, tzv. grupu izometrija. lzometrija preslikava pravce
u pravce, kutove u kutove te €uva mjeru kuta i poredak, tj.
ako je toCka C izmedu toCaka A i B a / izometrija, tada je
i tocka f(C) izmedu tocaka f(A) i f(B). Za dvije figure kaze
se da su sukladne ako postoji izometrija koja preslikava jednu
figuru na drugu. Za bilo koja dva sukladna trokuta postoji samo
jedna izometrija koja jednoga od njih preslikava na drugi.

Za svaki pravac a postoji izometrija, razliCita od identiteta,
koja svaku toCku pravca a preslikava na sebe. To je tzv. osna
simetrija s obzirom na pravac a, koji se zove os te osne simetrije.
Ako je T bilo koja toCka koja ne leZzi na pravcu a, a T njezina
slika pri simetriji s obzirom na taj pravac, tada je a simetrala
duZzine TT (si. 44).

Svaka izometrija moze se predociti kao kompozicija od naj-
vise tri osne simetrije. Kompozicija od parnog broja osnih
simetrija ne mozZe biti jednaka kompoziciji od neparnog broja
osnih simetrija. Zato se skup svih izometrija raspada u dva
podskupa bez zajednickih elemenata. Izometrija koja se moZe
predociti kao kompozicija od parnog broja osnih simetrija zove
se direktna izometrija ili gibanje, a izometrija koja se moze
predociti kao kompozicija od neparnog broja osnih simetrija
zove se indirektna izometrija. Sva gibanja tvore grupu transfor-
macija, tzv. grupu gibanja.

SI. 44 Sl. 45

Ako su a i b paralelni pravci, tada se kompozicija osnih
simetrija s obzirom na te pravce zove translacija. Ako su A
i B bilo koje tocke na pravcima a i b takve da su ti pravci
okomiti na pravac AB, tada za bilo koju to€ku T i njezinu
sliku V pri promatranoj translaciji vrijedi TT' = 2AB (si. 45).
Zato se za tu translaciju kaZze da je to translacija za vektor
u = 2AB. ldentitet je translacija za nulvektor. Sve translacije
tvore grupu transformacija, tzv. grupu translacija. Komponiranje
translacija odgovara zbrajanju vektora, tj. ako su / i g transla-
cije za vektore u i V, tada je fg translacija za vektor u+ v,
a / _1 je translacija za vektor —u. Za bilo koje dvije translacije
/i g vrijedi / g=gf. Ako je / translacija za vektor u

(u 4&0), tada za bilo koju toCku T vrijedi f(T) 4=T. Za bilo
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koje dvije toCke A i B postoji samo jedna translacija koja
preslikava to€ku A u toCku B. Translacija preslikava svaki pra-
vac u pravac koji je s njime paralelan.

Ako se pravci a i b sijeku u tocki 0, tada se kompozicija
osnih simetrija s obzirom na te pravce zove rotacija oko tocke O,
a tocka 0 zove se srediSte te rotacije. Ako je T bilo koja
tocka razli€ita od toCke o, a V njezina slika pri promatranoj
rotaciji, tada je <ETOT' = ep, gdje je e kut jednak dvostrukom
kutu pravaca a i b (si. 46). Zato se za tu rotaciju kaZe da je
to rotacija za kut (p oko toCke 0. ldentitet je rotacija za kut O
oko bilo koje tocke. Sve rotacije oko dane toCke 0 tvore grupu
transformacija, tzv. grupu rotacija oko to¢ke O. Za hilo koje dvije
rotacije / i g oko tocke 0 vrijedi fg = gf. Ako je / rotacija
za kut e 4=0 oko tocke o, tada je f(0) = o, a za bilo koju
tocku T razli¢itu od toCke O vrijedi /(T )4=T. Za bilo koja
dva polupravca hi k sa zajednickim pocetkom 0 postoji jedna
jedina rotacija oko tocke O koja preslikava polupravac h na
polupravac k.

Za kut se kaze da je orijentiran ako se za njegova dva kraka
istakne koji je prvi, a koji drugi. Orijentirani kutovi £(/z,/c) i
<(/i,/) sa zajednickim vrhom 0 imaju istu orijentaciju ako su
polupravci k i /s iste strane pravca a koji sadrzi polupravac h,
tj. pripadaju istoj poluravnini s rubom a (si. 47), a suprotnu
orijentaciju ako su polupravci k i | s razliCitih strana pravca a,
tj. pripadaju razli¢itim poluravninama s rubom a (si. 48). Dva
orijentirana kuta <(h,k)i sa zajedni¢kim vrhom 0 imaju
istu orijentaciju ili suprotnu orijentaciju ako istu orijentaciju ili
suprotnu orijentaciju imaju orijentirani kutovi <(l,k") i <(l,m),
gdje je k' slika polupravca k pri rotaciji oko tocke 0 koja
polupravac h preslikava na polupravac /. Npr. na si. 49 pre-
docCeni su kutovi <(/z,/c) i £(/,m) koji imaju razliCite orijentacije.

Bilo koja dva orijentirana kuta £(/i,/c) i £(/,m) s vrhovima
O i 0' imaju istu orijentaciju ili suprotnu orijentaciju ako istu
orijentaciju ili suprotnu orijentaciju imaju orijentirani kutovi
$:(h\k") i <(I,m), gdje je kut <(h'k') slika kuta <(hk)
pri translaciji koja to€ku O preslikava u tocki 0'. Npr. na
si. 50 predoceni su kutovi £(/z/c) i £(/;m) koji imaju istu
orijentaciju. Skup svih orijentiranih kutova raspada se u dva
podskupa sa svojstvom da svaka dva orijentirana kuta iz istog
podskupa imaju istu orijentaciju, a svaka dva orijentirana kuta
iz razliitih podskupova imaju suprotne orijentacije. Ta dva
podskupa zovu se orijentacije kutova. Za jednu orijentaciju kaze
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se da je pozitivna, a za drugu da je negativha. Ako orijentirani
kut pripada pozitivnoj orijentaciji, tada je taj orijentirani kut
pozitivan, a ako pripada negativnoj orijentaciji, tada je negativan.
Obicno se orijentacije biraju tako da je na si. 50 orijentirani
kut <(/i/c) pozitivan, a orijentirani kut <(k,h) negativan.

Ako je (p mjera kuta i(h,k), tada se mjerom orijentiranog
kuta <(h,k) zove broj (p ako je <(h,k) pozitivan, a broj
2n —(p, odnosno 360° — (p, ako je $:(h,k) negativan orijentirani
kut. Ako je orijentirani kut a' slika orijentiranog kuta a pri
izometriji /, tada orijentirani kutovi a i a' imaju istu ili su-
protne orijentacije, ve¢ prema tome da li je / direktna ili
indirektna izometrija.

Neka je / rotacija oko tocke 0. Ako je h hilo koji polu-
pravac s poCetkom O, a h' njegova slika pri rotaciji /, tada
orijentirani kut <(h,h") ima stalnu mjeru < a rotacija / je
rotacija oko tocke 0 za kut ep. Za bilo koju tocku 0 i bilo
koji realan broj (p izmedu o i 2rc postoji jedna jedina rotacija
oko toctke 0 za kut (p (mjera kuta je u radijanima). Kompo-
niranju rotacija oko iste toCke odgovara zbrajanje orijentiranih
kutova, tj. ako su / i g rotacije oko tocke O za kutove a i p
(mjerene u radijanima), tada je f g rotacija oko toCke 0 za kut
a+p ako je a+ {3< 2n, ili za kut a+ 3—2tc ako je
a+ pA2tt, a /-1 je rotacija oko tocke 0 za kut 2tc—a
ako je a #o, ili za kut o ako je a = o.

Svako gibanje koje nije identitet ili je translacija ili rotacija.
Rotacija oko totke 0 za kut tc zove se joS i centralna sime-
trija s obzirom na toCku o, koja se zove srediste te centralne
simetrije. Ako je T bilo koja to¢ka razli¢ita od toCke 0 i ako
je T njezina slika pri centralnoj simetriji s obzirom na tacku 0,

tada je 0 poloviSte duzine TT (si. 51).
T?

Klizna simetrija uzduZ pravca p za vektor a je izometrija
koja bilo koju tocku N pravca p preslikava u to€ku A' tog
pravca tako da je NN' = a, a bilo koju tocku T koja ne leZi
na pravcu p preslikava u tocku T takvu da su tocke T i V
s razli€itih strana pravca p i imaju jednake udaljenosti od tog
pravca, a za ortogonalne projekcije A i A' tih tocaka na pra-

vac p vrijedi jednakost NN' = a (si. 52). Posebno, osna je si-
metrija s obzirom na pravac p klizna simetrija uzduz tog pravca
za nulvektor. Svaka je indirektna izometrija klizna simetrija.

Homotetija sa sredistem 0 i koeficijentom k (k je bilo koji
realan broj razlicit od o) je transformacija koja bilo kojoj to€ki

T pridruzuje to¢ku V takvu da vrijedi OT' = kmOT (na
si. 53 je k = 3). Posebno, ako je k = 1, postoji identitet, a ako
je k= —1, centralna simetrija s obzirom na to¢ku 0. Homo-
tetija preslikava svaki pravac u pravac koji je s njime paralelan.
Sve homotetije sa sredistem 0 tvore grupu transformacija, tzv.
grupu homotetija sa sredistem 0. Isto tako sve translacije i sve
homotetije tvore jednu grupu transformacija.

SI. 53

Ekviformna transformacija je bilo koja kompozicija od ko-
natno mnogo izometrija i homotetija. Svaka se ekviformna
transformacija moze predociti u obliku kompozicije jednog gi-
banja i jedne homotetije. To predoCenje nije jedinstveno, ali
pri svakom takvu predoCenju homotetija ima uvijek isti koefi-
cijent. Ako je k taj koeficijent, tada je promatrana ekviformna
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transformacija ekviformna transformacija s koeficijentom k. Veé
prema tome da lije k > o ili k < o, ekviformna transformacija
se zove direktna, odnosno indirektna. Posebno, za k= 1 ili
k = —1 imamo direktne, odnosno indirektne izometrije. Ako
je / ekviformna transformacija s koeficijentom /c, a A i B bilo
koje toCke, tada vrijedi jednakost

d{f(A).f(B))=\K-dAB).(8)
Ako su / i g ekviformne transformacije s koeficijentima k i
k\ tada je fg ekviformna transformacija s koeficijentom kk'
a / -1 je ekviformna transformacija s koeficijentom I/k. Sve
ekviformne transformacije tvore grupu transformacija, tzv. ekvi-
formnu grupu, a isto tako i sve direktne ekviformne transfor-
macije tvore jednu grupu transformacija. Svaka ekviformna
transformacija preslikava pravce na pravce, kutove na kutove
te ¢uva mjeru kuta i poredak.

Za dvije figure kaZze se da su slicne (direktno ili indirektno)
ako postoji ekviformna transformacija (direktna ili indirektna)
koja preslikava jednu figuru na drugu. Za svaka dva sli¢na
trokuta postoji jedna jedina ekviformna transformacija koja
jedan od njih preslikava na drugi.

Afina osna simetrija u smjeru S s obzirom na pravac a
(smjer S razli¢it od smjera pravca a), koji se zove os, jest
transformacija koja bilo koju toCku pravca a preslikava u nju
samu, a bilo koju to¢ku T koja ne leZi na pravcu a preslikava
u tocku T takvu da pravac TT ima smjer S, a poloviste

duzine TT lezi na pravcu a (si. 54). Afina osna simetrija jedno-
zna€no je odredena svojim smjerom i svojom osi.

SI. 54

Ekviafinitet je bilo koja kompozicija od konatno mnogo
afinih osnih simetrija. Svi ekviafiniteti tvore grupu transfor-
macija, tzv. ekviafmu grupu. Svaki ekviafinitet moze se predociti
kao kompozicija od najviSe tri afine osne simetrije. Kompozicija
od parnog broja afinih osnih simetrija ne moze biti jednaka
kompoziciji od neparnog broja afinih osnih simetrija. Zato se
skup svih ekviafiniteta raspada u dva podskupa bez zajednickih
elemenata. Ekviafinitet koji se moze predociti kao kompozicija
od parnoga ili neparnog broja afinih osnih simetrija zove se
direktni, odnosno indirektni ekviafinitet. Svi direktni ekviafiniteti
tvore grupu transformacija.

Smicanje. Neka je dan pravac o i tocke A i A koje ne leZze
na tom pravcu, ali su takve da je AA"\o (si. 55). Smicanje uzduz
osi 0, odredeno toCkama A i A\ jest transformacija koja bilo

koju to€ku T preslikava u to¢ku T tako da Vrijedi TT'=t-AA[

gdje je t = %X—O% ai(o su tocke T i A s iste strane pravca o,
,0

_ 0 ako su tocke T i A s razliCitih strana pravca o,
d(A,0)

pri ¢emu je npr. d(T,0) oznaka za udaljenost tocke T od

pravca o. Ako tocka T lezi na pravcu o, tada je ocigledno

V = T. Smicanje je direktni ekviafinitet.

at=

h \Y

SI. 55

DjeliSni omjer. Neka su A i B razliCite tocke, a C bhilo
koja toCka pravca AB razli¢ita od tocke B. Tocki C pridru-
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Zuje se broj — ako je C toCka duZineAB, a inaCe broj
d(B,C)

d(A,C . . S . . . .
(A.C) Taj se broj zove djeliSni omjer toCaka A, B i C i
d(B.C) —
oznacuje se sa (ABC). Totka C dijeli duZinu AB u omjeru
k = (ABC). Ocigledno je (ABA) =0, a (ABC) = —1 vrijedi
samo ako je C poloviste duZine AB. Na si. 56 je npr.
(ABC) = ——, Jednakost (ABC) = k ekvivalentna je s vektor-

skom jednako3¢u AC = k-BC. Za svaki realan broj fg razlicit
od 1, postoji jedna jedina tocka C pravca AB takva da vrijedi
(ABC) = k. Uzima se da je (ABB) = oo, a da za beskonacno
daleku toCku N pravca AB vrijedi (ABN) = 1. Ako su a i b
razli¢iti pravci, a c bilo koji pravac kroz to¢ku o, i ako para-
lelni pravci p i p' koji ne prolaze kroz to€ku O sijeku pravce
a, b i c redom u tockama A, B, C i A\ B\ C (si. 57), tada
vrijedi jednakost (ABC) = (A'B'C). Ako je / homotetija sa sre-
distem 0 i koeficijentom k (k AL1), a T bilo koja tocka razlicita
od tocke 0, te T = f(T\ tada vrijedi jednakost (T'TO) = k.

Afinitet je bilo koja transformacija ravnine koja preslikava
pravce na pravce i Cuva paralelnost pravaca, tj. ako je / afinitet,
tada su bilo koja dva pravca a i b paralelni samo ako su
paralelne i njihove slike f(a) i f(b). Za svaka dva trokuta
postoji jedan jedini afinitet koji preslikava jedan trokut na drugi.
Ekviformne transformacije i ekviafiniteti su afiniteti. Afinitet
Cuva poredak i djelisni omjer, tj. ako su A i B razliCite tocke,
C bilo koja totka pravca AB i / afinitet, te A\ B, C' slike
toCaka A, B, C pri tom afinitetu, tada je (ABC) = (ABC).
Skup svih afiniteta tvori grupu transformacija, tzv. grupu afini-
teta ili afinu grupu.

Svaki afinitet moZe se predoCiti kao kompozicija nekog
direktnog ekviafiniteta i neke homotetije. To predoCenje nije
jedinstveno, ali pri svakom takvu predoCenju homotetija ima
uvijek isti koeficijent. Ako je k taj koeficijent, tada se za pro-
matrani afinitet kaze da je to afinitet s koeficijentom k. Ve¢
prema tome da lije k > o ili k < o, afinitet je direktan, odnosno
indirektan. Posebno, za k = 1 ili k= —1 postoje direktni, od-
nosno indirektni ekviafiniteti. Ako su / i g afiniteti s koefi-
cijentima k i k\ tada je fg afinitet s koeficijentom kk\ a / _1
je afinitet s koeficijentom I/k. Ti direktni afiniteti tvore grupu
transformacija.

Trokut je orijentiran ako se za njegova tri vrha istakne
kojim poretkom dolaze, tj. koji je prvi, koji drugi, a koji trec¢i.
Dva orijentirana trokuta imaju istu orijentaciju ili suprotne ori-
jentacije, ve¢ prema tome da li je afinitet koji preslikava jedan
trokut na drugi direktan ili indirektan. Skup svih orijentiranih
trokuta raspada se u dva podskupa sa svojstvom da svaka dva
orijentirana trokuta iz istog podskupa imaju istu orijentaciju,
a svaka dva orijentirana trokuta iz razliCitih podskupova imaju
suprotne orijentacije. Ta dva podskupa zovu se orijentacije na
skupu trokuta. Za jednu orijentaciju kaze se da je pozitivna, a
za drugu da je negativna. Ako orijentirani trokut pripada pozi-
tivnoj ili negativnoj orijentaciji, tada je on pozitivno, odnosno
negativno orijentiran. Obi¢no se orijentacije biraju tako daje na
si. 58 orijentirani trokut ABC pozitivno orijentiran, a tada je
npr. orijentirani trokut ACB negativno orijentiran.

Sl. 58
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FIGURE

Otvorene i zatvorene figure. Figura F je bilo koji skup
totaka. Tocka T figure F unutradnja je tocka te figure ako
postoji krug sa sredistem T koji je sadrzan u figuri F. Skup
svih unutra$njih toCaka figure F zove se unutradnje podrucje ili
nutrina te figure i oCigledno je sadrzana u figuri F. T je vanjska
toCka figure F ako postoji krug sa sredistem T koji nema ni
jednu zajednicku toCku s figurom F. Skup svih vanjskih toCaka
figure F zove se vanjsko podrucje te figure i nema s njome
zajednickih tocaka. T je rubna tocka figure F ako svaki krug
sa srediStem T ima zajednickih toCaka s figurom F, ali sadrZi
i tocke koje ne pripadaju toj figuri. Rubna tocka figure moze,
ali ne mora, pripadati toj figuri. Skup svih rubnih to¢aka figure
F zove se rub te figure. Na si. 59 A je unutradnja, B vanjska,
a C rubna toCka figure F. Skup svih unutrasnjih i rubnih
to¢aka figure zove se zatvorenje te figure. Figura F je zbroj figura
Fi i F2 ako svaka tocka figure Fx i svaka tocka figure F2
pripadaju figuri F, a svaka to¢ka figure F pripada bar jednoj
od figura Fxi F2 koje nemaju zajedniCkih unutradnjih toCaka.

Sl. 59

Figura F je otvorena ako joj je svaka toCka unutradnja tocCka,
tj. ako ne sadrZi ni jednu svoju rubnu toCku. Figura F je
zatvorena ako sadrzi sve svoje toCke, tj. ako je jednaka svojem
zatvorenju. Figura F je omedena ako postoji krug u kojemu je
sadrzana figura F. U protivnome figura F je neomedena.

Poligonalne crte. Ako su AI9A2,...,AnAn+i bilo koje tocke,
tada se skup svih tih toCaka i svih toCaka pojedinih duZina
A1A2,A2A3,...,APAn+l zove poligonalna crta s vrhovima
Al,A29...99niAn+li  krajevima Al i Antl i stranicama
A1A29A2A3,...,AMAn+1l. Ta poligonalna crta oznacuje se sa
A1A2..AmMn+1. Na si. 60 predocena je jedna poligonalna crta.

Poligonalna crta A1A2 ..AmAn+1lje zatvorena ako je An+l= At
(si. 61) i tada se oznacuje sa AI1A2...An. Poligonalna crta je
jednostavna ako svaka toCka neke njezine stranice pripada samo
toj stranici, a svaki njezin vrh je kraj najviSe dviju stranica i
ne pripada viSe ni jednoj stranici. Na si. 61, 62 i 63 predocene
su poligonalne crte koje nisu jednostavne, dok je poligonalna

crta na si. 60 jednostavna. Broj d(Al1A2) -- d(A2A3) + ... +
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+ d(ArmAn+l) zove se duljina poligonalne crte A1A2...APAn+1.
Ona je veta od udaljenosti d(AuAn+1).

Bilo koja figura F dijeli ravninu na dva dijela Fx i F2 ako
vrijede ova svojstva: a) svaka tocka ravnine pripada samo
jednoj od triju figura F, F1i F2, b) za bilo koje dvije tocke
figure F1 (odnosno F 2) postoji poligonalna crta kojoj su te toCke
krajevi, a svaka toCka te poligonalne crte pripada figuri
(odnosno F2), ¢) za svaku poligonalnu crtu kojoj je jedan kraj
sadrzan u figuri Fls a drugi u figuri F2, figura F sadrZi bar
jednu toCku te poligonalne crte.

Svaki pravac p dijeli ravninu na dvije figure koje se zovu
poluravnine s rubom p. Na si. 64 predoCena je jedna poluravnina
s rubom p.

Poligoni

Svaka zatvorena jednostavna poligonalna crta dijeli ravninu
na dva dijela, od kojih je jedan omeden, a drugi neomeden.
Skup svih tocaka prvog dijela i svih tofaka te poligonalne
crte zove se jednostavni poligon, kojemu je taj omedeni dio
nutrina, a promatrana poligonalna crta rub (si. 65). Vrhovi i
stranice poligonalne crte zovu se tada vrhovi i stranice toga
poligona. Jednostavni poligon koji ima n vrhova zove se jo$ i
n-terokut. Opseg je jednostavnog poligona duljina poligonalne
crte koja je rub toga jednostavnog poligona.

Sl. 65 Sl. 66

Svaka figura koja je zbroj od konatno mnogo jednostavnih
poligona zove se poligon. OCigledno je svaki jednostavni poligon
zaista poligon, ali obrnuto ne vrijedi. Tako su na si. 66 do 68
predocCeni poligoni koji nisu jednostavni. Svaki poligon moZe se
predocCiti kao zbroj od konatno mnogo trokuta.

SI. 67 Sl. 68

Za figuru F kaZze se da je konveksna ako zajedno s bilo
koje svoje dvije razliCite toCke A i B sadrzi i svaku toCku

duzine AB. Presjek konveksnih figuraje konveksna figura. Polu-
ravnina je konveksna figura. Svaka je konveksna figura presjek
poluravnina. Za svaku figuru F postoji najmanja konveksna
figura koja sadrzi figuru F. To je presjek svih konveksnih
figura koje sadrze figuru F. Najmanja konveksna figura koja
sadrzi dani konacan skup toCaka konveksni je poligon. Svaki
je konveksni poligon jednostavan. Na si. 69 peterokut ACEGI
najmanja je konveksna figura koja sadrzi danu petokraku zvi-
jezdu ABCDEFGHIJ.
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Neka je AIA2...Anjednostavan poligon. Za svaki vrh At tog
poligona postoji krug sa srediStem At koji sadrZi toCke stranica
Ai-iAi i AtAi+1, ali ne sadrzi tocke ni jedne od preostalih
stranica poligona (si. 70). Od dva eksplementarna kuta s vrhom
Ai (kut iA i- LAiAi+li njegov vanjski kut) jedan sadrzi toCke
koje pripadaju promatranom krugu i unutasnje su tocke proma-
tranoga jednostavnog poligona. Taj se kut zove unutrasnji kut
(ili krace kut) promatranog poligona kod vrha At. Zbroj kutova
rc-terokuta jednak je (n —2) «180°, odnosno (n —2)« radijana.

Pravilan poligon je jednostavan poligon koji ima sve stranice
i sve kutove jednake. Kutovi pravilnog n-terokuta jednaki su

n—

n—:2
180°, odnosno N k. Svi pravilni rc-terokuti (za isti

broj n) medusobno su sli¢ni. Simetrale stranica i simetrale
kutova pravilnog poligona imaju zajedni¢ku tocku 0. Ona je
jednako udaljena od svih njegovih vrhova i istodobno je jed-
nako udaljena od svih pravaca koji sadrZze njegove stranice.
Tocka 0 zove se srediSte promatranoga pravilnog poligona i
srediSte je tzv. opisane kruZnice koja prolazi kroz sve vrhove, a
ujedno je srediSte i tzv. upisane kruZnice koja dira sve pravce
§to sadrze stranice poligona. Ako je anduljina stranice pravil-
nog n-terokuta kojemu je opisana kruznica polumjera r, tada je
opcenito duljina stranice kao funkcija od nir

an—az2rsin- )
Priblizne vrijednosti duljine stranice za neke vrijednosti n
dane su u tabl. 1.
Tablica 1
PRIBLIZNE VRIJEDNOSTI DULJINE STRANICE NEKIH

PRAVILNIH POLIGONA

Broj stranica Duljina stranice dana polumjerom r

n opisane kruznice
3 r\/3 A 1,732r

4 r\zl ~ 1414/

5 -y l/1o - 2|/S * 1,176/*
6 r

7 * 0,868/*

8 r\/2 - 1/2 * 0,765/*

9 " 0,684/*

10 ~{\/5 - 1) * 0,618/*

1 " 0,563/*

12 A-(1/6 - 1/2) * 0,518/*

Trokut. Trokut je jednostavan poligon sa tri vrha i uvijek je
konveksan. Za trokut ABC s vrhovima A, B, C uobicajeno je
da se duljine stranica (zbog kratkoce i te se duljine zovu stra-
nicama) oznacuju sa a = d(BC), b = d(CA), ¢ = d(AB), kutovi
trokuta ABC (si. 58) 3fiBAC, A:ABC, “ACB, a njihove mjere
a, i3 i y. Oznacivanje je takvo da su vrh A i kut a nasuprot
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stranici a, odnosno da je kut a izmedu stranica b i c. Zbroj
kutova trokuta jednak je 180° odnosno 7 radijana. Bilo koja
stranica trokuta manja je od zbroja, a veéa od razlike preosta-
lih dviju stranica.

Ako su dvije stranice trokuta jednake, tada su i njima su-
protni kutovi jednaki, i obrnuto, tj. iz a= b slijedi a =/,
a iz a = {3 slijedi a —b. Takav trokut ABC je jednakokracan,
stranica AB je osnovica, a stranice AC i BC su krakovi (si. 71).
Jednakokracnom trokutu simetrala osnovice prolazi kroz su-
protni vrh.

Ako su sve tri stranice trokuta jednake, tada je to pra-
vilan ili tzv. jednakostraniCan trokut (si. 72). U njega je
a= =y= 60°

Ako su dvije stranice trokuta razlicite, tada vecoj od tih
stranica odgovara i veéi suprotan kut, te obrnuto, ve¢em kutu
odgovara i veéa suprotna stranica.

Simetrale stranica trokuta ABC imaju zajedniCku tocku O.
Ona je jednako udaljena od svih triju vrhova tog trokuta.
Tocka O je srediSte tzv. opisane kruZnice trokuta koja prolazi
kroz vrhove A, B i C (si. 73). Ako je r polumjer opisane
kruznice, a S plostina (povrsina) trokuta sa stranicama a, b c
i kutovima a, i3 vy, tada vrijede jednakosti 4Sr = abc,
a = 2rsina, b —2rsin/?, ¢ = 2rsiny.

Simetrale kutova trokuta ABC imaju zajedni¢ku tocku /.
Ona je jednako udaljena od svih triju pravaca BC, CA, AB.
Tocka / je srediSte tzv. upisane kruZznice trokuta koja dira pravce
BC, CA, AB (si. 74). Ako je g polumjer upisane kruznice trokuta,

as=—(a+ b+ c)poluopseg trokuta sa stranicama a, b, c, tada

. N — —_— —
vrijede jednakosti gs = S, g = /(S a)ﬁ b)(s C).
Simetrala kuta a i simetrale sukutova kutova [3i y trokuta
ABC imaju zajednicku tocku lakoja je jednako udaljena od pra-
vaca BC, CA, AB. TocCka laje srediSte tzv. pripisane kruZnice
trokuta (pripisane uz stranicu a) koja dira pravce BC, CA,
AB (si. 74). Ako je ga polumjer te kruZnice, tada uz ranije
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. . . Is(s —b)(s —c)
oznake vrijede jednakosti ga(s —a) = S, @ =

Analogno postoje jo§ dvije pripisane kruznice trokuta (pripisane
uz stranice b i c; si. 74).

Okomica iz vrha A na pravac BC zove se visina trokuta
ABC iz vrha A. Sve tri visine trokuta imaju zajedni¢ku toCku,
tzv. ortocentar trokuta (si. 75). Visina iz vrha A trokuta ABC
zove se i duZzina AA', gdje je A' ortogonalna projekcija toCke
A na pravac BC, a isto tako se visinom naziva i duljina
va= d(AA') te duzine. Ako je S ploStina trokuta, tada je
S = ava= bvb= cvc Visina jednakostrani¢nog trokuta sa stra-

nicom a jest —fl|/3, a ploStina mu je —az2]/3.

Ako su D, E, F polovista stranica BC, CA, AB, tada se du-
Zine AD, BE, CF, a ujedno i pravci AD, BE, CF, zovu teZiSnice
trokuta ABC. Tezisnice trokuta imaju zajednicku to¢ku G, tzv.
teZiSte trokuta (si. 76). TeZiSte dijeli svaku teZiSnicu u omjeru
—2. Duljina teZisnice ta= d(AD) dana je pomoc¢u stranica tro-

kuta formulom ta= —]/2b2+ 2c2—a2, a slicno vrijedi za

ostale dvije teZiSnice.

Ako je G teziste, H ortocentar, a 0 srediSte opisane kruz-
nice trokuta, tada tocke G, H, 0 leze na jednom pravcu, tzv.
Eulerovu pravcu trokuta, a toCka G dijeli duZzinu HO u omjeru
-2 (si. 77).

Neka je dan trokut ABC i tocke D, E, F na pravcima
BC, CA, AB. Neka su u= (BCD\ v= (CAE\w = (ABF) omjeri
u kojima tocke D, E, F dijele stranice BC, CA, AB. Tocke
D, E, F leze na jednom pravcu samo ako je uvw = 1 (Mene-
lajev poucak), a pravci AD, BE, CF imaju zajedniCku toCku (ili
su paralelni) samo ako je uvw = —1 (Cevin poucak).

Ako je D toCka stranice BC trokuta ABC sa stranicama
a, b, c,at= d(AD), p = d(BD), q = d(CD) (si. 78), tada prema
Stewartovu poucku vrijedi jednakost at2 = b2p + c2g —apg.

Trokut moze imati najviSe jedan pravi ili tupi kut. Zato se
trokut zove pravokutan ili tupokutan ako ima jedan pravi ili tupi
kut, a Siljastokutan ako su mu sva tri kuta Siljasta.

Neka je ABC pravokutan trokut s pravim kutom y (si. 79).
Tada su kutovi a i /? komplementarni. Stranice a i b zovu se

SI. 79
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katete, a cje hipotenuza pravokutnog trokuta Prema Pitagorinu
poucku za pravokutan trokut vrijedi jednakost a2 + b2= c2.
Obrnuto, ako u trokutu ABC vrijedi ta jednakost, tada je taj
trokut pravokutan s pravim kutom y. Ako je CD visina iz vrha
C pravokutnog trokuta ABC i v = d(CD), p = d(AD), q = (BD)
(si. 79), tada vrijede i jednakosti v2= pqg, a2= cq, b2—cp.
Ortocentar pravokutnog trokuta je vrh C, srediSte opisane kruz-
nice mu je poloviSte hipotenuze AB. PloStina je tog trokuta

8= tap="1Lov

Dva su trokuta sukladna, tj. postoji izometrija koja presli-
kava jedan trokut na drugi, ako su im jednake odgovarajuce
stranice. Dovoljan uvjet za sukladnost dvaju trokuta jest ijedna-
kost dvaju parova odgovarajucih stranica i kutova izmedu njih,
ili kutova suprotnih veéim stranicama, te jednakost jednog para
odgovarajucih stranica i dvaju parova odgovarajucih kutova. To
su tzv. poucci o sukladnosti trokuta.

Dva su trokuta sli¢na, tj. postoji ekviformna transformacija
koja preslikava jedan trokut na drugi, ako su im jednaki odgo-
varajuci kutovi. Dovoljan uvjet za sli€nost dvaju trokuta jest i
proporcionalnost njihovih odgovarajucih stranica, a dovoljno je
lda su proporcionalna dva para odgovarajucih stranica ako su
kutovi izmedu tih stranica medusobno jednaki. To su tzv. poucci
o sli¢nosti trokuta.

Cetverokut. Cetverokut je poligon sa &etiri vrha (si. 80).
Ako je ABCD Ccetverokut, tada su ™_i C, a isto tako B i D,

medusobno suprotni vrhovi, a duZzine AC i BD zovu se dijagonale

Cetverokuta. Isto tako su stranice AB i CD, te BC i DA medu-
sobno suprotne stranice. Cetverokut je konveksan samo ako nje-
gove dijagonale imaju zajedni¢ku toCku (si. 81). Zbroj je kutova
jednostavnog Cetverokuta 360°. DuZine kojima su krajevi polo-
viSta suprotnih stranica Cetverokuta, odnosno polovista dviju
dijagonala, imaju zajednicko poloviSte (si. 82), koje se zove
teZiste Cetverokuta.

Trapez je Cetverokut kojemu dvije suprotne stranice pripa-
daju paralelnim pravcima. Ako u trapezu ABCD vrijedi AB\CD

(si. 83), tada se stranice AB i CD zovu osnovice, a stranice

BC i DA su krakovi. Ako su krakovi jednaki, trapez je jednako-
kracan. Ako su E i F polovista krakova trapeza, tada se duzina

EF zove srednjica trapeza, a duljina joj je s= —(a + c), gdje

su a i ¢ duljine osnovica. Udaljenost pravaca kojima pripadaju
oshovice trapeza zove se visina tog trapeza. Ako je v visina, a s
duljina srednjice trapeza, tada je njegova ploStina S = sv. Ku-
tovi trapeza uz isti krak medusobno su suplementami.
Paralelogram je cetverokut kojemu oba para suprotnih stra-
nica pripadaju medusobno paralelnim pravcima (si. 84). Su-
protne su stranice paralelograma jednake, a isto su tako i su-
protni kutovi (kutovi uz suprotne vrhove) jednaki. Dijagonale
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paralelograma imaju zajedni¢ko polovisSte (si. 84). Paralelogram
je jednostavan i konveksan Cetverokut. Ako su dvije suprotne
stranice Cetverokuta jednake i pripadaju paralelnim pravcima,
tada je taj Cetverokut nuzno paralelogram. Udaljenost pravaca
kojima pripadaju dvije suprotne stranice paralelograma zove se
visina tog paralelograma pridruZzena tim dvjema stranicama.
Plostina paralelograma jednaka je umnosku duljine bilo koje
stranice s pridruzenom visinom. Kutovi su paralelograma uz
bilo koju stranicu suplementarni.

Romb je paralelogram kojemu su sve stranice jednake (si. 85).
Dijagonale romba pripadaju okomitim pravcima.

Pravokutnik je Cetverokut kojemu su sva Cetiri kuta prava
(si. 86). Pravokutnik je paralelogram. Ako paralelogram ima
jedan pravi kut, tada je to nuzno pravokutnik. Dijagonale
pravokutnika su jednake. Ako su a i b duljine dviju susjednih
stranica pravokutnika, tada je njegova plostina S = ab, a du-
ljina dijagonala \/a2 + b2

W-

si 86 Sl. 87

Kvadrat je Cetverokut kojemu su sve Cetiri stranice jednake
i sva Cetiri kuta prava (si. 87). Prema tome je kvadrat isto-
dobno i pravokutnik i romb. Dijagonale kvadrata su jednake
i pripadaju okomitim pravcima. Ako je a duljina stranice kva-
drata, tada je duljina dijagonale al/2, a ploStina kvadrata je
S = a2

Tetivni je Cetverokut onaj kojemu vrhovi pripadaju jednoj
kruZnici, tzv. opisanoj kruznici tog ¢etverokuta. Konveksni Cetve-
rokut je tetivni Cetverokut samo ako su mu suprotni vrhovi
suplementarni. Ako su a = d(AB\ b = d(BC), ¢c = d(CD), d =
= d(DA) duljine stranica, a e = d(AC), / = d(BD) duljine dija-
gonala konveksnog tetivhog Cetverokuta (si. 8s), tada vrijede
jednakosti

e{ = ac + bd,’ £ a_d-‘.‘___tff:_
J ab 4 cd
_ /(ad 4 be)(ac 4 bd) /(ab 4 cd)(ac 4 bd)
B ab 4 cd - ad + bc

od kojih prva izrazava tzv. Ptolemejev pou€ak. Obrnuto, ako u
nekom cetverokutu vrijedi prva jednakost, tada je to tetivni Ce-

tverokut. Ako je s=—(a 4 b4 c4 d) poluopseg, a S plo-

Stina promatranoga tetivnog Cetverokuta, tada vrijedi jednakost
S = |/(s —a)(s —b)(s —c)(s —d). Ako je r polumjer opisane

TE X, 20
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kruznice, tada je r = -l- cd)(ac 4 bd)(ad 4 bc).

Tangencijalni je Cetverokut onaj kojemu stranice diraju jednu
kruznicu (si. 89). Konveksni cetverokut je tangencijalan samo
ako su mu jednaki zbrojevi duljina suprotnih stranica.

Plostina poligona. Svakom poligonu P moZe se na jedan je-
dini nacin pridruziti pozitivan realan broj S(P) tako da vrijede
svojstva: a) sukladnim poligonima pridruZzen je isti broj, tj. iz
P = Q slijedi S(P) = S(®, b) ako je poligon P zbroj poligona
Q i R, tada je S(P) = S(Q) 4 S(R), c¢) kvadratu stranice s dulji-
nom 1 pridruZen je broj 1.

Broj S(P) zove se plostina poligona P. Prema tome je ploStina
na skupu & svih poligona funkcija S: & —> IR+ takva da za
nju vrijede svojstva a) do c).

Dva su poligona jednakih plostina jednaki. Prema tome su
i sukladni poligoni jednaki. Medutim, jednaki poligoni ne mo-
raju biti sukladni.

PloStina pravokutnika jednaka je umnoSku duljina dviju nje-
govih susjednih stranica. PloStina paralelograma jednaka je
umnodku duljina bilo koje stranice i odgovarajuce visine,
S = ava. Plodtina trokuta jednaka je polovici umno$ka duljine

bilo koje stranice i odgovarajuce visine, S ——ava. Akosuaib
duljine dviju stranica trokuta, a y kut izmedu tih stranica, tada

je plostina tog trokuta 5 = —ahsiny. PloStina S trokuta s

duljinama stranica a, h, ¢ i poluopsegom s= -*-(a4 b 4 c)

dana je Heronovom formulom S = j/s(s —a)(s —b)(s —c).
Plostina S trapeza s duljinama osnovica a, ¢ i visinom v jed-

naka je S = —(a 4 c)v. Ako je poligon na bilo koji naCin pre-

docen kao zbroj trokuta, tada je plostina tog poligona jednaka
zbroju ploStina tih trokuta.

Izmjerljivost figura. Figura F je izmjerljiva ako za bilo koji
pozitivan realan broj e postoje poligoni P i Q takvi daje P sadr-
zan u F, a da Q sadrzi F (si. 90), te da je S(© —S(P) < s,
tj. da se razlika ploStina poligona P i Q moze uciniti po volji
malenom. Tada postoji broj S(F) koji nije manji od ploStine
bilo kojeg poligona P, a nije veéi od plostine bilo kojeg poli-
gona Q iz prethodne definicije. Taj broj S(F) zove se ploStina
figure F.

Krug je izmjerljiva figura. Krug s polumjerom r ima plostinu
S =r2n.

Postoje i figure koje nisu izmjerljive.

Ako je figura F' = f(F) slika izmjerljive figure F pri afinitetu
/s koeficijentom /c, tada vrijedi jednakost S(F') = k2 eS(F).
Posebno, ta jednakost vrijedi i ako je / sli¢nost s koeficijentom
k. Ako je k= 1 ili k= —1, slijedi: ako je F' slika figure F
pri ekviafinitetu, tada figure F i F' imaju jednake ploStine, tj.
ekviafinitet ¢uva plostinu. Posebno, sukladne figure imaju jed-
nake plostine.

Dvije su figure F i F' jednakosastavljive ako se mogu pre-
dociti u obliku zbroja istog (konatnog) broja figura FUF2,
...,Fni F\,F2jeee Fntako da su odgovarajuce figure sukladne,
tj. vrijedi Fx= F\,F2 = F2,...,Fn= Fn. Ocigledno je da jedna-
kosastavljive figure imaju jednake ploStine. Medutim, za poli-
gone vrijedi i obrnuto, tj. ako dva poligona imaju jednake
plostine, tada su oni jednakosastavljivi.
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GEOMETRIJSKE KONSTRUKCIE

Geometrijska konstrukcija (u teorijskom smislu) jest opisi-
vanje postupka kojim se rjeSava konstruktivni zadatak, $to znaci
da se dokazuje postojanje figure koja zadovoljava dane uvjete,
tj. nalazi se u zadanim odnosima s ve¢ postoje¢im figurama.
Pri tom postupku primjenjuju se tzv. temeljne (fundamentalne)
konstrukcije koje iskazuju tzv. aksiome geometrijskih instrume-
nata. U tim se aksiomima navodi 5to se moZe konstruirati tim
instrumentima. Svaka konstrukcija svodi se na konano mnogo
temeljnih konstrukcija.

NajceS¢e su tzv. klasicne ili euklidske konstrukcije, tj. kon-
strukcije ravnalom i Sestarom. Ravnalom se moze konstruirati
bilo koji pravac kroz danu toCku i pravac kroz dvije dane
tocke. Sestarom se moZe konstruirati bilo koja kruZnica, bilo
koja kruZznica s danim srediStem i kruZnica s danim srediStem
i danim polumjerom. Posebno se dopusta neposredno preno-
Senje Sestarom dane duZine na dani polupravac, iako ta kon-
strukcija nije temeljna konstrukcija euklidskih konstrukcija u
uzem smislu. Klasi€nom konstrukcijom moZe se rijeSiti svaki
konstruktivni zadatak kojemu se algebarsko rjeSavanje svodi na
rjeSavanje linearnih i kvadratnih jednadzbi. Klasi¢ne konstruk-
cije nazivaju se jo$ i kvadratnim konstrukcijama.

U praksi se umjesto klasi€nih izvode njima ekvivalentne
tehni¢ke konstrukcije. Za njihovo izvodenje sluze crtaéi trokuti
za konstrukciju pravca paralelnog s danim pravcem ili okomitog
na dani pravac.

Osnovne konstrukcije. Osim temeljnih konstrukcija vazne su
i tzv. osnovne konstrukcije. One se Cesto pojavljuju pri rjeSavanju
konstruktivnih zadataka. Bit ¢e nabrojano 15 osnovnih kon-
strukcija. U tu ¢e se svrhu primjenjivati, zbog jednostavnijeg
zapisivanja, neke uobicajene oznake. Kruznica sa srediStem 0
i polumjerom r oznacuje se sa k(0,r), pa npr. kx= k(0,AB)
znaCi da je konstruirana kruZznica kA sa sredistem 0 i polu-
mjerom jednakim danoj duZini AB. SjeciSta pravaca i kruZznica
oznacuju se simbolom n, pa npr. A = pn/ci znaCi daje toCka
A jedna zajednicka toCka pravca p i kruZnice Ako takvih
zajednickih toCaka ima viSe od jedne, tada prethodna oznaka
znati da je A bilo koja od tih to¢aka. Medutim, ako je neka
zajedniCka tocka vec¢ prije bila oznacena, tada prethodna oznaka
znaci da je A zajednifka tocka razli€ita od te, prije oznacene
tocke. NajceS¢e osnovne konstrukcije jesu:

1) PrenoSenje duzine AB na polupravac / s pocetkom 0.
RjeSenje: kx = k(0,AB), P= Inkx; OP je trazena duzina (si. 91).

2) PrenoSenje kuta £(/,m) s vthom 0 na danu stranu polu-
pravca /' s pocetkom 0'. RjeSenje: k = k(0,r), gdje je r po
volji, /c'_/c(0'r), A=kni B=knm, A'=Kn/, kx=
= k(A\ AB), B' = k' n kY (B s dane strane od /'); ako je m! po-
lupravac s pocetkom 0' koji sadrzi tocku B\ tada je <(I',mj
trazeni kut (si. 92).

Si. 91

Na temelju prethodnih dviju konstrukcija mogu se dane du-
zine, odnosno kutovi, zbrajati, oduzimati i mnoziti bilo kojim
prirodnim brojem.

3) Konstrukcija simetrale i poloviSta dane duzine AB. Rje-
r > —d(AB), kx= k(Ar), k2= k(B,r),

Senje: r po volji, ali

PLANIMETRIJA

C=ktnk2 D= k2, s= CD, P :AB nNs; sje simetrala,

a P poloviste od AB (si. 93).

4) Konstrukcija simetrale danog kuta <(I,m) s vrhom 0.
Rjesenje: k = k(0,r), gdje je r po volji, A =kni, B=knm,
kx = k(A,r), k2= k(B,r), C = kxn k2, s= OC; sje trazena si-
metrala (si. 94).

5) Konstrukcija paralelograma kojemu su dana tri vrha A,
B, C. RjeSenje: = k(A,BC), k2 = k(C,AB), D = k1n k2, gdje
su B i D s razlicitih strana pravca AC: D je trazeni Cetvrti
vrh paralelograma (si. 95). Tehni¢ka konstrukcija: paralela sa
AB kroz C (v. konstrukciju 6) i paralela sa BC kroz A sijeku
se u tocki D.

SI. 95

6) Konstrukcija paralele sdanim pravcem a = AB kroz danu
tocku C. Rjedenje: prema 5) konstruira se toCka D, pa je CD
trazena paralela. Tehni¢ka konstrukcija: jedna stranica crtaceg
trokuta prisloni se uz pravac a, a uz drugu njegovu stranicu
prisloni se ravnalo (ili drugi crta¢i trokut); (prvi) crtaéi trokut
pomice se uz ravnalo do poloZzaja u kojem se njegova prva
stranica prislanja uz to€ku C, pa se uz tu stranicu povuce
traZzena paralela (si. 96).

7) Dijeljenje dane duZzine AB u danom omjeru /. RjeSenje:
kroz A i B konstruiraju sejx> volji paralelni pravci a i h;
na njih se nanose duzine AD, BE tako da je d(AD) = |/,
d(BE) = 1, i to na istu ili suprotne strane od pravca AB, veé
prema tome da lije k> 0 ilil < 0; C = AB n DE trazena je
tocka za koju vrijedi (ABC) = | (si. 97).

8) Povlacenje kroz danu tocku C pravca okomitog na dar

pravac a. Rjeenje ako C ne leZi na a: A i B su toCke na a
po volji, ki = k(A,AC), k2 = k(B,BC), D = kAn k2\ CD je tra-
Zeni pravac (si. 98), a osim toga D je toCka simetricna tocki C
s obzirom na pravac a. RjeSenje ako C lezi na a: k = k(C,r),
gdje je r po volji, A= ank, B—an k, kt = k(A,ri) (rj > 1),
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k2 = k(B,rx), D —/q n k2; CD je trazeni pravac (si. 99). Teh-
nicka konstrukcija (u oba slucaja): hipotenuza crtaeg trokuta
prisloni se uz pravac a, a uz jednu njegovu katetu prisloni se
ravnalo; crta¢i trokut zaokrene se tako da mu je sada druga
kateta prislonjena uz ravnalo i pomife se uz to ravnalo do
polozaja u kojemu se njegova hipotenuza prislanja uz to¢ku C,
pa se uz hipotenuzu povuce traZeni pravac (si. 100).
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14) Konstrukcija zajedni¢kih tangenata dviju danih kruz-

nica ki = k(Ouri) i k2= k(02/2) (r1”~ r2. RjeSenje: k3=
= k(Ourl- r2), K = ako je i7(0x02) > ~ - r?,
tada se prema konstrukciji 13) povlae tangente t\ i t2 iz
tocke 02 na /c3, a ako je jo§ i d(0i02) > + r2, konstruiraju
se i tangente t3 i tAiz 02 na /o4; trazene zajedniCke tangente
ti» ¢2» ¢3» t4 (tzv. vanjske i unutraSnje) kruznica kl i k2 jesu
pravci paralelni redom s pravcima ii, i2, i3, ii i udaljeni od
njih za r2 (si. 106).

9) Konstrukcija trokuta kojemu su dane sve tri stranice a,

b, ¢ (gdje je aAb>c a+c>Db, b+ c>a. Rjedenje:
d(BC) = a, ki = /c(B,c), k2 = k(C,b), A = kt n k2\ ABC je tra-
zeni trokut (si. 101).

10) Konstrukcija trokuta kojemu je dana jedna stranica u
i dva kuta. RjeSenje: zbog a -f {3+ y — 180° dovoljno je pro-
matrati slu¢aj kada su dani kutovi /2, 7; d(BC) = a, £(.BC,l) = /7,
<f£(CBm) = 7, A = /nm; ABC je trazeni trokut (si. 102).

11) Konstrukcija trokuta kojemu su dane dvije stranice b,
c i kut a izmedu njih. RjeSenje: <£(/m) = a, d(AB) = ¢,
d(AC) = b (B na /, a C na m); ABC je trazeni trokut (si. 103).

72) Konstrukcija trokuta kojemu su dane dvije stranice b,
c (c > h) i kut 7 nasuprot vecoj od njih. RjeSenje: £(/,m) = 7,
d(CA)=b (A na /), k= k(Ac), B=knm; ABC je traZeni
trokut (si. 104).

Konstrukcija pravokutnog trokuta kojemu je dana jedna
stranica i jedan kut svodi se na konstrukciju 10). Ako su pak
dane obje katete, tada se primjenjuje konstrukcija 77), a ako je
dana hipotenuza ijedna kateta, primjenjuje se konstrukcija 72).

13) Konstrukcija tangenata dane kruznice k = /c(0,r) koje
prolaze kroz danu vanjsku tocku T te kruZnice. RjeSenje: /cx =
= /c(0,2r), k2 —k(T,TO), A = kt n k2, B = k{ n k2; simetrale
duZina OA, OB jesu traZene tangente (si. 105).

15) Konstrukcija potencijale danih dviju kruznica kx i k2
koje se ne sijeku. RjeSenje: k3 bilo koja kruznica koja sijece
ki i k2\ A=/ank3, B—kink3, p13= AB, C = k2n I3,
D = k2n k3,p23 = CD, T = Pi3n p23; traZzena potencijala p12
je pravac kroz T okomit na Ox02 (si. 107).

Od jednostavnijih konstrukcija treba jo$ navesti konstrukcije
nekih posebnih kutova i (ekvivalentno tome) pravilnih poligona
upisanih u danu kruznicu k = /c(0,r). Ako je AD promjer kruz-
nice k i ako kruznice kx = /c(Ar) i k2 = k(D,r) sijeku kruZnicu
k u totkama B, F i C, £, tada je ACE pravilan trokut i ABCDEF
pravilan Sesterokut (si. 108), a ujedno je <AOB = 60° i
<AOC = 120°. Konstrukcijama simetrala kutova mogu se dalje
konstruirati npr. kutovi 30°, 15° te pravilni dvanaesterokut.

Ako su AC i BD medusobno okomiti promjeri kruznice Kk,
tada je ABCD kvadrat upisan u k (si. 109), a konstrukcijama
simetrala kutova konstruiraju se npr. kutovi 45°, 22°30', te pra-
vilni osmerokut. Ako je zatim P poloviste duzine OC i ako
kruznica kj = k(P,PB) sijee duzinu OA u tocki £, tada je
d(BE) duljina stranice pravilnog peterokuta, a d(OE) duljina
stranice pravilnog deseterokuta upisanog u kruznicu k (si. 110).



308

Ako su F i G sjecista kruznica k i k2= k(A,OE), tada je
<FOG = 72° i £ AOF = 36°. Raspolavljanjem moze se kon-
struirati i kut 18°. Zato je moguce konstruirati i kut 18° —15° =
= 3° a onda i sve njegove cjelobrojne viSekratnike. Kako se
crtaci trokut obi¢no izraduje tako da ima kutove 90°, 45° i 45°
ili 90°, 60° i 30° to se pomocu crtaéih trokuta mogu izvesti
tehnicke konstrukcije navedenih i nekih drugih kutova, npr.
15°, 75° itd.

Metode geometrijskog konstruiranja. Najpoznatije metode za
rjeSavanje geometrijskih konstrukcija jesu: metoda presjeka, me-
toda pomocéne figure, metoda transformacije ialgebarska metoda.

Metoda presjeka. Ako se pri rjeSavanju konstruktivnog za-
datka treba konstruirati neka tocka X koja istodobno zadovo-
ljava dva (ili viSe) uvjeta, pa ako je Fx skup svih toCaka koje
zadovoljavaju samo prvi uvjet, a F2 skup svih toaka koje za-
dovoljavaju samo drugi uvjet, tada je X bilo koja tocka presjeka
Fin F2 figura Fx i F2. Npr. srediSte O trokutu ABC opisane
kruznice jednako je udaljeno od vrhova A, B i C. Skup je tocaka

jednako udaljenih od tofaka A i B simetrala duzine AB, a skup
tocaka jednako udaljenih od to¢aka A i C simetrala duzine AC,
pa je trazena toCka O sjeciSte tih dviju simetrala (si. 73).

Metoda pomoéne figure. Konstrukcija trazene figure svodi se
na konstrukciju neke druge, tzv. pomocéne figure, pomocéu koje
se onda konstruira i trazena figura. Npr., ako treba konstruirati
trapez ABCD s osnovicama AB, CD, kojemu su_dane duljine
stranica a = d(AB), b = d(BC), ¢ = d(CD), d = d(DA) takve da
vrijedia + b > ¢ +.d, a4-d > b 4-c, pa ako je E tocka duZine
AB takva da je d(AE) = c, tada je AECD paralelogram, a po-
mocni trokut BCE ima duljine stranica b, d, a —c. Zato se
najprije konstruira taj trokut, a zatim i paralelogram AECD
(si. 111).

si. 111

Metoda transformacije sastoji se u primjeni neke geometrij-
ske transformacije. Npr., ako treba konstruirati kruznicu k koja
dira pravce /i m i sadrzi danu toCku T, najprije se konstruira
bilo koja kruznica k' koja dira dane pravce / i m (njezino je
srediSte O' na simetrali s pravaca /i m, na kojoj je i srediSte O
kruznice k). Ako je T jedno sjeciSte kruznice k' s pravcem ST,
gdje je S = /n m, tada homotetija sa srediStem S i koeficijen-
tom (TT'S) preslikava kruznicu K! u traZzenu kruZnicu k, a to€ku
O' u toCku O. Zato je O sjeciSte simetrale s s pravcem kroz
tocku T paralelnim s pravcem O'V (si. 112).

SI. 112

Algebarska metoda. Konstruktivni zadatak svodi se npr. na
konstrukciju neke traZzene duzine s duljinom x ako je dano ne-
koliko duzina s duljinama a, b, .... Duljina x se algebarski
izrazi pomocéu danih duljina, a zatim se konstruira duljina
izrazena dobivenom formulom. Konstruirati se mogu sve one
duljine koje se izrazavaju pomocu danih duljina primjenom
samo cetiriju osnovnih racunskih operacija, potenciranjem cjelo-
brojnim eksponentima i vadenjem kvadratnih korijena. Svaka se
takva konstrukcija moze svesti na konacan broj jednostavnijih
konstrukcija:

a) Konstrukcija zbroja ili razlike dviju duZina.

b) Konstrukcija duljine x = ab/c. RjeSenje je predoceno
si. 113,_na kojoj je d(OC) = ¢, d(CB) = b, d{OA) = a, BX\\CA,
x = d(AX).

PLANIMETRIJA

c) Konstrukcija duljine x = ]/ab. RjeSenje je predoceno si.
114, na kojoj je d(AB) = a, d(BC) = b; k je kruznica s promje-
rom AC, zatim je BD 1 AC, te x = d(BD).

d) Konstrukcija duljine x = j/az2 4-b2 ili x = J/a2 —b2.
Svodi se na konstrukciju pravokutnog trokuta i njegove trece
stranice ako su dane dvije njegove stranice.

acd

/T
Npr., ako treba konstruirati duljinu x= a —ab 4 44—+

4-c, tada se konstruiraju redom duljine x1,= \/ab, x2 —

=| fal ab=|/az2- xl,x3= = J/dx =

acd
—ab H—— =]/x\ 4-x|, x = x5 +

Klasi¢ni konstruktivni zadaci. Jo§ su anti¢ki Grci dosli do
tzv. klasi¢nih zadataka koji se ne mogu rijeSiti Sestarom i ravna-
lom. To su trisekcija kuta i kvadratura kruga, ili s njom ekvi-
valentna rektifikacija kruznice.

Trisekcija kuta sastoji se u dijeljenju bilo kojega danog kuta
na tri medusobno jednaka dijela. Za neke posebne kutove (npr.
za 90° ili 18°) zadatak je rjeSiv, ali se opcenito zadatak svodi
na rjeSavanje jednadzbe 3. stupnja, pa se ne moZe rijesiti ravna-
lom i Sestarom. Ako se dopusti upotreba nekih krivulja ili nekih
posebnih instrumenata, tada je zadatak rjesiv. Sestarom i ravna-
lom zadatak se za bilo koji kut moZe rijeSiti samo priblizno,
i to po volji velikom to€noScu.

Kvadratura kruga sastoji se u konstrukciji kvadrata kojemu
je plostina jednaka plostini danog kruga. Ako kvadrat ima stra-
nicu x, a krug polumjer r, tada treba konstruirati duljinu
x = r]/ru. Zadatak se svodi na konstrukciju transcendentnog

broja j/ru i ne moZe se izvesti ravnalom i Sestarom nego se
to moZe izvesti samo priblizno, ili treba primijeniti neke trans-
cendentne krivulje ili posebne instrumente.

Rektifikacija kruznice sastoji se u konstrukciji duzine kojoj
je duljina x jednaka duljini dane kruznice polumjera r, ftj.
x = 2r7. O toj konstrukciji vrijede analogne Cinjenice kao i o
kvadraturi kruga. Vrlo tocna priblizna rektifikacija kruZnice
predoCena je si. 115, na kojoj je O srediSte, r polumjer, AB
promjer, a t tangenta u toCki A kruznice k, zatim jcAOC = 30°,

140 r-
d(CD) = 3r. Tada je d(BD) = r - 21/3 = r-3,14159.
kako je rrc = r-3,14159..., to je d(BD) priblizna vrijednost
za polovicu duljine kruznice k s relativnom pogreSkom manjom
od 0,002%.

si. 115

Tzv. amaterska rjeSenja navedenih klasi¢nih zadataka ravna-
lom i Sestarom zapravo su priblizna rjeSenja.
V. Volenec



