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vlatno naprezanje koje djeluje povoljno na rasprostiranje
optereéenja kroz sloj kamenog materijala. Svojom sposob-
noS¢u filtracije netkani tekstil pridonosi i konsolidaciji tla
tokom vremena, jer se pod optereéenjem iz tla istiskuje i dio
porne vode, koja se na prikladan nain odvodi iz zone
objekta. Djelovanje mreZza neSto je drugaCije. Takvi sustavi
uspjeSno djeluju cak i kad je tlo slabo i kad ne postoje izgledi
da mu se stanje popravi. lznad mreZe se ugraduje zrnati
kameni materijal krupne granulacije, pa u donjoj zoni sloja
dio kamenih zrna ulazi u otvore mreze i tamo se ukljeS¢uje.
Time je kameni sloj pri dnu ¢vrsto spregnut s mrezom, pa je
sprije€eno bo€no razmicanje kamenih zrna pod optere¢enjem.
Meko tlo, stoga, ne mozZe ulaziti u sloj i kvariti mu svojstva
pa je sacuvana cjelovitost sloja i njegova efektivna debljina.

SI. 12. Armiranje donje zone kamenog sloja polimernom mrezom

Donja povrSina sustava, tj. mreza kojoj kroz otvore vire
kamena zrna, vrlo je hrapava, $to pridonosi armiraju¢em
djelovanju, odnosno njegovoj spregnutosti s tlom. PoboljSava
se i djelovanje tla koje je obuhva¢eno mrezom i kamenim
slojem, pa nema prevelikih deformacija pod opterecenjem, a
na povrsini se sloja ostvaruje potrebna nosivost, (si. 12).

Izradba stabilizacije tla pomocu geotekstila. Prije pocetka
rada na stabilizaciji potrebno je odrediti debljinu sloja zrnatog
kamenog materijala. Debljina sloja mora biti takva da se na
njegovoj povrSini mozZe ostvariti nosivost koja je dovoljna za
dalju uspjeSnu izradbu i oslanjanje nasipa ili za neposredno
odvijanje prometa. Njegova debljina ovisi o stanju slabog tla,
vrsti i jakosti geotekstila i vrsti zrnatog kamenog materijala,
a odreduje se na pokusnom odsjeCku ceste u stvarnim
uvjetima. Orijentacijski, debljina kamenog materijala iznad
netkanog tekstila iznosi 25---50 cm, a iznad polimernih mreza
15---30 cm.

Tlo na koje se postavlja geotekstil potrebno je najprije
urediti. Ponekad se skida najgornji humusni sloj, osobito ako
je to povezano i s odstranjivanjem panjeva, korijenja, Siblja
i grmlja koje bi moglo probiti ili poderati geotekstil. Katkad
se pak najgornji vegetativni sloj ne smije dirati, jer to moze
biti i najcévrséi dio tla. Ako se moze planirati, dobro je da se
tlo izravna i da mu se dade odredeni pad (oko 5%), jer to
omogucuje kasnije otjecanje vode. U pogledu nosivosti tla
ne postavljaju se nikakvi zahtjevi, dakako uz pretpostavku
da je kvaliteta tla u dubini jednaka ili bolja nego pri povrsini,
ali da nije loSija. Ako nije tako, potrebna su posebna
geotehniCka ispitivanja i rjeSenja.

SI. 13. Polaganje netkanog tekstila na provlazeno tlo
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Geotekstili se isporu€uju i dopremaju na gradiliste u
rolama Sirine 2---4m i duljine 100*-300 m. Masa je role
ograniena moguénostima manipulacije i obi¢no iznosi
100-*200 kg. Razmotavanjem rola geotekstil se polaze nepo-
sredno na tlo (si. 13). Trake treba medusobno spajati u
uzduznom i popre¢nom smjeru. Netkani tekstili spajaju se
preklapanjem, zavarivanjem i Sivanjem. Spajanje je preklapa-
njem najjednostavnije, ali se tada troSi viSe materijala.
Preklopi moraju biti Siroki 20*+-50 cm, $to ovisi o vrsti tla i 0
tome da li se radi o uzduznom ili popre¢nom preklopu. Kad
je tlo slabije, preklopi moraju biti ve¢i nego za bolje tlo, a
preklopi poprecnog spoja moraju biti Siri nego preklopi
uzduznog spoja. Ako se spojevi vare ili Sivaju, oni su mnogo
uzi, 10---20cm. Zavaruje se plamenikom tako da se tekstil u
zoni spoja rastali, $to omogucéuje sljepljivanje s drugom
trakom. Siva se posebnim Siva¢im strojevima pomocu kvalitet-
nog konca. Polimerne mreZe spajaju se preklapanjem,
vezanjem ili zabijanjem Zeljeznih spojnica promjera 5---8 mm.

SI. 14. Razastiranje zrnatoga kamenog materijala preko netkanog tekstila i
zbijanje

Na razastrti se geotekstil razastire zrnati materijal (si. 14),
koji moze biti krupni prirodni Sljunak, prirodne drobine ili
drobljeni kameni materijal, tucanik iz kamenoloma. Dovozi
se i istovaruje s Cela, tj. vozila se moraju kretati po nasipnom
sloju. Voznja preko sloja od zrnatog materijala moguca je i
povoljno djeluje na zbijanje. Razastire se i planira lakim
buldozerima ili grejderima, a isplanirani se sloj zbija lakSim
vibracijskim napravama, vibroplo¢ama ili vibrovaljcima. Po-
stignuta se nosivost najceSce ispituje pomocu kruzne ploce.
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B. Babhi¢

STABILNOST GRADPEVNIH KONSTRUKCI-
JA, znanstvena grana koja prou€ava stabilnost ravnoteZe
gradevnih konstrukcija.

Teorija stabilnosti gradevnih konstrukcija relativno je mlada znanost; s
usavrdavanjem materijala i konstrukcijskih sustava ona postaje sve vaznija, jer
Pocetkom teorije stabilnosti smatra se studija Sur la force de colonnes (1759)
L. Eulera, u kojoj je on pokazao da nosivost tlacenih Stapova ne ovisi samo
o ¢vrstoci njihova presjeka nego i o stabilnosti ravnoteze. Eulerove spoznaje
potvrdio je i proSirio J. L. Lagrange u svom radu Sur la figure de colonnes
(1770). Da Eulerova formula vrijedi samo za Stapove kojima je vitkost veca
od neke granitne vitkosti, utvrdio je E. Lamarle (1845). F. Engesser usavrsio
je Eulerov postupak primjenom dvostrukog modula elasti€nosti (1889).
Eksperimentalna verifikacija potje¢e od T. v. Karmana {Die Knickfestigkeit
gerader Stabe, 1910). W. Ritz je na osnovi ekstremalnih svojstava potencijalne
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energije razradio priblizno rjeSenje, pa je progibnu liniju pri izvijanju
aproksimirao funkcijom s konaénim brojem ili s beskonaéno mnogo parametara
(1908). Prvi rad o stabilnosti Stapnih sustava napisao je B. G. Galerkin (Teopun
npodoAbHOzo u3zuéa, 1909), a opce je analiticke kriterije stabilnosti formulirao
R. Southwell (1915). Teoriju vlastitih funkcija, a napose vlastitih vrijednosti i
vlastitih vektora utjecajnih matrica za utvrdivanje kriticnog opterecenja prvi je
primijenio F. R. Gantmaher (1950). Dalje su doprinose dali S. P. Timo3enko,
F. Jasinskij, V. Z. Vlasov i I. G. Bubnov. Primjena elektroni¢kih racunala
omogucuje rjeSavanje sve sloZenijih zadataka.

Uvjeti ravnoteze mogu se formulirati neposredno (v.
Statika gradevnih konstrukcija), primjenom poucka o virtual-
nim pomacima, primjenom energetskog poucka ili poucka o
konzervaciji energije. Poucak o virtualnim pomacima glasi:
AKko je sustav u ravnotezi, zbroj radova vanjskih i unutrasnjih
sila pri virtualnoj deformaciji sustava jednak je nuli. Energet-
ski poucak glasi: U stanju ravnoteZze potencijalna energija
sustava ima ekstremnu, tj. minimalnu ili maksimalnu vrijed-
nost u usporedbi s vrijednostima u bliskim stanjima koja se
dobivaju od polaznog stanja virtualnom deformacijom. Prva
varijacija potencijalne energije U mora, dakle, biti jednaka
nuli:

6U=0 (i)
Za sustav s jednim stupnjem slobode v vrijedi
dv @
a za sustav s n stupnjeva slobode vuv2, ...,v,,:
dL!= 0 y=12,...,n. ©))
dvj

Vrste ravnoteze. Polozajna stabilnost nedeformabilnog
sustava moze se analizirati kuglom na glatkoj plohi. Kugla je
na konkavnoj toCki plohe (u wudubini) u stabilnom, na
konveksnoj tocki (na uzvisenju) u labilnom, a na vodoravnom
dijelu plohe u indiferentnom poloZaju. Pri pomaku kugle iz
poloZaja stabilne ravnoteze potencijalna energija kugle raste
zbog djelovanja sile teze, pri pomaku iz poloZaja labilne
ravnoteZze ona se smanjuje, a pri pomaku iz polozaja
indiferentne ravnoteze ona se ne mijenja. Potencijalna
energija tijela je, dakle, minimalna ako se ono nalazi u
stabilnoj, maksimalna ako je u labilnoj, a konstantna ako je
u indiferentnoj ravnotezi.

Elastitna stabilnost optere¢enog deformabilnog sustava
analizira se tako da mu se nametne virtualna deformacija ili
pomak, tj. zamiSljena, infinitezimalna deformacija ili pomak
kompatibilan s njegovim leZajnim uvjetima. Ako se sustav
nakon prestanka perturbacije vrati u polazni polozaj, ravno-
teZa sustava u polaznom poloZaju je stabilna, odnosno sustav
je u polaznom poloZaju stabilan. Ako se sustav nakon
prestanka perturbacije ne vrati u polazni polozaj, ravnoteza
je sustava u polaznom poloZaju nestabilna, odnosno sustav je
u polaznom poloZaju nestabilan. Stabilnost je, dakle, svojstvo
sustava da se nakon prestanka perturbacije vrati u polazni
polozaj.

Ako se pri virtualnoj deformaciji sustava njegova potenci-
jalna energija U poveéa, ravnoteza je sustava u svojem
polaznom polozaju stabilna. Ako se potencijalna energija U
pri virtualnoj deformaciji smanji ili ne promijeni, ravnoteza
je nestabilna. To znaCi da relativni minimum potencijalne
energije odgovara stabilnoj, relativni maksimum labilnoj, a
konstantna potencijalna energija indiferentnoj ravnotezi.
Vrsta, ravnoteze ovisi, dakle, o vrijednosti druge varijacije
potencijalne energije U. Za sustave s n stupnjeva slobode
kriterij ravnoteZze glasi:

) stabilna
>0 indiferentna . ravnoteza,
. nestabilna
labilna 4
a za sustav's jednim stupnjem slobode:
6122'@ f> 1 stabilna
= >0 indiferentna . ravnoteza.

dv2 nestabilna

< J labilna ®)
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Bifurkacija ravnoteze. Promatra se Stapni sustav na koji u
nedeformiranom stanju djeluju samo aksijalne tlacne sile,
dakle, Stapni sustav koji u osnovnom stanju nije savijen. Pri
porastu optere¢enja, kad opterecenje dostigne neku odredenu
vrijednost, sustav prelazi iz stanja stabilne u stanje nestabilne
ravnoteZe; taj se prijelaz naziva bifurkacijom ravnoteze, a
pripadno opterecenje Pk kriti€nim optere¢enjem.

Indiferentna
| ravnoteZa

Ar

SI. 1. Dijagram P = P(v) tlaenog
Stapa

U linearnoj teoriji elasti€ne stabilnosti ovisnost je optere-
¢enja P o nekom karakteristitnom pomaku v bilinearna (si.
1); za P <P k ravnoteza je stabilna, za P = Pk indiferentna,
a za P>Pk labilna. Gradevne konstrukcije treba tako
projektirati da uvijek budu u stabilnoj ravnoteZi.

Utvrdivanje kriticnog opterecenja naziva se bifurkacijskim
ili homogenim zadatkom stabilnosti konstrukcija.

Teorija drugog reda. Promatra se Stapni sustav na koji
djeluje bocno optereéenje i aksijalne tlacne sile, dakle sustav
koji je u osnovnom stanju i savijen. Sustav aksijalnih sila
naziva se i parametarskim optere¢enjem. Uvjeti se ravnoteze
ne formuliraju na nedeformiranom sustavu kao u teoriji prvog
reda, tj. uobicajenoj statici (v. Statika gradevnih konstrukcija),
nego na deformiranom sustavu. Utjecaji bo¢nog i parametar-
skog optere¢enja ne mogu se, kao u teoriji prvoga reda,
utvrdivati odvojeno i onda superponirati, nego se odreduju
istodobno. Terminom teorija drugog reda Zeli se upozoriti na
veéu to¢nost u usporedbi s metodama statike.

Sustina je teorije drugog reda da se uzimaju u obzir
dodatne unutraSnje sile, pogotovo momenti savijanja, |
deformacije Sto ih uzrokuju horizontalni pomaci gravitacijskog
optere¢enja zbog deformaciji sustava. Ta deformacija nastaje
zbog djelovanja horizontalnih sila, ekscentri€nosti vertikalnih
sila, zakreta temelja i nesavrSenosti izvedbe. Te nesavrSenosti
nastaju zbog neizbjeZznih nepreciznosti u izvedbi konstrukcije,
a uzimaju se u obzir kao nagibi vertikalnih elemenata
konstrukcije, odnosno kao zakrivljenosti pravocrtnih stupova
s bo€no pridrzanim krajevima. Kako se gravitacijsko optere-
¢enje cCesto oznaCuje sa P, a horizontalni pomaci sa A,
proracuni se drugog reda nazivaju i P,A-proracunima.

Zadaci teorije drugog reda formuliraju se nehomogenim
jednadzbama, pa se nazivaju i nehomogenim zadacima
stabilnosti konstrukcija. Kad nema bo¢nog opterecenja, oni
degeneriraju u pripadni homogeni zadatak.

Sl. 2. Konzolni stup (a) i pripadni W, A-dijagram (;> prema
teoriji prvog, odnosno prema teoriji drugog reda

Konzolni stup je opterecen vertikalnom silom P i horizon-
talnom silom W (si. 2a); koeficijent je sigurnosti y. Na
W,A-dijagrarnu (si. 2b) pravac | vrijedi za proracun prema
teoriji prvog reda, a krivulja Il za proraCun prema teoriji
drugog reda. Dok je prema teoriji prvog reda progib A lvrha
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stupa zbog djelovanja sile yW jednak y-strukoj vrijednosti
progiba zbog djelovanja sile W, prema teoriji drugog reda
progib A vrha stupa zbog djelovanja sile yW veéi je od
y-struke vrijednosti progiba zbog djelovanja sile W. Prema
tome kad se primjenjuje teorija drugog reda ne smiju se
koeficijentom sigurnosti y mnoZziti unutranje sile i progibi,
nego opterecenja. Normalna naprezanja, naime, ne rastu
proporcionalno silama nego brze od njih.

Na si. 3 prikazan je interakcijski dijagram uzduZne sile P
i momenta ukljeStenja M armiranobetonskog konzolnog stupa
prema si. 2a. Tu je el= WHIP ekscentricnost uzduzne sile u
presjeku ukljeStenja stupa bez utjecaja njegove deformacije,
gdje je H visina stupa. Pravac A vrijedi za kratki stup, tj.
stup kojemu se moze zanemariti utjecaj ovisnosti progiba A
o sili P, a krivulja B za vitki stup, tj. stup kojemu se taj
utjecaj mora uzeti u obzir. Lomna uzduzna sila P® vitkog
stupa manja je od lomne uzduzZne sile P£ kratkog stupa istoga
presjeka i materijala. Lom obaju stupova nastaje drobljenjem
betona na jace tlatenom rubu presjeka.

SI. 3. Interakcijski dijagram uzduZzne sile P i
momenta ukljestenja M za kratki (A) i vitki
(B) armiranobetonski konzolni stup

Zakon superpozicije za tlacene Stapove glasi: Utjecaj vise
bocnih opterecenja jednak je zbroju utjecaja pojedinih
bocnih opterecenja ako se parametarsko opterecenje, tj.
uzduzna sila, ne mijenja.

Ako parametarsko optereéenje tezi u beskonacnost, tada
i progibi sustava teze u beskonacnost za bilo koju vrijednost
bo¢nog optereéenja. Taj se kriterij moZe iskoristiti za
utvrdivanje kriticne vrijednosti parametarskog optere¢enja.

Analize pokazuju da se konstrukcijski elementi i konstruk-
cije kao cjeline mogu proraCunati prema teoriji prvog reda
ako za sve elemente vrijedi N/Nkl< 0,1, gdje je N uzduzna
sila promatranog elementa pomnoZzena koeficijentom sigurno-
sti 'y, a NK kriticna vrijednost te uzduzne sile. Ako je
vrijednost omjera N/NK u podrucju 0,1e-0,2, proracun se
prema teoriji drugoga reda boCno pomicnih sustava moZe
priblizno naciniti tako da se unutrasSnje sile i progibi prema
teoriji prvoga reda pomnoze koeficijentom povecanja

a= I-N/N K (6)

Ako je vrijednost omjera N/Nkr> 0,2, konstrukcija je preko-
mjerno deformabilna, pa je treba pojacati.

METODE PRORACUNA

Promatra se sustav koji je u ravnoteZi pod utjecajem
parametarskog (sila P) i bo¢nog optereéenja (sila Q).
Odaberu se medusobno neovisni stupnjevi slobode, a to su
geometrijski parametri vIn2, k o j i jednoznatno opisuju
pripadnu deformaciju. Ako je n = oo, deformacija se opisuje
funkcijom v(z), gdje je z apscisa orijentirana uzduz osi Stapa.

UzduZne sile Stapova od parametarskog optereéenja €ine
vektor

{N} = {V}N, O]

gdje je A referentna, obi¢no najveéa uzduzna sila. Bocne sile
¢ine vektor {Q}, a pomaci vektor {v}.
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Metoda ravnoteze. Primjenom relacija geometrijske suvi-
slosti deformacije i zakona elasticnosti formuliraju se, na
deformiranom sustavu, uvjeti ravnoteze. Ako je broj stup-
njeva slobode n konacan, dobiva se sustav od n linearnih
algebarskih jednadzbi, a ako je n = 0o, dobivaju se diferenci-
jalne i pripadne rubne jednadZzbe.

Kad se radi o bifurkacijskom zadatku, sustav jednadzbi je
homogen. Trivijalno rjeSenje MW= v2= ... =vn=0, odnosno
v(z) = 0, pokazuje da je nedeformirano stanje ravnotezno
stanje pri bilo kakvoj vrijednosti parametarskog opterecenja;
ravnoteza je, medutim nestabilna ako je parametarsko
opterecenje jednako kriticnom opterecenju ili vece od njega.
RjeSenja koja odgovaraju deformiranom sustavu dobivaju se
iz uvjeta da je determinanta koeficijenata sustava jednadZbi
jednaka nuli.

Kad se radi o fleksijskom Stapu, pri zadanoj progibnoj
liniji moment M{unutradnjih sila u bilo kojem presjeku ne
ovisi, a moment Mavanjskih sila ovisi o sili P. Dok je sila P
malena, dotle je Mx> Afa, a kad ona postane velika, hit ¢e
M j<Ma Kad sila P poprimi kriticnu vrijednost Pkr, onda je
Mi = Ma, pa sustav prelazi iz stabilne u nestabilnu ravnotezu.

Energetska metoda za sustave s konacnim brojem stupnjeva
slobode. Energetske su metode primjenjive samo ako napadne
sile pri deformaciji sustava ne mijenjaju smjer.

Potencijal se sustava u svojem osnovnom poloZaju sastoji
od doprinosa unutradnjih sila, tj. deformacijske energije UP
te doprinosa, potencijala, vanjskih sila. Potencijal vanjskih
sila jednak je zbroju radova uzduznih sila WN i boCnog
opterecenja WQsa suprotnim predznakom:

U= Ux—WN—WQ (8)

Deformacijska energija UxmoZe se izraziti kao funkcija
krutosti S i pomaka v, rad uzduznih sila WN kao funkcija
geometrijskih krutosti SGi pomaka v, a rad bo¢nog opterecée-
nja WQ kao zbroj radova bocnih sila Q na pripadnim

pomacima Vv:

U= \Z 7

7=1k=l L
WN=" H s ° kVjvk=hv)[SGL0)

y=1A=1 z
we=Le,v,=(v){Q}. (if)

7-1

Elementi matrice krutosti [S] i matricegeometrijske

krutosti [SG sustava mogu se odrediti kaodruge parcijalne
derivacije deformacijske energije, odnosno rada uzduznih sila
po pripadnim pomacima:

an
K= dvjdvk

) d2 Ui
Sik—3vjdvk (12)

Matrica geometrijske krutosti [SE Cesto se izrazava u
obliku

[SG=N[sd, (13)
gdje je [sG] bezdimenzijska matrica geometrijske krutosti.

Ako se uvede matrica krutosti drugog reda, definirana
izrazom

[S1=[S1-[sq, (14

izraz zapotencijal U sustava u jednadzbi (8), uzimajuéi u
obzir jednadZzbe(9) do (11), moZe se napisati u obliku:

t/=f(v)[51{v}-(v){Q}. (15)

gdje okrugle zagrade oznacCuju redni vektor, uglate zagrade
matricu, a vitiaste stupCani vektor.

Vektor parcijalnih derivacija potencijala U po pomacima
v, tj. gradijent potencijala jest

{vu} =[s]{v}-{Q}. (16)

SjkVjvk= L v ) [5]
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Red svih matrica i vektora jednak je broju stupnjeva
slobode n.

Nehomogeni zadatak. Sustavu se u njegovu ravnoteznom,
tj. osnovnom poloZaju opisanom pomacima {v} nametne
virtualna deformacija opisana varijacijama {6v} tih pomaka.
Pripadna je varijacija potencijala sustava:

8t/=£8"8v, = (8v){VLt/}.
=l ew
Ravnoteza zahtijeva da bude 617= 0. Kako virtualni pomaci
6v mogu biti po volji, mora {Vf/} biti nulvektor, pa je, prema
jednadzbi (16):

a7

[5Kv} = {9} (18)
RjeSenje jednadZzbe (18) po vektoru pomaka jest
{} = [5]-12}, (19)
pa je za sutav s jednim stupnjem slobode:
(20

Onda se unutradnje sile mogu odrediti na uobicajeni nacin.
Homogeni zadatak. lzraz za potencijal sustava u poloZaju
koji odgovara varijacijama {6v} pomaka {v} u ravnoteznom
poloZaju, dakle u polozaju koji je susjedan osnovnom
poloZaju, razvije se u Taylorov red oko pomaka {v}:

U(Vvi + 6vl..., v, + 8v,) = t/(vi, V2, ..., Vv,) +
+ 8[/(viVv2,...,v,) +y82i/(vLiv2...,v,) + .. (21)
Varijacije su treega i viSeg reda jednake nuli, jer se

pretpostavlja da je sustav linearno elasti€an, a deformacije
infinitezimalne.

Promjena potencijala pri varijaciji pomaka iznosi:

A U=t/(vl+ 8vliv2+ 8v2...v, + 8v,,)- t/(vliv2..v,) =

=8 U(vuvey,) +j 82 ..., V,). (22)
Kako je na osnovi uvjeta ravnoteze bU =0, bit ce
MJ=\b 2U{v|,v1,...,\én)=\ df7 Sv;S
d2u
-0« 3v,3v% {8v}. (23)

Za sustave s jednim, odnosno s dva stupnja slobode jednadzba
(23) glasi:

(24)
'*uJ i 32tL
AU=--YB 142 bvibvz + 24§
nBvi (89 aviav2 'V 3v2L( vy
Na osnovi jednadzbe (8) bit ¢e
3 U 320 1 '32Wg' (25)
. 3vi-3v*. . 3vj3vk. . 3v,3v*. ,3V; 3v*,

Prva matrica na desnoj strani je matrica krutosti, druga je
matrica geometrijske krutosti, jednadzba (12), a treca je
nulmatrica, jer je WQ linearna funkcija pomaka, jednadzba
(11). Jednadzba (23) tada dobiva oblik:
At/ =y(8v) [5] {8v}. (26)
Kako varijacije pomaka mogu biti po volji, iz uvjeta b2U > 0
slijedi da je matrica krutosti drugog reda [5] pozitivho
definitna, tj. da je njena determinanta razli¢ita od nule.
Kriterij bifurkacije ravnoteze jest b2U=0, pa se za
pronalaZzenje kriticne uzduZne sile Nk moZe postaviti jed-
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nadzba [[i]|] =0 odnosno, uzevsi u obzir jednadZzbu (14):

[[SI-AU*°]I=0. (27)
Dobiva se algebarska jednadzba n-tog stupnja u kojoj je sila
Nk< nepoznanica. Ona ima n realnih rjeSenja, a slijed
Nkr,i>Wk>2, ...,V ki), tih rjeSenja zove se spektar kriticnih sila.
Kad pri porastu opterecenja uzduzna sila N poprimi svoju
najmanju kriticnu vrijednost NKTjl, ravnoteza postaje nestabil-
na. Vece vrijednosti kriticne sile Vk 2, ..., Vkrnnemaju praktic-
nog znacenja, pa se NkIfl smatra kritic(nom silom i kratkoce
radi oznacuje sa NKkI.

Deformacija koja odgovara sili NK slijedi
jednadzbi (18), pa je

iz sustava

[S(NK)I{v} = {o}, (28)
gdje je [E(Ak)] matrica [5] u kojoj je N = NKkl. Kako je sustav
jednadzbi (28) homogen, ne mogu se odrediti apsolutne
vrijednosti pomaka, nego samo njihovi omjeri, i zbog toga
samo oblik, ali ne i veliina deformacije.

Za sustav s jednim stupnjem slobode (n = 1) dobiva se

S =S - NkIsG=0, Nkr = ~7T. (29)

Energetska metoda za sustave s beskonacno mnogo stup-
njeva slobode. Analizira se Stap duljine / i fleksijske krutosti
K opterecen aksijalno i bo¢nim opterecenjem intenziteta g.
Dominantne unutraSnje sile jesu uzduzna sila N i moment
savijanja M, a progibi su oznaceni sa v. Apscisa z orijentirana
je uzduZ osi Stapa.

Deformacijska energija Stapa moze se izraziti kao funkcija
progiba ili kao funkcija momenta savijanja:

Ut=\jJKv"2dz=U "A z.
(0) K
Rad uzduzne sile WNi rad bo¢nog opterecenja WQ iznose

(30)

dz, W(,=\$qvdz, (31)
2(0
pa je potencijal sustava prema (8):
u=Y(Kvz- -qv)dz(32)
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Uvjet ekstremalnosti potencijala U daje diferencijalnu
jednadzbu progibne linije ili jednadZbu ravnoteze Stapa:

(Kv?y +(Nvy =q. (33)

Za rjeSavanje jednostavnih zadataka moze se (33) napisati
i u obliku

Kv" + Nv =0. (34)
RjeSenje diferencijalne jednadzbe (33) odnosno (34), uz

pripadne rubne uvjete, daje jednadzbu progibne linije.

Unutra$nje se sile tada odreduju na poznati nacin.

Primjena poucka o konzervaciji energije. Homogeni zadaci
stabilnosti mogu se rijesiti i primjenom poucka o konzervaciji
energije koji glasi:

u= Ui-WN=0, (35)
pri ¢emu se U{i WN izraze kao funkcije pomaka V!..vn.
Jednadzba (35) rjeSava se po uzduznoj sili N, koja tako
postaje funkcija omjera tih pomaka. Omjeri pomaka odrede
se iz homogenog sustava linearnih algebarskih jednadZzbi:

BN -0 BN 0 BN

i B 3v,
i onda uvrste u izraz za N. Rezultat je kriticna vrijednost Vk
uzduzne sile N.

Postupak se moZe obrazloZiti ovako. Pri pretpostavljenoj
deformaciji opisanoj stupnjevima slobode vin2...,v,, defor-

(36)
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macijska energija U{ne ovisi, a rad uzduzne sile WN ovisi o
uzduznoj sili N. Dok je uzduZna sila N malena, dotle je
Ux> WN, a kad ona postane velika, onda je Ux<Wn. Kad je
N —NKT, onda je Ux= WN, pa dotad stabilna ravnoteza prelazi
u nestabilnu.

Sattlerova metoda pomaka. Pomaci vIn2 sustava s
n stupnjeva slobode na koji djeluju parametarsko i eventualno
bocno opterecenje odreduju se Mohrovom formulom statike
(v. Statika gradevnih konstrukcija)

Vi = <BiVLV2,...,V,,), V2=

V,= On(vuv2,...,vnf37)
Prebace li se izrazi s desne strane jednadzbe na lijevu stranu,
dobiva se, ako nema bocnog opterecenja, homogen sustav
linearnih algebarskih jednadzbi s nepoznanicama Vi,v2,
Uvjet da determinanta koeficijenata tog sustava jednadzbi
bude jednaka nuli daje kriticnu vrijednost NKruzduzne sile N.

Za fleksijski sustav s jednim stupnjem slobode vrijedi:

v= £ IMMdz = <), v- 0(v) =0. (38)

Ako je zadatak homogen, iz uvjeta v 4=0 dobiva se kriti¢na
vrijednost NKI uzduzne sile N.

Ostale metode. Za odredivanje stabilnosti okvirnih kons-
trukcija mogu se primijeniti i metoda sila i metoda pomaka
(v. Statika gradevnih konstrukcija). Pri utvrdivanju koeficije-
nata sustava kanonskih jednadzbi, tj. pomaka u metodi sila,
odnosno reakcija prekobrojnih veza u metodi pomaka, mora
se uzeti u obzir i utjecaj uzduznih sila u Stapovima. Kriti¢na
uzduzna sila odredena je uvjetom da je determinanta sustava
tih koeficijenata jednaka nuli.

Dinamicka metoda rjeSavanja homogenih zadataka sastoji
se u tome da se formulira jednadzba vlastitih vibracija sustava
i odredi njihova osnovna perioda T. Perioda ovisi i 0 uzduznoj
silit N; ona vrijednost N pri kojoj T— ili pri kojoj
amplitude vibracija postaju beskonatno velike, kriticna je
vrijednost (NKI) uzduZne sile.

Pojednostavnjenje slozenih zadataka postize se raS¢lambom
sustava u podsustave ili primjenom metode elasti¢nih €vorova.

RasSClamba sustava u podsustave. Tri poucka daju pribliznu
vrijednost kriti€ne sile koja nije veéa od to€ne vrijednosti, pa
se njihovom primjenom ne smanjuje sigurnost konstrukcije.
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zadanog sustava priblizno je jednaka zbroju reciprocnih

vrijednosti kriti€nih sila podsustava:

(41)
Tako se, npr., za elasticno upetu fleksijsku konzolu (si.
5) dobiva

(42)
Nh

SlI. 5. Ra3tlamba sustava (a) podatiji- K=00
vosti kojega pridonose dvije podatiji-
vosti u dvama sustavima (b i c) s
pojedinaénim podatljivostima
mm, & L

Xr,K

3. Sustav na koji djeluju dva ili viSe optere¢enja. Ukupno
opterecenje P zamisli se da je raS¢lanjeno u dva ili vise
pojedinih opterecenja VjP. Recipro€na vrijednost kriti¢ne sile
zadanog sustava priblizno je jednaka zbroju omjera vrijedno-
sti Vj i kriticne sile Pkxj podsustava:
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Ukr I ok 43)
Koeficijent k kriticne sile i koeficijent 3 duljine izvijanja
zadanog sustava povezani su s pripadnim koeficijentima
podsustava relacijama:
P2=T.y,PP (44)
i Ki i
Tako se, npr., za fleksijsku konzolu opterecenu silom na
vrhu i s raspodijeljenim opterecenjem (si. 6) dobiva

1 Sustav kojega krutosti pridonose dvije ili vise krutosti

zamisli se da je raSClanjen u dva ili viSe podsustava s
pojedinim krutostima zadanog sustava, ali s istim opterece-
njem. Kriticna sila (napadna ili uzduzna) zadanog sustava
priblizno je jednaka zbroju kriticnih sila podsustava:

AK*2>K.j.

Tako se, npr., za dvopoljni fleksijski Stap s elasti€nim
srednjim leZajem (si. 4) dpbiva

AKr ~ Pkx,K + Pki,C

(39)

(40)

a
SI. 4. Ras¢lamba sustava (a) kru-
tosti kojega pridonose dvije kru-
tosti u dvama sustavima (b ic) s
pojedinacnim krutostima
b +

2. Sustav kojega podatljivosti pridonose dvije
podatljivosti zamisli se da je raS€lanjen u dva ili viSe
podsustava s pojedinim podatljivostima zadanog sustava, ali
s istim optereéenjem. Reciprotna vrijednost kriti€ne sile

ili vise

RV (45)
kr, vP Ni&r,(l —V)P
+
* (lI-v)P
N kr,(I- JP

SI. 6. Ras¢lamba sustava (a) s dva optereéenja u
dvama sustavima (b i c) s pojedinacnim opterece-
njima

Metoda elasti¢nih Cvorova. Sustav s beskonatno mnogo
stupnjeva slobode zamijeni se sustavom s konacnim brojem
stupnjeva slobode tako da se podatljivost, koja je raspodije-
ljena uzduz Stapova, zamisli da je koncentrirana u konacnom
broju ¢€vorova. Time se kontinuirano zakrivljena progibna
linija zamijeni poligonom, a diferencijalna jednadzba susta-
vom linearnih algebarskih jednadzbi.

Tako se, npr., prosta greda duljine L i fleksijske
podatljivosti UK po jedinici duljine (si. 7a) zamijeni prostom
gredom od n+ 1 nedeformabilnih odsjeCaka duljine /= LI
(n +1) odvojenim sa n elasticnih Cvorova koncentrirane
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podatljivosti C=1/K (si. 7b). Stupnjevi su slobode kutni
pomaci vu v2, ... u ¢vorovima (si. 7c). Matrica koeficijenata
u jednadzbi bifurkacije ravnoteze,

ZIlf

=0, (46)

simetri€na je s obzirom na obje dijagonale, tako da je broj
nepoznanica jednak broju €vorova uzduZ polovice raspona
grede.
K P
Jz

(n+\)I=L

SI. 7. Prosta greda s raspodijeljenom podatljivos¢u
(a), pripadna prosta greda s elasti¢nim ¢vorovima (b)
i njena progibna linija pri izvijanju (c)

Za n=1in=5 opisana metoda daje

K K
PKkr= 8— odnosno Pk=9,54—. (47)
Rezultati su za 23%
vrijednosti k2K/L2
Metoda se moze primijeniti i na Stapne sustave, npr. na
okuvire.

odnosno za 3,2% manji od toCne

STAPOVI S UZDUZNOM SILOM KONSTANTNE
VRIJEDNOSTI | NEPROMJENLJIVA SMJERA

Nedeformabilna elasticno upeta konzola opterecena je
aksijalnom silom P i bo¢nom silom W (si. 8a).

Metoda ravnoteze. Na deformiranom sustavu (si. 8b)
formulira se uvjet ravnoteze da je zbroj momenata Kkoji
djeluju na donji kraj konzole jednak nuli:

(PH —C)v+ WH =0, (48)

U jednadZzbi ravnoteze parametarsko se opterecenje pojav-
ljuje u cClanu koji sadrzi pomak, a bo€no opterecenje u

Sl. 8. Elasti¢no upeta nedeforma-
bilna konzola optereé¢ena na vrhu
(a) i pripadna deformacija (b)
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apsolutnom c¢lanu. RjeSenje za kutni pomak glasi

1 WH
v=- -= av
PH C

C

gdje je vl= WHIC pomak bez utjecaja parametarske sile P,
dakle prema teoriji prvog reda, a a = 1/(1 —PH/C) koeficijent
povecanja pomaka vlzbog djelovanja sile P. Pomak je, dakle,
proporcionalan bo¢noj sili W, a nelinearno ovisan o parame-
tarskoj sili P.

Kad sila P toliko poraste da poprimi kriti€nu vrijednost

(49)

n,=-~, (50)
koeficijent poveéanja a i pomak v postaju beskonaéno veliki
za bilo koju vrijednost bo€ne sile W. To je trenutak
bifurkacije ravnoteze. Kriterij bifurkacije ravnoteze moze se
dakle izraziti i u obliku a = Q0.
Moment ukljeStenja stupa iznosi
M =PVH+ WH = -t

JWH=aWH =aml. (1)

C

Koeficijent a povecanja momenta M1 ukljeStenja prema
teoriji prvog reda u ovom je primjeru jednak koeficijentu
povectanja pomaka.

Energetska metoda. Kako je Stap nedeformabilan, defor-
macijska je energija sustava jednaka deformacijskoj energiji
pera:

tli=4cv2. (52)
Horizontalna je projekcija pomaka vrha stupa
/lsinv~/lv, (53a)
a vertikalna
u= (I —cosv)H"' - (53b)
pa je rad vanjskih sila
Wa=PH—+WHyv, (54)
a potencijal sustava
U=(C- PH)~  WHv. (55)

Uvrsti li se izraz za U u jednadZbu (2), dobiva se opet rezultat
jednadzba (49).

Da bi se analizirala ravnoteza, odredi se druga varijacija

potencijala sustava:

62Uu=ttJISv)2 %(/)2 (56)
Kad je P<C/H, onda je 62i/>0, $to znaci da je ravnoteza
stabilna, kad je P>C/H onda je 62f/<0, pa je ravnoteza
labilna, a kad je P =C/H=PK onda je 62i/=0, pa je
ravnoteza indiferentna.

Eulerovi Stapovi. Kriti€nu je vrijednost aksijalnog optere-
¢enja P jednopoljnih fleksijskih Stapova konstantne krutosti
utvrdio L. Euler za Sest najjednostavnijih tipova oslanjanja
(si. 9). Ona iznosi:

Pir = k-jji ; (57)
gdje je K fleksijska krutost poprecnog presjeka Stapa
definirana kao umnozak modula elasti¢nosti E i mjerodavnog
momenta inercije /, H duljina Stapa, k bezdimenzijski
koeficijent kriti€ne sile, a j{3bezdimenzijski koeficijent duljine
izvijanja Stapa. UmnozZak f3H jest duljina izvijanja H{Stapa.
Oblik progibne linije i geometrijsko znacenje duljine izvijanja
H{ Eulerovih Stapova prikazani su na si. 10. H. Kupfer je



