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Kriteriji geometrijske stabilnosti konstrukcija. Adekvat-
nost lezajnih i internih veza moze se provjeriti Kriterijima
geometrijske stabilnosti konstrukcija. Cesto je, medutim,
adekvatnost ili neadekvatnost veza oCita.

Nuzdan uvjet. Da sustav ne bi bio kona¢no pomican, on
ne smije imati nijedan stupanj slobode («=0). Taj je uvjet
nuzdan, ali nije dovoljan za postizanje geometrijske stabilnosti
sustava. Ako leZajne i/ili unutradnje veze nisu pravilno
rasporedene, sustav je konacno ili infinitezimalno pomican
unato€ tome Sto je taj uvjet zadovoljen, tj. da ima dovoljno
veza.

Staticki kriterij. Za neoptere¢enu konstrukciju koja zado-
voljava nuZni uvjet formira se sustav jednadZzbi ravnoteZe;
sustav je linearan i algebarski, a broj jednadzbi je m. VeliCina
je matrice koeficijenata m-m. To je matrica [A]. Ako je rang
matrice [A] jednak m, matrica je regularna, a sustav
jednadzbi ima jednoznacno rjeSenje i konstrukcija je geome-
trijski stabilna.

Ako je rang matrice [A] manji od m, dakle njena je
determinanta jednaka nuli, matrica je singularna, a sustav
jednadzbi nema jednoznacnog rjeSenja i konstrukcija je
konacno ili infinitezimalno pomicna. Matrica je singularna
ako su elementi jednog retka nule, ako su dva retka jednaka
ili proporcionalna ili ako je jedan od redaka linearna
kombinacija drugih redaka.

Zadovoljenje je statiCkog kriterija nuzdan i dovoljan uvjet
geometrijske stabilnosti konstrukcije. Uvijeti su, dakle, sta-
tiCke odredenosti konstrukcije dovoljan broj veza i regularnost
matrice koeficijenata sustava jednadZzbi ravnoteZe.

Sustav jednadzbi ravnoteZe optereéenog skoro infinitezi-
malno pomi€nog sustava vrlo je osjetljiv. Tako npr. zam =2
jednadzbe ravnoteZe predstavljaju dva pravca koji su skoro
paralelni, pa je teSko to¢no odrediti njihovo sjeciste, tj.
rjeSenje sustava.

Primjer. Sustav jednadZzbi ravnoteZe neopterecene proste grede (si. 32)
moze se formulirati u obliku

101 Ax 0
010 Ay =0 1
010 By 0 é)

Drugi su i tre¢i redak matrice koeficijenata proporcionalni, pa je njena

determinanta nula. Sustav je, dakle, infinitezimalno pomican.

SI. 32. Infinitezimalno pomi¢no oslo-
njena prosta greda

Kinematicki kriterij. Ako se za konstrukciju koja zadovo-
ljava spomenuti nuzni uvjet moze skicirati plan polova, ona
je mehanizam i time konacno ili infinitezimalno pomicna.
Ako se, medutim, pri skiciranju plana polova pojave kontra-
dikcije, tj. ako polovi i relativni polovi koji bi morali lezati
na pravcu ne leze na pravcu, plan se polova ne moZe nacrtati,
pa je konstrukcija geometrijski stabilna.

Na si. 33 lijevo prikazani su primjeri infinitezimalno
oblikovno izmjenljivih sustava (svi zadovoljavaju nuzni uvjet),
a desno geometrijski stabilni sustavi koji su od lijevih
izmjenljivih dobiveni korekcijom rasporeda Stapova ili veza.
U primjeru na si. 33a podignut je srednji zglob, pa polovi
(3) i (4) te relativni pol (3-4) viSe nisu na pravcu. U primjeru
na si. 33b spusten je srednji lezaj, pa polovi (1) i (2) te
relativni pol (1-2) viSe nisu na pravcu. U primjeru na si. 33c
promijenjen je smjer srednjih stupova tako da polovi (1) i
(2) te ralativni pol (1-2) viSe nisu na pravcu. U primjeru na
si. 33d pomaknut je zglob desne precke, pa se za pol (2)
dobivaju dvije nesukladne pozicije; sustav je, dakle, infinite-
zimalno oblikovno izmjenljiv samo onda ako je simetri€an.
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(3-4)

(2)71(2)
(2-2)/1i\(2-3)

()7 4 2 @/ «(4)

SI. 33. Primjeri infinitezimalno oblikovno izmjenljivih sustava (lijevo) i

pripadnih geometrijski stabilnih sustava (desno)

OSNOVE ELASTOSTATIKE KONSTRUKCIJA

JednadZbe elastostatike. Elastostatika utvrduje lezajne i
unutrasnje sile te deformacije statiCki opterecenih linearno
deformabilnih konstrukcija. Primjenjuju se tri grupe jednadz-
bi: staticke, geometrijske i fizikalne.

Optereéenja se nazivaju statickima ako je proces optereci-
vanja i rastereCivanja konstrukcije dovoljno polagan i postu-
pan, tako da su inercijske sile u usporedbi s ostalima u svakom
trenutku zanemarljive.

Staticke jednadZbe ili jednadZbe ravnoteze medusobno
povezuju vanjske i unutrasnje sile. Sile su u njima uvijek u
prvom stupnju, tako da su uvijek linearne.

Geometrijske jednadZbe ili jednadzbe kompatibilnosti de-
formacija medusobno povezuju deformacije i pomake sustava.
Pretpostavlja se da su specificne deformacije i pomaci
beskona¢no maleni, tako da su i geometrijske jednadzbe
linearne. Deformacije i pomaci gradevnih konstrukcija vrlo
su maleni, ali ne beskonacno, pa navedene pretpostavke
vrijede samo priblizno; one su, medutim, prihvatljive, jer su
specificne deformacije u usporedbi s jedinicom i pomaci u
usporedbi s dimenzijama konstrukcije zanemarljivi. Tako,
npr., specifitna deformacija pri savijanju Stapa. tj. zakrivlje-
nost, iznosi A"/(l -f A'232 pa je to strogo uzevsi nelinearna
funkcija gradijenta A" progibne linije A. Kako je, medutim,
vrijednost nagiba, a pogotovo njena kvadrata, u usporedbi s
jedinicom uvijek zanemarljiva, specifitcna je deformacija
jednaka drugoj derivaciji A” pomaka po apscisi, pa je
geometrijska jednadzba linearna. Deformacija, dakle, samo
neznatno mijenja inicijalni oblik sustava. Uostalom, deforma-
cije i pomaci moraju biti vrlo maleni da bi se osigurala
upotrebljivost konstrukcije.

Fizikalne jednadzbe povezuju naprezanja i deformacije.
Pretpostavlja se da je materijal linearno elastican. Jednadzbe
su linearne i osnivaju se na Hookeovu zakonu. Strogo uzevsi,
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svi se gradevni materijali ponaSaju donekle nelinearno, ali je
pri relativno malim naprezanjima aproksimacija karakteristike
pravcem opravdana. Nadalje se pretpostavlja da se moduli
materijala s vremenom ne mijenjaju.

Ako su sve grupe jednadzbi linearne; sustav se naziva
linearno deformabilnim.

Zakon superpozicije utjecaja vise sila ili zakon nezavisnosti
djelovanja sila, kad se primjenjuje na linearno deformabilne
sustave, glasi: Ukupni je utjecaj vise sila jednak zbroju
utjecaja pojedinih sila. Redoslijed je optereivanja pritom
irelevantan. Zakon se odnosi na sve mehanicke velicine, dakle
na lezajne i unutradnje sile te na pomake.

Neka na sustav djeluju sile FLF2...,Fn. Tada je neka
mehanicka velicina

v=1 (22)
k=1

gdje su v utjecajni koeficijenti veli¢ine V. Koeficijent vk
jednak je U u stanju Fk, Sto znaCi da na sustav na mjestu i u
orijentiranom smjeru sile Fk djeluje jedini¢na bezdimenzijska
sila i da ostalih sila nema. Na osnovi (22) vrijedi da je
vk=dV/dFk. Dimenzija A-tog utjecajnog koeficijenta odgo-
vara omjeru dimenzija mehanicke veli¢ine V i sile Fk
Primjenom matrica mozZe se izraz (22) napisati u obliku

V=(V){F} = (F) {v}, (23)
gdje je (v) redni vektor (vektor-redak), a {v} stup€ani vektor
(vektor stupac) utjecajnih koeficijenata vi,vz, ...,vn dok je
j/ T stup€ani vektor, a (T7) redni vektor sila FuF2,...,Fn.

Analogno je za mehanicku velicinu Vf.

Vi= | VikF k= Vi) ={wh (24)
Za vektor m mehanickih veli¢ina V1V2,...,Vmkoje ovise 0
n sila FUF2 ...,Fn na osnovi zakona superpozicije vrijedi

o {v}m= Mmn{F}n (25)
gaje je
Al) Vu— Vj*"’ Vin
M m (o = vn — vjk— Vjn (26)

(vm) vVm\""'Vmk™Vmn

utjecajna matrica mehanickih veli¢ina Vu V2,...,Vm Utjecajni
koeficijent vjk jednak je Vj u stanju FK tj. u stanju koje je

definirano optere¢enjem Fk=1, Fr—0 za r”k. Njegova
dimenzija odgovara omjeru dimenzija Vj i Fk
Tako se, npr., neka unutradnja sila S i vektor m

unutradnjih sila SUS2, mogu izraziti pomoc¢u napadnih

sila Pi,P2...,Pn, izrazima
5= Z skPk=(s){P}, 27
k=1
{5}m= H m,{P},.. (28)

Relacije izmedu sila i pomaka. Neka na konstrukciju
djeluju sile FUF2 ...,Fn, (si. 34a, n=4) i neka su pripadni
pomaci Ai,...,An (si. 34b).

Problem se moZe analizirati pomoc¢u matrice podatljivosti
i matrice krutosti.

Matrica podatljivosti. U stanju F{ (si. 34c) pomaci na
mjestu i u orijentiranom smjeru sila FUF2 ...,Fn, iznose
&, 64,....4i; oni gine vektor pomaka (d¥. U stanju F2 (si.
34d) pomaci na mjestu i u orijentiranom smjeru sila
Fi,F2...,Fniznose &2 ..., 42 oni Cine vektor pomaka (&).
Analogno stanju F3 odgovara vektor pomaka (&3, a stanju
FI vektor pomaka (&). Opcenito je dik pomak na mjestu i u
orijentiranom smjeru sile i7-u stanju Fk, dakle kada je Fk=1
i Fr=0 za r=tk; prvi indeks pokazuje mjesto i orijentirani
smjer pomaka, a drugi uzrok pomaka. Dimenzija pomaka 6jk
odgovara omjeru dimenzija pomaka Aj i sile Fk.
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Velic¢ine dk za k=1,2,...,n
pomaka Af; oni Cine vektor ().
Pomak je na mjestu i u orijentiranom smjeru sile i 7

utjecajni su koeficijenti

A= 1 dkrk=){F} = KB}
k=1

gdje je {dj} = (HYT, a (d); redni vektor utjecajnih koeficijenata

G1,..., 6in. Utjecajni koeficijenti 8pomaka zovu se podatljivo-

sti i ¢ine matricu podatljivosti sustava:

(29)

"((-10 " Nen,’u\k.e\n
[H= <A = V-ev-~ (30)
(A) _ Al“’&nk"‘ &nn

Prema izrazu (29) vrijedi Sk= dAj/BFk. Na osnovi Maxwellova
teorema matrica je podatljivosti simetri¢na s obzirom na svoju
glavnu dijagonalu.

Fl
N jVF

Vektor pomaka moze se izraziti pomocu vektora sila:
{A} = [d{F}, (31)
pa matrica podatljivosti pretvara vektor sila u vektor pripadnih
pomaka.

Matrica krutosti. U stanju A[ (si. 34e), kad je pomak na
mjestu i u orijentiranom smjeru pomaka Axjednak bezdimen-
zijskoj jedinici, a ostali su pomaci jednaki nuli, na konstruk-
ciju na mjestu i u orijentiranom smjeru pomaka AuA2...,An
djeluju sile one Cine vektor sila (/i). U stanju
A2 (si. 34f), kad je pomak na mjestu i u orijentiranom smjeru
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pomaka A2 jednak bezdimenzijskoj jedinici, a ostali pomaci
jednaki nuli, na konstrukciju djeluju sile fnju, one
¢ine vektor sila (f2. Analogno stanju A3odgovara vektor sila
('3, a stanju Al vektor sila (f9. Opcenito je fjk sila na mjestu
i u orijentiranom smjeru pomaka Aj u stanju AK, tj. kad je
Ak=1 i Ar=0, za r=¥k; prvi indeks pokazuje mjesto i
orijentirani smjer sile, a drugi uzrok sile. Dimenzija sile fjk
odgovara omjeru dimenzija sile Fj i pomaka Ak

Veli€ine jx, za k=1,2,...,n, utjecajni su koeficijenti sile
F i oni Cine vektor (fj).

Stanje Afij =1,2,...,n) moZe se ostvariti tako da se
sustavu nametnu veze koje spre€avaju sve pomake osim Aj i
da mu se na mjestu j nametne jedini¢ni bezdimenzijski
pomak; sile rxj, za k=1,2,...,«, odgovaraju silama u tim
vezama.

Sila je na mjestu i u orijentiranom smjeru pomaka Af.

Fj— (32)
k=1
gdje je {fi} = (H)T. a

fju

IfjkAk= (f)){A} = (A)

--- fjn- L. L .. )
Utjecajni koeficijenti sila zovu se krutosti i ¢ine matricu
krutosti:

"(f.)" i

(f§)

flkfin

(33)

[‘[‘]: F/1- fikin

(fn) fnl— fnk
Na osnovi izraza (32) vrijedi fjk=BFj/3Ak. Na osnovi Rayleig-
hova teorema matrica je krutosti simetriCna s obzirom na
svoju glavnu dijagonalu.

Vektor sila moZe se izraziti pomocéu vektora pomaka

{F} =\I\{A},(34)

pa matrica krutosti pretvara vektor pomaka u vektor sila.
MozZe se pokazati da je matrica krutosti inverzna matrica

matrice podatljivosti, a matrica podatljivosti da je inverzna

matrica matrice krutosti, pa je produkt obiju matrica jedini¢na

matrica:
s1= {SI/]=rlj. (35

Sustav od serijski nanizanih elemenata. Podatljivost sustava
od serijski nanizanih elemenata jednaka je zbroju podatljivosti
njegovih elemenata. Tako je podatljivost konzolnog Stapa od
koaksijalnog niza odsjeCaka konstantnog presjeka (si. 35a),

ViV = [d]-1-

SI. 35. Primjer konstrukcije od serijski spojenih elemenata (a) i primjeri
konstrukcija od paralelno spojenih elemenata ic)

tj. pomak hvatista u orijentiranom smjeru sile F zbog
djelovanja jedini¢ne bezdimenzijske sile na mjestu i u
orijentiranom smjeru te sile, jednaka zbroju doprinosa svih
odsjeCaka. Krutost Stapa, tj. sila na mjestu i u orijentiranom
smjeru pomaka A koja uzrokuje jedini¢ni bezdimenzijski
pomak na mjestu i u orijentiranom smjeru tog pomaka,
reciprocna je vrijednost podatljivosti:

(fjredni vektor utjecajnih koeficijenata
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(36)
gdje Je 3 3 /.
14= j-A -
7=1

7=1Lad

@

a lj je duljina, E modul elasti¢nosti i Aj presjek odsjecka

Sustav od paralelno nanizanih elemenata. Krutost sustava
od paralelno nanizanih elemenata jednaka je zbroju krutosti
njegovih elemenata. Tako je krutost sustava od nedeformabil-
nog bloka objeSena o tri Stapa (si. 35b), tj. sila na mjestu i
u orijentiranom smjeru pomaka A koja proizvodi jedinicni
bezdimenzijski pomak na mjestu i u orijentiranom smjeru tog
pomaka, jednaka zbroju doprinosa svih Stapova. Podatljivost
sustava, tj. pomak na mjestu i u orijentiranom smjeru sile F
zbog djelovanja jedini¢ne sile na mjestu i u orijentiranom
smjeru te sile, jednaka je recipro¢noj vrijednosti krutosti:

(38)
gdje je

f= (39)

7=1

Neka je viSepoljni okvir s nedeformabilnom preckom

optereéen bo¢nom silom (si. 35c). Podatljivost i krutost stupa

j iznose:

7=1 7

1 1

+ -
1 12Eh GA§’ G
gdje je hj visina, f moment tromosti, G modul smicanja, a
Aj posmicna povrsina stupa.
Krutost okvira jednaka je zbroju doprinosa svih stupova:

K=IKj, (41)
pa je bo€ni pomak precke

(42)

Ako stupovi na svome donjem Kkraju imaju zglob, podatljivost

Je: h3
YEER GA) (43)

Specificne deformacije Stapova. Kad su ravninski sustavi
optere¢eni u svojoj ravnini, poprec¢ni su presjeci Stapova
najceS¢e napregnuti momentom savijanja te popreCnom i
uzduznom silom. Kad su ravninski sustavi optere¢eni okomito
na svoju ravninu, Stapovi mogu biti napregnuti i torzijom.
MjeSovita torzija Cesto se aproksimira jednom od grani¢nih
torzija, naime Cistom, tj. de Saint-Venantovom ili deplanacij-
skom torzijom. Kad se rauna s Cistom torzijom, zanemaruje
se utjecaj bimomenta i racuna se samo s torzijskim momen-
tom, a kad se racuna s deplanacijskom torzijom, zanemaruje
se utjecaj torzijskog momenta i rauna se samo s bimomen-
tom.

Specifitne deformacije Stapova, tj. deformacije odsjecka
Stapa jedini¢ne duljine zbog djelovanja momenta savijanja
M, poprecne sile Q, uzduzne sile N, torzijskog momenta T,
bimomenta B i promjene temperature (jednoli¢no po poprec-
nom presjeku) za At, iznose:

M Q N
£IT'I'EJ eQ:lGA|1 £n~EA1
(44)
T B
) fbh-> et= atAt,
E~gij

gdje su E i G modul elasti¢nosti i modul smicanja materijala,
I je mjerodavni moment tromosti, A" posmicna povrsina, A
povrsina presjeka Stapa, J posmicno-torzijski i Jwdeplanacijski
moment tromosti popreénog presjeka Stapa, a at linearni
koeficijent toplinskog rastezanja materijala (°C-1).
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Sl. 36. Deformacije diferencijalnog isjecka Stapa

Pripadne deformacije diferencijalnog isjecka Stapa duljine
dx jesu umnozak duljine dx i odnosne specificne deformacije
(si. 36).

Rad vanjskih sila. Ako na sustav djeluje vanjska sila, te
ako ona polagano raste od nule do svoje konacne vrijednosti
F, pripadni pomak raste od nule do svoje kona¢ne vrijednosti
A (si. 37). Ovisnost je pomaka o sili linearna. Rad sile na
deformaciji sustava proporcionalan je povrSini trokuta $to ga
zatvaraju apscisa, pravac kroz ishodiste i okomica kroz njenu
krajnju toCku. Rad je jednak polovici umno3ka konacne
vrijednosti sile i konacne vrijednosti pomaka.

Sl. 38. Prosta greda na koju djeluju
tri sile

SI. 37. Graficka interpretacija

rada vanjske sile

Ako na sustav djeluje vise sila koje sve istodobno
polagano rastu od nule do svojih konaCnih vrijednosti
FUF2 ...,Fn, a pripadni pomaci na mjestu i u orijentiranom
smjeru tih sila od nule do svojih konacnih vrijednosti
ALA2...,An (si. 38, n=3), rad svih sila na deformaciji
sustava jednak je zbroju doprinosa pojedinih sila:

W=jiFjAT (45)
Z;=i
gdje je Aj pomak na mjestu i u orijentiranom smjeru sile F}
zbog djelovanja svih sila.

Izrazi li se pomak A]pomocu utjecajnih koeficijenata tog
pomaka (29), a sila F, pomoc¢u utjecajnih koeficijenata te sile
(32), izraz (45) poprima oblik

41 n n ~Aon n
= lj/*AA-
j~ 1 k=1

y=1 k=1 (46)

Primjenom matrica izraz (46) dobiva oblik
W = £{A){F}=+(F){A).(47)

Izrazi li se (A) pomoc¢u matrice podatljivosti, a (F) pomocu
matrice krutosti, dobiva se

W=A(F)[6]{F}=+(A)\]{A}-(48)

Rad je vanjskih sila prikazan pozitivno definitnom kvadra-
ticnom formom sila, Sto odgovara prvim izrazima na desnoj
strani jednadzbi (46) i (48) ili pozitivno definitnom kvadratic-
nom formom pomaka, $to odgovara drugim izrazima na
desnoj strani jednadzbi (46) i (48).

Rad vanjskih sila sa suprotnim predznakom naziva se
potencijalom vanjskih sila.

Primjer. Obostrano upeti Stap fleksijske krutosti x=EIU izloZen je
pomacima lezaja (si. 39); kutni pomak lezaja i i 2 u smjeru gibanja kazaljke
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na satu oznacen je sa ¢ i (fo, a kutni pomak osi $tapa suprotno od gibanja
kazaljke na satu sa ip. Pripadne su akcije lezaja na Stap:
M x= 2x(2cpi -f (@ + 3ip),
M2= 2x{cpx+ 2(p2 + 3ip), (49)
Ql=6x{(pY+ g2+2ip).
Rad je lezajnih sila
W = (px+ M2(@E2+ Qlxp), (50)

pa ako se leZajne sile izraze pomoc¢u pomaka (49), dobiva se

W = 2x[cpi + cplepe + $ + 3((p\ + e V. + 3ip2. (51)

SI. 39. Obostrano upeti Stap na koji djeluju

pomaci lezaja

Rad unutrasnjih sila. Rad neke unutrasnje sile na deforma-
ciji diferencijalnog odsjecka Stapa jednak je polovici umnoska
konacne vrijednosti unutradnje sile i konane vrijednosti
pripadne deformacije, a rad svih unutradnjih sila jednak je
zbroju doprinosa pojedinih unutradnjih sila:

du =MdeM+ 9C'£q+ﬂdeN+ldeT, (52)
gdje utjecaji bimomenta i temperaturnog rastezanja nisu uzeti
u obzir. Ako se za specifine deformacije uvrste pripadni
izrazi (44), tada je rad unutradnjih sila uzduZ svih Stapova
nekog Stapnog sustava:

”
Nwm oo § N2 g T

a . 4;‘E'idX+_F EGA!j*.‘L I QEAéXer ’rZGJ~dx.

(53)

U tom se izrazu integrira uzduZ osi Stapova, a zbrajaju se
doprinosi svih Stapova. Kako se unutrasnje sile u izrazu za U
(53) pojavljuju u kvadratu, rad je unutradnjih sila uvijek
pozitivan.

U uobigajenim okvirnim konstrukcijama uzima se u obzir
samo doprinos momenata savijanja, S$to odgovara prvom
Clanu izraza (53), jer su doprinosi ostalih unutradnjih sila
zanemarivo maleni.

Ako je Stapna konstrukcija prostorna, obi¢no djeluju
momenti savijanja i poprecne sile u objema glavnim ravni-
nama Stapova. Oznace li se glavne osi poprecnih presjeka sa
y i z, momenti savijanja u glavnim ravninama Stapa xy i xz

sa i Mz, a popre€ne sile u smjerovimay i z sa Qyi g2
bit ¢e rad unutrasdnjih sil
M; aJ M
- + * 4+ ~dr 4-
i1=E g I"FEV g dTH X 2GA,

d + N2 dr + Y T2 dx
+1 4, GA, X% 2EA , 2GJ
gdje su ly i Izmomenti tromosti, a A'y i A'z posmi¢ne povrsine
popre€nog presjeka Stapa za smjerove y i z.
U reSetki su Stapovi napregnuti samo aksijalnim silama, a
kako su one uzduz Stapa konstantne, dobiva se

(54)

(55)

Da bi se izracunali integrali u izrazu za U podintegralna
se funkcija izrazi kao funkcija apscise (x), pa se vrijednost
integrala ra¢una analiticki ili numeric¢ki. Radi pojednostavlje-
nja prakti¢nog rada, tabl. 2 daje vrijednosti integrala jM 2dx
za pravocrtne Stapove konstantnog presjeka i za najCeSce
momentne linije.
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Tablica 2
INTEGRALI KVADRATA FUNKCIJA

Primjer. Treba odrediti rad momenata savijanja na odsjecku duljine a Stapa
(si. 40) neke okvirne konstrukcije; momentna je linija pravac. Prema tabl. 2
rad je momenata

u=— (M2+ MIM2+ M2). (56)

Rad unutradnjih sila zove se i deformacijska energija
sustava.

El

Sl. 40. Odsjecak Stapa i pripadni
momentni dijagram

Al,

Zakon o konzervaciji energije. Kako je pretpostavljeno da
je proces optereCivanja dovoljno polagan i da u toku
opterecivanja postoji ravnoteza te da je utjecaj Kkineticke
energije zanemariv, rad je vanjskih sila jednak deformacijskoj
energiji sustava:

w= u. (57)
To je zakon o konzervaciji energije elasticnih sustava. Rad
se vanjskih sila akumulira u deformiranom tijelu u obliku
deformacijske energije. Energija, dakle, samo prelazi iz
jednog u drugi oblik.

Energetski poucci. Pomaci, sile, podatljivosti i krutosti
Cesto se mogu jednostavnije i brze izracunati primjenom
energetskih pou€aka nego pomocu njihovih definicija.

Neka je konstrukcija opterecena silama FuF2...,Fn (si.
34a, n =4) i neka su pripadni pomaci AuAz2,...,An(si. 34b).
Deformacijska energija konstrukcije jednaka je radu vanjskih
sila:

U=\tFjA,
Z 7=1

(58)

Drugi Castiglianov poucak. lzraze li se u (58) pomaci
pomocu sila, deformacijska energija postaje funkcija sila,
U= U(F). Drugi Castiglianov poucak glasi: Parcijalna deriva-
cija deformacijske energije U(F) kao funkcije sila po nekoj

281

sili [ jednaka je pomaku Aj na mjestu i u orijentiranom
smjeru te sile:

3U(F
A= g (59)
Primjenom matrica moZe se n jednadzbi (59) napisati u obliku
dU(F)
- 60
(A0 ey (60)

pa se drugi Castiglianov pouak moZe formulirati i ovako:
Vektor pomaka {2} koji pripada vektoru sila {F} jednak je
gradijentu deformacijske energije U(F).

Ako na mjestu i u smjeru nekoga trazenog pomaka Ak
nema sile, zamislja se da djeluje fantomska sila Fk, uz uvjet
da se u kona€nom izrazu za Ak stavi da je Fk=0.

Moze se pokazati da je podatljivost Sk (si. 34c i d) jednaka
drugoj parcijalnoj derivaciji deformacijske energije U(F) po
silama F i Fk:

o — bRk

Prvi Castiglianov poucak. lzraze li se u (58) sile pomocu

pomaka, deformacijska energija postaje funkcija pomaka,

U= U(A). Prvi Castiglianov poucak glasi: Parcijalna deriva-

cija deformacijske energije U(A) kao funkcije pomaka po

nekom pomaku Aj jednaka je sili Fyna mjestu i u orijentira-
nom smjeru tog pomaka:

(7=1,2,..n; *=1.2,..«). (61)

l:j="a:&* 0=1.2,...,«). (62)
Primjenom matrica moZze se n jednadzbi (62) napisati u obliku
dU(A
=" (63
d{4}

pa prvi Castiglianov poucak glasi: Vektor sile {F} koji pripada
vektoru pomaka {;\} jednak je gradijentu deformacijske
energije U(A).

Moze se pokazati da je krutost fik (si. 34e i f) jednaka
drugoj parcijalnoj derivaciji deformacijske energije U(A) po
pomacima Aj i Ak

*

2I(A)
ik9AjdAKk (7=1>2,...n; k=1,2,....n).

To je energetski izraz za krutosti.
Primjer. Konstrukcija od cetiri Stapa (si. 41a) ima na svome slobodnom
kraju pomake Axi A2 Treba odrediti sile Fxi F2 koje te pomake uzrokuju.
Pomacima Axi A2odgovara produljenje Stapaj (si. 41b, 7=1,2,..., 4):

(A)j = Axcos a7+ A2sina,. (65)

Deformacijska je energija toga $tapa J‘(Al)), a deformacijska je energija
21j
sustava jednaka zbroju doprinosa njegovih Stapova:

FA.

t/=1-771(AN). (66)
j 7
Izrazi li se Aj pomo¢u Axi A2 (65), dobiva se
W =2 ryR L+ |2 Dsinza)  + (%~ asaisin A A2 (67)

(64)
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Parcijalnim deriviranjem deformacijske energije U{A) dobivaju se krutosti
sustava:

d2U(h) vV EAj 2
saT =}t T c°say’

" 838J(A|Ab = X{Eﬁhsrn?a;,

AN

L —

Ju @

fl2 (68)

fn=fn=-34,342 cosa,s,nar

Tako se sile i F2 mogu izraziti pomo¢u zadanih pomaka Axi zl2, pa je

Fl=fnAl+fi2A2; F2=f21Ax+ f22A2 (69)

Poucak virtualnin pomaka. Neka se sustavu koji je u
ravnoteZi pod utjecajem vanjskih sila Pk (k= 1,2,...,n) i
pripadnih unutradnjih sila S nametne virtualna deformacija.
To je infinitezimalna, zamiSljena, proizvoljna i kinematicki
mogucéa deformacija, tj. deformacija koja je kompatibilna s
lezajnim uvjetima, a koja bi mogla biti uzrokovana bilo
kakvim optereé¢enjem ili kojim vanjskim utjecajem. Virtualni
pomaci na mjestu i u orijentiranom smjeru sila Pk iznose dk
a virtualne specificne deformacije es. Za vrijeme virtualne
deformacije vanjske se i unutradnje sile sustava ne mijenjaju,
ali vrSe beskonatno mali virtualan rad. Poucak virtualnih
pomaka glasi: Pri bilo kakvoj virtualnoj deformaciji uravno-
teZzenog sustava rad je vanjskih sila jednak radu unutradnjih
sila:

LPA="LLSS§s0)

Integrira se uzduz osi Stapa; drugi se znak sume na desnoj
strani odnosi na sve unutradnje sile (M, Q, N, T), a prvi znak
sume na sve Stapove.

Pou€ak virtualnih pomaka sluZi za pronalaZenje unutra-
Snjih i leZajnih sila te utjecajnih linija unutradnjih i leZajnih
sila sustava zbog djelovanja zadanog optereéenja. Poucak je
ekvivalentan uvjetima ravnoteze, a moZe glasiti: Sustav je u
ravnotezi ako je ukupni rad vanjskih i unutradnjih sila pri
virtualnoj deformaciji sustava jednak nuli.

Primjena poucka virtualnih pomaka Cesto brze vodi do
cilja od neposredne primjene uvjeta ravnoteZe, jer se ratuna
s manje sila; u analizu se, naime, ne ukljuCuju one sile kojih
se hvatiSta pri virtualnoj deformaciji ne pomicu (to su obi¢no
reakcije) ili se pomi€u okomito na smjer sile.

Poucak virtualnih sila. Neka se sustavu koji je u ravnoteZi
i koji ima pomake Ak specificne deformacije es nametnu na
mjestu i u orijentiranom smjeru pomaka Ak beskonacno male
virtualne sile Pk, a odgovaraju im virtualne unutradnje sile S.
Za vrijeme virtualnog optere¢ivanja deformacija se sustava
ne mijenja. Poucak virtualnih sila glasi: Pri virtualnom
opterecenju uravnoteZenog sustava rad je virtualnih vanjskih
sila jednak radu virtualnih unutradnjih sila:

(71)

Integrira se uzduz Stapa; drugi se znak sume na desnoj strani
odnosi na sve unutradnje virtualne sile (&, Q, N, T), a prvi
znak sume na sve Stapove.

Poucak virtualnih sila sluzi za pronalazenje pomaka i
utjecajnih linija pomaka sustava zbog zadanog vanjskog
djelovanja.

Poucci virtualnih pomaka i virtualnih sila dva su dualna
poucka i zovu se poucci virtualnog rada. U poucku virtualnih
pomaka virtualni rad obavljaju vanjske i unutraSnje sile
sustava na virtualnoj deformaciji, a u poucku virtualnih sila
virtualni rad vrSe virtualne vanjske i unutrasnje sile na
deformaciji zadanog sustava.

U prakti¢noj primjeni skracuju se u jednadzbama poucka
virtualnih pomaka apsolutne vrijednosti pomaka i deformaci-
ja, au jednadZzbama poucka virtualnih sila apsolutne vrijedno-
sti vanjskih i unutrasnjih sila, pa ostaju samo njihovi omjeri;
stoga virtualne deformacije, odnosno virtualne sile, ne moraju
biti beskonatno malene.
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Bettijev poucak glasi: Ako na sustav djeluju dva odvojena
opterecenja j i k, rad je vanjskih (ili unutradnjih) sila
optereéenja j na pomacima koji su nastali djelovanjem
opterecenja k jednak radu vanjskih (ili unutraSnjih) sila
opterecenja k na pomacima koji su nastali djelovanjem
opterecenja j:

Wjk=w K,

Uik=UMK. (72)

Primjer. Na konzolni Stap (si. 42a) djeluju dva odvojena opterecenjaj (si.
42b) i A (si. 42c). Pomak u stanju j na mjestu i u orijentiranom smjeru sile u
stanju k iznosi

+p,— (73)

dok su pomaci u stanju k na mjestu i u orijentiranom smjeru sila u stanju j

a+hb

KEA AX—RK (74)

Rad vanjskih sila stanja j na pripadnim pomacima stanja k te rad vanjskih sila
stanja k na pripadnim pomacima stanja j iznose

Wik = P2kAJ, Wij= PIjAlk+ P3jA3kK (75)

Uvrste li se za pomake pripadne vrijednosti prema jednadzbama (73) i (74),
vidjet ¢e se da je zadovoljena prva jednadzba (72).

© ©
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Sl. 42. Uz Bettijev poucak

Maxwellov pouak o uzajamnosti podatljivosti poseban je
slu€aj Bettijeva pouCka i glasi: Pomak na mjestu i u
orijentiranom smjeru j zbog djelovanja jedini¢ne bezdimenzij-
ske sile na mjestu i u orijentiranom smjeru k jednak je
pomaku na mjestu i u orijentiranom smjeru k zbog djelovanja
jedinine bezdimenzijske sile na mjestu i u orijentiranom

smjeru j:
Sik = dkj. (76)

Primjer. Na prostu gredu (si. 43a) djeluje u stanju /jedini¢na bezdimenzij-
ska koncentrirana sila (si. 43b), a u stanju k par jedini¢nih bezdimenzijskih
momenata (si. 43c). MoZe se pokazati da je

12
ik — &ki — 77
&ik — &ki 6t 77)

Obje su podatljivosti i vrijednosno i dimenzijski jednake, iako se jednom
radi o translatornom, a drugi put o kutnom pomaku.

El

Sl. 43. Uz Maxwellov poucak

Rayleighov pouCak o uzajamnosti krutosti poseban je
slucaj Bettijeva poucka i glasi: Sila je u leZajnoj vezi j
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(reakcija) zbog djelovanja jedinicnog bezdimenzijskog po-
maka u lezajnoj vezi k jednaka sili u lezajnoj vezi k (reakciji)
zbog djelovanja jedini¢nog bezdimenzijskog pomaka u lezaj-
noj vezi j:

(78)

Primjer. Na dvopoljnu gredu (si. 44a) djeluje u stanju j jedini¢ni
bezdimenzijski pomak u vezi k (44b), a u stanju k jedini€ni bezdimenzijski
pomak u vezij (si. 44c). MoZe se pokazati da je zadovoljen uvjet (78). Obje
su krutosti vrijednosno i dimenzijski jednake.

1« (*)
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SlI. 44. Uz Rayleighov poucak

OSNOVE STATICKI ODREDENIH SUSTAVA

Opca svojstva i najcesci sustavi. Konstrukcija je staticki
odredena ako se sve leZajne i unutradnje sile za bilo kakvo
optereéenje mogu odrediti iz uvjeta ravnoteze. Svakom
optere¢enju odgovara samo jedno rjeSenje za lezajne i
unutradnje sile. Ako nema opterecenja, nema ni lezajnih ni
unutradnjih sila. Promjene temperature, pomaci lezaja i
nepreciznosti izvedbe ne uzrokuju lezajne i unutrasnje sile.
Ako se jedan od elemenata konstrukcije slomi, slomit ¢e se
cijela konstrukcija, jer nema redistribucije unutradnjih sila
kao u staticki neodredenim konstrukcijama.

ir
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SI. 45. Staticki odredene grede

Najces¢i su fleksijski staticki odredeni sustavi: statiCki
odredene grede, trozglobni okviri, trozglobni lukovi i sloZeniji
staticki odredeni okviri. Staticki odredene grede mogu biti
konzole (si. 45a), grede na dva leZaja ili proste grede (si.
45Db) i staticki odredene sastavljene ili Gerberove grede (si.
45c). Prikazane grede kad su vertikalno optere¢ene mogu
imati samo vertikalne leZajne sile.

Neposredna primjena uvjeta ravnoteZe. Radi pronalazenja
lezajnih i unutradnjih sila mogu se neposredno primijeniti
uvjeti ravnoteze.
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Uvjeti ravnoteze diska jesu: zbroj projekcija svih sila koje
djeluju na disk na neku os x, zbroj projekcija svih sila na
neku osy i zbroj momenata svih sila s obzirom na neku to¢ku
i moraju biti jednaki nuli:

1A =0, EF,=0, IM (0= 0 (79)
Osi x iy ne moraju biti ortogonalne. Alternativno, uvjeti
ravnoteze mogu se formulirati i ovako: zbrojevi momenata
svih sila koje djeluju na disk s obzirom na tocke i, j i k moraju
biti jednaki nuli:
5> (0=0, Z =0, =0. (80)
Mogu se i kombinirati neke jednadzbe (79) i (80), ali se
moraju uzeti u obzir tri jednadZbe.

Primjer.Disk,oslonjen na tri lezajna Stapica, opterecen je silama Pxi P2
(si. 46a). Ako sepresijeku lezajni Stapi¢i, njihovo se djelovanje nadisk moze
prikazati lezajnim silama A, B, i C (si. 46b). Uvjeti su ravnoteze: zbroj
projekcija svih sila na os 'y okomitu na lezajne Stapi¢e B i C, zbroj momenata

svih sila s obzirom na toku 1 i zbroj momenata svih sila s obzirom na to¢ku
2 moraju biti jednaki nuli:

X Fy=Acosa- Pxcosa=0,
= Bbcosa + Pxa+ P2=0, (81)
£M Q= Chbcosa- Pxa- P2=0.
1z tih jednadzbi slijedi (si. 46c):

P\a+ P: c = Pl +P2

A=PU B = (82)
bcosa b cos @
SI. 46. Disk oslonjen na tri lezajna
Stapica

\% P\d+P2

| |
IW \ bcosa
Pxa+P:
\ bcosa

Uvjeti ravnoteZe bloka su analogni, pa se mogu prikazati
jednadZbama:

IF, =0,
EA#W= 0,

IF, =0,
Z Miy) =0,

IF Z=0;
I M=0.

(83)

Uvjeti ravnoteZe sustava diskova i blokova. Sustavi diskova
i sustavi blokova analiziraju se na osnovi aksioma ravnotezZe
sustava tijela koji glasi: Sustav je tijela u ravnotezi ako su svi



