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sustavna upotreba tih metoda zapocela poslije prvoga svjet-
skog rata. Nagli razvoj tih metoda ostvaren je za vrijeme
drugoga svjetskog rata, pogotovo u razdoblju poslije njega,
kad je naglo porasla industrijska proizvodnja. U takvim
uvjetima, naime, nije bilo moguce dovoljno temeljito kontro-
lirati kvalitetu proizvoda bilo zbog male pouzdanosti dotada-
$njih metoda bilo zbog niske produktivnosti sredstava tehnicke
kontrole.

Pocetkom pedesetih godina uvodi se suvremena statisticka
kontrola kvalitete u industriji SAD i Japana, ali je ona teSko
prodirala u svakodnevnu praksu zbog teSkoéa u prikupljanju
podataka i odredivanju vrijednosti statistickih veli¢ina. Tzv.
brze metode statisticke kontrole kvalitete ipak nisu bile
dovoljno brze, a ni dovoljno pouzdane, da bi se mogle
svakodnevno efikasno primjenjivati i donositi pravodobne
odluke u proizvodnim uvjetima. Osnovna je teSkoca u
primjeni tih metoda bila u raCunanju bez pogodnih pomagala,
pogotovo u malim radnim organizacijama i radionicama.

Te su teSkoce uklonjene upotrebom elektronickih racunala
na radnim strojevima i mjernim uredajima, $to je omogucilo
statisticku kontrolu na svakom radnom mjestu i u svim fazama
proizvodnog procesa, pa i upravljanje ukupnom proizvodnjom
na temelju statisticke kontrole kvalitete. Danas je vrlo
raSirena upotreba kompjutoriziranih ru¢nih uredaja (pomicna
mjerila, mikrometri, komparatori) koji s primjerenom pro-
gramskom podrSkom trenutno statisticki obraduju izmjerene
veli€ine s pripadnim grafickim prikazom. Osim toga, sloZeniji
mjerni uredaji (trodimenzijski mjerni uredaji, uredaji za
ispitivanje zupcCanika, uredaji za ispitivanje hrapavosti ploha
i si.) omogucuju uz pomo¢ elektronickog raCunala potpunu
statisticku analizu s grafickim prikazom.

Bez obzira na to da li se mjerni podaci prikupljaju i onda
obraduju ili su mjerna ticala neposredno povezana s racuna-
lom, za statistiCku je analizu potrebna primjerena programska
podrska.

Najzanimljivija je primjena statistiCke kontrole kvalitete
za automatsku kontrolu alatnih strojeva i grupa strojeva u
fleksibilnim proizvodnim linijama kad se automatski kontro-
lira karakteristicna veliCina (npr. promjer izratka) kompenza-
cijom alata, i to na temelju kontrole srednje vrijednosti x
karakteristiCne veliCine, da bi se izbjegle intervencije zbog
sluc¢ajnih promjena.

Postoji niz razvijenih programa za statisticku kontrolu
kvalitete. Tako je npr. program tvrtke Hawlett-Packard
sposoban da odlu¢i o prihvacanju ili odbacivanju izratka s
obzirom na svaku mjerenu karakteristiku. Program, osim
toga, prati uCestalost kojom se svaka mjerena karakteristika
pojavljuje u podrucju ispod ili iznad granica dopuStenih
odstupanja. Za svaku se karakteristiku tiskaju srednje vrijed-
nosti x, procijenjeno standardno odstupanje 5 i histogrami.
Programski paketi obicno mogu analizirati kontrolne karte.

Upotrebom racunala brzo se proSirila primjena statisticke
kontrole kvalitete u proizvodnim industrijskim procesima, jer
je takva kontrola provjereno sredstvo za osiguranje kvalitete
proizvoda i proizvodnih procesa. lako kontrola kvalitete u
suvremenoj proizvodnji teZzi potpunoj kontroli na proizvodnoj
liniji (kontrola on-line), statisticka ¢e se kontrola kvalitete i
dalje primjenjivati, pa se moZe o€ekivati i njezino unapredi-
vanje.
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STATISTIKA, znanstvena disciplina koja se bavi
problemima u vezi s prikupljanjem, obradbom i analizom
podataka. Glavni su zadaci matematicke statistike izgradnja
teorijskih temelja i prakti¢nih postupaka za stvaranje zaklju-
Caka o pojavi na koju se odnose izmjereni, odnosno opazeni
podaci. Buduci da se podaci redovito odnose na tzv. slu¢ajne
pojave, statisticke se analize i zakljucci zasnivaju na pojmo-
vima i metodama teorije vjerojatnosti (v. Vjerojatnost).

StatistiCke se metode primjenjuju na razli¢itim podrucjima
ljudske djelatnosti, pa su razvijene i neke posebnosti. Zbog
toga se govori o ekonomskoj, medicinskoj i vojnoj statistici,
o statistiCkoj fizici, statistickoj kontroli kvalitete itd. U ovom
se Clanku izlazu osnovni pojmovi i metode matematicke
statistike, koja ima veliku primjenu u tehni¢kim znanostima.

Prikupljanje podataka o stanovnistvu pocelo je ve¢ u drevnim civilizacijama
(Kina, Perzija, Gréka, Rim). U XVII. st. pojavljuju se na njemackim
sveucilistima predavanja iz »statistike« (lat. status stanje), koja se odnose na
problematiku drzavnih popisa. Ozbiljnije doprinose razvitku ekonomske
statistike dali su engleski znanstvenici XVII. stolje¢a (J. Grant, E. Hailey, W.

Petty), koji su istrazivali zakonitosti u masovnim drustvenim pojavama. Prvi
drzavni statisticki ured osnovan je u Svedskoj (1756).

Poceci matematitke statistike mogu se naci ve¢ kod utemeljitelja teorije
vjerojatnosti: J. Bernoullija (1654-1705), P. S. Laplacea (1749-1827), S. D.
Poissona (1781-1840) i K. F. Gaussa (1777-1855). NajvaZznije probleme
matematictke statistike i glavne ideje za njihovo rjeSavanje postavili su vodedci
statistiari tzv. anglosaksonske statisticke Skole: F. Galton (1822-1911), K.
Pearson (1857-1936), R. A. Fisher (1890-1962) i J. Neyman (1894-1981).

Danas u svijetu postoji mnogo znanstvenika i institucija koji se bave
statistikom. Takoder postoji veoma opsezna literatura i nekoliko specijalnih
znanstvenih i strunih ¢asopisa koji obraduju samo statisticku problematiku.

STATISTICKI PODACI

Sredivanje i prikazivanje. Mjerenje ili opazanje odredenih
pojava redovito rezultira odredenim skupom broj¢anih poda-
taka. Brojcani se podaci odnose na jednu ili vise promatranih
veli€ina.

Ako se promatra samo jedna veli¢ina X, onda je rezultat
jednog mjerenja jedan realan broj x. ViSestrukim ponavlja-
njem mjerenja veliCine X dobiva se konaCni niz brojeva
Xi,....xn, kao rezultat n ponovljenih mjerenja. VeliCina X
obi¢no se naziva statisticko obiljezje promatrane pojave, a
dobiveni niz brojeva statisticki podaci.

Ako se npr. promatranjem broja X kvarova nekog stroja u jednom tjednu
zabiljeze opazene vrijednosti veli¢ine X kroz n= 10 tjedana, dobiva se,
primjerice, niz brojeva: xx=\, x2=0, *3=3, x4=2, x5=0, x6=1, x7=0,
x$=2, x9= 4, ald= 1. Kao rezultati opazanja veli¢ine X mogu se pojaviti samo
cijeli brojevi. Pri tome se neki brojevi mogu pojaviti i vise puta, pa se govori
o frekvenciji pojavljivanja nekog podatka.

Za statisticko obiljezje X koje moZe poprimiti samo
vrijednosti iz nekog diskretnog (konacnog ili prebrojivog)
skupa brojeva Bi{X) kaze se da je diskretno obiljezje. Prilikom
opazanja (mjerenja) obiljezja X dobivaju se elementi skupa
$1(X). Ako se u nizu od n opazanja broj x* e 8I(X) pojavi v7
puta, kaze se da podatku x* pripada frekvencija w, odnosno
relativna frekvencija q}=v/n, gdje je j = 1, ...,r. Buduéi da je

A \j=n, to je™] gj= 1 Rezultati opazanja (mjerenja) obi-
ljezja X obicno se prikazuju u tablicama (tabl. 1 i 2). Na
temelju tabli€nog prikaza statistickih podataka izraduje se i
graficki prikaz. Ako se na apscisnu o0s stave vrijednosti
obiljezja X, a kao ordinate nanesu pripadne frekvencije

Tablica 1
TABLICA FREKVENCIJA DISKRETNOG OBILJEZJA

Vrijednost . :
X* X* Zbro
obiljezja X ]
Frekvencija Vi \V4 \r n
Relativha < qr 1

frekvencija

Kumulativne < 1
relativne
frekvencije
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(relativne frekvencije), dobiva se grafikon frekvencija (relativ-
nih frekvencija) niza statistickih podataka diskretnog obiljezja
X (si. 1). Ako se kao pripadne ordinate uzmu kumulativne
relativne frekvencije, dobiva se graf funkcije kumulativnih
relativnih frekvencija (si. 2). Ako se radi o statistiCkom
obiljezju koje moze poprimiti vrijednosti iz nekog intervala
skupa R realnih brojeva, govori se o kontinuiranom obiljezju.

Tablica 2
BROJ KVAROVA STROJA U TOKU TJEDNA
X * 0 1 2 3 4 5 i vise Zbroj
i 3 3 2 1 1 0 10
% 03 03 02 01 01 0 1
03 06 08 09 1 1

i=1

SI. 2. Funkcija kumulativnih relativnih frekvencija diskretnog
obiljezja

Tako se trajanje T nekog tehnickog elementa, npr. Zarulje, moze tretirati
kao statisticko obiljeZje svih Zarulja izradenih prema odredenoj tehnologiji.
Biljezenjem trajanja promatrane Zarulje dobiva se neki broj iz intervala [0, <»).
Ponavljanjem tog eksperimenta n puta dobiva se niz realnih brojeva
tj. dobivaju se statisticki podaci o trajanju Zarulje.

Da bi se za kontinuirano obiljezje X formirala pripadna
tablica, najprije se definiraju tzv. razredi za vrijednost
obiljeZja. Interval mogucih vrijednosti obiljeZja podijeli se na
konacni broj r podintervala (razreda).

U prethodnom primjeru stave se u prvi razred sve vrijednosti od 0 do
ukljucivo 50 sati, u drugi vrijednosti od 50 do uklju¢ivo 100 sati itd., pa se
tako formiraju razredi (podintervali) Sirine 50 sati.

Nakon toga se u nizu xu...,xn izmjerenih vrijednosti
obiljezja X odredi broj w onih rezultata mjerenja koji
pripadaju /-tom razredu. To je frekvencija V- odnosno
relativna frekvencija gq*—vfn j-tog razreda obiljezja X.

r
i Z </= 1- Natemelju tablice

7=1

r
Takoder vrijedi da je £ w=n
y=1

frekvencija (tabl. 3) izraduje se histogram frekvencija (si. 3)
tako da se iznad intervala [aj- Laj) nacrta pravokutnik visine

wr
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Tablica 3
TABLICA FREKVENCIJA KONTINUIRANOG OBILJEZJA

Redni broj
razreda 1 i r

Granice

razreda [«o, af) [aH, a,) [ar1, ar)

Frekvencija Vi vy \r

Relativna
frekvencija < qi

Kumulativne
relativne
frekvencije i

Pri crtanju histograma relativnih frekvencija poZeljno je
visinu \j pravokutnika nad intervalom [aj-"af) odrediti tako
da njegova povrSina bude q} (vi=q/(aj- a,_i), j=1,...,1).
Tada je zbroj povrSina svih pravokutnika jednak jedinici.
Graf funkcije kumulativnih relativnih frekvencija dobiva se
tako da se za tocku a0 uzme ordinata nula, a za tocku

aj(j=1,...,r) ordinata £ qti tako dobivene tocke medu-
i=1
sobno povezu duzinama (si. 4).

SI. 4. relativnih frekvencija kontinuiranog

obiljezja

Funkcija kumulativnih

Izbor je brojeva a0< ax< ... < ar kojima se definiraju
razredi, teorijski, proizvoljan, ali se pri njihovu izboru vodi
raCuna o prakticnim razlozima (izgled tablice, preglednost
grafikona i si.). Formiranje razreda prakticira se i za diskretna
obiljezja, pogotovo ako je broj mjerenja velik i ako se pri
tome pojavljuje mnogo razlicitih vrijednosti obiljezja.

Ako se pri promatranju odredene pojave uoCe dva
obiljezja (dvije velic¢ine) X i Y, onda se kao rezultati mjerenja
dobivaju uredeni parovi realnih brojeva. ViSestrukim ponav-
ljanjem mjerenja dobiva se konani niz (xi,yi),...,(xnyn)
uredenih parova realnih brojeva.

Promatra li se, npr., odredeni skup dvadesetogodi$njih mladi¢a tako da se
mjeri tezina (X) i visina (Y) svakoga od njih, rezultati n mjerenja ¢ine Ai-Clani

niz uredenih parova (xhy,), i=1,..., n, gdje je xtbroj¢ana vrijednost tezine, a
yi visine.
Ako se za obiljezje X formira r razreda [a,

[=1,...,r, a za obiljeZzje Y s razreda [bj-ubj), /=1,...,s,
moZe se definirati frekvencija v*, odnosno relativna frekven-
cija gij=viyn, gdje je W broj uredenih parova u kojima xt
pripada i-tom razredu obiljeZja X, ayjj-tom razredu obiljezja
Y.

Ako je, npr., tre¢i razred za tezine (X) interval [60,65), a peti razred za
visine (Y) interval [1,70,1,75) te ako je u nizu odn = 100 mjerenja pronadeno
8 mladiéa s tezinom izmedu 60 i 65 kilograma i visinom izmedu 1,70 i 1,75
metara, onda je v®= 8 i qi5= 0,08.

Tablica frekvencija (relativnih frekvencija) za dva obiljeZja
X i Y naziva se kontingencijska tablica (tabl. 4). U prvom
retku glave tablice 4 upisani su redni brojevi razreda, a u
drugome pripadni intervali za obiljezje X. U prvom stupcu
tablice 4 upisani su redni brojevi razreda, a u drugome
pripadni intervali za obiljeZzje Y. U unutraSnja polja tablice
4 upisuju se pripadne frekvencije, odnosno relativne frekven-
cije. Posljednji redak sadrzi frekvencije (relativne frekvencije)
pripadnih razreda obiljezja X, a posljednji stupac frekvencije
(relativne frekvencije) pripadnih razreda obiljeZja Y.



Tablica 4
KONTINGENCIJSKA TABLICA
1 i r

[a0, fli) Wu «m [ar1, ar) 2
1 [to, bi) vn Vi Vir (i
i [bhu bj) Ml \it W Vi
s [bsi, bs) Vi Vi \V:3 is
2 Vi v, "4 n

Osnovni parametri. Da bi se dobio cjelovit uvid u odredeni

skup statistickih podataka, definiraju se parametri koji
karakteriziraju neka opc¢a svojstva tog skupa.
Statisticki momenti najvazniji su parametri. Brojevi
1 n
akq |- (1)

nazivaju se ishodisSni {pomoc¢ni) momenti k-tog reda niza
podataka xu...,xn, a brojevi

mk A=0,12,... ()

centralni momenti k-tog reda. Za k —0 dobiva se da je
- 1\ .
a0=mO0= 1. IshodiSni moment prvog reda & —— Z Xxi naziva
n
se jo§ i aritmeticka sredina ili prosjek promatranog skupa
podataka i Cesto se oznatava sa Xx. Temeljna su svojstva
aritmeticke sredine

]~1E1(-’- -X) ®)

min o E (<~c)2=: E (ti-*)2 M2 4)
Relacija (3) iskazuje da je aritmetiCka sredina odstupanja
podataka od x jednaka nuli, a relacija (4) da je aritmeticka
sredina kvadrata odstupanja podataka od x najmanja, tj.
manja je od aritmeticke sredine kvadrata odstupanja podataka
od bilo kojega drugog realnog broja c. Ta svojstva pokazuju
da x karakterizira polozaj (lokaciju) podataka na brojevnom
pravcu, a ra2karakterizira rasipanje (disperziju) podataka oko
X. Zato se centralni moment drugog reda m2naziva disperzija

ili varijanca skupa podataka i obi¢no se oznacava sa s2. Broj
sx= jlra2naziva se standardno odstupanje (standardna devija-
cija).

Kao parametar lokacije upotrebljava se jo$ i medijan M,
definiran za parno n izrazom

M =7 (X ri2+ xi*2H), (5a)

a zZa neparno n izrazom

Al X(nd 1y, (5b)

pri cemu se pretpostavlja da su podaci poredani po veliini,
tj. da je x1rx 2...Axn-1"xn
Osnovno je svojstvo medijana
1n [

MO -1k -c| =—2, "/ M\=A" (6)

ceR
Sto znaCi da je aritmetiCka sredina apsolutnih vrijednosti
odstupanja podataka od medijana manja od aritmeticke
sredine apsolutnih vrijednosti odstupanja podataka od bilo
kojeg drugog realnog broja c. Parametar A, tzv. srednje
apsolutno odstupanje podataka od medijana, moze takoder
posluziti kao pokazatelj rasipanja podataka.

Parametar

s3 ™
naziva se koeficijent asimetrije. Ako su podaci rasporedeni
simetri€no s obzirom na x, onda je K=0. Kad je K >0,
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govori se o pozitivnoj asimetri¢nosti, a kad je K < 0, govori
se 0 negativnoj asimetri¢nosti skupa podataka.

Parametar N
E = .StA - § (8)
r

naziva se koeficijent spljostenosti ili eksces skupa podataka.

Ako su podaci za diskretno obiljezje X veé tako sredeni
da su istaknute frekvencije (relativne frekvencije) pojedinih
vrijednosti (tabl. 1), statistiCki se momenti mogu izraziti
formulama:

ak=-T J(x*)kVi=YJ(x*)kqi,

n i=i =i

me—E (“*-tiyv= (x*-adke £201.2.. (10)
«,=1 =1

0,1,2,...  (9)

Formule (9) i (10) mogu se upotrijebiti i za priblizno
izraCunavanje pripadnih statistickih momenata podataka o
kontinuiranom obiljezju, sredenih u tabl. 2, pri ¢emu se za
X* obi¢no uzima sredina j-tog razreda (x* = (ay_i + aj)/2).

Ako se podaci odnose na dva obiljezja X i Y, tj. ako se
raspolaze nizom (xuyl), ...,(xnyn) uredenih parova brojeva,
statisticki se momenti definiraju relacijama:

1n
- E-'b'i, (11)
ni=l
L
mk[:h E to -«l«)*(*-«m)". k,1=0,1,2,... (12)

Brojevi alf nazivaju se ishodisni (pomoc¢ni) momenti reda (k,l),
a brojevi mki centralni momenti reda (k,I). Odmah se vi-
di da je am=mm=1, aw=%x, ald=y, mw=m0 =0, mdD=sg,
m@®@=sg i, op€enito, da se momenti ak) i mk) odnose samo na
obiljezje X, a momenti ad i m( samo na obiljezje Y. Centralni
moment mn naziva se korelacijski moment ili kovarijanca, a ako
su sx> 0 i sy> 0, onda se broj

(13)
>y
naziva koeficijent korelacije promatranog skupa podataka.
Osnovno je svojstvo koeficijenta korelacije da je

r2s (14)
Ako su xt i yt (i=1,2,...,n) povezani funkcijskom
zavisnoS¢u oblika yt=axt+ 3 (a 4=0), onda je r2=1. |

obratno, ako je r2—1, onda izmedu yti xt postoji funkcijska
zavisnost navedenog tipa. Ako je r =0, kaze se da su xti yt
nekorelirani podaci.

Teorijska interpretacija. Temeljna je pretpostavka za
razvijanje statisticke teorije da su izmjereni (opazeni) brojcani
podaci posljedica tzv. statistickih zakonitosti koje su ka-
rakteristicne za slu€ajne pojave. StatistiCke se zakonitosti
pojavljuju kad je broj mjerenja dovoljno velik, jer se tada
relativne frekvencije stabiliziraju oko fiksiranih brojeva, tj.
vjerojatnosti. Matematicki modeli za opisivanje i egzaktno
izrazavanje statistickih zakonitosti razvijeni su u teoriji
vjerojatnosti (v. Vjerojatnost). Rezultati opazanja (mjerenja)
nekog statistickog obiljezja interpretiraju se kao slucajni
ishodi pri ponovljenim nezavisnim mjerenjima sluc¢ajne varija-
ble X, odnosno slu€ajnog vektora (X, Y). Diskretno statisticko
obiljezje teorijski se interpretira kao diskretna slu¢ajna va-
rijabla X sa zadanim skupom vrijednosti gi(X) = {**, ..., jt*},
pritom moZe biti i r= 00? i pripadnim vjerojatnostima

A=p(~=")Zo (ZPy=ij,

Kontinuirano statistiCko obiljezje teorijski se interpretira
kao kontinuirana slu€ajna varijabla X sa zadanom funkcijom
gustoce vjerojatnosti,

f(x)Z 0, xeR,

r ? (15)
J(x)d* =1,

P(asX<b)=)f(x)dxa<bh.
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Diskretna i kontinuirana slu€ajna varijabla mogu se u
statistickom smislu karakterizirati i pripadnom funkcijom
razdiobe (distribucije) vjerojatnosti F(x) = P(X"k x), xeR. Za
diskretnu je slucajnu varijablu

F(x)=2 (16)
dok je za kontinuiranu slu€ajnu varijablu
J /(i)di. @7
Za teorijske razdiobe definira se matematicko ocekivanje ili,
krace, oCekivanje slucajne varijable X :
X x*pj, zadiskretnu slu¢ajnu varijablu X
E[X] = (18)
J xf(x) dx,za kontinuiranu sluajnu varijablu X,
disperzija ili varijanca slu€ajne varijable X:
D[X] = H:EH=E[XZ - (E[X])2  (19)
ishodiSni moment k-tog reda slucajne varijable X:
a* = E[X*], 0,1,2,..., (20)
centralni moment k-tog reda slucajne varijable X:
pk=E[(X-E[X]1)K], k=0,1,2,... (212)

Dvodimenzijski slu€ajni vektor {X, Y) teorijski se zadaje
pripadnom funkcijom razdiobe vjerojatnosti F(x,y) =
=F(X=a,y=y), x,yeR, a takoder se mogu razmatrati
diskretni i kontinuirani slucajni vektori.

TipiCne su teorijske diskretne razdiobe vjerojatnosti:

binomna, Poissonova, geometrijska i hipergeometrijska, a
tipicne su teorijske kontinuirane razdiobe vjerojatnosti:
normalna ili Gaussova, eksponencijalna, uniformna i jo$

mnoge druge (v. Vjerojatnost). Teorijske su razdiobe odre-
dene svojim parametrima. Npr. binomna je razdioba “h(n,p)
odredena dvama parametrima n i p (neN, 0</?<l),
Poissonova tyo(a) parametrom a (a>0), normalna X(p,02
dvama parametrima p i o (p eR, 0> 0), dvodimenzijska nor-
malna razdioba X(pl,p20\,029) sa pet parametara pu
Pz, (4, 02, ig(pupz,eR,0i > 0,02>0,0” g< 1)itd. (si. 5i6).

Glavni se problemi matematicke statistike odnose na
procjenu parametara pretpostavljene teorijske razdiobe i na
testiranje hipoteza. Hipoteza se takoder moZe odnositi na
parametre pretpostavljene teorijske razdiobe (parametarski
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test), ali se hipoteza moZe sastojati i od izjava koje se ne
odnose na parametre, nego se tiCu drugih svojstava razdiobe.
Zadatak je statisticke teorije da izgradi takve matematicke
modele za procjenu parametara i testiranje hipoteza Kkoji
izrazavaju bitna svojstva promatrane stvarnosti i omogucuju
dobivanje prakticnih postupaka za donoSenje racionalnih
odluka. Temeljna je pretpostavka koja omogucéuje razvoj
gotovo svih modela u matematickoj statistici da se konkretni
rezultati mjerenja mogu interpretirati kao vrijednosti slucaj-
nog uzorka neke slu¢ajne varijable (slu¢ajnog vektora).

STATISTICKO PROCJENJIVANJE

Slu€ajni  vektor (Xu...,Xn s funkcijom razdiobe
F(x1,...,xn) = F(xt)s... *F(xn), gdje je F funkcija razdiobe
sluc¢ajne varijable X, naziva se slu€ajni uzorak. Ako je za Xt
izmjerena vrijednost xs (i=1, niz se vrijednosti
(xu ...,xn) naziva vrijednost sluajnog uzorka. Brojevi xu ...,xn
interpretiraju se kao niz nezavisnih mjerenja slucajne varijable
X

Svojstva nekih statistika. Ako je Yn=h(Xu...,Xn), gdje je
h odredena funkcija od n varijabli, sluajna se varijabla Yn
naziva statistika.

U primjenama su najceSée sljedeée statistike:

1) Nekaje A = {Xe 5} dogadaj takav da slu€ajna varijabla
X poprimi vrijednost iz skupa SCR ineka je vn(A) broj onih
mjerenja u slu€ajnom uzorku koja pripadaju skupu S, tada
je slucajna varijabla vn(A) statistika koja se nazivafrekvencija,
a slu€ajna varijabla Qn(A) = vn(A)/n statistika koja se naziva
relativna frekvencija dogadaja A.

Ako je x zadani realni broj i A = {X"x} dogadaj takav
da izmjerena vrijednost nije veca od broja x, tada se
Fn(x) = Qn(A) naziva funkcija razdiobe uzorka ili empirijska
funkcija razdiobe.

2) Statistika X = (Xx+ ...
sredina uzorka.

3) Statistika S2=[(X1-X )24-... + (Xn- X)J/(n - 1) na-
ziva se korigirana disperzija uzorka.

4) Statistika

+ Xn/n naziva se aritmeticka

Ar=- f JX'i,0,1,2,... (22)
nTi
naziva se ishodisSni moment r-tog reda uzorka, a statistika
1 n
M=-"Z(X,-XY (23)
1=
naziva se centralni moment r-tog reda uzorka. OCito je

A0= MO0=1, At =X, Mt=0 i =

5) Neka su vrijednosti slucajnog uzorka poredane prema
rastuéim vrijednostima tako da je xx* x2~ A xn_x”" xni neka
je p(0<p<l) zadani broj, tada je broj v{p)=
= inf{xeR :Fn(x) * p) vrijednost statistike V(p) koja se naziva
kvantil (fraktil) uzorka razine p. Statistika K(0,5) = M naziva
se medijan uzorka.

6) Statistika Y = max(Xx ...,Xn) naziva se maksimum
uzorka, a statistika Z = min(XlI,...,Xn) minimum uzorka, dok
se statistika W = Y —Z naziva raspon ili rang uzorka.

Navedene statistike kao slu€ajne varijable imaju sljedeca
svojstva:

1) Frekvencija v,(A) dogadaja A ima binomnu razdiobu
2&n,p), tako da je ocekivanje E[vn(A)] =np i varijanca
D[vn(A)] =np(l —p). Iz toga proizlazi da za relativhu fre-
kvenciju Qn(A) dogadaja A vrijedi

E[Qr{A)]=P,  BIQ,.{A)]=/.(1~/,)- (24)

Ako se na slugajnu varijablu Qn(A) primijeni CebiSevljeva
nejednakost, dobiva se

POAQN(A )-p\As)< Afi-Anr2 0. (25)
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Za svaki, dakle, e>0 vrijedi

lim P(1 1 ;e)=0. (26)

To je Bernoullijev zakon velikih brojeva, koji izrie da je
»nevjerojatno« da se u velikom (/2—0°) uzorku znacajno
razlikuje (£>0 po volji maleno) relativna frekvencija od
vjerojatnosti dogadaja A. To prakticki znaCi da se za veliko
n vjerojatnost P(A) moze aproksimirati relativnom frekvenci-

jom Qn(A). Uzme li se A = {Xfk x}, dobiva se da je

lim P(| 9=0»x)— (@7
pa se tada moZe teorijska funkcija razdiobe aproksimirati
pripadnom empirijskom funkcijom razdiobe.
Slu€ajna varijabla
_ vn(A) - np
np(l-p)
ima svojstvo da je E[Z,] - 0, D[Z,] = 1i da za n-+ <niz Zn
(n=1,2,...) konvergira k slu€ajnoj varijabli Z kojoj pripada
standardna normalna razdioba ~(0,1). To omogucuje da se
uz odredene uvjete (n> 30, I/n<p <1—I/n) binomna
razdioba 2&n,p) aproksimira normalnom razdiobom
X{np, np{l - p)), odnosno da se za/s_lu(:alnu varijablu Qn(A)
1

(28)

moze reéi da priblizno ima X (p,----------- ) (Moivre-Lapla-

ceov teorem).
2) Za aritmetiCku sredinu X slu€ajnog uzorka vrijedi:

E[Z]=E XI1=@ [Z]=""-=-. (29

Niz slu€ajnih varijabli Z,, = {X —m)Y~n/s (n = 1,2,...) konver-
gira k slucajnoj varijabli Z kojoj pripada >f(0,l), a to znacCi
da se za velike n (n> 30) mozZe uzeti da X priblizno ima

F s\ . o
X I'm, —I (icentralnigrani€ni teorem).

3) Za korigiranu disperziju S2slucajnog uzorka vrijedi:

E[S3=D[X]=s2 (30)
4) Za momente uzorka vrijedi:
E[A]=ar, DI[A]=£(<% ,-a?), r=0,1,2,..., (31)
E[MA=— p2
(32)
D[MZ = -{n< -0 ) (ia, - 21i) + — 0«, - 31i),
(33)

E[AI] = n,+0|(4_ r=3,4,5,

D[M,] =-(jiir-2rnr-iHr+1- 14 + r2H2i4-0 + 0

4 (34)
( -

Oznaka O I— oznacava veli€inu koja teZi k nuli istom brzi-

nom kao i kada n tezi u beskonacénost.

Iz centralnog grani¢nog teorema proizlazi da se momenti
uzorka asimptotski (rc—»0°) ponaSaju normalno, tj. za veliko
n moze se priblizno uzeti da su to sluCajne varijable s
pripadnim normalnim razdiobama.

5) Kvantil uzorka V(p) kontinuirane slucajne varijable X
s pripadnom funkcijom gustoce /, ima asimptotski normalnu

razdiobu Xixp, J2\ ") f gdje je xpteorijska vrijednost kvan-
\ nJ \xp
tila razine p. Medijan uzorka, prema tome, ima asimptotski

—).

normalnu razdiobu X\ M,
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6) Ako je P(~f~x) = F(x), xeR, funkcija razdiobe slu-
Cajne varijable X, maksimum Y slu€ajnog uzorka ima funkciju
razdiobe P(Y = y) = [E(y)In yeR, a minimum Z ima funkciju
razdiobe P(Z = z) = 1—[1 —F(z)In zeR.

Procjena parametara. U vezi sa svakom slu€ajnom varija-
blom pojavljuju se odredeni parametri, kao npr., oCekivanje,
disperzija, momenti, ili pak parametri koji se pojavljuju u
formulama za funkciju razdiobe, odnosno funkciju gustoée
vjerojatnosti i si. Procijeniti nepoznati parametar 0 slucajne
varijable X na temelju n-¢lanog sluc¢ajnog uzorka (Xu...,Xn)
znati odglprati pripadnu ptatistiku Yn=h(Xu...,Xn), koja se
tada naziva estimator {procjenitelj) za parametar 0. Vrijednost
yn= h(xi, ...,xn) odabranog estimatora, izracunana na temelju
niza mjerenja xIf sluzi kao procjena parametra O, tj.
uzima se da je 0~y ne DopuStene vrijednosti za parametar
0 odreduju skup T koji se naziva parametarski skup. Tako
se, npr., za disperziju s2 obiCno uzima da je T=[0,00), za
parametar p u X(p, 02 da je T=R isi.

Jedan je od glavnih zadataka matematicke statistike
razvijanje postupaka i metoda za definiranje dobrih estima-
tora i za njihovo medusobno usporedivanje. Za izbor
estimatora ima razli€itih metoda.

Metoda maksimalne vjerojatnosti zasniva se na sljede¢em:
Ako je X diskretna slucajna varijabla i ako njena funk-
cija vjerojatnosti ovisi o parametru O (0e7), tada je
L(0) =?2(X1=xu...,.Xn=xn) =2{X, = XI)=... *P(Xn=xn) od-
redena funkcija (engl. likelihood function, funkcija vjerodo-
stojnosti) od 0, koja oznaava vjerojatnost da ¢e se dobiti
bad vrijednost {xu...,xn) slu€ajnog uzorka (Xu...,Xn) kada
parametar ima vrijednost 0. Treba odrediti 0 tako da L (0)
bude maksimalno. Tako stvorena veza izmedu 0 i (xu...,xn)
definira estimator Ynza parametar 0.

Ako je X kontinuirana slucajna varijabla s pripadnom
funkcijom gustoce / koja ovisi o parametru O, estimator se
za 0 odreduje iz zahtjeva da L (0) =f{xi) ... -f(xn) poprimi
maksimalnu vrijednost. Veza izmedu 0 i (xu...,xn) dobiva se
iz jednadzbe 3L (0)/30 = O Za tako odredeni estimator Yn
kaze se da je dobiven metodom maksimalne vjerojatnosti i
naziva se ML-estimator (prema engl. maximum likelihood).

Da bi se, npr., naSao ML-estimator za parametar G =p
u binomnoj razdiobi ~h(N,p), najprije se nade funkcija
vjerodostojnosti

L(p) O—Op< (i 'p)

3L(p)
37

Xxi—pNn =0,

(35)

Sredivanjem jednadZzbe = 0 dobiva se jednadzba

(36)

odnosno p = x/N. Prema tome je statistika Yn=X/N ML-esti-
mator za parametar p u $ft(N,p). Pretpostavlja se, dakako,
da je N poznato.

Buduci da je funkcija gustote za X(p,02

_ (*~ Pf
= ex
()= e &P 5 (37)
pripadna je funkcija vjerodostojnosti
L = - ex 38
(P) on(Y]TTt)n P (38)
3L(p) .
Sredivanjem jednadzbe () =0 dobiva se jednadzbaL
YjXi- np =0, (39)
odnosno
p=—YiXi=X (40)
n

tako da je statistika X (aritmetiCka sredina sluajnog uzorka)
ML-estimator za parametar p u X(p,a2).
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Ako je Yn estimator za parametar 0 dobiven metodom
maksimalne vjerojatnosti i ako je 0 =g(0), gdje je ¢
odredena funkcija, onda je i Vn=g(Yn) ML-estimator za 0.

Metoda momenata sastoji se u tome da se teorijski izraz
za neki moment, npr., ishodiSni moment prvog reda (oCekiva-
nje), slucajne varijable X, koji sadrzi nepoznati parametar
0, izjednali s izraunanom vrijednoS¢u pripadnog momenta
uzorka. Time se uspostavlja veza izmedu 0 i (xu...,xn), §to
u nacelu omogucuje da se dobije estimator za parametar O .

Npr. teorijski izraz za ocekivanje u eksponencijalnoj
razdiobi %x(a), a> 0, jest l/a, pa iz jednadzbe la=X
proizlazi da je a= 1/X. Prema tome statistika Yn= 1/X jest
estimator za parametar a u %x(a).

Da bi se dobili estimatori za nepoznate parametre N ip
u binomnoj razdiobi treba izjednaciti teorijski izraz
za oCekivanje Np sa X iteorijski izraz za disperziju Np (1 —)
sa M2 Iz sustava jednadzbi N.p= X, Np{1- p) =M2dobiva
sep=1- (M2X) i N=X2(X~ M2, tako da je statistika
X2 (X - M2 estimator za parametar N, a statistika 1- (M2X)
estimator za parametar p binomne razdiobe po metodi
momenata.

Bayesova metoda definiranja estimatora temelji se na
pretpostavci da opaza¢ ve¢ ima apriornu vjerojatnosnu
razdiobu parametra 0, obi¢no utvrdenu subjektivno. Parame-
tar se O tretira, dakle, kao slucajna varijabla s poznatom
razdiobom. Pretpostavlja se da opaZaC raspolaze sluCajnim
uzorkom (Xu...,Xn), pa se moze promatrati slucajni (n + 1)-
-Clani vektor (G,XU...,Xn) i uvjetno ocekivanje yn=E[0/
/(jci,...,*,,)] sluCajne varijable 0, pod uvjetom da je poznata
vrijednost (xu...,xn) sluajnog uzorka (XIf...,X,,). Broj yn
uzima se kao vrijednost estimatora Yn kojim se prema
Bayesovoj metodi procjenjuje nepoznati parametar 0.

NajvaZnija svojstva estimatora. Da bi se istakla svojstva
estimatora na temelju kojih se oni mogu medusobno uspore-
divati, definiraju se neka pozeljna svojstva estimatora.

Ako je r4i_r»naDP(|Yn- 0| ™ €) = 0za proizvoljno e > 0, kaze

se da je Ynkonzistentni estimator za parametar 0.

Estimatori dobiveni metodom maksimalne vjerojatnosti
konzistentni su estimatori.

Ako je E[Y,] = 0, kaZe se da je Ynnepristrani (centrirani)
estimator za parametar O.

Ako su Yn=h(Xi,...,.Xn Z,,=g(X,,..
strana estimatora za parametar 0, a D[y,] < D[Z,], kaZe se
da je Yn efikasniji estimator od Zn.

Ako u skupu svih nepristranih estimatora za parametar 0
postoji estimator s najmanjom disperzijom, on se naziva
najefikasniji estimator za parametar O.

Ako je X diskretna slu¢ajna varijabla sa skupom vrijedno-
sti $1(X) = {x1%2, ...} kojima vjerojatnosti ovise o parametru
0 tako da je F(X =x) =p(xh0), definira se

[(©)=1 — Inp(xi,0) p{xit©), (41)
odnosno ako je X kontinuirana slu¢ajna varijabla s pripadnom
funkcijom gustoée u kojoj se pojavljuje parametar O tako da
je I(x) =f(x, 0), definira se
12
7(0)=1 30 Inf(x, 0) f(x, ©)dx. (42)
Veli¢ina 7(0) naziva se Fisherova informacija.
Ako je Ynkonzistentni i nepristrani estimator, onda vrijedi
Rao-Cramerova nejednakost

<43)

Ako je Y* dobiven metodom maksimalne vjerojatnosti

3L(0)

kao jedino rjeSenje jednadzbe 30 = 0, tadaje

1
DT = 0y (44)

tj. Y* je najefikasniji estimator za parametar 0.

., Xn) dva nepri-
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Metodom maksimalne vjerojatnosti dobivaju se, redovito,
najefikasniji estimatori.

Omjer e(Yn) = D[y”]/D[yn] naziva se efikasnost estimatora
Yn Pri tome je 0~ e(Yn)~ 1 i za najefikasniji je estimator
e(Y*) = 1. Ako postoji limc(y,) = e00 ~ e0= 1), broj se e0

n—°°

zove asimptotska efikasnost estimatora Yn. Ako je e0= 1, kaze
se da je Yn asimptotski efikasan estimator za parametar O.
Ako je E[y,] = 0 +bn(G) i 6n(0)=t=0, kaze se da je bn(&)

pristranost estimatora Yn. Ako je lim =0, kaze

n-«fE[(y,-0)2
se da je estimator Ynasimptotski relativno nepristran.

Ako slu€ajnoj varijabli (Yn- O)/|//E[(y, - 0)2 asimptot-
ski {n—=00) pripada standardna normalna razdioba " (0,1),
kaze se da je Ynasimptotski normalan estimator za parametar
0.

Uz neke dosta opcenite uvjete estimator dobiven metodom
maksimalne vjerojatnosti asimptotski je relativno nepristran
i asimptotski normalan estimator.

Primjeri estimatora:

7) Statistika Qn(A) (relativna frekvencija dogadaja A) jest
konzistentan, nepristran, najefikasniji i asimptotski normalan
estimator za vjerojatnost P(A) dogadaja A.

2) Aritmeticka je sredina uzorka X konzistentan, nepri-
stran, najefikasniji i asimptotski normalan estimator za
ocekivanje E[X].

3) Korigirana je disperzija uzorka $2konzistentan, nepri-
stran, asimptotski normalan i asimptotski efikasan estimator
za disperziju D[A'.

4) Ishodisni moment r-tog reda Ar (r=0,1,2,...) uzorka
konzistentan je, nepristran i asimptotski normalan estimator
za ishodiSni moment r-tog reda ar. Centralni moment r-tog
reda Mr (r=2,3,...) uzorka konzistentan je, ali ne i nepri-
stran, i asimptotski normalan estimator za teorijski centralni
moment r-tog reda pr. Da bi se dobio nepristrani estimator
za j2, treba uzeti statistiku nM2(n- 1), da bi se dobio
nepristrani estimator za treba uzeti statistiku

r=1)(n-2) S

a da bi se dobio nepristrani estimator za p4, treba uzeti

statistiku

n(n2—2n + 3)M4—3n(2n —3)M\
(n—1)(n—2)(n- 3)

5) Kvantil uzorka V(p) uz odredene je uvjete konzistentan
i asimptotski normalan estimator za teorijski kvantil xp.

Intervali povjerenja. Neka je y (0 < y < 1) zadani broj, Yn
estimator za nepoznati parametar 0, a Gx= GXYny) i
G2= GXYny) su zadane funkcije, pri €emu vrijedi:

(46)

P(Gi~ 07 G)= Oe7, (47)

tada se interval [Gi,G2 sa slu€ajnim rubovima Gxi G2naziva
interval povjerenja pouzdanosti y za parametar 0. Ako se,
naime, puno puta ponovi niz (jci,...,xn mjerenja slucajne
varijable X i za svaki taj niz izraCuna vrijednost ynestimatora
Ynte pripadni rubovi gi = G4yny) i g2= G1XYny) intervala

povjerenja, tada Ce se bar u priblizno 100 y% sluCajeva dobiti
interval koji sadrZi (pokriva) parametar O.

Ocito je da interval povjerenja pouzdanosti y za parametar
0 nije jednoznacno odreden. TeZnja je da se odabere takav
estimator Yni funkcije Gxi G2pomocéu kojih se, uz zadani
y, dobiva najuZzi interval povjerenja.

AKko je Yn asimptotski normalan i asimptotski relativno
nepristran estimator za parametar O, onda za velike uzorke
(n > 30) priblizno vrijedi

P(ELY.] - zr/D[Y,] Z Yh E
gdje je zy=&-1[(1 +vy)/2], a je funkcija razdiobe za
M(©O,l). Ely,] i D[yJ redovito ovise o 0, pa ako se
nejednadzbe

E[Y,] - zvID[Y,]§ Y, (49a)

+zAD[YJ
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E[Y,] +zy)/D[T3=T, (49b)
rijeSe po O, dobivaju se nejednadzbe oblika
0~G LYny), (50a)
072G 2AY,.Y), (50b)

kojima su definirani rubovi intervala povjerenja za parametar
0.

Bez obzira na velic¢inu (ri) uzorka i bez pretpostavke o
asimptotskoj normalnosti estimatora Ynmogu se, na temelju
CebiSevljeve nejednakosti, dobiti rubovi intervala povjerenja
rieSenjem po O nejednadzbi:

E[Yn] - f~ Z Y n, (51a)
Elyj+|/® 8y, (51b)
Intervali povjerenja pouzdanosti y dobiveni na temelju

Cebisevljeve nejednakosti redovito su puno 3iri od intervala
povjerenja dobivenih na temelju asimptotske normalnosti.

Primjenjujuci relativnu frekvenciju Qn{A) = Qn kao esti-
mator za vjerojatnost P(A)=p, na temelju Cebisevljeve
nejednakosti (51) dobiva se:

FHRavy < O
GZ(Qn’ Y) =Qn+ . (52 b)
27« (i-y)
+ 4 L \VQnd-Qn).
@ 2n An2
G{Qnr) = (534a)
i+ "
n
[IB»(1-B») , 4
on + + Zy7
G2AQ,, y) =- 2 " an2 (53b)
1+
n

Ako je n dovoljno veliko (n > 100), u desnim se stranama
izraza (53) mogu zanemariti ¢lanovi z2/(2n) i zy/(4n2, pa
priblizno vrijedi:

GQ,.Y) = Qn-z1/9n1~9.) (542)

8.)

GAQnY)-Qn +zJ /9 i~ (54b)

Da bi se dobio interval povjerenja pouzdanosti y za
parametar p u X(p,02, uz pretpostavku_da je a poznato,

primjenjuje se Ccinjenica da statistika X ima X(p,o02n).
Dobiva se
Gi(X, » =§65a)
Jin
GAX,y)= X+ 2 (55b)
n

AKko su nepoznata oba parametra /i i o, definiraju se statistika

T—{x —in Yn/S koja ima Studentovu razdiobu t(n —1) sa
n —1 stupnjem slobode i koja se za n > 30 aproksimira sa
N(0,1), te statistika U= (n —1)S 202, koja ima hi-kvadratnu
razdiobu "2(«-1) sa n- 1 stupnjem slobode i koja se za
n > 30 aproksimira sa N(n - 1, 2(n —1)). Funkcije gustoce tih
razdioba prikazane su na si. 7 i 8. Interval povjerenja
pouzdanosti y za parametar /aima rubove

GI(X,5,Y) =X -ty+=,
|/n

(56a)
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G2(X,S,y) :X+tr’{:, (56 b)
n

gdje je tYodredeno iz uvjeta P(- ty™ T” tY) =y. Vrijednosti
tYu ovisnosti 0 yin mogu se naéi u odgovaraju¢im tablicama.

Sl. 8. Graf funkcije gusto¢e hi-kvadratne razdiobe

Interval povjerenja pouzdanosti y za parametar a2 ima
rubove:

Gi(S,y) = - uz'“ ™ (57a)
(57b)

G2(S,Y) =n-71 S\
U\

gdje je ux odredeno iz uvjeta P(E/< uX = (1- y)/2, a u2iz
uvjeta P(U> u2 = (1 - y)/2. Vrijednosti uxi u2u ovisnosti o
y i n takoder se mogu naéi u odgovarajué¢im tablicama.

Da bi se dobio interval povjerenja pouzdanosti y za
parametar a (a > 0) uniformne razdiobe °U(0,tf), za estimator

se uzima statistika Yn=" + ~ max(”i,...,Xn), pri ¢emu vri-
jedi
0 zay < 0
A = N N _
P(Yn*ay) . zaO"Ny ™ 1+ —
1 zay > 1 —g ”
(58)
E[Yn =a,
blYn =

nin+2)"

Iz (58) proizlazi da interval povjerenja pouzdanosti y za
parametar a ima rubove

GV )=, (599)
fu » itYn

- "= . 59b

CAY) - ey I (590)

TESTIRANJE STATISTICKIH HIPOTEZA

Svaka nekontradiktorna izjava (istinita ili neistinita) o
razdiobi ili parametrima slucajne varijable (sluajnog vektora)
naziva se statisticka hipoteza. Odluka o prihvaéanju ili
odbacivanju hipoteze H, koja se odnosi na slu€ajnu varijablu
X donosi se na osnovi vrijednosti x= (jti,...,*,,) sluajnog
uzorka X = (Xu...,Xn), tj. na temelju n nezavisnih mjerenja
slucajne varijable X. Ako vrijednost x (xeRn) slutajnog
uzorka pripada zadanom skupu C (C CRn), koji se naziva
kriticno podrucje, hipoteza se H odbacuje, jer se smatra da
izmjerene vrijednosti proturjece pretpostavljenoj hipotezi H.
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Postupak testiranja statisticke hipoteze H, ili krace test, gdje je broj c> O odreden tako da vrijedi
definiran je ako je definirano kriticno podrucje C. Govori se
o testu C kojim se testira hipoteza H, pri &emu se H prihvaca {{Xu....XneC,G =10 = a, (66)
ako je xeR n\ C, odnosno H se ne prihvaéa ako je jre C. iy R -
Parametarski test. Ako se hipoteza H odnosi na odredeni tada za svako drugo kriticno podrucje C* C Rnvrijedi
parametar G{GeT) slucajne varijable X i ako hipoteza H ?2((Xu...,.XneC,G =t) 2 ((X1...,.XneC,G =t).(67)

glasi GeTO (TOC T, T04=0), govori se o parametarskom
problemu testiranja hipoteze ili, kraée, o parametarskom
testu. PiSe se H :GeTO i govori o hipotezi da parametar
pripada odredenom podskupu TO skupa T svih dopustenih
vrijednosti parametra O.

Skup T opcenito je podskup od Rm tj. pretpostavlja se
da promatrana razdioba ovisi opcenito o m parametara.
Posebno, ako je TO= {i0}, tj- ako je TOjednoclan skup, piSe
se HO:G =101 tada se HO naziva jednostavna hipoteza. Ako
TOima viSe od jednog elementa, govori se o sloZzenoj hipotezi.

Operativna karakteristika (OC) testa je funkcija K:T—
—>R definirana izrazom

K{i) = ?{XeRnC,G=t) =1- P(XeC,G =1), te 0.(60)

Ona ima, dakle, zna€enje vjerojatnosti prihvacanja hipoteze
kad parametar 0 ima vrijednost t Idealna operativna
karakteristika glasi

* *
(0 za o * <&
U testu s idealnom operativnom karakteristikom odluka
o prihvacéanju istinite hipoteze, tj. kada je zaista GeTO0,
donosi se s vjerojatno$¢u jedan (si. 9).

t t
SI. 9. Graf idealne (a) i neidealne (b) operativne karakteristike

Ako operativna karakteristika testa zadovoljava uvjet:

minK (t)zl-cx, (62)

te To

o an i,

kaZe se da test ima razinu znacajnosti {signifikantnosti) a. To
znaCi da vjerojatnost prihvacanja hipoteze nije manja od
1 —a ni za koju vrijednost parametra iz skupa T0, tj. kada je
hipoteza istinita, odnosno da vjerojatnost odbacivanja hipo-
teze nije veca od a.

Prilikom konstrukcije testa obiCno se najprije zadaje
razina znacajnosti a, a zatim se odreduje pripadno kriticno
podrucje C. Glavni je problem kako konstruirati tzv. dobre
testove, odnosno kako definirati pripadno kriti€no podrucje
C za zadanu razinu znaajnosti a. Za veoma idealiziranu
situaciju odgovor je sadrzan u tzv. Neyman-Pearsonovoj lemi.
Pretpostavlja se, naime, da parametar 0OmoZe poprimiti samo
dvije razlicite wvrijednosti t0 i 6 {T={t0Oh}), pa treba
konstruirati test za testiranje jednostavne hipoteze HO: G =t0.

Za diskretnu slucajnu varijablu X kojoj vjerojatnosti ovise
o parametru 0 uvodi se oznaka P(xht) = P(X=xh0= i),
i=1,...,n, pa se definira

L(x, t,) =P(*i,*)s...o P{xn 1),

a za kontinuiranu slucajnu varijablu X s pripadnom funkcijom
gustoée vjerojatnosti f(x, 0) definira se

. -f{xn t),

Uzme li se za kriticno podrucje skup

teT, (63)

L(x, t) =ffa ,i)» teT. (64)

c=f e*"i(f§ <c}’ (G3)

TE XII, 21

Time je reCeno da je test C najbolji test razine znacajnosti
a za hipotezu HO, jer je vjerojatnost odbacivanja hipoteze HO
kad ona nije istinita (O = 6) vecta od vjerojatnosti odbacivanja
u bilo kojem drugom testu C .

Ako je T proizvoljan skup s viSe od dva elementa, moze
se uoCiti t0eT i prema Neyman-Pearsonovoj lemi postoji
najbolji test razine znaajnosti a za jednostavnu hipotezu
HO:0 =10, prema jednostavnoj hipotezi H : 0 =t (te T\{to}).
Kaze se da je test C jednoliko (uniformno) najjacCi test razine
znacajnosti a za jednostavnu hipotezu HO: G =t0s obzirom
na sloZzenu hipotezu H : G e T\{t0}, ako je test C najbolji s
obzirom na svaku jednostavnu hipotezu H razine znacajnosti
a. Jednoliko najjaci test ne postoji uvijek.

Neka je H :GeTQTOC T) proizvoljna hipoteza, tada se
broj

_L(x10
AKX) = L(x, ) xeR\ (68)
gdje je L{x, t0 = maxL(x t) i L(x,6)= maxL(Jr t), naziva

omjer V]erOdOS'[OJnOStI (engl likelihood ratlo) hipoteze H kad
se dobila vrijednost x slu¢ajnog uzorka X. Odabere li se realni
broj ¢ (0 < c¢c” 1) i definira kriticno podrucje C izrazom

C={xeRn:A(* < c},

test C se naziva LR-test.

Ocito je k(x) » 1. Ako je t0=6¢e TO, onda je k(x) =1. To
znaCi da se maksimum funkcije L(x,t) postiZe na tocCki iz
skupa TO, tj. dobivena vrijednost x slu€ajnog uzorka X ima
maksimalnu vjerojatnost kad je istinita hipoteza H. Zato se
hipoteza H prihvaca ako je k(x) blizu jedinice, a odbacuje se
ako je X(x) manji od izabrane kriticne vrijednosti c¢. Uz
fiksirano 0 =6 X{X) = k(Xu...,Xn) je odredena statistika, tj.
k(X) je slucajna varijabla i pripada joj funkcija razdiobe
Fr{k, t) = P(A(X) » A0 =t). LR-test imat e razinu znacajno-
sti a ako vrijedi da je

(69)

maxP(A(X) < ¢, 0 =t) = maxF,,(c t) = a.

teTO

(70)

Odluka o prihvaéanju ili odbacivanju hipoteze H u LR-testu
donosi se na temelju vrijednosti A(r) statistike k(X), t
kriticno podruCje moze se interpretirati i kao dio skupa
realnih brojeva (brojevnog pravca).

Hipoteze o parametrima normalne razdiobe. Ako se
hipoteza odnosi na parametre p i o normalne razdiobe
X (p,02, redovito ¢e LR-test biti jednoliko najjaci test. Uvjet
A(X) <c, kojim se_definira kriticno podrucje, izraZzava se
pomocu statistika X i S2 Granice kriticnog podrucja, tj.
rubne toCke pripadnih intervala na brojevnom pravcu, odre-
duju se na temelju vrijednosti funkcije F(a) = F-1(l - a),
O~a”l, gdje je F funkcija razdiobe pripadne statistike
izvedena uz pretpostavku da je hipoteza istinita. Vrijednosti
F{a) za najvaznije funkcije razdiobe mogu se naéi u odgova-
rajucim tablicama. U tablicama 5, 6 i 7 navedene su u praksi
najceSée hipoteze, te njihove test-statistike i pripadna kriticna
podrucja (iscrtkani dio brojevnog pravca).

F(v)

\ 21 2/
Sl. 10. Graf funkcije gustoce ~ razdiobe



Tablica 5
HIPOTEZE O SLUCAJNOJ VARIJABLI X~X (p, 02
Opaska: Funkcija <P odnosi se na standardnu normalnu razdiobu N(0, 1),

funkcija d,,_i na Studentovu, a funkcija #,,_i na hi-kvadratnu razdiobu sn -1
stupnjem slobode.
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Neki neparametarski testovi. Pearsonovim testom x2 (hi-
-kvadrat, / 2test) provjerava se hipoteza o suglasnosti pretpo-
stavljenih vjerojatnosti py= P(A;), /=1,...,r, gdje Au...,Ar
¢ine potpunu familiju dogadaja, i pripadnih relativnih frekven-
cija Qn(Aj) = vn(Aj)/n dobivenih na «-Elanom slu¢ajnom uzor-
ku. "2test temelji se na Cinjenici da statistika:

Y,=ni g»a)~Pjl =~ MA,)-npl
11 Pi Ti nPj
uz pretpostavku da je hipoteza istinita, ima asimptotski
(«”e00) hi-kvadratnu razdiobu x\m). Ako nema drugih
uvjeta osim £ p}= 1, ondaje m =r- 1 Kriticno je podrucje
/=1 A
razine zna€ajnosti a "2testa interval [//m(a),0°).

X2test najceSCe se primjenjuje na testiranje hipoteze gdje
izmjereni podaci, prikazani tako da je provedeno grupiranje
u r razreda (tabl. 3), potjeCu od pretpostavljene teorijske
razdiobe s pripadnom funkcijom razdiobe F. Tada je

pi=F@j)-F(aj-D, j=1,...,r- 1, a0= - », «r= o0

Za prakticnu primjenu hi-kvadrat testa mora biti n
dovoljno veliko (bar 50) i razredi [fly_i,«y) tako odredeni da
za svaki razred vrijedi npj> 10. Ako teorijska razdioba ovisi
0 s parametara koji se procjenjuju na temelju istih podataka
tako da se uzimaju pripadne procjene maksimalne vjerojatno-
sti, tada je broj stupnjeva slobode m =r—s —1.

Kolmogorovljev test (K-test) sluZi za testiranje hipoteze o
suglasnosti pretpostavljene teorijske kontinuirane razdiobe
(F) i empirijske razdiobe (Fn) izmjerenih podataka. On se
temelji na statistici

Y,.=Ynsup |F,(X)

xeR

Fe) 1, (72)
kojoj, uz pretpostavku da je hipoteza istinita, asimptotski
pripada tzv. Kolmogorovljeva razdioba (K-razdioba) s funkci-
jom razdiobe

Tablica 6
HIPOTEZE O ODNOSU DVIJU NEZAVISNIH SLUCAJNIH VARIJABLI X~ X(pu 0j) i Y-X(p2 0j) NA TEMELJU DVAJU

SLUCAJINIH UZORA

KA VELICINE m I n

. . Razdioba Kriticno podrucje
Hipoteza Test-statistika test-statistike razine znacajnosti a
Ih = Ih —Zﬁ) .
m -mm
X -Y
ox1 02 Vi= ih z= (0, 1) <P@
poznati P + °%
m
Vi= Ih 0(a) 0
WMM------- h
lh = 1h = f O
X -V
T= mM- ) -mm
or= 02 Iim
nisu fi= (h tm n t(r) Gr(a)
oznati (r=m+n-—2) \WITTTTTEE
P ( (m —1)5) + (n —1)5j
d\ = th m¥ uGr(a) 0
t-
o\=% ofr1_ 7) |\$T1:|?T]
\UTTIA -
v ;J &(m- 1, n- 1) F(a)
TR
0j"0j 0 F(l-cr)

Opaska: Oznaka 2F(m —1, n —1) odnosi se na tzv. F-razdiobu (Fisherovu razdiobu) s parametrima m —1 i n—1 (si. 10).
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Tablica 7
HIPOTEZE O KOEFICIJENTU KORELACIJE g DVODIMENZIONALNE NORMALNE RAZDIOBE

Hipoteza Test-statistika
Q=0
=
Tm =
yi-R 8
_Oio
r 1 [y yv
i »-1)5,5,11, °*
oo (»-1)
Q=Qo
(—i<eb<i)
n-3 f. (I +«,)(l-ft)
2 i"(Q@ Rnf1 + Po)
Q=90
(n > 10)
2w

Opaska: Pretpostavlja se da je zadana vrijednost ((jti, yx),
racuna vrijednost rnstatistike Rn (koeficijent korelacije uzorka).

K(x)= z (—D*exp(—2k2. (73)

Vrijednosti funkcije K(a) = K~1(I - a) nalaze se u odgovara-
jucim tablicama. Kriti¢no je podrucje K-testa razine znacajno-
sti a interval K(a),*®).

K-test zahtijeva veoma mnogo (n) mjerenja. Tako, npr.,
za razlu€ivanje normalne i njoj pripadne dvostruko eksponen-
cijalne razdiobe, uz razinu znacajnosti a = 0,1, treba da je
n > 500.

Test nezavisnosti sluzi za provjeravanje hipoteza o nezavi-
snosti slucajnih varijabla X i Y. Na temelju izmjerenih
podataka prikazanih kontingencijskom tablicom (tabl. 4)
definira se statistika

y =] A - 1}.

koja, uz pretpostavku da je hipoteza istinita, asimptotski ima
hi-kvadratnu razdiobu ~2m), gdje je m=(r—I1)(s —1). U
praksi se primjenjuje za vi7>10. Kriticno je podrucje interval
[Hma), oo).

Test predznaka provjerava hipotezu o nezavisnosti i
jednakoj distribuiranosti kontinuiranih slu€ajnih varijabla X
i Y. Na temelju niza mjerenja {xuyf), ...,(xnyn) formira se niz
Vi=Xxi-yu...,vn=xn-y n Statistika

(74)

Yn—{broj pozitivnih ¢lanova u nizu v!,...,v,,} (75)

ima, uz pretpostavku da je hipoteza istinita, binomnu
razdiobu 2&n, 1/2). Ako je vrijednost yn statistike Ynpreveli-
ka, hipoteza se odbacuje. Kritictno je podrucje interval
[2(a), 00) ?gdje je B{a) najmanji cijeli broj k za koji vrijedi

oy ) % 76
i " < (7
Test predznaka upotrebljava se i za provjeru hipoteze o

simetri¢nosti oko ishodiSta kontinuirane razdiobe. Test pred-

znaka ima slabu mo¢ razlu€ivanja i zato zahtijeva mnogo
mjerenja.

Test homogenosti sluzi za provjeru hipoteze da K nezavi-
snih slu€ajnih uzoraka (X[k),...,X$), k=1,...,K, pripada
istoj razdiobi. Test se temelji na statistici:

y=y V (Vrf~nkq,)2

ti
gdje je vjk frekvencija j-tog razreda (j=1,...,J) u A:-tom
sluajnom wuzorku, a q,= (v;1+ ... + Vjf)i{nx+ ... + nk) rela-

(77)

(xn y,,)) slu¢ajnog uzorka ((ATI5 10,

Razdioba
test-statistike

Kriticno podrucje
razine znacajnosti a

mm - e emmmeee m m
Kn-2) 0 Gn-2(a)
— b wmmm >
yy 1)
i -G n. 2{oi) 0
mm m -------mmeemeee Fomemmeeen
(D) 0 *(f)
1 m m -------memmkeeoeoeoeee
M
K (0, 1) 0 4>(a)
i Wl
<P(a) 0
mm m -————ee E >

(Xn Yn) na temelju koje se

tivna frekvencija j-tog razreda dobivena na temelju svih K
slu¢ajnih uzoraka. Vrijednosty statistike Y pokazuje »udalje-
nost« izmedu opaZenih frekvencija vjk i procijenjenih frekven-
cija nkqj. Uz pretpostavku da je hipoteza istinita, statistika Y
ima asimptotski hi-kvadratnu razdiobu ~{m) sa m -
=(K=-1)(/-1) stupnjeva slobode. Kriticno je podrucje
razine znacajnosti a interval [Hma),®®

Regresijska analiza. U jednodimenzijskom regresijskom
modelu pretpostavlja se da slucajni rezultati mjerenja {Yj)
ovise 0 neslu¢ajnim vrijednostima (razinama) nekog faktora
i sluajnoj pogresci £, MatematiCki je zapis te ovisnosti

Yi=f(xha,i3,..) + Eh i=1,...,n, (78)
gdje su £lr..,En nezavisne i jednako distribuirane slu-
Cajne varijable sa E[£j =0 i D[E]=cr2 a/ je zadana
funkcija s parametrima a,i3,.... lzmjerena se vrijednost yt
interpretira kao zbroj vrijednosti /(*,-, a,j3,...) regresijske
funkcije {funkcije trenda) i vrijednosti £z sluCajne greske.
Osnovni je problem da se na temelju niza mjerenja
(Xi,yi), ...,(xnyn) procijene nepoznati parametri a,/3,... i 02,
odnosno da se na temelju slucajnog uzorka (xuYX,...,{xn Yf)
definiraju pripadni estimatori. To ¢e se posti¢i tzv. metodom

najmanjih kvadrata, gdje se zahtijeva da

a= L [(yi-f(x)]2 (79)
bude minimalno.
RjeSavanjem sustava jednadzbi
dg
’ =0, 80
2= 0 a3 (80)

po nepoznanicama a,i3,... dobiva se rjeSenje a=a, (3=b,....
Ako se joS pretpostavi da su sluCajne varijable £I5...,£,
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distribuirane po N(0,a2 i da je f(x, a,/3) = a + /3x, govori se
o linearnom regresijskom modelu (si. 11). Uvedu li se oznake

(81)
ni=1 n 1=1

onda su

(82)
1 n

B=yYafm- *)T, (83)
(84)
nepristrani estimatori za a, j3i 02 a Y=A + nepristrani

je estimator za a + /to,. Slu€ajnoj varijabli A pripada normalna
razdioba >f(a,(l +x2sl)o2n), slu€ajnoj varijabli 5 normalna
razdioba N(f3,04(ns3), a slu€ajnoj varijabli (n-1)S 02
hi-kvadratna razdioba x2(n ~ 2). Interval povjerenja pouzda-
nosti y za nepoznatu vrijednost a + jt ima granice:

GX=Y -A,
A=tyShAIFI~+ (. - %)2

si
a iz (85) vidi se takoder da

G2=Y + A,
(85)

Najmanje A postize se za
je A to manje 5to je s2 vece.
U viSedimenzionalnom linearnom regresijskom modelu
pretpostavlja se da je Yt= B[+ ... + +£h i=1,...,n,
te da su Pi,...,/3ri 02nepoznati parametri, a da su
brojcane vrijednosti faktora o kojima ovisi vrijednost yt
slucajne varijable Y,. Osnovni je problem da se na temelju
niza mjerenja ((jciL; ...,jcdr),yh, i = 1,...,«) procijene nepoznati
parametri. Matricni je oblik modela

Y =XB + £, (86)
gdje je Y jednostupCana matrica s ¢lanovima Yh X matrica
tipa nxr s c¢lanovima xfp(j=1,...,r), a £ jednostupCana
matrica s €lanovima £, Oznaci li se sa C kvadratna matrica
reda r s ¢lanovima

c7= £ 4°4°,
k=\

(87)

pa ako je C regularna matrica, stavi se A = C IX7 (X7 je
oznaka za transponiranu matricu), tada je

Bj X &kW> j 1,eeer (s8)
nepristrani estimator za parametar p, (ajk su ¢lanovi matrice
A). Slucajnom vektoru pripada r-dimenzionalna
normalna razdioba s korelacijskom matricom r= 02C~1

Nepristrani je estimator za 02

sl= z
2 ri=1
a sluCajna varijabla (n —r)S202 ima hi-kvadratnu razdiobu
X2(n-r). Nepristrani estimator za + ... + 3\ jest
YBxxW + ... + Brx\r), a pripadni interval povjerenja pouzdano-
sti y ima granice

(T - - (89)

G, = Y —VrfyD[Y\, i
gdje je fy ona vrijednost Fisherove razdiobe 2F(r, n —r) za koju
vrijedi F (fY) = 7. Te se vrijednosti mogu naci u odgovarajuc¢im
tablicama.

Model polinomske regresije Yt= i3+ &xl+ pX2+ ... +
+ prxi~| + £ moZe se svesti na model r-dimenzionalne (r > 2)
linearne regresije tako da se postavi da je 1=xf} xi=x@
x2=x?\...,x[~1= x{\ Cinjenica da statistika

1/rf,D[Y],(90)

STATISTIKA

I {YAB.XV- ..-B nxP)2
i=1

-1 (91)
i(Yi-Bitf)-...-B,4y

ima Fisherovu razdiobu oRr —rf,n —r) moze se iskoristiti za
testiranje hipoteze Rr>Hl= ... =Rr=0 (r'<r), tj. da r-r’
faktord nema bitnog utjecaja na rezultate mjerenja, odnosno
da se zapravo radi o polinomskoj regresiji stupnja r' <r.

Analiza varijance. Za razliku od regresijske analize,
pretpostavlja se da faktori imaju kvalitativhu karakteristiku,
tako da je matematicki model za jednofaktorski linearni
problem

Yij=ju+ Hj+ Hij,
j-i

gdje su p i pj realni brojevi, a £tj nezavisne i jednako

distribuirane slucajne varijable po JV*O,#2). Pretpostavlja se,

dakle, da je izmjerena vrijednost yti rezultat djelovanja

fiksirane vrijednosti p (zajednicka sredina), odredenog faktora

(lij), koji ima k razliCitih razina i slucajne pogresSke £l
Tablica 8
ZAPIS ZA a&CLANI
SLUCAJINI UZORAK
Yn Yo Yk
va v2 Yik
Y«i Yrz ALY
Osnovni je problem da se na temelju «-Clanog (n=

= «!'+ ... +nk) slucajnog uzorka, koji se obi¢no zapisuje u
obliku tablice (tabl. 8), testira hipoteza o jednakosti efekata
svih razina (H :px=..=pk=0). U /-tom stupcu tablice
ispisan je sluCajni uzorak s Clanova, koji odgovara
rezultatima mijerenja pod djelovanjem /-te razine. Tablica
opcenito nije pravokutna, jer stupci ne moraju imati jednak
broj redaka. Uvede li se oznaka za sredinu Citavog uzorka

ji_ v
(93)
nJz1“1
za sredinu uzorka u /-t@ razini
p o
T4 iy . (94)
i =i
za rasipanje u Citavom uzorku
A= i i (Y,- F)2 (95)
7=1i=l
za rasipanje unutar uzoraka
B=t t (n-T)2 (96)
=1 =1
te za rasipanje sredina uzoraka
C=in,(Y- Y))\ 97)
i-i
dobiva se
A =B +C, E[R]
(98)
E[C] = (k- a2+ £ nni).

Uz pretpostavku da je hipoteza istinita, statistika (n —k) CI
I(k—1)B ima Fisherovu razdiobu <P(k- \,n —k), Sto se
neposredno primjenjuje za odredivanje kriticnog podrucja
razine znacajnosti a. Prevelika vrijednost te statistike upuéuje

k
i=1,.. .k, i=k § 2, £¢* = 0,092
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na odbacivanje hipoteze. Prihvacanje hipoteze znadi da
mjerenja pokazuju da nema bitnih razlika u djelovanju
pojedinih razina djelotvornog faktora na rezultate mjerenja,
odnosno da su odstupanja od p slucajna.
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Z. Pause

STEREOMETRIJA, dio geometrije koji se bavi skupo-
vima toCaka u trodimenzijskom, euklidskom prostoru (v.
Geometrija, TE 6, str. 120). Stereometrijski su objekti geome-
trijska tijela i njihovi rubovi: poliedri i poliedarske plohe,
razliCita obla tijela i oble plohe. Za likove u bilo kojoj ravnini
prostora pretpostavlja se da zadovoljavaju odnose koji se
proucavaju u planimetriji (v. Planimetrija, TE 10, str. 294).

TEMELJNI ODNOSI TOCAKA, PRAVACA | RAVNINA

Prostorni odnosi pravaca. Dva razli€ita pravca a i b mogu
biti u istoj ravnini i u njoj se sjeci ili biti paralelni. Pravci
mogu biti mimoilazni, tj. ne lezati u istoj ravnini. | za pravce
a, b i c u prostoru iz a\\b i b\\c slijedi a\\c. Skup svih
pravaca sa svojstvom da su po dva od njih paralelna zove se
smjer, a svi pravci tog skupa imaju isti smjer. Kroz bilo koju
tocku prolazi samo jedan pravac zadanog smjera.

Ako su aib mimoilazni pravci, postoji samo jedan pravac
¢ koji sijeCe oba pravca a i b i okomit je na svaki od njih.
Tada je c zajednicka okomica pravaca a i b. Ako je toCka A
sjeciSte pravaca a i c, a toCka B sjeciSte pravaca b i c (si. 1),
Sto se oznaCuje sa A=0flci B =D flc, tada se udaljenost
d(A, B) zove udaljenost mimoilaznih pravaca a i b. Za bilo
koju toCku A" pravca aiza bilo koju to€ku B' pravca b vrijedi
d(A',B") i? d(A, B), pri cemu je d(A",Br) = d(A, B) samo ako
je A'=A, B'=B.

Prostorni odnosi pravca i ravnine. Pravac a koji ne pripada
ravnini @ moZe stom ravninom imati najviSe jednu zajednicku
toCku. Ako a i a imaju zajedni¢ku to¢ku A (si. 2), tada se a
i a sijeku u toj tocki A (kaZze se jo§ da pravac a probada
ravninu a u tocki A), a tocka A je njihovo sjeciSte (ili
probodisSte) i oznaCuje se sa A = afl a.

Sl 3

325

Ako a i a nemaju zajednicku tocku (si. 3) ili ako pravac
a pripada ravnini a, tada su a i a paralelni i piSe se a\\a ili
a\\a. Ako ravnina sijece jedan od dva paralelna pravca, tada
ona sije€e i drugi. Za dva pravca a i b i dvije ravnine y i /3
iza\\bib\|yslijedi a\ |y, aiza\V3i |yslijedia|ly. Pravac
je paralelan s ravninom ako je paralelan s nekim pravcem te
ravnine.

Prostorni odnosi ravnina te ravnina i pravaca. Dvije
razliCite ravnine a i j3mogu imati zajednicki jedan pravac c
na kojem leze sve njihove zajednicke toCke (si. 4) ili pak
mogu biti bez zajedni¢kih toc¢aka (si. 5). U prvom se slucaju
ravnine a i j3sijeku po pravcu c, a pravac c je presjecnica tih
ravnina i oznaCuje se sa c= a fl j3 U drugom slucaju, ili ako
je a= i3 ravnine a i /3 su paralelne i piSe se a\ \f3 ili /3\ \a.

Za tri ravnine a, j3iyiz a\ |j3i A\ \y slijedi a\ |y. Kroz svaku
toCku prostora izvan zadane ravnine prolazi samo jedna
ravnina koja je paralelna sa zadanom ravninom. Ako pravac
ili ravnina sijeCe jednu od dviju paralelnih ravnina, tada sijeCe
i drugu. Ako su a i j3paralelne ravnine i ravnina ih y sijeCe
po pravcima a i b, tada su ti pravci paralelni. Kroz pravac
paralelan sa zadanom ravninom prolazi samo jedna ravnina
paralelna s tom ravninom. Ako je pravac paralelan sa svakom
od dviju ravnina koje se sijeku, tada je paralelan i s njihovom
presjecnicom.

Pravac a je okomit na ravninu a (piSe sea Lailial a)
ako tu ravninu probada u nekoj toCki A' i ako je okomit bar
na dva razliCita pravca koji pripadaju ravnini a i prolaze kroz
to€ku A" (si. 6); on je tada okomit i na sve takve pravce. Za
bilo koju to€ku A i bilo koju ravninu a postoji samo jedan
pravac a koji prolazi kroz to¢ku A i okomit je na ravninu a.
Pravac a se zove okomica iz toCke A na ravninu a, a tocka
A' = afl a zove se noziste te okomice ili ortogonalna projek-
cija toCke A na ravninu a. Ako je B bilo koja toc¢ka ravnine
a razlicita od A', tada vrijedi d(A,A')<d{A,B). Broj
d(A,A'") zove se udaljenost tocke A od ravnine a.

Svi pravci koji prolaze kroz neku tocku zadanog pravca i
okomiti su na taj pravac leze u ravnini koja je okomita na
taj pravac. Postoji samo jedna ravnina koja prolazi kroz tu
toCku i okomita je na zadani pravac. Iz a\\b i b 1 y slijedi
aly aizazy ibzx.y slijedi al|b. 1z a X {3i /3\\y slijedi
aly, aiztfx/3ifl_Ly slijedi j31ly.

Ravnina a okomita je na ravninu 3 (piSe se a -Lp) ako
ravnina a sadrZi neki pravac okomit na ravninu j3 Okomite
se ravnine sijeku. Ako je ravnina a okomita na dvije ravnine
i3i y koje se sijeku, tada je ravnina a okomita i na pravac
pny.

Ortogonalna projekcija nekog skupa to€aka na zadanu
ravninu g zove se skup ST svih ortogonalnih projekcija T
pojedinih tocaka T skupa Sf. Shvati li se pravac kao skup svih
tocaka koje mu pripadaju, tada je ortogonalna projekcija
zadanog pravca opet pravac ako zadani pravac nije okomit
na promatranu ravninu g.



