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na odbacivanje hipoteze. Prihvacanje hipoteze znadi da
mjerenja pokazuju da nema bitnih razlika u djelovanju
pojedinih razina djelotvornog faktora na rezultate mjerenja,
odnosno da su odstupanja od p slucajna.
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Z. Pause

STEREOMETRIJA, dio geometrije koji se bavi skupo-
vima toCaka u trodimenzijskom, euklidskom prostoru (v.
Geometrija, TE 6, str. 120). Stereometrijski su objekti geome-
trijska tijela i njihovi rubovi: poliedri i poliedarske plohe,
razliCita obla tijela i oble plohe. Za likove u bilo kojoj ravnini
prostora pretpostavlja se da zadovoljavaju odnose koji se
proucavaju u planimetriji (v. Planimetrija, TE 10, str. 294).

TEMELJNI ODNOSI TOCAKA, PRAVACA | RAVNINA

Prostorni odnosi pravaca. Dva razli€ita pravca a i b mogu
biti u istoj ravnini i u njoj se sjeci ili biti paralelni. Pravci
mogu biti mimoilazni, tj. ne lezati u istoj ravnini. | za pravce
a, b i c u prostoru iz a\\b i b\\c slijedi a\\c. Skup svih
pravaca sa svojstvom da su po dva od njih paralelna zove se
smjer, a svi pravci tog skupa imaju isti smjer. Kroz bilo koju
tocku prolazi samo jedan pravac zadanog smjera.

Ako su aib mimoilazni pravci, postoji samo jedan pravac
¢ koji sijeCe oba pravca a i b i okomit je na svaki od njih.
Tada je c zajednicka okomica pravaca a i b. Ako je toCka A
sjeciSte pravaca a i c, a toCka B sjeciSte pravaca b i c (si. 1),
Sto se oznaCuje sa A=0flci B =Dbflc, tada se udaljenost
d(A, B) zove udaljenost mimoilaznih pravaca a i b. Za bilo
koju toCku A" pravca aiza bilo koju to€ku B' pravca b vrijedi
d(A',B") i? d(A, B), pri cemu je d(A",Br) = d(A, B) samo ako
je A'=A, B'=B.

Prostorni odnosi pravca i ravnine. Pravac a koji ne pripada
ravnini @ moZe stom ravninom imati najviSe jednu zajednicku
toCku. Ako a i a imaju zajedni¢ku to¢ku A (si. 2), tada se a
i a sijeku u toj tocki A (kaZze se jo§ da pravac a probada
ravninu a u tocki A), a tocka A je njihovo sjeciSte (ili
probodisSte) i oznaCuje se sa A = afl a.
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Ako a i a nemaju zajednicku tocku (si. 3) ili ako pravac
a pripada ravnini a, tada su a i a paralelni i piSe se a\\a ili
a\\a. Ako ravnina sijece jedan od dva paralelna pravca, tada
ona sije€e i drugi. Za dva pravca a i b i dvije ravnine y i /3
iza\\bib\|yslijedi a\ |y, aiza\V3i |yslijedia|ly. Pravac
je paralelan s ravninom ako je paralelan s nekim pravcem te
ravnine.

Prostorni odnosi ravnina te ravnina i pravaca. Dvije
razliCite ravnine a i j3mogu imati zajednicki jedan pravac c
na kojem leze sve njihove zajednicke toCke (si. 4) ili pak
mogu biti bez zajedni¢kih toc¢aka (si. 5). U prvom se slucaju
ravnine a i j3sijeku po pravcu c, a pravac c je presjecnica tih
ravnina i oznaCuje se sa c= a fl j3 U drugom slucaju, ili ako
je a= i3 ravnine a i /3 su paralelne i piSe se a\ \f3 ili /3\ \a.

Za tri ravnine a, j3iyiz a\ |j3i A\ \y slijedi a\ |y. Kroz svaku
toCku prostora izvan zadane ravnine prolazi samo jedna
ravnina koja je paralelna sa zadanom ravninom. Ako pravac
ili ravnina sijeCe jednu od dviju paralelnih ravnina, tada sijeCe
i drugu. Ako su a i j3paralelne ravnine i ravnina ih y sijeCe
po pravcima a i b, tada su ti pravci paralelni. Kroz pravac
paralelan sa zadanom ravninom prolazi samo jedna ravnina
paralelna s tom ravninom. Ako je pravac paralelan sa svakom
od dviju ravnina koje se sijeku, tada je paralelan i s njihovom
presjecnicom.

Pravac a je okomit na ravninu a (piSe sea Lailial a)
ako tu ravninu probada u nekoj toCki A' i ako je okomit bar
na dva razliCita pravca koji pripadaju ravnini a i prolaze kroz
to€ku A" (si. 6); on je tada okomit i na sve takve pravce. Za
bilo koju to€ku A i bilo koju ravninu a postoji samo jedan
pravac a koji prolazi kroz to¢ku A i okomit je na ravninu a.
Pravac a se zove okomica iz toCke A na ravninu a, a tocka
A' = afl a zove se noziste te okomice ili ortogonalna projek-
cija toCke A na ravninu a. Ako je B bilo koja toc¢ka ravnine
a razlicita od A', tada vrijedi d(A,A')<d{A,B). Broj
d(A,A'") zove se udaljenost tocke A od ravnine a.

Svi pravci koji prolaze kroz neku tocku zadanog pravca i
okomiti su na taj pravac leze u ravnini koja je okomita na
taj pravac. Postoji samo jedna ravnina koja prolazi kroz tu
toCku i okomita je na zadani pravac. Iz a\\b i b 1 y slijedi
aly aizazy ibzx.y slijedi al|b. 1z a X 3i /3\\y slijedi
aly, aiztf+/3ifl_Ly slijedi j31ly.

Ravnina a okomita je na ravninu 3 (piSe se a -Lp) ako
ravnina a sadrZi neki pravac okomit na ravninu j3 Okomite
se ravnine sijeku. Ako je ravnina a okomita na dvije ravnine
i3i y koje se sijeku, tada je ravnina a okomita i na pravac
pny.

Ortogonalna projekcija nekog skupa to€aka na zadanu
ravninu g zove se skup ST svih ortogonalnih projekcija T
pojedinih tocaka T skupa Sf. Shvati li se pravac kao skup svih
tocaka koje mu pripadaju, tada je ortogonalna projekcija
zadanog pravca opet pravac ako zadani pravac nije okomit
na promatranu ravninu g.
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Kutom pravca a s ravninom a, na koju taj pravac nije
okomit, zove se kut pravca a s njegovom ortogonalnom
projekcijom a' na tu ravninu (si. 7), tj. 4 (a,a) =4 (a, a').
Ako je b bilo koji pravac u ravnini a kroz tocku A =afl a
razlicit od pravca a’, tada je 4 (a,a') < 4 (a,b). Akojeal a,
tada je kut pravca a i ravnine a pravi kut.

Neka su a i j3ravnine koje se sijeku po pravcu c. Ako je
bilo koja ravnina okomita na pravac ¢ (ona je okomita i na
ravnine a i /?), tada se kut ravnina a i /3 zove kut pravaca
a=aCly i b=/3ny (si. 8). Taj kut, naime, ne ovisi 0
izabranoj ravnini y. To znacCi da je 4 (a,id =4 (0, 6).

Za udaljenosti parova toCaka u prostoru vrijede svojstva
koja vrijede i u planimetriji: a) jednakost d(A, B) =0 vrijedi
samo ako je A =B, b) za svake dvije toCke A i B vrijedi
d(A,B) =d(B,A), c) za svake tri tocke A, B, C vrijedi
d(A, B) + d(B, C) ™ d(A, C).

GEOMETRIJSKE TRANSFORMACIJE

Izometrija prostora je svaka transformacija prostora koja
Cuva udaljenost, tj. takva transformacija / da za bilo koje
dvije tocke A i B wvrijedi d(f(A), f(B)) =d(A,B). Sve
izometrije tvore grupu transformacija, tzv. grupu izometrija.
Dvije su figure sukladne (ili kongruentne) ako postoji
izometrija koja preslikava jednu figuru na drugu. Za bilo koja
dva sukladna tetraedra postoji samo jedna izometrija koja
jedan od njih preslikava na drugi.

Za svaku ravninu a postoji izometrija razli¢ita od identiteta
koja svaku toCku ravnine a preslikava na sebe. To je tzv.
planarna simetrija s obzirom na ravninu a. Ako je Thilo koja
tocka koja ne lezi u ravnini a, a T njezina simetricna slika
s obzirom na tu ravninu, tada je a simetralna ravnina duzine
TT (si. 9), tj. a je skup svih tocaka X takvih da je
d(T,X) =d(T,X).

Svaka se izometrija moze predociti kao kompozicija od
najviSe Cetiri planarne simetrije. Kompozicija od parnog broja
planarnih simetrija ne moZe biti jednaka kompoziciji od
neparnog broja planarnih simetrija. Zato se skup svih
simetrija raspada na skup tzv. direktnih izometrija ili gibanja,
koje se mogu predociti kao kompozicije od parnog broja
planarnih simetrija, i na skup tzv. indirektnih izometrija, koje
se mogu predoCiti kao kompozicije od neparnog broja
planarnih simetrija. Sva gibanja tvore grupu, tzv. grupu
gibanja.

Ako su a i j3 paralelne ravnine, tada se kompozicija
planarnih simetrija s obzirom na te ravnine zove transla-
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cija. Ako su A i B bilo koje toCke u ravninama a i j3takve
da su te ravnine okomite na pravac AB, tada za bilo koju
toCku T i njezinu sliku T pri promatranoj translaciji vrijedi
TT'=2AB (si. 10).

Sve translacije tvore komutativhu grupu (tj. za dvije
translacije / i g uvijek vrijedi fg =gf), tzv. grupu translacija.
Komponiranje translacija odgovara zbrajanju vektora. Za
bilo koje dvije tocke A i B postoji samo jedna translacija
koja preslikava toCku A na toCku B. Translacija preslikava
svaki pravac (ili ravninu) na s njime paralelan pravac (ili
ravninu).

Ako se ravnine a i {3 sijeku po pravcu o, tada se
kompozicija planarnih simetrija s obzirom na te ravnine zove
rotacija oko pravca o, a pravac o se zove 0s te rotacije. Ako
je T bilo koja tocka koja ne pripada osi 0, a T njezina slika
pri promatranoj rotaciji, tada je 4 TOT =24 (a,/?), gdje je
O sjeciSte osi 0 sravninom koja prolazi kroz tocku T i okomita
je na tu os (si. 11). To je rotacija za kut 24(a,/3) oko osi o.
Sve rotacije oko osi o tvore komutativnu grupu, tzv. grupu
rotacija oko osi 0. Rotacija oko osi 0 za kut n zove se joS$ i
aksijalna simetrija s osi o.

Kompozicija rotacije oko osi 0 za neki kut @i translacije
za neki vektor a paralelan s tom osi (si. 12) zove se zavojno
gibanje uzduz pravca o. Posebno, kad je 9= 0, zavojno je
gibanje translacija, kad je a= 0, to je rotacija, a kad je cp=0,
ia=0, to je identitet. Svako je gibanje zavojno gibanje uzduz
nekog pravca.

Homotetija sa srediStem O i koeficijentom k (k je bilo koji
realan broj, A:=b0) transformacija je koja bilo kojoj to¢ki T

pridruzuje tocku T takvu da vrijedi OT =kOT. Posebno se
za k= 1 dobiva identitet, a za k= - 1 centralna simetrija s
obzirom na to¢ku O. Sve homotetije sa srediStem O tvore
komutativnu grupu, a isto tako sve homotetije i sve translacije
tvore grupu. Pri komponiranju homotetija njihovi se koefici-
jenti mnoze. Homotetija s koeficijentom k naziva se direktna
ako je k> 0, a indirektna ako je k < 0.

Ekviformna transformacija je bilo koja kompozicija od
kona¢no mnogo izometrija i homotetija, a svaka ekviformna
transformacija moze se predoCiti kao kompozicija jednog
gibanja i jedne homotetije. To predoCenje nije jedinstveno,
ali u svim takvim predoCenjima zadane ekviformne transfor-
macije homotetije imaju isti koeficijent k, koji se zove
koeficijent te ekviformne transformacije. Veé¢ prema tome da
li je k> 0 ili k<0, ekviformna se transformacija zove
direktna odnosno indirektna. Posebno, kad je k —1, to je
direktna izometrija, a kad je k= —1, to je indirektna
izometrija.

Ako je /ekviformna transformacija s koeficijentom k, tada
za bilo koje tocke A i B vrijedi d(f(A),f(B)) = \k\d(A,B).
Ekviformne transformacije tvore grupu, tzv. ekviformnu
grupu. Pri komponiranju ekviformnih transformacija pripadni
se koeficijenti mnoze.

Dvije su figure slicne (irektno ili indirektno) ako postoji
ekviformna transformacija (direktna ili indirektna) koja
preslikava jednu figuru na drugu. Za svaka dva sli¢na
tetraedra postoji samo jedna ekviformna transformacija koja
jedan od njih preslikava na drugi.
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Afina planarna simetrija u smjeru S s obzirom na ravninu
a (smjer S nije paralelan s a) jest transformacija koja bilo
koju tocku ravnine a preslikava na nju samu, a bilo koju
tocku T koja ne lezi u ravnini a preslikava u toCku T takvu

da pravac TT ima smjer S, a poloviste duzine TT' lezi u
ravnini a (si. 13).

Ekviafinitet je kompozicija od konacno mnogo afinih
planarnih simetrija. Svi ekviafiniteti tvore grupu, tzv. ekviafi-
nu grupu. Svaki se ekviafinitet moze predociti kao kompozi-
cija od najviSe cetiri afine planarne simetrije. Kompozicija od
parnog broja afinih planarnih simetrija ne moZe biti jednaka
kompoziciji od neparnog broja afinih planarnih simetrija.
Zato se skup svih ekviafiniteta raspada na skup tzv. direktnih
ekviafiniteta, koji se mogu predociti kao kompozicije od
parnog broja afinih planarnih simetrija, i na skup tzv.
indirektnih ekviafiniteta, koji se mogu predociti kao kompo-
zicije od neparnog broja afinih planarnih simetrija.

Afinitet je transformacija prostora koja preslikava pravce
i ravnine opet na pravce i ravnine i ¢uva paralelnost pravaca,
odnosno ravnina. Za svaka dva tetraedra postoji samo jedan
afinitet koji preslikava jedan od njih na drugi. Ekviformne
transformacije i ekviafiniteti su afiniteti. Afinitet Cuva djelisni
omjer triju to¢aka na istom pravcu. Skup svih afiniteta tvori
grupu, tzv. afinu grupu. Svaki se afinitet moze predociti kao
kompozicija nekog direktnog ekviafiniteta i neke homotetije.
To predocenje nije jedinstveno, ali pri svakom takvu predo-
¢enju homotetije imaju isti koeficijent k, koji se zove
koeficijent promatranog afiniteta. Ve¢ prema tome da li je
k> 0 ili k< 0, afinitet je direktan, ili indirektan. Posebno,
kad je k = 1, to je direktni, a kad je k = —1, to je indirektni
ekviafinitet. Pri komponiranju afiniteta njihovi se koeficijenti
mnoze. Svi direktni afiniteti tvore takoder jednu grupu.

Tetraedar je orijentiran ako je istaknut neki poredak
njegovih vrhova. Dva orijentirana tetraedra imaju istu orijen-
taciju ili suprotne orijentacije, ve¢ prema tome da li je afinitet
koji preslikava jedan od njih na drugi direktan ili indirektan.

D

Skup se svih orijentiranih tetraedara raspada na dva podskupa
tako da svaka dva orijentirana tetraedra iz istog podskupa
imaju istu orijentaciju, a svaka dva orijentirana tetraedra iz
razli¢itih podskupova imaju suprotne orijentacije. Ta dva
podskupa zovu se orijentacije na skupu tetraedara. Za jednu
se orijentaciju kaze da je pozitivnha, a za drugu da je
negativna. Ako orijentirani tetraedar pripada pozitivnoj ili
negativnoj orijentaciji, tada je on pozitivno, ili negativno
orijentiran. Obi¢no se orijentacije biraju tako da se orijenti-
rani tetraedar ABCD na si. 14 smatra pozitivno orijentiranim.

FIGURE

Figura je bilo koji skup toCaka u prostoru.

Sfera i kugla. Neka je zadana tocka O i duljina r. Skup

tocaka T takvih da je d(0, T) = r zove se sfera (ili kuglina
ploha) sa srediStem O i polumjerom r, a skup % toCaka T
takvih da je d(0, T) <r zove se kugla s rubom P, srediStem
O ipolumjerom r (si. 15).
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Otvorene i zatvorene figure. To¢ka T je unutradnja toCka
figure sF ako postoji kugla sa sredistem T koja je sadrzana u
figuri sr. Tocka T je vanjska tocka figure SF ako postoji kugla
sa srediStem T koja nema nijednu zajednicku tocku s figurom
SsF. ToCka T je rubna tocka figure sF ako svaka kugla sa
srediStem T ima zajednickih toCaka s figurom sF, ali sadrzi i
toCke koje ne pripadaju toj figuri. Figura SF sadrZi sve svoje
unutraSnje tocke, ne sadrzi nijednu svoju vanjsku tocku, a
rubna tocka figure mozZe, ali ne mora, pripadati toj figuri.
Skup svih rubnih toCaka figure SsF zove se rub te figure.

Figura sF je zbroj figura srx i sF2ako svaka totka figure
SFi i svaka toGka figure sF2pripadaju figuri sF, a svaka totka
figure sF pripada bar jednoj od figura ~ i sF2koje nemaju
zajednickih unutradnjih toCaka. Slicno se definira i zbroj viSe
od dvije figure.

Figura sF je otvorena ako joj je svaka tocka unutradnja
tocka, tj. ako ne sadrzi nijednu svoju rubnu toCku. Figura SF
je zatvorena ako sadrZi sve svoje rubne toCke. Figura SF je
omedena ako postoji kugla u kojoj je ta figura sadrzana. U
protivnome figura SF je neomedena.

Neka su sfj i SF2 dvije zatvorene figure. Ako je Tx bilo
koja tocka figure srxa T2 bilo koja tocka figure sr2, tada od
svih udaljenosti d(Tu T2 postoji najmanja. Ta najmanja
udaljenost zove se udaljenost figura 3fl i sr2. Posebno, ako je
SXskup od jedne jedine tocke Ti (a to je zatvorena figura),
udaljenost figura je udaljenost tocke 7\ od figure sr2.

Poligonalne crte. Ako suA, B, C,..., K, L bilo koje tocke,
tada se skup koji se sastoji od tih toCaka i svih toCaka

pojedinih duzina AB, BC,..., KL zove poligonalna crta s
vrhovima A, B, C,..., K, L, krajevima A i L i stranicama
AB, BC,...,KL i oznaCuje se sa ABC...KL (si. 16).

Povezane figure. Figura SF je povezana ako za bilo koje
dvije tocke A i B te figure postoji poligonalna crta s krajevima
A i B koja je sadrzana u figuri SF.

Figura sr dijeli prostor na dva dijela srx i sr2ako vrijede
ova svojstva: a) svaka toCka prostora pripada samo jednoj od
figura SF, Sri i Sr2, b) svaka je od figura SF, Sft i SF2povezana,
c) za svaku poligonalnu crtu s jednim krajem u figuri §1i
drugim krajem u figuri sF2figura sr sadrzi bar jednu to¢ku te
poligonalne crte.

Svaka ravnina q dijeli prostor na dva dijela od kojih se
svaki zove otvoreni poluprostor s rubom g (to su otvoreni
skupovi, a g im je zajedniCki rub). Svaki od tih dvaju
otvorenih poluprostora zajedno sa svojim rubom g tvore
zatvoreni skup koji se zove zatvorenipoluprostor s rubom g.

Geometrijska tijela. Zatvorena omedena povezana figura
zove se geometrijsko tijelo.

Konveksne figure. Figura je konveksna ako zajedno s bilo
koje svoje dvije tocke A i B sadrzi i svaku to¢ku duzine AB.
Presjek (tj. zajednicki dio) konveksnih figura je konveksna
figura. Poluprostor (otvoren ili zatvoren) konveksna je figura.
Svaka je konveksna figura presjek izvjesnog broja (mozda i
beskonaénog) poluprostora. Za svaku figuru sF postoji najma-
nja konveksna figura koja sadrzi figuru sr. To je presjek svih
konveksnih figura koje sadrze figuru sf, a zove se konveksna
ljuska figure sF.

Konveksna ljuska dviju paralelnih ravnina pi i g2 s
udaljeno$c¢u h zove se sloj s visinom h izmedu ravnina pi i g2.

Neka je % kugla polumjera r, S sfera koja je rub te kugle
i sloj visine h izmedu paralelnih ravnina pi i g2koje sijeku
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tu sferu, tj. udaljenosti su im od srediSta sfere manje od r.
Ocito je h”2r. Ravnine pi i sijeku sferu 3 po dvije
kruZnice kxi k2koje se mogu svesti i na po jednu to¢ku. Neka
su Wi r2 polumjeri tih kruznica (moze biti i rx= 0 ili r2=0).
Presjek kugle % sa slojem Vt geometrijsko je tijelo koje se
zove kuglin sloj s polumjerima rxi r2 i visinom h. Presjek
sfere 3 sa slojem 2Cploha je koja se zove sferin sloj s visinom
h (si. 17).

Tetraedar. Neka su A, B, C i D bilo koje tocke koje ne
pripadaju jednoj ravnini. Konveksna ljuska tih to¢aka zove
se tetraedar i oznaCuje se s ABCD (si. 14). Tocke A, B, C i
D su vrhovi, duzine AB, AC, AD, BC, BD i CD su bridovi,
a trokuti ABC, ABD, ACD i BCD su strane tog tetraedra.
Rub tetraedra sastoji se od njegovih vrhova, bridova i strana.

Vrh A je nasuprot strani BCD, a brid AB je nasuprot bridu

CD. Analogno vrijedi za ostale elemente (vrhove, bridove i
strane) tetraedra ABCD.

Poliedri. Konveksna ljuska konatnog skupa toCaka koji
nije sadrZan u jednoj ravnini zove se konveksni poliedar. Rub
se konveksnog poliedra sastoji od konaéno mnogo konveksnih
poligona. Svaki se od tih poligona zove strana, a vrhovi i
stranice tih poligona vrhovi su i bridovi konveksnog poliedra.
Na si. 18 predocen je konveksan poliedar sa 12 vrhova, 24
brida i 14 strana (8 trokuta i 6 Cetverokuta). Tetraedar je
najjednostavniji konveksni poliedar. Geometrijsko tijelo koje
se moze predociti kao zbroj od konacno mnogo konveksnih
poliedara zove se poliedar. Svaki konveksni poliedar je
poliedar, ali obrnuto ne vrijedi. Na si. 19 do 21 predoCeni su
poliedri koji nisu konveksni. Svaki se poliedar moze predociti
kao zbroj od konatno mnogo tetraedara. Za konveksne

SI. 20 Sl. 21
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poliedre (a i za neke druge poliedre, ali ne za sve poliedre)
vrijedi tzv. Eulerova formula v-b-\-s —2, gdje je v broj
vrhova, b broj bridova, a 5 broj strana.

StoSci i piramide. Neka je u ravnini g zadana figura 3 i
neka je V bilo koja tocka koja ne pripada ravnini g. Figura
3 koja sadrzi sve duzine oblika VT, gdje je T bilo koja tocka
figure 3, zove se stozac s osnovkom <& i vrhom V (si. 22).
Udaljenost h tocke V od ravnine g zove se visina stosca (P
Promatrana duzina VT zove se izvodnica stoSca 3 ako je T
rubna to¢ka osnovke 31, a sve izvodnice tvore pladt stoSca.
Rub stoSca sastoji se od osnovke i plaSta. StoZzac kojemu je
osnovka krug polumjera r zove se kruzni stozac polumjera r.
Ako je ortogonalna projekcija vrha V kruZnog stoSca 3 na
ravninu njegove osnovke, tj. kruga 31, upravo sredisSte O toga
kruga, tada je 3 uspravan kruzni stozac ili tzv. rotacioni stozac
s osi OV (si. 23).

\'

Ako je osnovka 3 stoSca 3* poligon, tada se taj stozac
zove piramida, a plast toga stoSca zove se i pobocje piramide.
To se poboCje sastoji od nekoliko trokuta, koji se zovu
poboCke piramide. Stranice osnovke 3 ujedno su i stranice
pobocaka i zovu se osnovni bridovi, a ostale stranice
pobocaka su poboc¢ni bridovi piramide. Ako je osnovka
n-terokut, tada je 3 n-terostrana piramida. Trostrana je
piramida zapravo tetraedar. Piramida je pravilna ako je
njezina osnovka 3 pravilan poligon sa sredistem O, a
ortogonalna je projekcija vrha V piramide upravo ta tocka
O. Pobocke su pravilne piramide jednakokracni trokuti, a svi
su pobocni bridovi jednaki. Piramide su poliedri.

Valjci i prizme. Neka je 3 figura u nekoj ravnini g, a 3'
njezina slika pri nekoj translaciji / za vektor v koji nije
paralelan sravninom g. Figura V koja sadrZi sve duZine oblika
TT, gdje je T bilo koja toCka figure 3, a T =f(T), zove se
valjak s osnovkama 3 i 3" (si. 24). Promatrana duzina TT'
zove se izvodnica valjka V ako je T rubna tocka osnovke 3,
a sve izvodnice tvore plast valjka. Rub valjka sastoji se od
osnovaka i plaSta. Udaljenost h ravnine g od ravnine g'
osnovke 3' zove se visina valjka V. Ako je vektor v okomit
na ravninu g, tada je T uspravan valjak. Valjak kojem su
osnovke krugovi polumjera r zove se kruzni valjak polumjera
r. Uspravan kruzni valjak (si. 25) zove se jo$ i rotacioni valjak
s osi O0', gdje su O i O' srediSta osnovaka 3 i3 ",

Sl. 24 Sl. 25



STEREOMETRUA

Ako je osnovka 3b valjka 3 poligon, tada se taj valjak
zove prizma, a plast tog valjka zove se i pobocje te prizme.
To se pobocje sastoji od nekoliko paralelograma, koji se zovu
pobocke prizme. Stranice su osnovaka 3 i 3" ujedno i stranice
pobocaka i zovu se osnovni bridovi, a ostale su stranice
pobocaka poboc€ni bridovi prizme. Svi su poboc¢ni bridovi
jednaki. Vrhovi od i 3" su vrhovi prizme 3. Ako je 3
fi-terokut, tada je 3 n-terostrana prizma. Na si. 26 predocena
je peterostrana prizma. Kad je prizma uspravna, sve su
poboCke pravokutnici. Pravilna prizma je uspravna prizma
kojoj su osnovke pravilni poligoni. Prizme su poliedri.

Paralelepiped je prizma kojoj su osnovke paralelogrami.
Tada su i sve strane paralelepipeda paralelogrami. Dvije su
strane paralelepipeda suprotne ako nemaju nijedan zajednicki
vrh. Dva su vrha paralelepipeda suprotna ako ne pripadaju
istoj strani. Isto tako, dva su brida paralelepipeda suprotna
ako ne pripadaju istoj strani, ali pripadaju paralelnim
pravcima. DuZina koja spaja dva suprotna vrha zove se
dijagonala paralelepipeda. Dva su suprotna brida stranice
paralelograma koji se zove dijagonalni presjek paralelepipeda.
Na si. 27 predoCen je paralelepiped s vrhovima A, B, C, D,
A', B', C, D'. Paralelogrami ADD'A' i BCC'B' tvore par
suprotnih strana. Par je suprotnih vrhova npr. B, D’, pa je
BD' jedna od dijagonala. Par je suprotnih bridova npr. BC,
A'D' paje BCD'A' jedan od dijagonalnih presjeka proma-
tranog paralelepipeda.

Paralelepiped kojem bridovi iz istog vrha pripadaju
medusobno okomitim pravcima zove se kvadar. Sve su strane
kvadra pravokutnici. Sve su dijagonale kvadra (ima ih cetiri)
jednake. Ako su a, b i ¢ duljine bridova iz istog vrha, a d
duljina dijagonale kvadra, tada je d2= a2+ b2+ c2 Kvadar
kojemu svi bridovi imaju istu duljinu zove se kocka (si. 28).
Sve strane kocke su kvadrati. Ako je a duljina brida kocke,
tada je ¢ij/3 duljina njezine dijagonale.

Krnji stozac i krnja piramida. Neka je <& figura u nekoj
ravnini g i 3" njezina slika pri nekoj homotetiji/s pozitivnim
koeficijentom i sredistem koje ne leZi u ravnini g. Figura 3
koja sadrzi sve duzine oblika TT, gdje je T bilo koja tocka
figure 3, a T =f(T), zove se krnji stoZac s osnovkama 3 i

3" (si. 29). Promatrana duzina TT zove se izvodnica krnjeg
stoSca 3 ako je T rubna toCka osnovke 31, a sve izvodnice

tvore plast krnjeg stoSca. Udaljenost h ravnine g od ravnine
g' osnovke 3b zove se visina krnjeg stoSca 3. Rub krnjeg
stoSca sastoji se od njegovih osnovaka i plasta.

Ako je 3 poligon, tada se pripadni krnji stoZac zove krnja
piramida. Plast krnje piramide sastoji se od nekoliko trapeza.

Prizmatoid. Neka su 3bi 3b’ poligoni koji pripadaju dvjema
paralelnim ravninama g i g'. Poliedar 3 kojemu su strane 3b,
3bf i trokuti ili trapezi s po jednim ili dva vrha na svakoj od
strana 3bi 3b' zove se prizmatoid s osnovkama 3b i 3b' i visinom
h, gdje je h udaljenost ravnina g i g' (si. 30). Simetralna
ravnina dviju ravnina g i g' sijeCe prizmatoid 3 po poligonu
3b” koji se zove srednji presjek tog prizmatoida. Prizmatoid
kojemu su osnovke sukladni pravilni n-terokuti, a ostale su
strane medusobno sukladni jednakokracni trokuti, i ima ih
2n, zove se pravilna n-terostrana antiprizma.

Pravilni poliedri. Pravilni poliedar ili Platonovo tijelo
konveksni je poliedar kojemu su sve strane sukladni pravilni
poligoni (npr. n-terokuti), a svaki vrh poliedra pripada istom
broju strana, npr. m. Na si. 31 je poliedar sastavljen od
pravilnih peterokuta, a na si. 32 i 33 od pravilnih trokuta.
Postoji pet do sli¢nosti razli€itih pravilnih poliedara. U tabl.
1 predoceni su osnovni podaci za te poliedre, gdje je v broj
vrhova, b broj bridova, a 5 broj strana. Kocka i pravilni
oktaedar, te pravilni dodekaedar i pravilni ikozaedar medu-
sobno su dualni pravilni poliedri (dok je pravilni tetraedar



330

Sl. 34

dualan sam sebi) u smislu da su srediSta strana pravilnog
poliedra vrhovi drugoga pravilnog poliedra, koji je dualan
polaznom. Dualnost parova pravilnih poliedara vidi se i iz
tabl. 1. Brojevi n, m, v, b i s pravilnog poliedra jednaki su
redom brojevima m, n, s, b i v dualnoga pravilnog poliedra.
U tabl. 2 nalaze se jo§ neki podaci o pravilnim poliedrima:
a je duljina brida, R, ri g su udaljenosti srediSta poliedra od
vrhova, strana i bridova, tj. polumjeri opisane i upisane sfere
i sfere koja dira sve bridove, O i V su oploSje i obujam
poliedra, a g kut izmedu dviju susjednih strana.

Tablica 1
ELEMENTI PRAVILNIH POLIEDARA
Pravilni poliedar n m \% b s
Tetraedar 3 3 4 6 4
Heksaedar (kocka) 4 3 8 12 6
Oktaedar (si. 32) 3 4 6 12 8
Dodekaedar (si. 31) 5 3 20 30 12
Ikozaedar (si. 33) 3 5 12 30 20
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SI. 35

Osim tih pravilnih prizama i antiprizama postoji jo§ 14 (do
slicnosti) razliitih Arhimedovih poliedara. Na svakom od tih
poliedara strane tvore dvije ili tri klase medusobno sukladnih
poligona. To su pravilni ~-terokuti, «2terokuti i (eventualno)

Tablica 3
ELEMENTI ARHIMEDOVIH POLIEDARA

Tablica 2
METRICKI PODACI O PRAVILNIM POLIEDRIMA

Pravilni R r R
poliedar a a a
jil7

Tetraedar n L7 J

4 12 4

. 1 iT
Heksaedar cL !

2 2 2
Oktaedar & cL !

2 6 2
Dodekaedar i/i_(]IS N1 +/250+1101/7  j (3+1/7
Ikozaedar iy 10+2j/t A3 +VE) VT o+ )

Polupravilni poliedri. Arhimedov poliedar ili Arhimedovo
tijelo konveksni je poliedar kojemu su sve strane pravilni
poligoni (ali svi nisu sukladni) i takav da za svaka dva njegova
vrha postoji izometrija prostora koja preslikava jedan vrh na
drugi, a poliedar sam na sebe, tj. svaki njegov vrh preslikava
se opet u neki njegov vrh. Svaki vrh Arhimedova poliedra
pripada istom broju strana.

Pravilna n-terostrana prizma (zan = 3, 5, 6,...) sjednakim
osnovnim i pobo¢nim bridovima Arhimedov je poliedar sa 2n
vrhova, 3n bridova i n + 2 strane (dva pravilna n-terokuta i
n kvadrata). Svaki vrh pripada jednom rc-terokutu i dvama
kvadratima. Za n =4 dobiva se kocka, koja se ne smatra
Arhimedovim poliedrom. Pravilna rc-terostrana antiprizma
(zan=4,5, 6,...) sjednakim svim bridovima Arhimedov je
poliedar sa 2n vrhova, 4n bridova i 2n + 2 strane. Svaki vrh
pripada jednom rc-terokutu i trima trokutima, kojih ima po
dva odnosno 2n.

Polupravilni poliedar mi m2 m3 «i n2 3 i Si i3 s b V
Zarubljeni tetraedar 2 1 6 3 4 4 8 18 12
Zarubljeni oktaedar 2 1 6 4 8 6 14 36 24
Zarubljeni heksaedar 2 1 8 3 6 8 14 36 24
Zarubljeni ikozaedar 2 1 6 5 20 12 32 90 60
Zarubljeni dodekaedar 2 1 10 3 12 20 32 90 60
Kubooktaedar (si. 18) 2 2 3 4 8 6 14 24 12
Ikozidodekaedar 2 2 3 5 20 12 32 60 30
Rombokubooktaedar 3 1 4 3 18 8 26 48 24
Vitoperi heksaedroid 4 1 3 4 32 6 38 60 24
Vitoperi dodekaedroid 4 1 3 5 80 12 92 150 60
Zarubljeni kubooktaedar 1 1 1 4 6 8 12 8 6 26 72 48
Zarubljeni ikozidodekaedar 1 1 1 4 6 10 30 20 12 62 180 120
Romboikozidodekaedar 2 1 1 4 3 5 30 20 12 62 120 60
° v s (
a2 > P !
EL. ! 70°31'43,6™
m 12 3
6 1 0 90°
j 1
2317 1 /37 109°28'16,4"
37 25+10V5  + (15+71/5) [N 116°33'54,2"
w
3+ f$) - 138°ir22,9"

5\TZ -

n3terokuti, kojih ima po su s2i s3, a ukupno s, te ih je po
mb m2i m3u svakom vrhu pri ¢emu je v broj vrhova i b broj
bridova. Podaci za tih 14 Arhimedovih poliedara nalaze se u
tabl. 3, gdje su zajedno navedeni podaci (jer su isti) i za tzv.
polupravilni rombokubooktaedar prve, odnosno druge vrste,
koji nisu sli€ni (si. 34 i 35).

SrediSta strana nekog Arhimedova poliedra vrhovi su
poliedra dualnog promatranom poliedru. Arhimedovi i njima
dualni poliedri nazivaju se polupravilnim poliedrima.

MJERENJE FIGURA

Obujam poliedra. Svakom poliedru & moZe se na jedin-
stven nacin pridruziti pozitivan realni broj v(2P) tako da
vrijede svojstva: a) sukladnim je-poliedrima pridruzen isti
broj, b) ako je poliedar & zbroj poliedara 24 i tada je
v(f?) = v(&) + v(&), c) kocki s bridom duljine 1 pridruzen je
broj 1. Broj v(2P) zove se obujam poliedra Prema tome,
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obujam je na skupu P svih poliedara funkcija v:P"> R+
takva da za nju vrijede svojstva a), b) i c).

Obujam kvadra jednak je umnoSku duljina triju njegovih
bridova iz istog vrha. Obujam prizme jednak je umnoSku
ploStine njezine osnovke s njezinom visinom. Obujam je
piramide jednak tre¢ini umnoska ploStine njezine osnovke s
njezinom visinom. Ako je poliedar na bilo koji nacin
predoCen kao zbroj tetraedara, tada je obujam tog poliedra
jednak zbroju obujmova tih tetraedara. Krnja piramida 2P s
osnovkama <Xi te s visinom h ima obujam

v(©>) = f p{SS) + Jp(98)p(38) + p(®") (1)

gdje je p plostina. Prizmatoid s osnovkama 93 i 93' te sa
srednjim presjekom 93" i visinom h ima obujam

v(») = f &)

Izmjerljive figure (u smislu obujma). Figura S je izmjer-
ljiva (u smislu obujma) ako za bilo koji pozitivan realni broj
£ postoje poliedri i Sl takvi da je S sadrzan u 8, a da je
3 sadrzan u &, te da je v(0)- v(P) < £ tj. da se razlika
obujmova poliedara 2 i & mozZe uciniti po volji malenom.
Tada postoji broj v(8) koji nije manji od obujma bilo kojeg
poliedra SE a nije veéi od obujma bilo kojeg poliedra Sl iz
prethodne definicije. Taj broj v(8) zove se obujam izmjerljive
figure 8. Postoje i figure koje nisu izmjerljive.

Ako je figura oF=/(oF) slika izmjerljive figure 2 pri
afinitetu / s koeficijentom k, tada vrijedi jednakost
V(SF") = k2v(SE). Posebno, ta jednakost vrijedi i ako je /
slicnost s koeficijentom k. Prema tome, ekviafiniteti i
izometrije €uvaju obujam.

Kugla je izmjerljivo geometrijsko tijelo. Kugla s polumje-
rom r ima obujam 4r3jt/3.

Ako su osnovke valjka, stoSca ili krnjeg stoSca izmjerljive
figure (u smislu ploStine), tada su i ta geometrijska tijela
izmjerljiva (u smislu obujma). Valjak V s osnovkom SEi visi-
nom h ima obujam v(¥) =hp(SE), gdje je p ploStina. StoZac
&E s osnovkom S i visinom h ima obujam v(Sf) = hp(SE)I3.
Krnji stozac s osnovkama E i SE te visinom h ima obujam
prema formuli (1). Kuglin sloj s polumjerima rxi r2i visinom
h ima obujam (r2+ r2+h23)hn/2.

Oplosje plohe. Precizna definicija plohe sloZzen je matema-
ticki problem. Zato se navodi samo nekoliko primjera ploha:
ravnina, poligon, krug, sfera, rub poliedra, rub valjka, plast
valjka, rub stoSca, plast stoSca.

Neka je SEzadana ploha. Za bilo koji pozitivan realni broj
d promatra se skup S{d(SE) svih onih toCaka prostora kojima
je udaljenost od plohe SEmanja ili jednaka d. Broj o(SE) zove
se oploSje plohe SE koja je izmjerljiva (u smislu oplo$ja) ako

se apsolutna vrijednost razlike o(SE) —— v(%d(SE)) moze na-

¢initi po volji malenom, gdje je v obujam. TocCnije, ako je £
bilo koji pozitivan realni broj, tada mora postojati pozitivan
realni broj d takav da vrijedi

()

Ta je definicija oploSja u skladu s definicijom ploStine skupa
to€aka u ravnini (izmjerljivog u smislu ploStine), jer je za
takav skup toCaka oploSje toga skupa jednako njegovoj
plostini.

Sfera, sferin sloj, plast i rub valjka, stoSca i krnjeg stoSca
izmjerljive su plohe. Sfera polumjera r ima oploSje 4r2jt.
Sferin sloj visine h sfere s polumjerom r ima oploSje 2rhit.
Rotacioni valjak s polumjerom rivisinom h ima oplo§je plasta
2rhn i oploSje ruba 2r(r + h)jt. Rotacioni stoZzac s polumje-
rom risizvodnicom duljine 5ima oplo§je plasta rsK i oplosje
ruba r(r +s)n. Krnji rotacioni stoZzac s izvodnicom duljine s
i s osnovkama polumjera r i r' ima oploSje plasta (r+ r')sk
i oploSje ruba (r2+ rs+ r'2+ r's)n.

Rub poliedra izmjerljiva je ploha i njezino je oploSje
jednako zbroju plostina pojedinih strana tog poliedra. U tabl.
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2 mogu se naci oploSja i obujmovi pravilnih poliedara izrazeni
pomocu duljina njihovih bridova.

Duljina luka krivulje. Luk krivulje SE obostrano je
jednoznacna neprekidna slika s nekog segmenta realnih
brojeva u prostor. Za bilo koji pozitivan realni broj d
promatra se skup svih toCaka prostora kojima je
udaljenost od luka SE manja ili jednaka d. Broj I(SE) zove se
duljina luka SE koji je izmjerljiv (u smislu duljine) ako se

apsolutna vrijednost razlike I(SE) - ~~"v(SfCd(SE)) moze naci-

niti po volji malenom, tj. ako za svaki pozitivan realni broj
e postoji pozitivan realni broj d takav da vrijedi

mo- <P VXd-D\ <, (4)
gdje je v obujam.

GEOMETRIJA SFERA

Odnos sfere s totkama, pravcima i ravninama. Neka je &
sfera sa srediStem O i polumjerom r, tj. Eje skup toCaka T
takvih da je d(0, T) =r. Takva toCka T lezi na sferi SE Ako
je pak d(0,T) <r ili d(0,T)> r, tada je toCka T unutar ili
izvan sfere & Cetiri totke koje ne leZe u istoj ravnini uvijek
pripadaju jedinstvenoj sferi, tj. svakom tetraedru moZe se
opisati jedinstvena sfera.

Pravac p ima sa sferom & dvije, jednu ili nijednu
zajednicku toCku, ve¢ prema tome da li je udaljenost srediSta
O sfere od tog pravca manja od r, jednaka r ili veéa od r. U
prvom slu€aju pravac p probada sferu € u dvije tocke ili p
je sekanta sfere SE U drugom slucaju pravac p dira sferu &
u jednoj tocki, koja se zove diraliSte pravca p sa sferom SE
a pravac p je tangenta sfere Eu tom diraliStu. Pravac kroz
srediSte sfere zove se promjer te sfere. Bilo koji promjer sfere
probada tu sferu u dvije tocke koje su dijametralno suprotne
tocke te sfere.

Neka je d udaljenost sredisSta O sfere E£od zadane ravnine
g. Ako je udaljenost d manja od polumjera r te sfere, tada
ravnina g ima sa sferom Ezajednicke toCke i one sve leze na
jednoj kruznici k s polumjerom j/r2—d2i sredistem O' koje
je ortogonalna projekcija tocke O na ravninu g (si. 36), pa
ravnina g sijeCe sferu Epo kruznici k. Posebno, ako je d =0,
dobiva se tzv, dijametralna ravnina g sfere & koja tu sferu
sije€e po kruZnici k sa sredistem O i polumjerom r. Takva
kruznica k zove se glavna ili velika kruznica sfere SE Ako je
0< d <, tada ravnina p sijeCe sferu & po tzv. sporednoj ili
maloj kruznici te sfere. Ako je udaljenost d ravnine g od
srediSta O sfere Ejednaka polumjeru r te sfere, tada ravnina
g ima sa sferom Esamo jednu zajedniCku tocku R, pa ravnina
g dira sferu Eu tocki R, koja se zove diraliste te ravnine sa
sferom SE KaZe se joS da je ravnina g tangencijalna ravnina
sfere £ u njezinoj toCki R. U toj ravnini leze sve tangente
sfere Eu tocki R.

Ako bilo koja sekanta sfere & kroz zadanu toCku T
probada tu sferu u toCckama A i B, tada je umnozZak
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d(T, A) «d(T, B) isti za sve takve sekante. Ako je tocka T
izvan ili unutar sfere S tada se broj d(T,A) «d(T, B) ili
—d(T, A) -d(T, B) zove potencija tocke T s obzirom na sferu
%P i oznaCuje se sap ( T Za tocku T na sferi  uzima se
da je p(T,tf) =0. Uvijek je p{T,») =d2- r2, gdje je
d=d(0,T), a O ir su srediSte i polumjer sfere .

Polaritet s obzirom na sferu. ToCka T iravnina g supolarne
s obzirom na sferu Sf sa srediStem O i polumjerom r ako je
umnozak udaljenosti tocke O od to¢ke Tiod ravnine gjednak
kvadratu polumjera r, tj. ako vrijedi d(0, T)-d(OtOf) = r2
gdje je O' ortogonalna projekcija toCke O na ravninu g. Kaze
se jos da je T pol ravnine g ili da je g polarna ravnina tocke
T s obzirom na sferu $. Pravac kroz tocke O i T okomit je
na ravninu g. Posebno, smatra se da je pol dijametralne
ravnine sfere beskonatno daleka tocka u smjeru okomitom
na tu ravninu, te da je polarna ravnina srediSta sfere
beskonatno daleka ravnina prostora.

Ako ravnina g sijeCe sferu fP po kruznici k (si. 36), tada
sve tangencijalne ravnine te sfere s diraliStima na kruznici k
prolaze kroz pol T ravnine g s obzirom na sferu P, apol T
je izvan te sfere. Obrnuto, ako je T tocka izvan sfere P, tada
sve tangente itangencijalne ravnine te sfere koje prolaze kroz
toCku T imaju diralista na kruznici k koja lezi u polarnoj
ravnini g toCke T s obzirom na sferu & Polarna ravnina toCke
T na sferi s obzirom na tu sferu upravo je tangencijalna
ravnina te sfere u toCki T. Polarna ravnina toCke unutar sfere
P s obzirom na tu sferu nema zajednickih toCaka s tom
sferom. Tako npr. na si. 36 polarna ravnina tocke O' prolazi
kroz toCku T i okomita je na pravac p.

Ako jedna toCka lezi u polarnoj ravnini druge tocke, tada
i druga toCka lezi u polarnoj ravnini prve toCke. Takve su
dvije toCke konjugirane s obzirom na promatranu sferu S.

Polarne ravnine pojedinih tofaka zadanog pravca p s
obzirom na sferu S prolaze kroz jedan pravac p'. Pravcip i
p' reciprocni su s obzirom na sferu SP Odnos je tih pravaca
simetri¢an, tj. polarne ravnine toCaka pravca p' prolaze kroz
pravac p. Dijametralne su ravnine sfere P kroz pravce p ip'
medusobno okomite, zajednicka okomica pravcap ip' prolazi
kroz srediste O sfere SP, a umnozak udaljenosti tocke O od
pravca p ip' jednak je kvadratu polumjera sfere . Smatra
se da je promjer sfere reciprotan s beskonacno dalekim
pravcem bilo koje ravnine okomite na taj pravac. Treba
spomenuti da se smatra da medusobno paralelni pravci ili
ravnine imaju istu beskonac¢no daleku tocku ili isti beskonacno
daleki pravac te da sve beskonacno daleke tocCke i svi
beskonacno daleki pravci leze u jedinoj beskonacno dalekoj
ravnini prostora.

Odnosi dviju i vise sfera. Dvije su sfere koncentri¢ne ako
imaju isto srediSte. Neka su S i S2 dvije sfere sa sredis-
tima Oxi 02te polumjerima rx i r2, koje nisu koncentric-
ne, tj. neka je d=d(0Ox02> 0. Ako je d<\rx-r2\ ili
d> rl+r2 tada sfere ¢2i S2nemaju zajednickih tofaka. U
prvom je sluCaju rx4=r2, pa ako je npr. rx< r2 tada je sfera
i unutar sfere F2, a u drugom je slucaju svaka od dviju sfera
izvan druge sfere. Ako je d = \rx—r2\ ili d = rx+ r2, tada sfere
N i F2imaju samo jednu zajednicku toCku D i one se diraju
u tocki D, koja se zove diraliSte tih sfera. U prvom se slu€aju
sfere diraju iznutra, a u drugom slucaju izvana. Ako je
\rx—r2\ < d < rx+r2 sfere S i F2imaju zajednicke tocke i
sve takve toCke leze na jednoj kruznici k. Kaze se da se sfere
PXi P2sijeku po kruznici k.

Neka sfere tfxi 32 imaju zajednicku toCku T i neka su rx
i r2tangencijalne ravnine tih sfera u toc¢ki T. Kut ravnina rx
i r2zove se kut sfera "Pxi $2 jer on ne ovisi o tome koja je
zajedniCka to¢ka T odabrana. Uz navedene oznake za taj kut
vrijedi

ki+r\-d2\
— - 5)

Sfere su ortogonalne ako je njihov kut pravi, a ako je =0,
tada se sfere SA i S2 diraju.

Ako su Sfi i F2dvije sfere s razlicitim srediStima Oxi 02,
tada je skup tocaka T takvih da je p(T, SPi) =p(T, 2 ravnina
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okomita na pravac 0i0 2 koja se zove potencijalna ravnina
sfera S)xi S2i koja sadrzi sve zajedniCke toCke tih sfera.

Ako su 5 F2i F3sfere kojima srediSta Ox, 02i 03 ne
leZze na jednom pravcu, tada tri potencijalne ravnine parova
tih sfera imaju zajednicki pravac okomit na ravninu 0 X 20 3
koji se zove potencijalna os sfera FA? F2i §3. Za svaku toCku
T tog pravca vrijedi p(T, iPQ) =p(T, F2 =p(T, PD.

Ako su SPi, §2, 3 i F sfere kojima srediSta ne leze u
jednoj ravnini, tada Sest potencijalnih ravnina parova tih sfera
i Cetiri potencijalne osi trojki tih sfera imaju zajednicku toCku
koja se zove potencijalno srediSte sfera Sf2, Sf3i Sfd jer ta
tocka ima jednake potencije s obzirom na te sfere.

Inverzija s obzirom na sferu. Neka je zadana sfera Sf sa
srediStem O i polumjerom r. Inverzija s obzirom na sferu
je transformacija prostora gdje svaki par pridruzenih to€aka
T i T pripada istom polupravcu s poCetkom u O i pritom
vrijedi da je d(0, T)«d{0, T) =r2 (na si. 36 pridruZene su
tocke T i Of).

Promatrana inverzija sama je sebi inverzna transformacija
koja preslikava pravce i ravnine kroz toCku O samo na sebe.
Ostale pravce i ravnine preslikava na kruznice i sfere kroz
toCku O, a takve pak kruznice i sfere preslikava na pravce i
ravnine, dok ostale kruznice i sfere preslikava opet na
kruznice i sfere. Za primjenu inverzija korisno je smatrati da
je prostor nadopunjen jednom jedinom beskonacno dalekom
to€kom za koju se smatra da pripada svakom pravcu i svakoj
ravnini. Osim toga, pravci se i ravnine shvacaju kao specijalni
slu€ajevi kruznica i sfera. Uz takav dogovor promatrana
inverzija pridruZzuje to¢ku O beskonacno dalekoj tocki i
preslikava kruznice i sfere opet u kruznice i sfere.

Inverzija je konformna transformacija, tj. €uva kutove
krivulja i ploha, pri €emu se kutovi krivulja ili ploha u nekoj
tocki definiraju kao kutovi pripadnih tangenata ili tangencijal-
nih ravnina tih krivulja ili ploha u promatranoj tocki.

Ako su T i T pridruzene toCke inverzije s obzirom na
sferu Sf, tada je svaka sfera kroz toCke T i T ortogonalna na
sferu iP. Ako suA iA'te B iB' bilo koja dva para pridruzenih
toCaka promatrane inverzije, tada postoji kruznica koja
prolazi kroz te toCke i vrijedi da je

d(A’’B )=d(0,A)-d(0, B)rz 6)

Ako suA iA', BiB’te CiC bilo koja tri para pridruZzenih
toCaka, tada postoji sfera koja prolazi kroz sve te toCke.

Kompozicija dviju inverzija s obzirom na dvije koncen-

tricne sfere sa srediStem O i polumjera rxi r2 homotetija je

sa srediStem O i koeficijentom r\/r\. Svaka kompozicija od
konacno mnogo inverzija zove se Mobiusova transformacija.
Ona je takoder konformna transformacija i uz navedeni
dogovor o beskonac¢no dalekoj to€ki i pravcima i ravninama
kao posebnim kruznicama i sferama ona takoder preslikava
kruznice i sfere opet u kruznice i sfere.

Stereografska projekcija sfere na ravninu. Zadana je sfera
2P, tocka P na njoj i ravnina g koja ne prolazi kroz tu tocku,
ali je paralelna s tangencijalnom ravninom sfere u toj tocki.
Stereografska projekcija sfere na ravninu g sa srediStem
projekcije P transformacija je koja svakoj toc¢ki T sfere &
razli€itoj od P pridruZuje probodiSte T pravca PT sravninom
g (si. 37), a samoj to€ki P pridruzuje jedinu beskonacno
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daleku tocku te ravnine. Stereografska je projekcija konform-
na transformacija koja preslikava kruznice sfere $ na pravce
ili kruznice ravnine g ve¢ prema tome da li kruznice na sferi
prolaze ili ne prolaze kroz tocku P. Promatrana stereografska
projekcija ima na sferu $ isto djelovanje kao i inverzija s

obzirom na sferu sa srediStem P i polumjerom \Ird, gdje je
r polumjer sfere S5 a d udaljenost toCke P od ravnine g.

Kruznice i krugovi na sferi. Kroz dvije toCke A i B sfere
koje nisu dijametralno suprotne prolazi samo jedna glavna
kruznica (si. 38), a kroz tri tocke medu kojima nema
dijametralno suprotnih prolazi samo jedna kruznica (glavna
ili sporedna). Dvije glavne kruznice na sferi imaju zajednicke
dvije dijametralno suprotne toCke (si. 39). Duljina manjeg
luka £B glavne kruZnice kroz toCke A i B na sferi zove se
sferna udaljenost tih toCaka, a izraZzava se brojéanom vrijed-
noS¢u kuta 2A0B u radijanima (si. 38). Dijametralno
suprotne toCke imaju sfernu udaljenost jt. Promjer p sfere &
okomit na ravninu g kruznice k na toj sferi probada sferu §
u dijametralno suprotnim toCkama P i P' (si. 36) koje se zovu
sferna sredista ili polovi kruznice k, dok se pravac p zove os
te kruznice. Sve toCke kruznice k imaju istu sfernu udaljenost
od pola te kruznice. Ta sferna udaljenost zove se sferni
polumjer kruznice k. Sferni polumjer glavne kruznice jednak
je jt/2, a sporedna kruznica ima dva sferna polumjera kojima
je zbroj jednak n.

Neka su kx i k2 dvije glavne kruZnice na sferi & koje
pripadaju ravninama i pz. Kut tih dviju ravnina zove se
kut glavnih kruznica kxi k2 (si. 39). Ako je taj kut pravi,
glavne su kruznice kx i k2 ortogonalne. Kut dviju glavnih
kruznica jednak je sfernoj udaljenosti para njihovih polova.
Sve glavne kruznice, ortogonalne na zadanu glavnu kruznicu
k, prolaze kroz polove te kruznice. Obratno, svaka je glavna
kruznica kroz polove glavne kruznice k ortogonalna na k.
Kroz toc¢ku koja nije pol glavne kruznice k prolazi samo jedna
glavna kruznica ortogonalna na k. Za svake dvije glavne
kruznice postoji samo jedna glavna kruznica ortogonalna na
svaku od njih.

Neka je k sporedna kruznica sfere S u ravnini p, a P i P’
njezini polovi (si. 36). Skup svih tocCaka sfere § koje su u
poluprostoru s rubom g koji ne sadrzi srediSte O sfere S-zove
se sferni krug (ili kalota) s rubom k i sredistem P, gdje je P
onaj pol kruznice k koji se nalazi u tom poluprostoru.

Sferne figure. Bilo koji skup “to¢aka na sferi SF)t sferna
figura. ToCka T sferne figure SFje unutradnja tocka te figure
ako postoji sferni krug sa srediStem T koji je sadrzan u figuri
S Sferna figura Urje zbroj sfernih figura SXi 32 ako svaka
tocka od SFXi svaka tocka od S2 pripadaju sfernoj figuri S5
a svaka toCka od SFpripada bar jednoj od sfernih figura SR
i 2 koje nemaju zajednickih unutradnjih tocaka.

Ako suAu A2..., An An+l tocke na sferi S tada se skup
svih tih tocaka pojedinih manjih lukova ACfA2, AfA3 ...,
AMANn+1 glavnih kruznica zove sferna poligonalna crta s
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vrhovima Au Az,..., A* An+U s krajevima Ali An+lte sa
stranicama AX2 A2A3.. AfjAn+i, a oznaCuje se sa
ANA2...An+l Ta je sferna poligonalna crta zatvorena ako je
An+l=A1 i tada se oznaCuje sa Sferna je
poligonalna crta jednostavna ako svaka toCka neke njezine
stranice pripada samo toj stranici, a svaki je njezin vrh kraj
najvisSe dviju stranica i ne pripada viSe nijednoj stranici.

Sferna figura SFje povezana ako za bilo koje dvije toCke
A i B od SFpostoji sferna poligonalna crta s krajevima A i
B koja je sadrzana u Sk

Sferna figura SF dijeli sferu SFna dva dijela SXi S2 ako
vrijede ova svojstva: a) svaka toCka sfere SFpripada samo
jednoj od figura SF SXi S2 b) svaka je od figura SF, FXi R
povezana, c) za svaku sfernu poligonalnu crtu sjednim krajem
u SR i drugim krajem u S2 sferna figura SFsadrzi bar jednu
tocku te sferne poligonalne crte.

Svaka glavna kruznica k dijeli sferu SFna dvije otvorene
polusfere s rubom k. Svaka od tih dviju otvorenih polusfera
zajedno s kruznicom k tvori skup koji se zove zatvorena
polusfera s rubom k. Svaka sporedna kruznica k dijeli sferu
5'na dva dijela od kojih je jedan dio sferni krug s rubom k.

Jednostavni sferni poligoni. Svaka zatvorena jednostavna
sferna poligonalna crta dijeli sferu SFna dva dijela. Skup svih
toCaka bilo kojeg od tih dijelova i svih toCaka te sferne
poligonalne crte zove se jednostavni sferni poligon, kojemu
je taj dio nutrina, a promatrana sferna poligonalna crta mu
je rub. Vrhovi i stranice njegova ruba zovu se vrhovi i stranice
toga jednostavnog sfernog poligona. Jednostavni sferni poli-
gon koji ima n vrhova zove se jo$ i sferni n-terokut.

Sferni trokuti. Sferni je trokut poseban slucaj sfernog
n-terokuta za n=3. Na si. 40 predoCen je jtferni trokut s
vrhovima A, B i C te stranicama AB, BC i CA. Kut
promatranoga sfernog trokuta ABC u nekom njegovu vrhu
jest kut glavnih kruznica kojima pripadaju stranice s krajevima
u tom vrhu. Na si. 40 vide se kutovi u vrhovima A, B i C
oznaceni redom s a, i3i y. Sferne udaljenosti parova vrhova
takoder se zovu stranicama sfernog trokuta. Na si. 40 te su
stranice oznaCene sa a, b i c. Stranica a i kut a su suprotni,
a isto tako b i te ciy. Osim toga, kut a se nalazi izmedu
stranica b i ¢, a stranica b izmedu kutova a iy itd.

Dva su sferna trokuta (na istoj sferi SF) sukladna ako su
im medusobno jednaki ovi elementi: a) sve tri stranice; b)
sva tri kuta; c) dvije stranice i kut medu njima; d) dva kuta
i stranica medu njima; e) dvije stranice i kut suprotan jednoj
od njih (ako su kutovi suprotni drugim stranicama u oba
trokuta istodobno Siljasti, pravi ili tupi) i/) dva kuta i stranica
suprotna jednome od njih (ako su stranice suprotne drugim
kutovima istodobno u oba trokuta ili manje, ili jednake ili
veée od jr/2).

U sfernom trokutu svaka je stranica manja od zbroja
ostalih dviju stranica, a zbroj je svih stranica manji od 2jt.
Zbroj je kutova veéi od jt, a manji od 3jt. Kut
e=a + i3+ y- J zove se sferni eksces sfernog trokuta ABC
na si. 40. Jednakim kutovima sfernog trokuta odgovaraju
jednake suprotne stranice i, obratno, jednakim stranicama
odgovaraju jednaki suprotni kutovi. Vecoj stranici odgovara
ve¢i suprotni kut, i obratno, veem kutu odgovara veca
suprotna stranica.
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Medu sfernim trokutima posebno su zanimljivi pravokutni
sferni trokuti, kojima je jedan kut pravi. Ako je ABC
pravokutan trokut s pravim kutom vy, tada se stranice ai b
zovu katete, a stranica c¢ hipotenuza.

Plostina sfernog poligona. Svaki je jednostavni sferni
poligon zbroj od konatno mnogo sfernih trokuta. Kutom
sfernog «-terokuta u nekom njegovu vrhu naziva se zbroj
kutova u tom vrhu onih sfernih trokuta kojima je zbroj
promatrani sferni «-terokut, a koji imaju taj vrh sfernog
trokuta za svoj vrh. Kutovi sfernog n-terokuta ne ovise o
tome kako je taj sferni «-terokut predocen kao zbroj sfernih
trokuta. Za sferni «-terokut s kutovima aua2...an kut
«l+ «2+ %+ an~ (N —2)jc zove se sferni eksces toga sfernog
«-terokuta. On je uvijek pozitivan.

Oplosje sfernog «-terokuta na sferi polumjera r (koje se
zove jo$ i plostina toga sfernog «-terokuta) jednako je r2e,
gdje je e sferni eksces toga sfernog «-terokuta. Posebno je
plostina sfernog trokuta s kutovima a, 3 i y jednaka
r2(a + 13+ y —ijt).

Povezana sferna figura koja se moZe predociti kao zbroj
jednostavnih sfernih poligona zove se sferni poligon, a
njegova ploStina je jednaka zbroju ploStina tih jednostavnih
sfernih poligona i ne ovisi o tome kako je sferni poligon
predoCen kao zbroj jednostavnih sfernih poligona.

V. Volenec

STIJENE | STUPOVI. Stijene su gradevne konstruk-
cije koje bo€no ogranicuju neki prostor prema okolisu ili
prema ostalim prostorima, a stupovi su stijene razliCita
horizontalnog presjeka i ograni¢ene duljine koja je manja od
Cetvrtine visine stupa.

Pojam stijena Siri je od pojma zid. Zidom se, naime,
najprije smatrala stijena izgradena od prirodnog ili umjetnog
kamena, a kasnije se taj naziv proSirio i na ostale stijene od
masivnog materijala.

Zadatak je stijena da prostor koji okruzuju zaStite od
okolisnih utjecaja topline, vlage, vjetra i buke, te da
preuzimaju i prenose, osim vlastite teZine, i optereéenja
ostalih konstrukcija koje neposredno ili posredno pocCivaju na
njima.

Izbor vrste stijene, odnosno materijala i izradbe, ovisi o
zahtjevima Sto ih stijena treba zadovoljiti, a to su: stabilnost,
trajnost, ekonomicnost, sigurnost od pozara i potresa, zaStita
od vlage, zvuka i temperaturnih promjena, estetski izgled,
mjesne prilike i dr. Dakako, nijedna stijena ne zadovoljava
sve spomenute zahtjeve, pa je potrebno izabrati takvu njezinu
konstrukciju koja se najbolje prilagoduje tim zahtjevima.

Stijene se mogu svrstati: a) prema vrsti materijala (kamen,
drvo, opeka i dr.), b) prema vrsti konstrukcije (masivna,
skeletna konstrukcija), ¢) prema nacinu izvedbe (gradnja na
gradiliStu, polumontazna i montazna gradnja), d) prema
poloZaju i zadaci (glavne, razdjelne, pregradne, vatrobrane,
ogradne i potporne stijene) i ) prema otpornosti na pozar
(utjecaj pozara na ruSenje konstrukcije, prodor plamena,
otpornost prema poviSenju temperature).

DRVENE STIJENE | STUPOVI

Zbog osjetljivosti prema vlazi i vatri te zbog utezanja i
bubrenja drveta djelovanjem vlage potrebna je posebna
paznja pri konstrukciji i izradbi te pri odrzavanju drvenih
stijena. Drvene su stijene, unato¢ maloj debljini, dobra
toplinska izolacija, a vrlo su lagane, pa nisu potrebni jaki
podnozni zidovi ili temelji. Zbog male debljine stijena ukupna
je izgradena povrSina zgrade s drvenim stijenama za 10—15%
manja nego povrsina zgrade od zidanih stijena.

Drvo je osobito prikladan materijal za montaznu gradnju.
Tada se svi dijelovi zgrade izraduju u industrijskim radionica-
ma, neovisno o vremenskim prilikama, zgrada se brzo
postavlja, suha je i odmah useljiva.

STEREOMETRIJA - STUENE | STUPOVI

Dimnjaci se grade od masivna materijala, a drvene stijene
moraju biti odijeljene i dobro zaStiéene od dimnjaka i
dimnjackih cijevi. Podnozje drvenih stijena treba biti visoko
barem 50cm, ono mora biti od masivna materijala i bez
istaka. Ispod drvene stijene postavlja se trajna izolacija od
vlage. Najdonji dio drvene stijene izraduje se od hrastovine
ili od drva s mnogo smole i treba da je impregniran nekim
zaStitnim sredstvom.

Pune drvene stijene (brvnare). Ima dvije vrste punih
drvenih stijena. Jedne se sastoje od vodoravno naslagane i
prirubljene drvene grade koja je povezana* trnovima ili
perima, a druge se sastoje od okomito postavljene povezane
grade koja je dolje utorena u prag, a gore u vjencanicu.
Stabilnost se stijena postiZze usidrenjem pragova u podnoZje
i povezivanjem vjenCanice sa stropnom konstrukcijom. Za
takve je stijene potrebno razmjerno mnogo drveta, pa se one
izvode samo u krajevima gdje ima obilje drveta i gdje postoje
teSkoce s nabavkom drugih materijala.

Stijene od vodoravne drvene grade (si. 1). Pri gradnji
takvih stijena treba uzimati u obzir slijeganja stijena okomito
na smjer rasta zbog suSenja, koja se zbog poloZaja grade
zbrajaju. Ta utezanja sirove grade mogu iznositi i do 4cm po
metru visine stijene, odnosno 10-e»12 cm po katu zgrade. Zbog
toga se moraju svi konstrukcijski dijelovi koji se ne mogu
utezati zajedno sa stijenom (okomiti stupovi, doprozornici,
dovratnici, dimnjaci, stubiSta, obloge i si.) tako izvesti da ne
ometaju utezanje i da ne ovise 0o njemu. Tako npr.
doprozornici i dovratnici moraju imati na gornjoj strani toliko
visok slobodni prostor koliko bi moglo iznositi utezanje grade,
obloge se na unutradnjoj strani stijene u€vrS¢uju samo uz
gornji ili donji rub i si. Instalacije se postavljaju nakon S$to
se stijene utegnu.

Sl. 1. Ku¢a sa stijenama od horizontalne drvene grade

Supljina za utezanje

Cep
Klijesta-

Sl. 2. Stijene od trupci¢a. a vrste stijena, b detalj ugla i otvora, ¢ ugao, d
stijena sjenika



