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STIRLINGOV MOTOR - STOHASTICKI PROCESI

Tablica 1
KARAKTERISTIKE NEKIH IZVEDENIH STIRLINGOVIH MOTORA

Philips A -235 MAN-MWM
Godina objavljenih podataka 1971. 1973.
Snaga kW 73 147 85
Cilindar, dis mm 77,5/49,8
Broj cilindara 4 4
Volumen cilindara cm3 4x234 4x499
Brzina vrtnje min-1 3000 1500
Srednji tlak procesa, pm MPa 11,0 22,0 9.8
Radni medij He He
Temperatura prostora
- toplog K 973 903, plin
- hladnog K 333 313, voda
Efektivna korisnost, rje 0,3
Efektivni srednji tlak, pe MPa 1,565 1,76
Romboidni stapni Romboidni stapni

Izvedba mehanizam; mehanizam;

Ls jednoradan jednoradan
Primjena Pogon autobusa sa

31 sjedalom

Dimenzije motora m 1,25x0,52x 1,1
Masa kg 760

moze se zakljuciti da su oni vedi i tezi od motora s unutrasnjim
izgaranjem jednake snage. Zbog skupe konstrukcije i nedo-
voljno brze regulacije snage nema, za sada (1989), izgleda da
¢e Stirlingovi motori uskoro zamijeniti motore s unutrasnjim
izgaranjem.

Svi su motori navedeni u tabl. 1 eksperimentalni. Oni su
izvedeni radi pronalazenja najpovoljnijeg rjeSenja sa stajalista
proizvodnje i pogona. Veéina je konstruktora, nakon preuzi-
manja licencije od Philipsa, zapocCela s jednoradnim motorom
i romboidnim stapnim mehanizmom (si. 4), da bi poslije
presla na dvoradne motore (si. 5).

Efektivne korisnosti izvedenih Stirlingovih motora neko-
liko su puta veée nego u stapnih parnih strojeva, a priblizno
su jednake onima manjih Ottovih motora, ali ne dostizu
efektivne Kkorisnosti danasnjih velikih Dieselovih motora
(e = 0,42---0,50). Stirlingov motor, medutim, moze raditi s
bilo kakvim gorivom ili izvorom topline. Osim toga, taj motor
svojim radom neposredno ne onecis¢uje okolis, iako se njime
ne eliminira oneciS¢enje okoliSa zbog izgaranja goriva potreb-
nog za pogon motora. To bi u buduénosti moglo utjecati na
zamjenu motora s unutrasnjim izgaranjem Stirlingovim moto-
rom. Zbog toga su u toku opseZna istraZzivanja da bi se
pronasla Sto povoljnija izvedba Stirlingova motora.

Stirlingov rashladni stroj. Opisani Stirlingov motor pre-
tvara toplinsku energiju u mehanicku. Ako se, medutim,
pokreée energijom dovedenom izvana (npr. elektricnom
energijom), a kut @ se izmijeni tako da zbivanja u hladnom
prostoru prethode zbivanjima u toplom prostoru, te ako se
izvrde joS neke preinake, dobiva se rashladni stroj. U njemu
se ekspanzijom plina mogu posti¢i tako niske temperature da
¢e se zrak koji oplakuje cijevi zagrijata plina ukapljiti. Tada
je u prostoru ekspanzije niza temperatura nego u prostoru
kompresije. Za takav se stroj mora upotrijebiti helij ili vodik
kao radni medij. Kad se Stirlingov motor upotrebljava kao
rashladni stroj, topli se prostor naziva ekspanzijskim prosto-

Konstrukcija

United Stirling British Stirling

Philips-Ford Sweden MAN-MWM Engine Consortium
1977. 1977. 1977. 1982.
125 75 22 10-20
90/60
4 4 4 1
4x215 4x189 4x100 381
4000 2400 1500 1500-3000
20,0 15,0 12,0 15,0
h2 h2 He He
973, cijev
973 973 873, plin
313, voda
358, plin
0,33 0,35—0,37 0,34
1,24 1,05
Jednoradan;
Teturava ploca; Dvoradan Dvoradan dva paralelna
dvoradan cilindra

0,92 x 0,55 x 0,98 0,6 x 0,55 x 0,75
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rom i u njemu je niZza temperatura, dok se hladni prostor
naziva kompresijskim prostorom i u njemu je visa temperatu-
ra.

LIT.: A Passenger Coach Powered by a Philips Stirling Engine. Philips,
Eindhoven 1971. - G. Walker, Stirling-cycle Machines. Clarendon Press,
Oxford 1973. - E. B. Cymyzuna, JjBHraTejm OrapliHHra. H3flaTejn>CTBO Mnp,
MocKBa 1975. - M. Mikuligi¢, Motori I. Skolska knjiga, Zagreb 1976. - J.
Kolin, Isothermal Stirling Cycle Engine. Rudarsko-geolosko-naftni fakultet
Sveutilista u Zagrebu, Liber, Zagreb 1983. - M. Mikuligi¢, J. Kamenarovi¢,
Termicki stupanj djelovanja Stirlingova motora. Tehnicki fakultet, Rijeka,
Zbornik radova VIII, Rijeka 1985.

M. Mikuli¢i¢

STOHASTICKI PROCESI, slugajni procesi (prema
grckom 6xoxaaxixdg stohastikos vjest u pogadanju, nasluciva-
nju), matematitke apstrakcije stvarnih procesa, koji se
odvijaju po vjerojatnosnim zakonima. Stoga se teorija stoha-
stickih procesa moze smatrati i dijelom teorije vjerojatnosti
koji je povezan s prakticnim primjenama. Na stvaranje i
razvitak teorije stohastickih procesa utjecale su pojave u fizici
(Brownovo gibanje), biologiji (procesi razmnoZzavanja) i
posebno u razli¢itim podrucjima tehni¢kih znanosti, osobito
u elektrotehnici (problemi smetnja u telekomunikacijama,
problemi pouzdanosti i dr.).

Teorija stohastickih procesa, kao samostalna znanstvena disciplina, razvila
se u posljednjih pedesetak godina. Fundamentalne doprinose njenu razvitku
dali su A. A. Markov, A. N. Kolmogorov, P. Levy, J. L. Doob, H. Cramer,
W. Feiler, N. Wiener i dr.

Danas je teorija stohastickih procesa veoma razgranata matematitka
disciplina koja ima veliku primjenu u tehni¢kim znanostima, gdje se mnoge
teorije osnivaju i opisuju upravo pomocu pojava i metoda teorije stohastickih
procesa (teorija pouzdanosti, teorija repova, teorija informacija, teorija upravlja-
nja itd.).
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Osnovni pojmovi. Buduéi da se pod pojmom stohastitkog
procesa razumijeva takav proces koji se dogada u odredenom
vremenskom intervalu i podvrgava se zakonima vjerojatnosti,
temeljni ¢e se pojmovi teorije stohastickih procesa definirati
pomoc¢u odgovaraju¢ih pojmova teorije vjerojatnosti (v.
Vjerojatnost).

Stohasti¢ki se proces matematicki definira kao familija
slu¢ajnih varijabla {Xt:t e T}, gdje je Xt stanje procesa u
trenutku t, a T je neprazni skup trenutaka u kojima se proces
promatra. Stanje je procesa u svakom trenutku te T, dakle,
slu€ajna varijabla kojoj, dakako, pripada odredena distribu-
cija vjerojatnosti. Ako je T konafan skup, onda se radi o
konatno dimenzionalnom sluc¢ajnom vektoru, Sto se obi¢no
ne razmatra u teoriji stohastickih procesa, jer je za tu teoriju
karakteristicno da je T (parametarski skup) beskonacan skup.
Kada se radi o prebrojivom parametarskom skupu, govori se
0 nizu slucajnih varijabla ili o slu¢ajnom nizu XuX2,...,Xn, ...
Slucajni se niz naziva jo$ i stohasti¢ki proces s diskretnim
parametrom.

Ako je T interval realnih brojeva, najcesée 7"=[0,°°) ili
T= (—o00?00) = r ?tada se govori o slu¢ajnoj funkciji t—Xt
te T, ili o stohastickom procesu s kontinuiranim parametrom.

U odredenom stohastickom procesu promatraju se slucajni
dogadaji koji se nazivaju realizacije (trajektorije) procesa.
Tada slucajne varijable Xt poprimaju pripadne broj¢ane
vrijednosti x{(t e T). Tako se u slu¢ajnom nizu XxX2, ... kao
realizacija pojavljuje niz realnih brojeva xux2..., dok se u
slucajnoj funkciji t-*Xt kao realizacija (trajektorija) pojav-
ljuje realna funkcija t—xt=x(t), te T.

Slucajne varijable i sluajni vektori karakteriziraju se u
vjerojatnosnom smislu pripadnim razdiobama vjerojatnosti.
Za vjerojatnosnu karakterizaciju stohastickog procesa treba
zadati sve moguce konatno dimenzionalne razdiobe vjerojat-
nosti, tj. za svaki prirodni broj n i svaki mogudéi izbor tx...,tn
e T mora biti poznata funkcija razdiobe slu¢ajnog vektora

Tako je, npr., zan= 1, F(x,t) = E(Xt” x), x e R, funkcija
razdiobe prvog reda stohastitckog procesa {Xt:t e T}. Za
n = 2 dobiva se F(x1,x2t1t2 = E(Xh ~ xxXh "~ x2, xux2e R,
funkcija razdiobe drugog reda itd. Za svako n ~ 2 u pripadnoj
funkciji razdiobe n-tog reda sadrzana je pripadna stohastiCka
zavisnost izmedu slu¢ajnih varijabla u promatranom stohastic-
kom procesu {Xt:te T}. Na temelju svojstava te zavisnosti
Idasificiraju se stohasti¢ki procesi. Tako se, npr., promatraju
procesi s nezavisnim prirastima, Markovljevi procesi, stacio-
narni procesi itd.

Poznavanje funkcije razdiobe prvog reda omoguéuje
definiranje funkcije t — E[Xj\ = mxXt), teT, koja se naziva
ofekivanje stohastiCkog procesa {Xt:teT}, i funkcije
t -+D[XA=sl(t), koja se naziva disperzija procesa.

Poznavanje funkcije razdiobe drugog reda omogucuje
definiranje funkcije

(tUNE[(X - E[XH)(XL- E[XHY)] = Rx(tutd), tut2e R,

(@)
koja se naziva autokorelacijska funkcija stohasti¢kog procesa
{Xt:teT}. Ocigledno je R, t) = (KO- Autokorelacijska fun-
kcija ima ova svojstva:

RX(t1, 12 = Rx(t2,ti) (tj. simetri¢nost), )

L anRAL)N 0 ©)

za svaki prirodni broj n, svaki izbor tu...,tneT i svaki izbor
realnih brojeva ax...,an (tj. pozitivha semidefinitnost);

IRxM 27 s&(h) i$(i2 (tj. ogranicenost). (4)

Ako je Yt= Xt+ h(t), gdje je t—h(t), teT, realna funkcija,
onda je {Yt:te T] stohasti¢ki proces kojemu pripada ocekiva-
nje mY(t) = mx(t) + h(t) i autokorelacijska funkcija RY(ti,t2 =

Ako je Yt=h(t)Xt, tada je {Yt:te T) stohasti¢cki proces
kojemu pripada o¢ekivanje mY(t) = h(t)mx(t) i autokorelacijska
funkcija RMtut?d = h~hit*"R~tuh).
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Ako je sx(t) >0, onda se funkcija
Rxjhih)

sAtrsxihy — A9 ®)

naziva normirana autokorelacijska funkcija stohastickog procesa
{X, :teT}. Ocigledno je

rx(td2) —rx{hd\)A rx(td) = 12 Irx(tuid) |= (6)

a broj r~ti,) oznacava koeficijent korelacije izmedu slu¢ajnih

varijabla Xhi Xh.

Ako su {Xt:teT} i {Yt:te T} dva stohasticka procesa sa
zajednickim parametarskim skupom T, onda je {Zt:teT},
gdje je Zt—Xt+Y,, stohasticki proces koji se naziva zbroj
zadanih procesa. Vrijedi:

mz(t) = mx(t) + myft), ()
Rzih~h) —Rxihih) +Rvihih) +Rxififutf) + Rjcithdi), @)

gdje je
RXY(tutd = E[(Xt - E[Xh])(Y®- E[YHQ)]. 9)

Funkcija (ti,t2-~ RXy(ti,td naziva se uzajamna korelacijska
funkcija procesa {Xt:te T} i {Yt:teT}. Tada vrijedi da je

Rxy{hd2) —Ryxihdi)- (10)
Ako je M*7(” 2) =0, za sve tut2e T kaze se da su {Xt:te T}i
{Yt:teT} nekorelirani procesi.

Proucavanje stohastickih procesa preko autokorelacijske
funkcije opéenito je povezano s velikim teSkoctama. Stoga su
razvijene metode kojima se sloZeni procesi mogu aproksimirati
manje sloZenim procesima.

Ako su Ai (i=Il,...,n) nekorelirane slucajne varijable s
otekivanjima E[A]- 0 i disperziama BE{A\=s), t~uft),
teT, zadane realne funkcije i ako je

X, = mx(t)+ £ AUj(0), (U)
i=1

kaze se da je proces {Xt:teT} zadan kanonskim prikazom s

baznim funkcijama uti koeficijentima At Proces je rastavljen

na neslucajni dio mx(t) i slu€ajni dio £A/M/(t) koji je ka-
i=1

rakteriziran kona¢nim brojem slucajnih varijabla (koeficijenata
Ai). Pripadna je autokorelacijska funkcija

Rxih,h)= Ly W w2 (12)
dok je disperzija toga procesa
SxM = t ult)s]. (13)

Glavni je problem u vezi s kanonskim prikazom (11) nekog
stohastickog procesa odredivanje uvjeta uz koje se proces
moze prikazati u kanonskom obliku, pri ¢emu se dopusta i
n= oo. S tim je u vezi Karhunen-Loeveov teorem u kojem su
navedeni uvjeti egzistencije kanonskog prikaza i formalne
veze izmedu autokorelacijske funkcije procesa, baznih fun-
kcija i pripadnih koeficijenata. Te su veze vrlo sloZene, tako
da ih je rijetko mogude izraziti analiticki.

Markovljevi lanci. Matematicki model za opisivanje takvih
realnih slucajnih procesa u kojima je statisticko ponaSanje
procesa u buducnosti potpuno odredeno stanjem procesa u
sadasnjosti i ne ovisi 0 ponaSanju procesa u proSlosti naziva se
Markovljev proces. Ako se radi o procesu koji se odvija korak
po korak i koji moze poprimiti samo konacni broj stanja, onda
je to konacni Markovljev lanac. Formalno govorei, konacni
je Markovljev lanac stohasticki proces {Xt:teT}, gdje je

{0,1,2,...}, a Xt diskretna slu¢ajna varijabla sa skupom

vrijednosti  S={au...,art (reN). Tada za svaki izbor
XU...,xneS (n'Z2) vrijedi da je
?2(Xn=xAd{Xn 1= xr-i,...,X0=x0) = nX n=
=xAXn-i = xn-i). (14)

Relacijom (14) iskazuje se tzv. Markovljevo svojstvo da
vjerojatnost dolaska procesa u stanje xnu trenutku i=n ne
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ovisi o evoluciji procesa X0xu...,.xn-2 do trenutka t=n- 1,
ve¢ samo o stanju Xn- { procesa u trenutku t=n—1.
Skup S naziva se skup stanja procesa, a uvjetne se

STOHASTICKI PROCESI

broj nt~ 3, za svaki izbor vremenskih trenutaka tj <t2< ... <tn
i za svaki izbor Xi,x2...,xn stanja procesa iz skupa S vrijedi
Markovljevo svojstvo, tj. da je

vjerojatnosti - P(X,,, = X j (XIftj =Xn-u*0) =
P(X,, = djixn!' = a,) =p,,(n), =P+, = 22)
ij=l...r=12,.. 15 ) o ) o
L . L. ! . ) ] (15 kojim se, dakako, izrice da buduénost procesa ne ovisi o
nazivaju prijelazne vjerojatnosti iz stanja a u stanje  u n-tom  proslosti, ve¢ samo o sada$njem stanju procesa.
koraku. Ako se uvede oznaka Pj{n) = V{Xn=aj), ; =1,....r, Ako jo$ vrijedi da prijelazne vjerojatnosti P(Xin=xr/

n=0,1,2,..., gdje /M) oznaCava vjerojatnost da proces dode
u stanje g u trenutku t=n, onda vrijedi

M «)=

=1 , «=1,2,.. (16)

Sustav jednadzbi (16) u matricnom obliku glasi
72rt) =p(rt - 1)/7)(rt), nt=1.2,.., (17)

gdje je p(n) jednoredna matrica [pi(n), ...,pn(n)], dok je 77(rt)
kvadratna matrica r-tog reda s elementima piy(rt) i ona se naziva
matrica prijelaznih vjerojatnosti u n-tom koraku.

1z (17) se vidi da vrijedi

P(n)=p(0)77(1)-..../ 7(«), (18)
gdje je /?(0) vektor pocetnih vjerojatnosti stanja. Ako je
77(1) = 77(2) = ... = 77, §to znaci da matrica prijelaznih vjerojat-
nosti ne ovisi 0 promatranom trenutku (koraku), onda je to
homogeni Markovljev lanac. Tada (18) postaje

p(ri)=p(0)IT, nt=1,2,.., (19)

pa se vidi da se vjerojatnosti stanja u trenutku t= n izrazavaju
pomocu pocetnih vjerojatnosti stanja i prijelaznih vjerojatnosti.
Matrica TI pripada klasi tzv. stohastiCkih matrica koje su
karakterizirane uvjetima:

0, i,j=i Z 1 (20)
Matrica 77” takoder je stohastiCka matrica i njen element
pi,n 0znatava vjerojatnost prijelaza procesa iz stanja a, u stanje
aj za nt koraka, pa se naziva matrica prijelaznih vjerojatnosti
za rt koraka. JednadZba

nmn=nmn(m,ne N) (21)

izriCe da je matrica prijelaznih vjerojatnosti za m + n koraka
jednaka produktu matrice prijelaznih vjerojatnosti za m i
matrice prijelaznih vjerojatnosti za n koraka.

Posebno zanimljiva svojstva imaju tzv. regularni (ergodicki)
Markovljevi lanci. Ta su svojstva:

o pIN)=A@) = [Pi), /M), a ) Se
naziva vektor grani¢nih vjerojatnosti stanja. Vjerojatnost

Pj(cc) = g} 0MY]j Qj= 1j moZe se interpretirati kao vjerojat-

nost da proces dospije u stanje a, u nekom dalekom trenutku
(i=°°);
h) postoji lim77”= Q, gdje je Q stohasticka matrica u
N—>00

kojoj su svi reci identi¢ni sp(°°) = q;

c) matri¢na jednadzbap I1-p, gdje p =[pu...,pf, pj=0,

r

Zpy=1, imajedinstveno rje$enjep = qi ono se naziva vektor
7=1
stacionarnih vjerojatnosti stanja.

Ako se vektor stacionarnih vjerojatnosti stanja (q) uzme
kao vektor pocetnih vjerojatnosti stanja (p(0) = #), onda je
p{n) =p(0) = q, tj. razdioba vjerojatnosti slucajne varijable
Xnista je u svakom momentu t—(n=10,1,2,...).

Markovljevi procesi s kontinuiranim parametrom. Za
matematicko modeliranje mnogih stvarnih procesa Cesto se
upotrebljavaju Markovljevi procesi s kontinuiranim parame-
trom. NajceS¢e se uzima T =[0,°0), gdje teT ima znacenje
vremenskog trenutka, a Xtje diskretna slucajna varijabla sa
skupom vrijednosti S ={auaz...}. Stohasticki proces
{Xt:teT) tada je Markovljev proces ako za svaki prirodni

/XN I=xn-i) ne ovise pojedinatno o i -\, ve¢ samo o
njihovoj razlici n-tn-1=1t, tako da se moZe napisati da je
P(XTH = aj/Xr=ai)= pij(t), ri~0, thO, (23)
onda se proces {Xt:te T} naziva homogeni Markovljev
proces.

Matrica 77(/), s elementima pf(i), koja moze biti i
beskonatna matrica, naziva se matrica prijelaznih vjerojatno-
sti. Tu se, zapravo, radi o matri¢noj funkciji t—1I(t), teT,
s ovim svojstvima:

iy=12,...,

0=Pijify —1?22y=1,2,..., t* 0, (24)
1pjt)=1, /50, (25)
77(0) = / (/je jediniCna matrica), (26)
H(t + u) = n(t) 77(rt), rn~o 27)

(To je Chapman-Kolmogorovljeva jednadzba).

Ako je /;(0) = [/7i(0),/720),...] vektorpo€etnih vjerojatnosti
stanja, tj. p,(0) = P(X0=14qj) i p(t) = [pXt),pAt),...] vektor
vjerojatnosti stanja u trenutku *>0, onda vrijedi

p(t)=p(0) n(t), t*o. (28)

Uz pretpostavku da su funkcije  >Pij{t) neprekidne, mogu
se definirati desne derivacije u t=0, pa ako se stavi da je

(29)

onda je Ayi?0, zai4y, A=01i X =0 Matrica Asele-

mentima Ay naziva se infinitezimalna matrica zadanog homo-
genog Markovljeva procesa.

Veza izmedu matrice TI(t) prijelaznih vjerojatnosti i
infinitezimalne matrice A dana je matricnom diferencijalnom
jednadzbom

n\t) = n(t)A, (30)

gdje je 77'(t) matrica kojoj su elementi derivacije p\j{t)
prijelaznih vjerojatnosti pijft). Ako je, dakle, poznata infini-
tezimalna matrica A, onda se matricna diferencijalna jed-
nadzba (30) moze rijeSiti uz pocetni uvjet 77(0) = I. RjeSenje
se formalno moze zapisati u obliku
77(t) = exp(iA), *= 0. (31)
Postoje, medutim, velike teSkoc¢e da se matrica exp(iA)
odredi u eksplicitnom obliku, tako da u iole vaznijim
primjenama nema prakti¢ne koristi od jednadzbe (31).
Zato se nastoji prouciti asimptotsko (i—>00) ponaSanje
procesa. Ako postoji Iirgp,—/@: gi=0i Zg;=1, onda se
t— 1

q= mozZe interpretirati kao vektor grani¢nih vjerojat-
nosti stanja. Cini se, naime, prirodnim da za dugi interval
vremena t vjerojatnost da proces dode u stanje aj na kraju
intervala ne ovisi o tome u kojem je stanju a;bio proces na
pocetku intervala. Zato se (@i naziva jo$ i stacionarna
vjerojatnost stanja aj(/= 1,2,...). Stacionarne vjerojatnosti
stanja odreduju se iz sustava linearnih jednadzbi:

I Airfi =0,
L<7y=I- (33)

Da bi se dobila prakti¢na interpretacija veliina Az, promatra
se vrijeme Z;, boravka procesa u stanju &. Pokazuje se da je
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Zi slucajna varijabla eksponencijalne razdiobe parametra
- AU=A 0, tako daje E[Z] = I/A srednje vrijeme boravka
procesa u stanju at Ako je 0<A/<o0°, stanje a nhaziva se
stabilno stanje. Ako je A= 0, stanje a{naziva se apsorbirajuce
stanje, jer je tada E[Z] = <% §to znali da proces kad dospije
u apsorbirajuce stanje ostaje trajno u njemu. Ako je A= <
onda je E[ZJ =0 i stanje se at naziva trenutno stanje, jer
proces moze dospjeti u trenutno stanje, ali ga odmah i
napusta.

Promotre li se za neko stanje at koje nije apsorbirajuce
(A 4=0) veliCine AT/A(y= 1,2,...,j &i), vidi se da je A/AN 0 i
X Ai/Aj= 1, tako da se Ay/A moze smatrati uvjetnom

+
aegojatnosti da proces prijede iz stanja atu stanje a, ako se
zna da je nastupila promjena stanja. Veli€ina Ai- moZe se,
prema tome, smatrati intenzitetom prijelaza iz stanja at u
stanje a,.

Procesi radanja i umiranja. Posebna su vrsta homogenih
Markovljevih procesa tzv. procesi radanja i umiranja, koje
karakterizira pripadni skup stanja S= {0,1,2,...} i infinitezi-
malna matrica koja ima oblik

-0 ) 0 0 0-
H-(A, Ht 00 -

_ 0 2 —e+(@ k0 *
A= 0 /B -(A3+H)a3 - 34

U procesu radanja i umiranja {Xt:teT} slu¢ajna varijabla
Xt obi¢no se interpretira kao brojno stanje populacije u

trenutku t Broj A>0 (,=0,1,2,...) naziva se intenzitet
radanja u stanju i, a broj ij> 0 (y=1,2,3,...) intenzitet
umiranja u stanju j.
Ako red
(35)

M MIlh  ViteVi

konvergira i ima sumu 5, onda postoje stacionarne vjerojatno-
sti te vrijedi da je
1 . Ampe.A 1
40= — 0 = iR
5 Vi'te' ... 'Mi
Proces radanja i umiranja moZe imati i konatho mnogo
stanja, tj. 5={0,1,...,«} (n e N), i tada pripadna kona¢na
infinitezimalna matrica ima oblik

7=1,2,. (36)

A A 0 0 0
A -A+AH A 0 0
0 ” (A2 IR R 0
V = 0 @n
0
Pl mA-1+ /) Ad
0 Vh - N

Tada je 5 kona¢na suma koja iznosi

o= 1+ 29 L A L A A (38)

Vi Vite Vite' --- 'Vn
a pripadne su stacionarne vjerojatnosti stanja
1 Ao ... =A,, !
o=- Viz . o,
¢ Vite' m -te f

Poseban slucaj procesa radanja i umiranja s beskonacnim

skupom stanja jest tzv. Poissonov proces u kojem je A=A

¢=0,1,..) i =0 (=1,2,...). U Poissonovu procesu
moguca su, dakle, samo radanja, a intenzitet je radanja
konstantan (A). Ako Poissonov proces zapocinje od nule, tj.
ako je P(Ag=0) =1, onda je

P(AT, :k)= exp(' kt), t>0v MO)

Sto znali da je stanje procesa Xt u trenutku (>0 slucajna
varijabla Poissonove razdiobe parametra kt. Ocekivanje je
Poissonova procesa funkcija

m(t) = kt, t~ 0, (41)
dok je autokorelacijska funkcija
R(t+ u,t) = kt, t=0, u=0, (42)

iz Cega proizlazi da je disperzija procesa funkcija s\t) = kt.
Za Poissonov proces nadalje vrijedi

2(XI+U- X,=k)=exp (- Am),

(MOm> 0, keS,

§to zna€i da je broj rodenih u vremenskom intervalu[t,t+ u]
slucajna varijabla Poissonove razdiobe parametraku, tj. da
ne ovisi o poloZaju (t) intervala na vremenskoj osi, ve¢ samo
0 njegovoj duljini (u). Vrijeme Z izmedu dva uzastopna
radanja slucajna je varijabla eksponencijalne razdiobe para-
metra A Na temelju toga moZe se zakljuciti da se Poissonov
proces odvija (si. 1) ovako: najprije proces boravi slu¢ajno
vrijeme Z u stanju 0, zatim dospijeva u stanje 1, gdje opet
boravi slu¢ajno vrijeme Z, nakon toga dospijeva u stanje 2 itd.

x(t)

SI. 1. Tipi¢na trajektorija Poissonova procesa

U prakticnim je primjerima Xt obi¢no broj pojavljivanja
nekog slucajnog dogadaja u vremenskom intervalu [0,i) (broj
poziva telefonsKoj centrali, broj kvarova nekog stroja i si.).

Specijalni se procesi radanja i umiranja pojavljuju u teoriji
repova, tj. pri matematickom modeliranju procesa €ekanja i
usluzivanja (si. 2). Pretpostavlja se da u sustavu usluZivanja,
koji se sastoji od r (re N) istovrsnih kanala usluZivanja,
dolaze klijenti tako da je vremenski interval izmedu dolaska
i-tog i (/+ 1)-og klijenta slu€ajna varijabla Uieksponencijalne
razdiobe parametra A (A>0) i da su UUUZ... nezavisne
slucajne varijable. Takoder se pretpostavlja da je vrijeme
usluZivanja  i-tog klijenta na/-tom kanalu slu¢ajna varijabla
eksponencijalne razdiobe parametra A (;;>0) i da su V&
(/=1,2,..., y=1,...,r) nezavisne slucajne varijable. Pretpo-
stavlja se joS i nezavisnost slu¢ajnih varijabla (7, i Vij.

Ako postoji slobodan kanal, upravo pristigli klijent odmah
se usluZuje, a ako su svi kanali zauzeti, formira se rep. Kada
se oslobodi neki od kanala, usluZuje se klijent iz repa prema
pravilu prije doSao - prije usluzen. Broj klijenata u sustavu
(u repu i na usluzivanju) u nekom trenutku t slucajna je
varijabla Xt, pa se moZe promatrati stohasticki proces
{Xt:teT}, r=[0,a>). Kad duljina repa nije ogranicena,
proces {Xt:te T} biva proces radanja i umiranja s beskonac-
nom infinitezimalnom matricom oblika

A A 0 0 0 0 -
- A+ V) A 0 0 0 -
o 2p  -(@a+2) A 0 0 -
vz 0 0 In - (A+3l A 0 - (44)
0 e
0 0 0 0 WA —(A+UA) A-

Ako se stavi da je g=k/p i ako je k<rp, dobiva se red

Q

H + ... + . -
I+ 7%=+ g AN AW

koji konvergira i neka ima sumu s. Tada su stacionarne
vjerojatnosti stanja:

(45)

(43)
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dj=frs > 7=0,1 (46)

n = J=r,r+l... (47)

Za r=1 govori se o jednokanalnom sustavu i tada je
s=1/(1-¢>) i 9/=P;(1 —p»/=10,1,2,...

Ulazni tok Rep
klijenata
O o- 0-000

SlI. 2. Shematski prikaz sustava ¢ekanja i usluZivanja

Ako se ogranici duljina repa tako da se u repu moze nadi
najvise k (&= 0) klijenata, onda se radi o procesu radanja i
umiranja s kona¢nom infinitezimalnom matricom, a umjesto
beskonatnog reda dobiva se konatna suma

(48)

Formule za stacionarne vjerojatnosti stanja iste su kao i
kad je rep neogranicen, samo $to indeks j ide do r+ A

Ako je k =0, govori se o sustavu s otkazima i tada je

;=0,1,....,r (Erlangovaformula). (49)

Stacionarni procesi. Pojednostavnjeno govoreci, stacio-
narni su stohasticki procesi oni u kojima statisticke karakteri-
stike slu€ajnih varijabla ne reagiraju na vremensku translaciju.
Formalna definicija glasi: Stohasticki je proces {Xt:teT}
stacionaran i uZem smislu, ili, kra¢e, samo stacionaran, ako
za svaki prirodni broj n, svaki moguci izbor tu...,tneT i za
svako t za koje je tx+r, ../, +re T, slutajni vektori
(X1, ..., X[y i (Xh+T,...,XtH) imaju identi¢ne razdiobe vjero-
jatnosti. Stacionarni proces, ocigledno, ima konstantno oceki-
vanje E[Xf=m0 i konstantnu disperziju D[XJ =si, dok
autokorelacijska funkcija (t\,t2-" R(tut? ovisi samo o razlici
t2—tx=r, a ne ovisi pojedinatno o tl i t2 Stacionarnost,
dakako, implicira jo§ i dalja svojstva procesa koja se titu
pojmova povezanih s vjerojatnosnim razdiobama reda veéeg
od dva.

Ako se, medutim, postavi zahtjev da stohastiCki proces
{Xt:teT} ima konstantno ocekivanje ra0 i autokorelacijsku
funkciju koja ovisi samo o razlici r= t2- U, te ako vrijedi daje

R(tLt2=A(r) , reR , (50)

onda se kaZe da je proces stacionaran u Sirem smislu, ili da
je stacionaran drugog reda. Njegova je disperzija D[X{f =
=A(0) =g

Svaki je stacionarni proces stacionaran i u Sirem smislu,
dok obrat opéenito ne vrijedi.

Gaussov proces primjer je stohastitkog procesa u kojem
se pojam stacionarnosti u uzem i Sirem smislu podudaraju.
Stohasticki proces {Xt:te T) naziva se Gaussovim ako za
svaki prirodni broj n i svaki izbor tx,...,tneT wvrijedi da je
(Xh,...,X 1) sluajni vektor distribuiran po n-dimenzionalnoj
normalnoj" razdiobi. Stacionarni Gaussov proces potpuno
karakterizira pripadno ocekivanje ra0i pripadna autokorelacij-
ska funkcija r—=A(r).

U teoriji procesa stacionarnih u Sirem smislu jedno je od
glavnih pitanja Sto se moze reéi o svojstvu procesa na temelju
poznavanja pripadne autokorelacijske funkcije. Sama defini-
cija stacionarnosti, naime, pokazuje da postoje'odredene
periodi¢ne pojave pri odvijanju takvih procesa.

Ako je, npr., Z, = cos(Ai+ ep), gdje je A(kruzna frekven-
cija) konstanta, a @ (faza) slu€ajna varijabla uniformne
razdiobe nad segmentom [0, 2Jt], onda je proces {Xt:te R}
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stacionaran u Sirem smislu, s o€ekivanjem E[Xfl = 0 i autoko-
relacijskom funkcijom A(r) = (1/2)cosA7\ Njegova je disper-
zija D[XJ = A(0) = /2. Taj se proces moze interpretirati kao
oscilacije sa slu¢ajnom fazom. Autokorelacijska je funkcija
periodi¢na, a takoder i normirana autokorelacijska funkcija
a(v = A(v)/A(0) = cos At, pa se vidi da se ekstremna korelira-

nost (1 ili —1) pojavljuje izmedu stanja procesa u vremenskim
razmacima kn/k, k —1,2,...
Ako je

Xt= kgl(UkcostH VASINAN), (51)
gdje su A konstantne kruzne frekvencije, a Uk i Vk
(k=1,...,n) nekorelirane slugajne varijable s E[UK =
=E|VY]=0 i DI[E4] =D[VK=dR>0, onda je proces
{Xt:te R} stacionaran u S8irem smislu, s ocekivanjem

E[XJ = 0 i autokorelacijskom funkcijom

A(t)= Z dkcoskkr. (52)
Taj se proces moze interpretirati kao slucajni signal sastavljen
od periodi¢nih komponenata sa slucajnim amplitudama.
Disperzija
D[*]=A(0)= 1 dl (53)

moZe se smatrati ukupnom ofekivanom snhagom signala, jer
je BP9\=E[X]\ Opaza se da je ukupna ocekivana snaga
signala sastavljena od dijelova dk (k—\,...,n) od kojih se
svaki moZe smatrati parcijalnom snagom pripadne periodi¢ne
komponente kruzne frekvencije A. Zato se funkcija X-*dR
i naziva spektar promatranog procesa.

Opcenito autokorelacijska funkcija r—A(r), reR, pro-
cesa stacionarnog u Sirem smislu ima ova svojstva:

A(- t)=A(@1) (parnost), (54)
AN I7NA(0) (55)

U proucavanju stacionarnih (u Sirem i uZem smislu)
procesa obi¢no se pretpostavlja da je oCekivanje procesa nula,
§to ne umanjuje opéenitost razmatranja.

Navedeni primjeri procesa stacionarnih u Sirem smislu
pokazuju da procesi sastavljeniod periodi¢nihnkomponenata
imaju i pripadne autokorelacijske funkcije sastavljene od
periodi¢nih komponenata, $to upucuje na to da se istraze tzv.
skoro periodic¢ni procesi. Ako je

XtEUuO+ £ (UkcosXkt+ Vksinkkt),

(ogranicenost).

(56)

gdje su X konstante, a U0, Uki Vk (k= 1,2,...) nekorelirane
slu¢ajne varijable sa E[f/0 = E[UK\= EjV*] =0, D[UN=dI i
D[U=DW] = =0, onda se proces {Xt:te R} naziva
skoro periodi¢ni proces. Skoro periodiéni proces moZe se
smatrati slu€ajnim signalom sastavljenim od beskonacno
mnogo periodi¢nih komponenata s nekoreliranim slu¢ajnim
amplitudama. Temeljno mu je svojstvo da je to proces
stacionaran u Sirem smislu i da mu pripada autokorelacijska
funkcija

A(r) =dI+ ~ dlcosA*r, (57)
k=1
te da ima ocekivanje nula i disperziju
D[*]=,4(0)= t d\=sl. (58)
k=0

Stavi li se £0=0, onda se funkcija K~*dR (k=0,1,...),
kojom se kruznoj frekvenciji X pridruZuje parcijalna snaga
dl k-te periodicne komponente, naziva spektar zadanoga
skoro periodi¢nog procesa. Skoro periodi€ni proces ima tzv.
diskretni spektar (si. 3).

Za procese stacionarne u Sirem smislu vrijedi sljedece:
Ako procesu pripada autokorelacijska funkcija oblika (57) i
ako je zadovoljen uvjet (58), onda je to skoro periodi¢ni
proces sa spektrom A*—
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(4}
dl

K 1 72 7

SI. 3. Shematski prikaz diskretnog spektra

Ako se autokorelacijska funkcija procesa stacionarnog u
Sirem smislu moZe razviti u Fourierov red nad segmentom
[- T,T] (T> 0), pojavit ¢e se kao kruzne frekvencije brojevi
=0, ki=A A=2A..kk=kk,.. (k=n/T), a kao parci-
jalne snage (disperzije) periodi€nih komponenata pripadni
Fourierovi koeficijenti:

17T
dl=—j A(r)dr, (59)
2r
dR=—J A (T)coskkrdr, k= 1,2,... (60)
Korisno je napomenuti da se skoro periodi€an proces moze

prikazati i kao beskonatna suma samih sinusa (ili kosinusa).
Stavi li se, naime, da je

At=]/ui+Vj, Uk= A ksincpk,Vk= Akcos<pk, *=1,2,...,
(61)

izraz (56) prelazi u oblik
X,= U0+ kl_|A*sin(A*i+%), (62)

pa se moze reci da se radi o slu¢ajnom signalu sastavljenu od
beskonatno mnogo sinusnih komponenata sa slucajnim ampli-
tudama Ak i slu¢ajnim fazama

U Gaussovu skoro periodicnom procesu {Xt:/eR} slu-
¢ajne su varijable U0, Uk i VK (A=1,2,...) nezavisne i
normalno distribuirane. 1z toga proizlazi da su i N
(A=1,2,...) takoder nezavisne slucajne varijable, pri ¢emu
Ak ima pripadnu Rayleighovu razdiobu (ovisnu o dl), a qk
uniformnu razdiobu nad segmentom [0, 2jt]. Nadalje vrijedi
da je Xtslu€ajna varijabla normalne razdiobe >f(0,50) za svaki
teR.

Spektralna analiza procesa. Namece se pitanje $to se moze
re¢i o procesu stacionarnu u Sirem smislu kad pripadna
autokorelacijska funkcija nema oblik (57), odnosno kad se
ne moze razviti u Fourierov red nad kona¢nim segmentom.
Ako je autokorelacijska funkcija r->A(r) neprekidna, sto je
redovit slucaj u procesima vaznim u primjenama, onda se ona
moZe prikazati u obliku Fourierova integrala

@
A (r) = J S(A) cosArdA, (63)
(0]
gdje je
2 @
S(A) = — jA(r)cosArdr. (64)
Jt o

Budu¢i da je A(0) = D[Xf]=sz iz (63) se dobiva

ig= Jo S(A)DA, (65)
§to pokazuje daje integral funkcije A—>S(A) u intervalu [0, 00)
jednak disperziji procesa, tj. ukupnoj ocekivanoj snazi.

Veliina S(A)dA moze se priblizno interpretirati kaoonaj dio
disperzije (snage) koji otpada na frekvencije iz segmenta

TE XII, 23
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[AA+ dA], pa se funkcija k-*S(k), A~0, naziva spektralna
gustoca procesa (si. 4).

Ako se proces stacionaran u Sirem smislu promatra kao
slucajni signal, onda pripadna spektralna gustoéa pokazuje
razdiobu snage na sve moguce frekvencije od nula do
beskonacno. lIzrazima (63) i (64) definira se tzv. Fourierova
kosinusna transformacija kojom se uspostavlja koresponden-
cija izmedu autokorelacijske funkcije i spektralne gustoée
procesa. Uzme li se da je snaga jednoliko razdijeljena na
frekvencije iz segmenta [0,b] (6>0), tj. da je spektralna
gusto¢a procesa:

Sk =~ =c (c>0) za 0~ k”b, (66)

S(k) =0, zak>b, (67)
onda se pripadni proces stacionaran u Sirem smislu naziva
bijeli Sum ogranienog frekventnog opsega (si. 5). Njegova je
autokorelacijska funkcija

A(n)= "-JcosDArrdA = =

Iz izraza (68) i slike 6 vidi se da se koreliranost izmedu
stanja Xti stanja Xt+T zadanog procesa oscilatorno mijenja u
ovisnosti 0 r, uz stalno smanjivanje amplituda oscilacija.
Nekoreliranost se pojavljuje za x=kn/b, A:=1,2,..., pa se
vidi da su tocke nekoreliranosti to gusée Sto je b vece.

SI. 5. Spektralna gustota bijelog Suma ograni¢enoga

frekventnog opsega

b b b b

SI. 6. Graf autokorelacijske funkcije bijelog Suma ograni¢enoga
frekventnog opsega

Za b= i ®¥= m uz konatnu vrijednost od ¢, govori se
o bijelom Sumu. To, dakako, nije stohasti¢ki proces u
obicnom smislu, ali se u prosirenom smislu mozZe smatrati
procesom stacionarnim u Sirem smislu u kojem je snaga
jednoliko razdijeljena na sve moguée frekvencije od nula do
beskonatno. Tada je spektralna gustota

S(ky=c (c>0), Ae[0,«>). (69)

Bijelom Sumu pripada beskonacna disperzija (snaga), Sto
se vidi iz izraza (65) i slike 5 kad se stavi da je b = °0. Njegova
autokorelacijska funkcija moZe se napisati u obliku

A(i) = cjt<5(t), (70)

gdje je t—h"¥) Diracova delta-funkcija, koja zapravo nije
funkcija u uobifajenom smislu, jer ima nekonzistentna
svojstva da je <5(t)=0za r4=0 i

J<5(r)dr=1, odnosno / gt)dr=~-. (71)
-00 0 2

Relacijom (70) izriCe se da su za svako r=t=0 stanje procesa
u trenutku t i stanje procesa u trenutku t+ r nekorelirane

(68)
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slu€ajne varijable. Bijeli se Sum ne moZe ostvariti kao
odreden stohasticki proces (ima beskonac¢nu disperziju), ali
moze posluziti kao priblizan matematicki model za opisivanje
stvarnih Sumova u elektroni¢kim uredajima i joS nekih drugih
prirodnih pojava (morskih valova i si.).

Ako se pode od bijelog Suma ograni¢ena frekventnog
opsega za koji se jo§ pretpostavi da je Gaussov proces, odakle
slijedi da je Xtslucajna varijabla normalne distribucije >f(0,S0)
za svaki te R, te pusti da si i b teZze u beskonatnost tako da
je sl/b =c (konstanta), onda se dobiveni grani¢ni proces
naziva Gaussov bijeli Sum. On se jo§ naziva i Cisto slucajni
proces, jer proizlazi da su Xti Xt+r (r4= 0) nezavisne slucajne
varijable.

{X, : teR} {y,

. i i reR}
Linearni sustav

SlI. 7. Shematski prikaz linearnog sustava

Linearni sustav. Vaznu ulogu ima proucavanje stacionarnih
stohastickih procesa u frekventnom podrudju za proucavanije
djelovanja tzv. linearnog sustava (si. 7). Ako je {Xt:te R}
stohasticki proces s ograni¢enim ocekivanjem E[Xf = mx(t) i
ograni¢enom disperzijom B[Xf = Sx(t) te ako se njegove
trajektorije t—>x(t) podvrgnu transformaciji

y(0 = J G(t, u)x(u)du, (72)
gdje je G tzv. Greenova funkcija, koja predstavlja odziv
sustava na jedini€ni ulazni signal d(u —t), onda se stohasticki
proces {Y,:teR} s trajektorijama t™>y(t) naziva odziv
linearnog sustava zadana odzivnhom funkcijom G na pobudu
stohastickim procesom {Xt:te R}. Opcenito vrijedi

E[Yf=m¥Yt) = J G(t,u)ymx(u)du. (73)
Ako odzivna funkcija G ovisi samo o razlici t—u tako da se
moZe pisati G(t, u) = H(t —u), onda se kaZe da je to vremenski
invarijantan linearni sustav ili linearnifiltar. Tada (72) postaje

y(0= f H(t-u)x(u)du. (74)

Ako je ulazni proces {Xt:te R} stacionaran u Sirem
smislu s ocekivanjem mO0 i pripadnom autokorelacijskom
funkcijom r—A(r), onda je i izlazni proces {Y,:ieR}
stacionaran u Sirem smislu s ocekivanjem koje. ne ovisi o t

mY(t) =m0/ H(r)dr (75)

i autokorelacijskom funkcijom

B

Ako je ulazni.proces Gaussov, takav je i izlazni.
Stavi li se u (74) x(u) = exp(iAw) = cos Aw+ isin Aw, dobiva
se

o4

y(t) = exp(iAi) I H(v)exp(- i Av)dv. 77)
Uvede li se oznaka
fi(K)= J Z/7(v)exp(-iAv)dv, (78)
relacija se (77) moZe napisati u obliku
y(t) =m e x p(iAt). (79)

1z (77), (78) i (79) razabire se da se djelovanjem linearnog
filtra na harmonijsku funkciju i—exp(iAi) ne mijenja kruzna
frekvencija A ve¢ eventualno samo amplituda i faza.

Opcenito se funkcija AN/?(A) naziva prijenosna funkcija
linearnog filtra i ona opisuje promjenu amplitude i faze ulazne
harmonijske funkcije pri prolazu kroz linearni filtar.
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Ako je ulazni proces skoro periodi¢an, Sto znaci da ima
diskretni spektar, onda ¢e i izlazni proces imati diskretni
spektar sastavljen od istih kruznih frekvencija, ali s pripadnim
disperzijama (snagama) koje se dobivaju mnozenjem pripad-
nih disperzija ulaznog procesa faktorom \f)(X)\2 Ako pak
ulazni proces ima spektralnu gustoéu S(A), izlazni ée proces
imati spektralnu gustoéu SY(X) = |//(A)pS(A).

Ako je linearni filtar definiran linearnom diferencijalnom
jednadzbom n-tog reda

any(n(t)+ ... +ay"(f) + ady(t) = x(t), (80)
onda mu je pripadna prijenosna funkcija
#(A) = [P(A)]->, (81)
gdje je P(A) = a0+ tfi(iA) + ... + an(iA)". Tada je
SY(A) = [P(A)]~25(A), (82)

iz Cega se razabire da za dobivanje spektralne gustoce izlaznog
procesa nije potrebno eksplicitno poznavanje odzivne funkcije
H toga linearnog filtra.

Uzme li se, npr., linearna diferencijalna jednadzba prvog
reda y'{t)+ay(t) =x(t) (a >0) kao linearnifiltar  za ulaze
X(t), pripadnaie prijenosna funkcija ft{K) = (a + iA)_1, pa je
SY(A) = (a2+ X)~1S(X). Ako se kao ulazni proces uzme bijeli
Sum, S(A) = c, spektralna je gustoca izlaznog procesa

Sy(k) = (83)

a +A

pa to nije bijeli Sum, ve¢ proces u kojem visokim frekvenci-
jama (A-> o) pripada mala snaga, 5V(A)—0. Na temelju
poznavanja spektralne gustoée procesa moze se dobiti i
pripadna autokorelacijska funkcija oblika

A(9) = aZexp (- a]r]), (84)

gdje je 02= ctd(20). Prema tome, filtriranjem bijelog Suma
zadanom linearnom diferencijalnom jednadzbom prvog reda
dobiva se izlazni proces {Yt:te R} koji ima autokorelacijsku
funkciju (84), pa se vidi da postoji konatna disperzija
D[Y,] = A(0) = 02 Takav se proces naziva Markovljev proces
drugog reda. On opéenito nema svojstvo Markovljevih
procesa. Ako je, medutim, ulazni proces {Xt:te R} Gaussov
bijeli Sum, onda se iz zadane linearne diferencijalne jednadzbe
razabire da za izlazni proces {Yt:te R} priblizno vrijedi
AYt« - aYtAt+ XtAt. Vidi se da prirast AYt= Yt+ - Ytiz-
laznog procesa, kao slu€ajna varijabla, ovisi samo o stanju
procesa Ytu trenutku ti o stanju Xtulaznog procesa. To je
stanje, zbog pretpostavke da se radi o Gaussovu bijelom
Sumu, neovisno o prethodnim stanjima ulaznog procesa. To
znali da izlazni proces ima svojstvo Markovljeva procesa, tj.

HOHUA(7&listribucija sluéajne varijable Yt+At= Yt+ AY, ne ovisi o

ponaSanju procesa prije trenutka t Takav se proces naziva
Gauss-Markovljev proces.

Ergodicnost. 1zloZena teorija stohastickih procesa opisuje
statisticka svojstva realnih procesa koja se odnose na skup
svih mogucih realizacija (trajektorija) procesa. U praksi se,
medutim, redovito moze izmjeriti (opazati) samo jedna
realizacija kroz odredeni vremenski period T, jer je tedko ili
nemogucde osigurati iste uvjete za ponavljanje takva eksperi-
menta. Bududi da je realizacija stohastitkog procesa redovito
realna funkcija, definiraju se statisticki parametri realne
funkcije i—Jt(i) u vremenskom intervalu [- T,T], a to su:

mT= /;.llzz £ x(®)ét  (sredina funkcije), (85)
_J

i 3

~2T

At(= - [ MO- mMNxt+r) - mTd (korelacijski

momentfunkcije). 87)

[x{t) —m Tdt(disperzija funkcije),
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Ako je {Xt:te R} stacionaran proces s ocekivanjem ra0 i
autokorelacijskom funkcijom r—A(r), onda se moze zamisliti
da je za svaku njegovu realizaciju i—»*(t) izraCunan navedeni
statistiCki parametar u vremenskom_ intervalu (- 00, 00), tako
da se m=rhoo, s1=381 i A(r) =Aoo(r) mogu shvatiti kao
slucajne varijable. Matematicko oCekivanje statistiCkog para-
metra na realizaciji procesa jednako je pripadnom parametru
promatranog procesa, tj. vrijedi

EfM\=m0, E[A(N]=A(r), E[E3=A0)=% (88)

Ako, medutim, vrijedi tvrdnja da je s vjerojatnoS¢u jedan
m =ra0, A(t) = A(r) i 82=si, onda se radi o tzv. ergoditkom
procesu. To prakticki znai da se osnovni parametri ergodic-
kog procesa priblizno mogu dobiti na temelju jedne njegove
realizacije kroz dovoljno dug vremenski period.

Nije svaki stacionarni proces ergodi¢an. Tako, npr., ve¢
jednostavan proces, gdje je Xt=XO0 za svaki te R, a X0
nedegenerirana slu€ajna varijabla s ofekivanjem ra0i disper-
zijom si > 0, nije ergodi¢an. To je otito stacionaran proces,
ali nije ergodican jer je svaka njegova realizacija x(i)=x0
(pravac usporedan s apscisnom osi), tako da je m = x0i s1= 0,
§to proturjeci nuznim svojstvima ergodi¢kog procesa. Jedna
od realizacija tog procesa nikako ne moze reprezentirati Citav
proces, $to se, zapravo, dogada u ergodi€kom procesu.

Isto su tako ve¢ spomenute oscilacije sa slu€ajpom fazom
primjer procesa stacionarnog u Sirem smislu koji nije ergodi-
¢an, Sto vrijedi i za slucajni signal sastavljen od periodi¢nih
komponenata sa sluajnim amplitudama.

Gaussov stacionarni proces bit ¢e ergoditan samo onda
ako ne sadrzi perioditne komponente.
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Z. Pause

STROPOVI, vodoravne, kose ili zasvodene (zakrivlje-
ne) konstrukcije koje zatvaraju prostor s gornje strane i dijele
zgradu na katove. Stropovi preuzimaju sva stalna i pokretna
optereéenja koja nastaju upotrebom gornjega i, eventualno,
donjeg prostora, prenose ih na zidove i stupove, te istodobno
vodoravno povezuju i uévrséuju strukturu zgrade. Osim toga,
stropovi su zastita od zvuka, topline, vlage i poZara, a nosioci
su i horizontalnih instalacija. Da bi stropovi mogli udovoljiti
tim zahtjevima, Cesto se grade viSeslojno, Sto utjeCe na
njihovu debljinu, a i na konaénu visinu zgrade.

Stropovi u obliku svoda obradeni su u posebnim ¢lancima
(v. Svodovi; v. Ljuske, TE 7, str. 623).

Stropovi se sastoje od sljede¢ih dijelova: a) nosive
konstrukcije, koja moze biti od drva, armiranog betona,
opeke, kamena i Celika, te od kombinacija tih materijala; b)
izolacijskog sloja za zaStitu od zvuka, topline, vlage i pozara;
c) poda, najgornjeg vodoravnog ili malo kosog sloja koji sluzi
kao komunikacijska povrsina (v. Podovi, TE 10, str. 494); d)
podgleda (plafona), najdonjeg sloja od zbuke, drveta, metala
i dr. 1zolacijski sloj, pod i podgled koji se, ve¢ prema namjeni,
sastoje od jednoga ili viSe slojeva, nekad se mogu posve ili
djelomice izostaviti.

Nosiva se konstrukcija dimenzionira prema statickom
proraunu na temelju dopustenih naprezanja i poznatoga
stalnog i pokretnog opterecenja stropa. Stalno je opterecenje
odredeno tezinom svih stropnih elemenata, a pokretno
opterecenje ovisi 0 namjeni prostorija (tabl. 1).
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Tablica 1
PRIVREMENI TEHNICKI PROPISI ZA OPTERECENJE ZGRADA

Vrsta prostorija N/m2

Prostorije na tavanu za domacu upotrebu 1000
Prostorije za stanovanje i sporedne prostorije:

- rasponado4,5m 1250

- raspona45*e-5m 1500
Velike stambene, trgovacke, sluzbene prostorije,

bolnice, prohodne terase 2000
Stubista u stambenim zgradama, balkoni,

Skolske prostorije 3000
Cekaonice, prodavaonice, hodnici i stubista

u javnim i trgovackim zgradama 4000
Prostorije za skupove (kina, dvorane, gimnastitke

dvorane, kazalista), tribine sa stalnim sjedistima 4500
Garderobe, knjiznice, knjizare, arhivi 5000
Tribine bez stalnih sjedista 6500

Izbor vrste nosive konstrukcije ovisi o vrsti nosivih stijena,
potrebnoj zadtiti od vlage i poZzara, rasponu i opterecenju
stropa i si. Drvene stijene zahtijevaju i drvene stropove, a
stropovi izloZeni vlazi ili mogucnosti poZara, te stropovi
velikih raspona ili s velikim opteretenjem grade se od
masivnog materijala.

Izolacijski sloj, kao zvucna i toplinska zaStita, izraduje se
u obliku nasipa, laganih namaza ili plo¢a. Nasip debljine
5--*8cm mora biti od laganog, sitnozrnatog, Cistog i suhog
materijala (praSina od opeke, pijesak, usitnjena troska),
odnosno od mineralne ili staklene vune. Nasip se danas
rijetko radi. Lagani namazi debljine 3-*-5cm postavljaju se
ispod poda, a mogu biti od drvene piljevine i magnezitnog
cementa, od mineralizirane piljevine i portland-cementa,
laganog betona, usitnjenog okipora povezanog veznim sred-
stvom i dr. 1zolacijske plo¢e od drvene blanjevine (talaSike),
vlakanaca, pluta, slame, mineralne vune, okipora, sadre i si.
polazu se iznad ili ispod nosive konstrukcije, a Cesto se
kombiniraju s tankim nasipom ili namazom.

Ako je strop ujedno i vanjska konstrukcija, pa su razlike
temperatura izmedu vanjskoga i unutrasnjeg dijela znatne,
potrebno je, osim toplinske izolacije i hidroizolacije, predvi-
djeti i parnu branu da bi se sprijecila kondenzacija pare
unutar stropne konstrukcije.

U prostorijama u kojima je strop izloZzen vlazi potreban
je ispod poda poseban izolacijski sloj.

DRVENI STROPOVI

Drveni stropovi najstarije su stropne konstrukcije. Njihova
je izradba jednostavna i brza, lagani su i odmah nosivi. Mane
su drvenih stropova: mala nosivost uz razmjerno veliku
konstrukcijsku visinu, treSnja, opasnost od pozara i njihovo
brzo propadanje u dodiru s vlagom. Zbog toga je potrebno
upotrebljavati dovoljno suhu gradu i da bude stalno zasticena
od vlage. Drveni se stropovi izraduju od jelovih ili smrekovih
tesanih ili piljenih greda, platica ili dasaka.

Gredni stropovi grade se do slobodnog raspona koji nije
veci od 6m. Za vece raspone, naime, grede postaju prevelike
i neekonomicne, a strop se uvija i jako trese. Kad se od oblog
drveta pili ili teSe greda, omjer Sirine i visine iznosi od 1:2
do 5:7, da bi se grada Sto povoljnije iskoristila. Ako je greda
skrivena u konstrukciji, ima tupe bridove.

Medusobna udaljenost greda ovisi o debljini gornje oplate,
pa za oplatu od 24 mm i za normalno optereéenje udaljenost
najcesce nije veéa od 100cm. Dimenzije se greda odreduju
statiCkim proracunom.

Grede leze u udubini ili na stepenu zida, redovito na
armiranobetonskom serklazu, na podlozi od bitumenske
ljepenke. Dubina je lezaja 2/3 visine grede, ali ne smije biti
manja od 12cm. Glava je grede zaStiCena premazom protiv



