TEORIJA PLASTICNOSTI - TEORIJA SKUPOVA

Tada su nepoznanice cr*, 0), a?, a® Za njihovo odredivanje
na raspolaganju su tri jednadzbe i jedan rubni uvjet. Naime,
na rubu je poznato ili a* ili a?. Uvjet te€enja u toCkama A
i B glasi:

\OA _aA\=2k i \oB-o0 B\=2k. (117)
Takoder je
rt=\(o* +o0% (118)
pa je prema (116)
Oo~ aB=+2k(mA-coB. (119)

Sl. 35. Polje linija klizanja pri ekstruziji za omjer
redukcije 12,5

SI. 36. Polje linija klizanja u plo€i s utorom koja je optere¢ena na
savijanje. Gornji se dio polja sastoji od logaritamskih spirala, a
donji je dio homogeno polje linija klizanja

Na si. 33 prikazan je kruti Zig koji se utiskuje u plasti¢nu
poluravninu. U toCki A poluravnine ocito je c*=0 i
mA-a)B= -jt/2, pa je u tocki B poluravnine -0 B=p-
= (2 + n)k, odnosno

Fg= (2+ n)kb, (120)

gdje je k= 0oT2 za Trescin, a aT]/3 za von Misesov kriterij.
Slike 34, 35 i 36 prikazuju polja linija klizanja za neke
primjere primjene metode linija klizanja.
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TEORIJA SKUPOVA, grana matematike koja prou-
Cava odnose medu op¢im kolektivima, posebno medu besko-
nacnima. Prema njezinu osnivatu G. Cantoru (1845-1918)
skup je ujedinjenje u cjelinu odredenih, medusobno razlicitih
predmeta naSeg opaZanja ili miSljenja. To se, medutim, ne
moze smatrati nekom klasicnom, eksplicitnom definicijom
skupa i teorije skupova, niti je neSto takvo uopée moguce,
jer je pojam skupa toliko osnovan i opcenit da se ne moze
svesti na nesto jo$ osnovnije i opéenitije.

Tocnije razumijevanje o ¢emu je rije¢ mogucée je tek
postepeno, prate¢i sam razvoj i izgradnju teorije skupova.
(Tako je, npr., nemoguca zadovoljavajuéa eksplicitna defini-
cija pojma Zivo hice, ali se ipak moze razumjeti o ¢emu je
rijeC jer se Zivotom samim upoznaje i zna€enje toga pojma.)

Naivna teorija skupova. Klasi¢na ili naivna teorija skupova
jo$§ ne apstrahira od prirode skupova i elemenata koji ih €ine,
kao §to su to, npr. u elementarnoj geometriji, bili Euklidovi
Elementi, gdje se jo§ pokuSavalo »definirati« 5to su to tocke
i pravci, pa polazeéi od w»intuitivno o€ito istinitih« aksioma,
kao polaznih tvrdnji, dalje razvijati geometriju. Za razliku od
toga, u tzv. aksiomatickoj teoriji skupova apstrahira se od
prirode skupova, od toga Sto oni jesu, i prou€avaju se samo
njihovi medusobni odnosi, polaze¢i od aksioma koji se
prihvac¢aju po definiciji, iako im je motivacija da bi Sto je
moguce tocnije i punije odraZzavali odgovarajuce intuitivne
okolnosti. Takva izgradnja teorije skupova odgovara u
geometriji Hilbertovim (1862-1943) Osnovama geometrije,
gdje se odustaje od definicije tocke i pravca te se oni uzimaju
kao w»sustavi predmetax o kojima se postavljaju aksiomi
odnosa $to medu njima vrijede. Kona¢no, u formaliziranim
aksiomatizacijama teorije skupova odustaje se i od sadrzajne
logike izvodenja posljedica (teorema) iz polaznih aksioma te
se i ta logika formalizira aksiomatizacijom dopusStenih postu-
paka dedukcije. Ni naivna, ni aksiomati¢ka, ni formalizirana
teorija skupova nisu kategoricke teorije, tj. ni jedna od njih
nije jedinstvena do izomorfizma. Postoje, naime, bitno
razliite teorije skupova pa bi, strogo uzevsi, trebalo govoriti
o0 teorijama, a ne o teoriji skupova. Primjerice, ¢ak ¢e i naivna
teorija skupova ovisiti o tome prihvaca li se ili se ne prihvaca
postojanje tzv. inakcesibilnih brojeva. U ovom prikazu nece
bifi pobliZe rijeCi o aksiomatickim i o formaliziranim teorijama
skupova.

Prema novijim shvaéanjima, glavnina se suvremene mate-
matike naCelno moZe zasnovati na teoriji skupova (npr.
Bourbakijev program).

Cantor je teoriju skupova zasnovao radovima iz vremena
posljednje tre¢ine XIX. stolje¢a. Pogotovo u povodu nekih
rezultata Cantorove teorije u vezi s (aktualno) beskonacnim
skupovima, njegova teorija prvotno niposto nije bila opc¢enito
prihvaéena; medu oponentima posebno se isticao L. Krone-
cker (1823-1891). Kritike su se posebno zaoStrile u vezi s
efektivnim antinomijama, protuslovljima koja su se, Cinilo se
prirodno i neizbjeZzno, javljala u kantorovskoj izgradnji
naivne teorije skupova. Suprotnosti izmedu Cantorova i
Kroneckerova gledanja ostale su i kasnije kao nepomirljive
razlike izmedu tzv. egzistencionalistiCkog i tzv. konstruktivisti¢-
kog shvacanja matematike, odnosno legitimnosti njezinih
predmeta i zaklju€ivanja o njima. U daljoj izgradnji teorije
skupova bitne su priloge dali F. Hausdorff (1868-1943), K.
Godel (1906-1978), P. Cohen i mnogi drugi.

Kantorovo ujedinjavanje u cjelinu odredenih predmeta
opazanja ili miSljenja zapravo je jedan od osnovnih nacina
funkcioniranja stvaranja pojmova. Kaze se, npr., roj pcela,
jato golubova, stado ovaca itd. Roj, jato, stado ... skupovi su
koji se, kao takvi, bitno razlikuju od predmeta koji ih Cine:
roj pCela nije pcela, jato golubova nije golub, stado ovaca nije
ovca itd. Osnovna relacija u teoriji skupova upravo i jest
odnos biti element od. U nekim izgradnjama teorije skupova
pristupa se programu uklanjanja protuslovlja tako da se
razlikuje pojam skupa (kao uzi) od pojma klase, pri ¢emu
samo skupovi mogu biti elementi drugih skupova ili klasa,
dok klasa ne smije biti lijevi €lan u relaciji element je od.
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U ovom ¢e se Clanku prikazati izgradnja osnova klasi¢ne
teorije skupova.

Relacija pripadnosti. Ako je s element skupa S, kaZe se
da s pripada ili da je sadrzan u S, odnosno da S sadrZi s i
pise se: s e S. Ako tnije element od S, kaZe se da t ne pripada
ili da nije sadrzan u S, odnosno da S ne sadrZi ti piSe se: t $
$ S. Ako S sadrzi elemente a,b,c, ..., piSese: S={a,b,c,...}.
Npr. {1,2,3,4,5} skup je koji sadrzi sve prirodne brojeve koji
nisu veci od 5 ili {a,b,c,d} skup je koji kao elemente sadrzi
simbole a, b, c, d ili objekte koje ti simboli oznacuju.

Skup S koji sadrzi one i samo one elemente koji imaju
neko odredeno svojstvo P(s) oznaCava se sa S= {s|P(s)}.
Po toj je definiciji trivijalno S={s|s e S}. Ako je npr. Z
skup svih nenegativnih cijelih brojeva, bit ¢e {0,1} = {x\x e
e Z i x2=x}. Ako je R skup svih realnih brojeva, bit ¢e
{y2,-fe} ={x\x e Rix2= 2}.

Jednakost skupova. Dva se skupa Sx i S2 po definiciji
smatraju jednakima onda i samo onda ako sadrze iste
elemente, tj. ako je proizvoljni predmet x element od Su
onda i samo onda ako je on element od S2 Npr. {2,3} = {x\x
je prirodni broj i vrijedi x2- 5x + 6= 0}; {3,5,7} = {x\x je
neparni primbroj manji od 10}.

Redovno se uzima da skup ne moZe sadrZavati neki
element u viSe primjeraka, pa se u suprotnom slucaju govori
o familiji umjesto o skupu. Druga je mogucnost da se neki
element kad se u nabrajanju ¢lanova skupa S javlja vie puta
samo jednom racuna kao njegov ¢lan. U tom je smislu npr.
{2,3,4,4,3} = {2,3,4} = {2,2,2,3,4}, pa je rijeC o trolanom
skupu. Opcenito, ako se razmatra neki kolektiv kojemu su
elementi i sami skupovi, pogotovo ako medu njima moZzda
ima i jednakih, bit ¢e redovno zgodnije govoriti o familiji ili
porodici skupova nego o skupu skupova.

Prazni skup. Prema dogovoru uvodi se i prazni skup koji
se oznaCava sa 0; po definiciji to je skup koji ne sadrzi nijedan
element. Drugim rije€ima, kakav god bio predmet x, on nije
element praznog skupa 0. Ili, moZe se pisati {x\x 4&*}.
Znaci da se po definiciji prihva¢a postojanje praznog skupa,
za koji ne postoji nijedan njegov element, pa je, posebno, i
0 %0, a potpuni je nesmisao re¢i da je prazan skup onaj koji
ne postoji. Prema prijaSnjoj definiciji jednakosti skupova
postoji samo jedan jedini prazni skup, pa je takoder potpun
nesmisao nabrajanje nekoliko praznih skupova; medutim,
dakako, prazni se skup (ne prazan, jer je to jedan jedini,
odredeni skup!) moZe opisati na razne nacine, npr. 0= {x\x
je parni primbroj veci od 3} ili 0= {x\x je realni broj za koji
je x2+ 1= 0} itd.

Konacni i beskonacni skupovi. Skup se zove konafan ako
je prazan ili sadrZi konatno mnogo elemenata. Skup koji nije
konac€an, koji dakle sadrzi beskonatno mnogo elemenata,
zove se beskonacan.

Podskupovi. Ako je svaki element skupa S ujedno i
element skupa T, kaZe se da je S podskup od T (i da je T
nadskup od S) te se piSe S C T (i T D S), bez obzira je li
Cak S=T ili nije. Posebno je prazni skup podskup svakoga
skupa, pa i samoga sebe, pa je 0 C S, 0 C 0. Takoder je
svaki skup S podskup samoga sebe, S C S. Ako se Zeli
istaknuti da je S C T, ali da nije S=T, kaZe se da je S pravi
podskup od T. Ako S nije podskup od T, tj. ako postoji
barem jedan predmet koji je element od S, a nije element od
T, piSe se S (fT. (U dijelu literature upotrebljava se znak C
umjesto C; tada je C znak za pravi podskup.)

Lako se uvida da je S=T onda i samo onda ako je S C
CTi T C S. Takoder iz definicije neposredno izlazi da je
relacija »biti podskup od« tranzitivha, tj. daizSC Ti T C
C V proizlazi S C V. Umjesto S C Ti T C V moZe se krace
pisatiS C T C V.

Preslikavanja. Ako je pomoc¢u neke funkcije / svakom
elementu 5 nekog skupa S pridruZzen jednoznacno odreden
element f(s) =t (krace: fs =t) skupa T, kaze se da je /
preslikavanje skupa S u skup T i piSe se/: S T. Kadsto
se umjesto fs piSe sf. Za odredeni s, s e S, zove sefs, fs e
e T, slikom od s pri preslikavanju /, a s originalom od fs pri
tom istom preslikavanju.
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U opéenitom slucaju ne mora svaki element od 7'biti slika
nekog elementa od S pri preslikavanju/: S—T. Takoder ne
mora svaki element fs od T koji je slika nekog elementa s
od S pri preslikavanju f: S-+ T biti slika samo tog elementa
od S. Ako preslikavanje f : S —T ima svojstvo da je pri tom
preslikavanju svaki element od T slika nekoga (bar jednoga)
elementa od 5, kaZe se da je / preslikavanje na ili surjekcija.
Ako preslikavanje /: S — T ima svojstvo da pri tom
preslikavanju fsx=fs2 povlai sl=s2 drugim rijeCima ako
nijedan element od T nije slika (bar) dvaju razliCitih
elemenata od S, kaZe se da je / uzajamno jednoznacno
preslikavanje ili injekcija. Preslikavanje koje je i preslikavanje
na i uzajamno jednoznacno (tj. i surjekcija i injekcija) zove
se bijekcija. Injekcija se krae zove i 1-1 preslikavanje.

Ako je /: S — T preslikavanje skupa S u skup T, mogu
skupovi S, T hiti bez zajedni¢kih elemenata, a mogu imati i
zajedniCke elemente; posebno, oni se mogu i poklapati, tj.
moze biti i S=T. Ako u tom posljednjem slucaju za element
sO od S vrijedi fsO=s0, kaze se da je sO fiksna tocka
preslikavanja/. Ako je/: 5—Ti S =T konacan skup, onda
se, kad je/bijekcija, takvo preslikavanje zove ipermutacija.

Opcenito se dva preslikavanja fx:Sx— 7} i f2:52— T2
smatraju jednakima onda i samo onda ako je Sx=S2i 7\ = T2
te za svaki s iz S{ vrijedi fx =fX.

Ako je/: S—Tigm T—V, onda je po definicijig f:
—» V preslikavanje definirano sa gf(s) =g(f(s)) za svako s e
eS. Preslikavanje gf rezultat je dakle uzastopnog najprije
preslikavanja/, a zatim preslikavanja g. To i jest glavni razlog
da se kadSto umjesto fs piSe sf, jer tada za slozeno
preslikavanje koje se dobiva ako se najprije izvrsi preslikava-
nje / a zatim preslikavanje g, prirodno proizlazi oznaka fg,
§to je zgodnije za Citanje slijeva nadesno. Za takvo slaganje
(kompoziciju) preslikavanja vrijedi asocijativnost, tj. ako je

- t,0:T Uih.U-7 V, bit ¢e h(gf) = (hg)f.

Ako je /: S — T bijekcija, onda postoji preslikavanju /
inverzno preslikavanje f~1: T — S definirano tako da je za
svako te T, f~1t jednako onom elementu 5 od S za koji je
fs =t. Ako je npr. S=N skup prirodnih brojeva, a f=P
skup parnih prirodnih brojeva, te/: N —P zadano safn = 2n
za svako n e N, bit ¢e f~Ilp=p/2 za svako p e P. Ako je
S= T= R skup realnih brojeva, af :R-">R zadano safx = x3

bit ¢e f~Ix = JjC Ako preslikavanje / ima inverzno preslika-
vanje /-1, onda i f~I ima inverzno preslikavanje (/_1)_1 Pa
je (f~)~1=fmPrema tome moZe se govoriti 0 medusobno
inverznim preslikavanjima. Ako su/: 5 —=Tig:T S
medusobno inverzna preslikavanja, tj. ako je/-1=gig-1=/,
bit ¢e gf identi¢no preslikavanje od S na S (tj. gf(s) =s za
svako 5 e S), afg Ce biti identi¢no preslikavanje od Tna T
(tj. fg(t) =t za svako t e T). Ako je/: S—S bijekcija i ako
je/-1=/, kaze se da je preslikavanje f involutivno. Npr. ako
je R+ skup pozitivnih realnih brojeva i/: R +—R + zadano
sa fx = Hx za svako x e R+, preslikavanje / je involutivno.

Neka je/: S—Ti neka je Z podskup od S. Preslikavanje
g :Z — 7, definirano tako da je za svako z e Z, gz=fz,
zove se restrikcija od / na Z i oznaCuje se safz. Ako je S D
DTiTDUteakoje/: S—» W, onda je (fTu=fue

Unija. Ako su S i T zadani skupovi, onda je po definiciji
S U T (Cita se: S unija T) skup koji kao elemente sadrzi one
i samo one predmete koji su elementi barem jednoga od
skupova S ili T. Npr. ako je S= {3,5,2,9} i 7= {4,9,3,0},
bit ¢e 5 U T={0,2,3,4,5,9}.

Opéenitije, ako je {SAAeAkakva god (konacna ili besko-
nacna) familija skupova, tj. ako je svakom Aiz skupa indeksa
A pridruzen neki skup SA(pri ¢emu se ne trazi da ti skupovi
moraju biti razliCiti za razlicite A), onda se pod

U 5a Q)
Ae A
(Cita se: unija od SApo svim Ae A) razumijeva skup koji kao
elemente sadrZi one i samo one predmete koji su elementi
barem jednog izmedu skupova Sx- OCito se ta definicija za
dvoelementni skup indeksa A svodi na prvotnu definiciju
unije dvaju skupova.
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Neposredno iz definicije unije proizlazi da ta operacija
ima ova svojstva:

5U5=5 (idempotentnost unije) (2)
5UT=TU>5 (komutativnost unije) 3)
(BU 7)U V=5U(ru V) (asocijativnost unije) (@)
5U0=5 (prazni skup je neutralni
element unije) 5)
5UT-T onda i samo onda ako je
SCT. (6)

Opéenita definicija unije familije skupova 5Amoze se
proSiriti tako da se dopusti da skup indeksa A moZze biti i
prazan, da se dakle definira unija od nula (nijednog) skupova,

USa= 0. (7)
AB60

Presjek. Ako su 5 i T zadani skupovi, onda je po definiciji
5 H T (Cita se: 5 presjek T) skup koji kao elemente sadrzi
one i samo one predmete koji su elementi obaju skupova 5
i T. Npr. ako je 5= {4,3,7,2,5} i T= {6,7,8,3}, onda je 5 n
nr={3,7}.

Opcenitije, ako je {5AAPeA kakva god (konacna ili besko-
nacna) familija skupova, tj. ako je svakom Aiz skupa indeksa
A pridruZzen neki skup 5A(ne trazZi se da ti skupovi moraju
biti razliCiti za razlicite A), onda se pod

PISa (8)

AeA

razumijeva skup koji kao elemente sadrzi one i samo one
predmete koji su elementi svih skupova 5A OCito se i ta
definicija za dvoelementni skup indeksa A svodi na prvotnu
definiciju presjeka dvaju skupova.

Neposredno iz definicije presjeka proizlazi da ta operacija
ima ova svojstva:

SHS=S (idempotentnost presjeka) (9)
5flT=Tn5 (komutativnost presjeka) (10)
(Snr)nV=S'n(rnV) (asocijativnost presjeka) (11)

paje

500=0 (prazni skup je nul-element
operacije presjeka) (12)

5fl T=T onda i samo onda ako je
TCH5. (13)

Zbog svojstva asocijativnosti unije i presjeka moze se npr.
umjesto (5 U T) U Vi umjesto 5 U (T U V) pisati samo
5 U T UV, te analogno i za presjek.

Opcenita definicija presjeka ne moZe se, kao Sto je to bio
slu¢aj kod unije, proSiriti i na slucaj kad je skup indeksa A
prazni skup 0. Tada bi naime trebalo staviti da je presjek od
nula skupova skup koji kao elemente sadrzi sve predmete
uopce, tj. to bi trebao biti neki univerzalni skup koji bi, osim
ostalog, medu svojim elementima morao sadrzavati npr. i
samoga sebe. No u Kklasicnoj je teoriji skupova takav
univerzalni skup u sebi kontradiktoran i stoga nedopustiv.

Izmedu operacije unije i presjeka vrijede i ove veze:

5U(m V)=GBUT)fl (5UV) (distributivnost unije
prema presjeku) (14)
5f1 (TU V)= (5fl T) L (SDV) (distributivnost presjeka

prema uniji) (15)
SHTHUT=T (apsorptivnost unije

prema presjeku) (16)
SUTHT=T (apsorptivnost presjeka

prema uniji) @an

Ako je 5 fl 7=0, kaze se da su 5, T disjunktni skupovi
(skupovi bez zajednickih elemenata). Prazni skup je disjunk-
tan s proizvoljnim skupom 5 pa i sa samim sobom. Analogno
se za skup skupova {54 kaZe da je to skup disjunktnih
skupova ako je svaki par razli€itih skupova iz toga skupa
disjunktan. Ako je {&58AeA skup disjunktnih skupova za koji
je U BA= T, kaZze se da je skupom {58AeA zadana particija
skupa T (na skup disjunktnih skupova {5AAeA).

Razlika. Ako su S'i T zadani skupovi, onda je po definiciji
S\T (Cita se: S minus T) skup koji kao elemente sadrZi one
i samo one predmete koji jesu elementi od S, ali nisu elementi
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od T. Ako je pri tome jo§ T C 5, zove se S\T takoder i

komplement od T (s obzirom na S) i oznaCuje sa CST. Npr.

ako je 5= {4,2,7,5,0} i T= {0,6,9,2}, bit ¢e S\T= {4,7,5}

te ako je uzisti Sskup T = {4,7}, bit ¢e S\T = CST = {2,5,0}.
Vrijede ove jednakosti:

(S\T) U (Sn T) =S (18)
(SUT)\T=S\T (19)
(S\T) U(SHT) U(T\S) =S UT (20)
(S\T)\V=S\(T UV) (21)
S\(T\V) =(S\T) U (S fl V) (22)
C50=5\0 =§ (23)
CsS=S\S =0. (24)
Ako je, posebno, T C SiV C 5, vrijedi takoder:
Cs(CsT) =S\(S\T) =T (25)
CST U T=(S\T) U T=S (26)
cst n t=(s\t) nr=0 27)
Cs(T U V) =CST n CSV \ (27a)
f (de Morganovi stavci).
CS(T H V) =CST U CSV ) (27b)

Simetri€na diferencija. Ako su S i T zadani skupovi, onda
je po definiciji simetri¢na diferencija od S i T (oznaka: S A
A T) skup (S\T) U (T\S). Vrijede relacije:

SAT=TAS (komutativnost simetri¢ne
diferencije) (28)
(SAT)AV=SA(TAV) (asocijativnost simetricne
diferencije) (29)
5A5=0 (30)
5A0=5. (31)

Skupovi, preslikavanje skupova te operacije unije, presje-
ka, razlike i simetricne diferencije skupova mogu se u
elementarnoj naivnoj teoriji skupova ilustrirati tzv. Vennovim
dijagramima. Proizvoljni se skup »obuhvati« zatvorenom,
redovno ovalnom linijom, a elementi mu se ili »ucrtaju«
unutar podru¢ja obuhvacena tom linijom ili se smatra da su
to »toCke« unutar toga podruc¢ja (si. 1 i 2). Preslikavanje /
skupa 5 u skup T moZe se ilustrirati prema si. 3. Sl. 4 ilustrira
(crtkanim podru¢jem) uniju, si. 5 presjek, si. 6 razliku i si.
7 simetri¢nu diferenciju dvaju skupova 5 i T.

SI. 3. Preslikavanje / skupa S u skup T

SI. 6. Razlika skupova S'i T Sl. 7. Simetri¢na diferencija skupova S i T
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Kartezijev produkt. Ako su S i T dani skupovi, onda se
skup svih uredenih parova (s,t) takvih dajese Site T
zove Kartezijev produkt skupova S i T i oznaCuje se sa S x
xT. Npr. ako je S= {1,2,3} i T={a,b}, bit ¢e Sx
x T={(M>, (l,b), <2,fl> <2,b), <3,fl), (3,6)}. Ako je,
posebno, barem jedan od skupova S i T prazni skup, bit ce
i njihov Kartezijev produkt SxT prazni skup. Inace, sam
uredeni par elemenata iz Si T, kad ti skupovi nisu disjunktni,
ne mora biti skup, jer elementi istog uredenog para mogu biti
medusobno jednaki.

Analogno se definira Kartezijev produkt od konacno
mnogo (ne nuzno disjunktnih ili uopée razli€itih) skupova;
posebno je npr. Sx T x V skup svih uredenih trojki elemenata
(s,t,v) zakojejese S, te Tive WV

Pojam Kartezijeva produkta proSiruje se i na slucaj kad
zadanih skupova moZe biti i beskonatno mnogo. Neka je
{SAA6A dana (konacna ili beskonacna) familija skupova, tj.
neka je svakom Aiz skupa indeksa A pridruZen neki skup S}
(ti skupovi ne moraju biti razliciti ili bez zajednickih
elemenata za razliite A i neka je / neko preslikavanje
/: A —U"a takvo da za svaki Ae A vrijedi/A e S Tada se

AeA
skup svih tih funkcija/zove Kartezijevim produktom familije
skupova {Salaca i oznaCuje sa nA- Posebno se za A = {1,

AeA

2,...,«} skup n~a svodi na Si x S2x e x Snu prijaSnjem
AeA

smislu time S§to svakom / odgovara uredena rc-torka
(/1,/2,...,fn). | za tu proSirenu definiciju Kartezijeva pro-
dukta vrijedi da ¢im je makar jedan od faktora Kartezijeva
produkta prazni skup, i sam je Kartezijev produkt prazni
skup. Nadalje, vrijede jednakosti:

(S x T) U(S2x T)=(S1U S2 x T,
(sxx TO N (S2x TY=(sxN SJ x (t, N t2.

(32
(33)

Partitivni skup. Ako je S neki skup, onda se skup svih
podskupova od S zove partitivni skup od S i oznaCuje se sa
&S. Posebno je partitivni skup praznog skupa jednoelementni
skup {0}, 2P0 = {0}. Partitivni je skup jednoelementnog skupa
S = {a) dvoelementni skup  a}= {0, {#}}. Partitivni je skup
dvoelementnog skupa S= {a,b} Cetveroelementni skup

= {0, {a}, {6}, {a,b}}. Opcenito, partitivni skup &S
konacnog skupa S od n elemenata sadrZzi 2n elemenata.

Ako je /: S — T preslikavanje skupa S u skup T, onda
se proSirenjem od / na preslikavanje skupa &S u skup &T
zove ono preslikavanje / koje je za svaki Z C S (tj. za svaki
Z e &S) definirano sa fZ = [J{fz}. Posebno je npr. uvijek

zeZ
/0= 0,/{z} = {fz}. Uz tako uvedeni naziv proSirenja moze
se npr. reCi da je preslikavanje f: S —T surjekcija onda i
samo onda ako za njegovo proSirenje vrijedi fS =T.

Ako je f: &S — &T proSirenje od /: S — T, zove se
preslikavanje f~1 :A?T — &S definirano za svaki V C T (tj.
za svaki V e &T) sa/-1U= (z e S\fz e V) recipro€nim prosi-
renjem od f:S-+ T. Posebno, dakle, za reciprocno proSirenje
/-1 od/: S — T uvijek vrijedi /-10=0,/_1T=S. Ako je
preslikavanje f:S — T bijekcija, tada c¢e restrikciji f~I
recipro€nog proSirenja od / na skup svih jednoelementnih
podskupova od T na prirodni nafin odgovarati inverzno
preslikavanje /-1 od /: S —» T tako da ¢e hiti f~rI{t} = {5}
onda i samo onda ako je /-1t =s.

Za prosirenje i reciprocno prosirenje preslikavanja/: S —
—> T vrijedi:

Za proizvoljne A, B C S je f(A UB) =(/A) U(fB). (34)

Za proizvoljne A, B C Sje/(A DB) =(/A) D (fB). (35)
Za svako A C Tje/(/-1A) C A. (36)
Za svako A C Sje/-1(/A) D A. (37)

Za proizvoljne A, B C Tje/-1(A UB) = (/_1A) U (f~1B).
38
Zaproizvoljne A, B C Tje/ XAPB) = (/ 1A) fl (/ 1B).
(39)

TEORIJA SKUPOVA

Aksiom izbora (Zermelov aksiom) glasi: za proizvoljni
skup S postoji preslikavanje 7 :ty S\{0} —S takvo da za svaki
element Z od 2PS\{0} vrijedi yZ e Z. Drugim rijeCima,
postoji skup reprezentanata skupa svih nepraznih podskupova
od S, tako da je reprezentant svakog takvog podskupa neki
njegov element.

Zermelov je aksiom jedna od najpoznatijih i najtipi¢nijih matematickih
»kontroverzija«; otkako je prvi put bio eksplicitno formuliran, uvijek je bilo
matematicara (i to prvoga reda!) koji su kategoricki odbijali da prihvate tvrdnju
tog aksioma. Glavni je razlog tomu svakako njegova nekonstruktivnost. Aksiom
postulira postojanje jednog skupa (spomenutog skupa reprezentanata), a da,
sam po sebi, ne daje nikakve moguénosti da se on definira, a pogotovo da se
efektivno, makar samo u nacelu, konstruira. U pojedinim se slu¢ajevima ¢ak
moze »dokazati« (u navodnicima, jer ni tu argumenti nisu indiskutabilni) da
takav skup reprezentanata ¢ak nikako nije ni moguce definirati; npr. za slucaj
da je 5 skup realnih brojeva. Problematika u vezi sa Zermelovim aksiomom
vrlo je osjetljiva, pa se i istaknutim matemati¢arima dogadalo da su tu grijesili.
ViSe se puta npr. pogreSno ustvrdilo da je Zermelov aksiom istovrijedan s
tvrdnjom da se u svakom (proizvoljnom) skupu (koji nije prazan) moze
istaknuti jedan njegov element. Ta tvrdnja ne vrijedi; Zermelov je aksiom
bitno jaci, on zahtijeva bitno viSe, naime da i svaka beskonacna familija
nepraznih skupova ima svoj skup reprezentanata. Za konactne familije
nepraznih skupova Zermelov se aksiom moze izvesti kao teorem, kao posljedica
bitno slabijih pretpostavaka nego je Zermelov aksiom. S druge strane, velika
vecina »radnih« matematicara i nacelno i u praksi prihva¢a Zermelov aksiom.

Postoji mnogo ekvivalenata Zermelova aksioma, tj. tvrdnja koje se, s
pomocu preostalih postavki teorije skupova koje nisu diskutabilne, mogu i
izvesti iz Zermelova aksioma, kao i obratno, imaju, uz te ostale postavke,
Zermelov aksiom kao posljedicu koju sami impliciraju. Takve su npr. ove dvije
tvrdnje: a) za svaku familiju nepraznih skupova postoji njezin skup reprezen-
tanata i b) za svaku nepraznu familiju nepraznih skupova Kartezijev je produkt
tih skupova neprazan.

Binarna relacija q u skupu S bit ¢e definirana ako je za
svaki uredeni par (razlicitih ili jednakih) elemenata od S
odredeno jesu li ili nisu u relaciji p. Binarnoj relaciji p u
skupu S na prirodan nacin odgovara, korespondentan joj je
odredeni podskup R Kartezijeva produkta S x S (Kartezijev
kvadrat od S), tj. onaj podskup R od S x S koji kao element
sadrZi one i samo one uredene parove elemenata od S koji
jesu u relaciji p. Ta se korespondencija Cesto (iako, strogo
uzevsi, nekorektno) formulira kao identifikacija, tj. kaZe se
da binarna relacija u skupu S jest odredeni podskup od S x S.
Ako su elementi su s2uredenog para (sus2) u relaciji p, pise
se Mp52ili p(si,s2, tji- P° definiciji je s{gs2onda i samo onda
ako je (si,s2) e R.

Slicno se uvodi ternarna relacija u skupu S. Ona je
definirana ako je za svaku uredenu trojku elemenata od S
odredeno jesu li ili nisu u toj relaciji. Ternarnoj relaciji u
skupu S na prirodan nacin odgovara odredeni podskup R od
S x S xS (Kartezijev kub od S), tako da je podefiniciji
q(si,s2,s3 onda i samo onda ako je (sus2s3) eR.

Opcenito je u skupu S definirana n-arnarelacija  (n
prirodni broj) ako je za svaku uredenu rc-torku (si%29...,sn)
elemenata od S odredeno jesu li ili nisu u toj relaciji, jz-arnoj
relaciji p u S na prirodan nacin odgovara podskup R od Sn
(n-ta potencija od S) koji kao elemente sadrzi one i samo
one uredene n-torke elemenata od S za koje njezini €lanovi
jesu u relaciji p. Tu definiciju za n =1 treba uzeti tako da je
unarna relacija u skupu S definirana ako je za svaki element
od S odredeno da li jest ili nije u toj relaciji; svakoj takvoj
unarnoj relaciji pridruzen je prirodno onaj podskup od S koji
sadrzi one i samo one elemente od S koji jesu u zadanoj
relaciji. To i opet nije posve strogo jer je tu uredena jednorka
(si) identificirana s elementom sx

Binarna relacija p zove se refleksivna ako za svaki element
s od S vrijedi sps. Binarna relacija p zove se simetri€na ako
za svaki si e S iza svaki s2e S vrijedi da iz”p” slijedi s2gsi.
Binarna relacija p zove se antisimetricna ako iz sxgs2i ~p”*
nuzno proizlazi da je s1=s2 tj. ako uz Si #=s2ne moZe biti
Sigs2 Binarna relacija p zove se tranzitivna ako za svaki sxe S,
za svaki s2 e S i za svaki s3 e S vrijedi da iz Sigs2i s2gs3
slijedi da je i Sigs3

Binarna relacija p koja je refleksivna, simetricna i
tranzitivna zove se relacija ekvivalencije: takva se relacija
Cesto oznaCuje sa ~. Relacija ekvivalencije u nepraznom
skupu S odreduje particiju skupa S na disjunktne neprazne
podskupove S, tako da su s} i sk elementi istog od tih
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podskupova 5, onda i samo onda ako je § ~ sk. Obrnuto,
ako je skupom nepraznih podskupova {SAAGi dana particija
(nepraznog) skupa S na disjunktne podskupove 5Ata particija
u skupu S na prirodan nacin odreduje relaciju ekvivalencije
~ ako se stavi da je (s,,sk) po definiciji u toj relaciji (tj. § ~
~ sk onda i samo onda ako su s, i sk elementi istog Sk.

Binarna relacija koja je refleksivna, antisimetricna i
tranzitivna zove se relacija parcijalnog (ili djelomi¢nog)
uredenja. Takva se relacija €esto oznacuje sa ii, a za skup S
u kojem je takva relacija definirana kaze se da je njome
parcijalno (ili djelomi¢no) ureden.

Ako je ii binarna relacija parcijalnog uredenja za koju,
osim toga, vrijedi da je bilo Si » s2bilo s2= slza svaki Si e S
i za svaki s2 e S, ta se relacija  zove relacija (potpunog ili
totalnog) uredenja. Za skup S u kojem je definirana takva
relacija kaze se da je njome (potpuno ili totalno ili linearno)
ureden.

Ako je skup S (potpuno) ureden relacijom i= koja osim
toga ima jo$ i ovo svojstvo: da svaki neprazni podskup od S
ima najmanji element, tj. u svakom nepraznom podskupu Z
od S postoji element zOtakav da je z0O = z za sve elemente
z od Z, tada se kaZe da je relacija N relacija dobrog uredenja
i da je skup S njome dobro ureden. Zbog antisimetri¢nosti
relacije » najmanji element z0 proizvoljnog podskupa Z od
S odreden je jednoznacno.

Binarna relacija < sa svojstvima: a) ni za koji element s
od S ne vrijedi s < s, b) za svaki sxe S i za svaki s2e S
vrijedi tocno jedna od triju relacija sx < s2, (i =52, s2 < su
c) relacija < je tranzitivna te se zove relacija striktnog (ili
strogog) (linearnog ili potpunog) uredenja.

Ako je ii relacija potpunog uredenja, onda je relacija <,
definirana sa s{ < s2onda i samo onda ako je Si ii s2 ali nije
s1=s2 relacija striktnog uredenja.

Obratno, ako je < relacija striktnog uredenja, onda je
relacija ii, definirana sa § ii s2 onda i samo onda ako je
sl < s2ili je sL=s2, relacija potpunog uredenja.

Primjeri. 1) Neka je S skup prirodnih brojeva i neka je
m neki €vrsto odabrani broj. Za su s2 e S neka je $ips2onda
i samo onda ako je S —s2bez ostatka djeljivo sa m. Tada je
g relacija ekvivalencije. 2) Neka je S skup prirodnih brojeva
i neka je Sips2onda i samo onda ako je Si bez ostatka djeljivo
sa s2 Tada je p relacija parcijalnog uredenja. 3) Neka je S
skup prirodnih brojeva i neka p ima znaCenje jednak je ili
manji je od u obicnom smislu. Tada je to relacija (potpunog)
uredenja. 4) Neka je S skup prirodnih brojeva i neka p ima
znaCenje manji je od u obiChom smislu. Tada je to relacija
striktnog uredenja. 5) Neka je S skup svih onih pozitivnih

realnih brojeva r za koje je r=n+1~ —, gdje su nim

prirodni brojevi. Za dva elementa rur2 od S neka je rxgr2
onda i samo onda ako je rxii r2 Tada je p relacija dobrog
uredenja.

Uz upotrebu Zermelova aksioma (ili neke njemu ekviva-
lentne izreke) moze se dokazati da za svaki (proizvoljni)
neprazni (konacni ili beskonacni) skup S postoji dobro
uredenje od S, tj. postoji relacija dobrog uredenja toga skupa.

Vrijedi i obrat, tj. ako za svaki skup S navedenih svojstava
postoji (bar jedno) njegovo dobro uredenje, onda vrijedi
Zermelov aksiom. Dokaz je obrata trivijalan, jer se svakom
podskupu Z od S koji nije prazan moze kao njegov
reprezentant pridruziti njegov najmanji element. Dokaz direk-
tne tvrdnje znatno je kompliciraniji: sam Zermelov aksiom
Cini se intuitivno nametljivim, dok je teorem da se svaki
neprazni skup moze dobro urediti to u znatno manjoj mijeri.
(G. Cantor bio je uvjeren u ispravnost te tvrdnje, no dokazao
ju je tek E. Zermelo.)

Kardinalni brojevi. Ako za par skupova 5, T postoji
bijekcija/: S-» T, kaZe se da ti skupovi imaju istu potenciju
ili da su istog kardinalnog broja. Tako definirana binarna
relacija biti istog kardinalnog broja u klasi svih skupova
relacija je ekvivalencije, pa ona odreduje particiju te klase
na disjunktne potklase skupova istog kardinalnog broja. Kao
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§to se klasi svih konacnih skupova s istim brojem elemenata
pridruZzuje odgovarajuci apstraktni prirodni broj, tako se,
opcenitije, klasi svih skupova istoga kardinalnog broja pridru-
Zuje odgovarajuéi (apstraktni) kardinalni broj. Praznom
skupu 0 pridruzuje se kardinalni broj 0, konacnim skupovima
koji sadrze n elemenata pridruzuje se (konacni) kardinalni
broj n, a beskona€nim skupovima pridruzuju se beskonacni
kardinalni brojevi za koje je, opcenito, prihvaceno da se
oznacuju hebrejskim slovom alef (K) s indeksima koji su redni
brojevi (o kojima se govori poslije). Posebno se za skupove
koji su istoga kardinalnog broja kao skup A prirodnih brojeva
kaze da su prebrojivi ili prebrojivo beskonacni i da im je
kardinalni broj KO (Cita se: alef nula).

Svaki beskonacni skup koji se moze urediti tako da bude
slican nizu prirodnih brojeva, tj. skup kojemu se svi njegovi
elementi mogu poredati u niz slfs2,s3 ...,sn, ... prebrojiv je, a
traZzena je bijekcija dana sa fn =sn. Tako su prebrojivi npr.
skup svih parnih brojeva 2,4,6,8,10,...; zatim skup svih
cijelih brojeva 0,- 1,1,-2,2, -3,3,.... Prebrojiv je i skup
svih pozitivnih racionalnih brojeva, tj. skup svih realnih
brojeva koji se mogu predociti u obliku min, gdje su/ni«
prirodni brojevi, Sto se uvida iz sheme na sl. 8. Prema toj
shemi prolazi se putem naznaCenim strelicama, izostavljajuci
pritom brojeve koji su se, samo u drugacijem zapisu, vec

° N
pojavili; time se dobiva niz i,-1,2,3,-1 12 3>’4,5, 11 2,
32%.
Prebrojiv je i skup svih racionalnih brojeva; tako se npr.
pocne sa 0 i nastavi upravo dobiveni niz u koji se iza svakoga
pozitivnog racionalnog broja r umetne broj - r.

koji sadrzi sve pozitivne racionalne brojeve.

Sl. 8. Shema za uredenje u niz tipa (0 skupa pozitivnih
racionalnih brojeva prikazanih omjerom m/n, gdje su m i
n prirodni brojevi

Prebrojiv je, nadalje, i skup svih algebarskih brojeva, tj.
skup svih realnih brojeva koji su nultocke polinoma
anxn+ an-xxn~l+ ... + ax + a0, s cjelobrojnim koeficijentima
at. To se uvida ovako: zbroj stupnja polinoma i apsolutnih
vrijednosti svih njegovih koeficijenata prirodni je broj. Svi
takvi polinomi mogu se dakle rastaviti u disjunktne skupove
prema vrijednosti toga prirodnog broja i ti se skupovi mogu
poredati u niz prema rastuéoj vrijednosti toga prirodnog
broja; unutar svakog od tih skupova ima kona¢no mnogo
polinoma koji se mogu poredati npr. kao po abecedi
(leksikografski). Konacno, razliite nultoCke istog polinoma
mogu se poredati prema rastu¢im vrijednostima. Ako se iz
tako dobivenog niza iskljuce algebarski brojevi koji su se vec¢
pojavili, proizlazi uredenje u niz skupa svih algebarskih
brojeva.

Kakav god bio skup S, skupovi S i &S ne mogu imati istu
potenciju. Dokaz te tvrdnje sluzi za ilustraciju takvih postu-
paka unutar klasi¢ne teorije skupova. Treba pokazati da
nijedna injekcija/: S —&S ne moze biti surjekcija. Neka je
R ={skeSivrijedi 5 $fs}. Pokazat ¢e se da nema elementa
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sOe S sa svojstvom fsO=R. Naime, kad bi takav element
postojao, bilo bi ili sOe R ili SO$R. U prvom bi slu€aju bilo
dakle sOefs0 suprotno definiciji od i?. U drugom bi slucaju
bilo s0$fs0, pa bi po definiciji od R moralo biti sOe R =fsQ,
Sto je opet kontradikcija. Time je tvrdnja dokazana.

Medu kardinalnim brojevima uvodi se ova binarna relacija

Ako je kardinalni broj od S jednak ku a kardinalni broj
od T jednak k2, bit ¢e po definiciji kx” k2onda i samo onda
ako postoji injekcija/: S —» T. Ta je definicija dobra, jer je
svejedno koji se skupovi S i T odaberu kao reprezentanti
skupova s kardinalnim brojevima kxi k2 Tom je relacijom
klasa kardinalnih brojeva ne samo parcijalno vec i totalno pa
Cak i dobro uredena. Pritom se tvrdnja da je to parcijalno
uredenje redovno dokazuje preko Cantor-Bernsteinova teore-
ma, dok je za dokaz da je uredenje ¢ak dobro bitan Zermelov
aksiom ili neka njemu ekvivalentna tvrdnja.

Buduci da za svaki skup S postoji injekcija/: S — &S,
npr. ona za koju je fs= {s}, proizlazi da je kardinalni broj
od &S uvijek veéi od kardinalnog broja od S. Odatle medu
beskonacnim kardinalnim brojevima nema najvecega. Ako je
kardinalni broj skupa S jednak k, kardinalni je broj njegova
partitivnog skupa &S jednak 2* Dakle je 2k>k i za
beskonacne k. Posebno je kardinalni broj partitivnhog skupa
od skupa prirodnih brojeva jednak 2Xa Isti kardinalni broj
ima i skup svih realnih brojeva, pa se 2*° oznafuje i sa c
(continuum realnih brojeva).

Hipoteza kontinuuma. Prema Cantorovoj hipotezi konti-
nuuma vrijedi 2>= K1, tj. kardinalni je broj skupa realnih
brojeva najmanji medu kardinalnim brojevima vecim od
prebrojivo beskonatnoga. Drugim rijeCima, kardinalni broj
skupa realnih brojeva dolazi u klasi dobro uredenih kardinal-
nih brojeva kao prvi iza KO. To znali da je po Cantorovoj
hipotezi kontinuuma svaki beskonacni podskup skupa realnih
brojeva takav da se moZe 1-1 preslikati bilo na skup svih
prirodnih brojeva, bilo na skup svih realnih brojeva.

G. Cantor je vjerovao da je ta hipoteza ispravna. K. Godel je kasnije
dokazao da se u odredenim formaliziranim aksiomatizacijama teorije skupova
hipoteza kontinuuma ne moze oboriti, ali je smatrao da bi se u nekom jatem
formaliziranom sustavu (dobivenom dodavanjem nekih daljih intuitivno prihvat-
ljivih aksioma) Cantorova hipoteza mogla oboriti. S druge strane, jo$ kasnije
je P. Cohen dokazao da je u odredenim formalizacijama aksiomatizirane teorije
skupova hipoteza kontinuuma nedokaziva. To znaci da je u takvim sustavima
ona neodluciva, slicno kao §to je to primjerice Euklidov postulat o paralelama
u tzv. apsolutnoj geometriji, tako da se ta moze konzistentno prosiriti bilo tim
Euklidovim petim postulatom, bilo njegovom negacijom. Formalizacije aksio-
maticke teorije skupova o kojima je ovdje bila rije¢ jesu u tzv. logici I. reda;
medutim, moze se pokazati da je u formalizaciji na osnovi tzv. logike Il. reda
hipoteza kontinuuma odlu¢ena (tj. nije neodluciva), ali se ne zna, niti se, barem
danas, uopée moze naslutiti, kako bi se mozda moglo saznati je li odlu¢ena u
smislu dokazivosti ili oborivosti. Cantorova hipoteza kontinuuma u svakom je
slucaju i dalje jedan od najteZih i po posljedicama jedan od najdelekoseznijih
problema teorije skupova. (Paul Cohen je za svoje rezultate o tome primio
Fieldsovu medalju i nagradu, koja je za matematitke znanosti ekvivalent
Nobelove nagrade.) Na ovom mjestu nije moguée dublje ulaziti u tu
problematiku koja ima implikacije ne samo za matematiku uopée nego i za
filozofiju znanosti pa i filozofiju uopce.

Transfinitna indukcija. Za transfinitne (beskonacne) dobro
uredene skupove vrijedi princip transfinitne indukcije.

Ako za svaki s e S iz pretpostavke da svi elementi od S
koji su manji od s (tj. svi z e S za koje je z = siz &%)
imaju svojstvo o proizlazi (kao posljedica) da i element 5 ima
svojstvo a, tada svi elementi od S imaju svojstvo o.

Dokaz principa transfinitne indukcije: ako ta tvrdnja ne
bi bila ispravna, postojao bi neki z e S koji ne bi imao svojstvo
0. Neka je Z skup svih takvih elemenata z koji nemaju
svojstvo 0. Z mora imati najmanji element, jer je po
pretpostavci neprazan i jer je S dobro ureden skup; neka je
z0taj najmanji element od Z. Svi elementi od S koji su manji
od z0(tj. svis e S za koje je s * z0i 5 4=1z0), bez obzira ima
li ili nema takvih elemenata (tj. bez obzira je li skup svih
takvih elemenata koji su manji od z0prazan ili nije), imaju
dakle svojstvo o. No tada bi po pretpostavci transfinitne
indukcije morao i z0 imati svojstvo a, §to je kontradikcija.
Znaci, nema elementa z skupa S koji ne bi imao svojstvo o.

Ordinalni brojevi. (Strogo) uredeni skup S zove se slican
(strogo) uredenom skupu T ako se (pomoc¢u /: S —=T) S
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moZe 1—1 preslikati na T tako da se saCuva uredenje, tj. da
za svaki sxeS i za sv.aki s2e S iz sx<s2proizlazi fsx<fs2

Za slicne (strogo) uredene skupove S i T kaZe se da imaju
isti redni tip. Redni tipovi (strogo) dobro uredenih skupova
zovu se redni ili ordinalni brojevi, krac¢e ordinali. Ako je
(strogo) dobro uredeni skup S beskonacan, njegov je ordinal
beskonacan (transfinitan).

Ordinalni broj (strogo) dobro uredenog skupa prirodnih
brojeva, poredanih po vrijednosti, oznacava se sa .

Svi elementi nekog (strogo) dobro uredenog skupa S koji
prethode (koji su manji) nekom njegovu €vrstom elementu
Sg, s prenesenim uredenjem od S, Cine odsje€ak od S koji je
takoder (strogo) dobro ureden.

Ako dva (strogo) dobro uredena skupa nisu slicna, onda
je jedan od njih slican nekom odsjecku drugoga. Ako su o i
r ordinali (strogo) dobro uredenih skupova S i T, kaZe se da
je 0 < xonda i samo onda ako je S slican nekom odsjeCku
od T.

Skup svih ordinala koji su manji od nekog ordinala a, u
kojem su ti ordinali poredani po vrijednosti, jest (strogo)
dobro uredeni skup kojem je redni tip jednak ordinalu a.

Ako se (strogo) dobro uredeni skup T sa svojim uredenjem
nadoveZe na (strogo) dobro uredeni skup S, oznacava se redni
tip dobivenog (strogo) dobro uredenog skupa kao zbroj
ordinala skupova S i T (tj. oir), i to u redoslijedu O+r.

Uz takvu notaciju moZe se (strogo) dobro uredeni pocetak
niza ordinala pisati u obliku 0,1,2,..., k, ..., 0,00+ 1,..., 0+ K,
€0 2,(02+1,...,8)¢3,....co°k+1,....,2....,(02+ Ok +
+1/,..., co2-k,..., 003, ..., ¢k, ..., cok-mk + cok~1-@k- 1+ ... + mQ,

(09...,co<0k,...,co(0+,...,coQk,...,codtoC ' ,..., gdje je
npr. <2 najmanji ordinal veci od svih ordinala oblika oo+ k,
k prirodni broj; co2 najmanji ordinal ve¢i od svih ordinala
oblika co<k\ uf najmanji ordinal veéi od svih ordinala oblikg

M'. Najmanji ordinal veéi od svih ordinala oblika cf, axe,
to"

ow , ... oznaCuje se sa e0. (Strogo) dobro uredeni skupovi
svih ordinald koji prethode bilo kojem, od e nadalje, od
naznacenih ordinala jo$ su uvijek samo prebrojivo beskonacni
skupovi.

Skupovi u nastavi. U posljednjih pola stolje¢a skupovi su
usli u nastavu matematike svih stupnjeva, sve do u osnovne
Skole, pa €ak i u djecje vrti¢e. Pritom je, dakako, rije¢ samo
0 najosnovnijim elementima te teorije, a ni oni nisu uvijek
korektno prezentirani. Taj je pohod teorije skupova dobrim
dijelom bio pripravljen i kapitalnim djelom Eléments de
mathématique Nicolasa Bourbakija (pseudonim grupe mladih
istaknutih francuskih matematicara koja se stalno obnavljala
tako da su mladi c¢lanovi zamjenjivali u meduvremenu
ostarjele ¢lanove) sa sveuciliSta u Nancagou (sloZenica od
Nancy i Chicago, gdje su djelovali neki burbakijevci).
Program toga djela, inace najvece i najSire sinteze matematike
nakon Euklidovih Elemenata prije viSe od dva tisucljeca, bila
je izgradnja (u nacelu) Citave tadasnje matematike na osnovi
teorije skupova. Podrucja, medutim, poput intuicionisticke
matematike, koja se u to ne uklapa, burbakijevci su smatrali
povijesnim fenomenom koji nece ostati trajnim vlasnistvom
bitno vaznim za matematiku. To im se, medu ostalim, osvetilo
1lu jednom prikazu njihova djela gdje je receno da bi i ono
moglo biti samo povijesni fenomen.

Pri ukljuCivanju skupova u nastavu matematike niZih
stupnjeva bilo je u svijetu, pa i u nas, i promaSaja i
pretjerivanja. Osnove teorije skupova proglaSavale su se
modernom matematikom, iako je to ucenje staro jedno
stolje¢e. Pojedina rjeSenja nisu bila najbolja i s pedagosko-
-metodicke strane. To pokazuju sljedeci primjeri.

Brojenje se djeci od ~7 godina prikazivalo preko uza-
jamno jednoznacnog preslikavanja skupova. Pritom se, medu-
tim, zaboravlja da djeca te dobi gotovo beziznimno ve¢ imaju
razvijen pojam apstraktnog prirodnog broja, pa je pokusaj
njegova uvodenja tim putem zakasnio. S druge strane, za
svjesno sagledavanje brojenja kao uzajamno jednoznacnog
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preslikavanja dob od 7 godina nije dovoljna, i s te je strane
pothvat preuranjen. Drugim rijeCima, uvodenju brojenja kao
uzajamno jednoznacnog preslikavanja bilo bi vise mjesta ili
u predskolskoj dobi (za djecu od ~5 godina), da se njime
potpomogne nesvjesno stvaranje pojma o apstraktnom prirod-
nom broju, ili pak kasnije (moZda oko desete ili dvanaeste
godine), da se uceniku pokaZze u €emu se sastoji bit samog
procesa brojenja.

U novije doba udio teorije skupova i nain njezina
prikazivanja u nastavi Skola niZih stupnjeva po€inju poprimati
opseg i oblik koji zasluzuju i koji o njoj neée stvarati
pogrednih predodZbi.

Sama teorija skupova u svojem razradenom obliku nesum-
njivo je jedno od najvaznijih i najfascinantnijih podrucja
matematiCke znanosti, pa je veliki njemacki matematicar D.
Hilbert s pravom rekao da je teorija skupova (matematicki)
raj iz kojeg nas vide nikad nitko ne smije protjerati. Pored
ostalog, antinomije teorije skupova bile su jedan od glavnih
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pokretaa nesluéenog razvoja matematicke logike i osnova
matematike u XX. stoljeCu. | u tom je smislu poznavanje
barem nekih fundamentalnih pojmova, konstrukcija i rezul-
tata teorije skupova neophodan dio izobrazbe suvremenog
intelektualca, dok ¢e njezino Sire i dublje poznavanje i
razumijevanje ostati rezervirano za uzi krug specijaliziranih
stru¢njaka.
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