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VIBRACIJE, mehanicke oscilacije sustava (konstrukcija,
strojeva, vozila i dr.) s malim amplitudama, dok su oscilacije
opcenito periodi¢no gibanje bilo koje amplitude. Katkad se upo-
trebljava i naziv titranje za vibracije napete strune, Stapa, mem-
brane i si. ProuCavanje mehanickih vibracija ima veliko znacenje
u svim granama tehnike, npr. u strojarstvu, gradevinarstvu, bro-
dogradnji, gradnji zrakoplova, gdje se periodic¢no gibanje tijela ili
njihovih dijelova gotovo uvijek zbiva s malim amplitudama. Vi-
bracije se prouCavaju unutar grane mehanike koja se naziva teo-
rija vibracija ili teorija oscilacija.

Vibracije su obi¢no neZeljena i $tetna pojava. Stetno djeluju na
ljude, a u strojevima, vozilima i opéenito u konstrukcijama uzro-
kuju poremecaje u radu i lomove te nepotrebno troSe mehanicku
energiju. Sdruge strane, vibracije su katkad i korisnejer su osnova
nekih mehanickih i tehnoloskih postupaka, npr. za popustanje
zaostalih naprezanja nakon lijevanja, ili opreme kao $to su vi-
bracijska sita, vibracijski konvejeri, strojevi za nabijanje itd. Vi-
bracije se primjenjuju i u geoloSko-seizmic¢kim istrazivanjima, pri
gradnji akustickih aparata itd.

Proizvodnja zvuka opéenito, a glazbe posebno, povezana je s titranjem (vi-
bracijama) Stapova, plo¢a, ljusaka, napetih struna i membrana. Glazbeni instrument
lira ima niz to¢no ugodenih napetih Zica koje svojim titranjem proizvode tonove.
Prvi graditelji lira morali su imati neka osnovna znanja o titranju napete Zice. Kako
je lira bila poznata jo$ starim Sumeranima prije viSe od 4 500 godina, mozZe se reci
da su proucavanja titranja napete Zice stara nekoliko tisu¢a godina.

Prva poznata sustavna ispitivanja titranja napete Zice provodio je gréki filozof
i matematiCar Pitagora u <—VI. st. na uredaju monokord (sonometar). Pitagora je
ispitivao ovisnost visine tona o napetosti i duljini Zice i ustanovio da dvostruko
dulja Zica pri istoj napetosti ima za jednu oktavu niZzi ton.

Koncem XVI. i poetkom XVII. st. M. Mersenne i G. Galilei neovisno sujedan
o drugome provodili pokuse titranja napete Zice. Galilei je utvrdio da titranja s
viSom frekvencijom daju i viSe tonove, te da interval izmedu dva tona ovisi o
omjeru frekvencija i daje za oktavu taj omjer 2, a za kvintu 1,5. Ispitivao je gibanje
njihala i utvrdio da vrijeme njihanja ovisi o duljini njihala, $toje primijenio za mje-
renje vremena. J. Sauver je poku3avao proracunati frekvenciju napete Zice, ali je to
uspjelo tek B. Tayloru 1713. godine. Njegovi rezultati dobro su se slagali s Mersen-
novim i Galilejevim mjerenjima. J. Sauver i J. Wallis neovisno su jedan o drugome
utvrdili da napeta Zica moze titrati raznim nacinima (formama). Sauver je uveo i
pojmove osnovne frekvencije i harmonika. J. R. D’Alembert je oko 1750. izveo
diferencijalnu jednadZbu titranja Zice, a J. Lagrange je 1759. rijeSio problem odre-
divanja frekvencija titranja u otvorenim i zatvorenim cijevima orgulja. Problem
titranja napete Zice proucavali su jo§ i poznati matemati¢ari D. Bernoulli, L. Euler
te J. B. J Fourier.

Nakon objavljivanja Hookeova zakona, L. Euler (1744) i D. Bernoulli (1751)
izveli su diferencijalnu jednadzbu popre¢nog titranja Stapa i razmatrali rjeSenjajed-
nadzbe za male pomake. E. F. F. Chladni je razvio metodu odredivanja nacina vi-
briranja (€vomih linija) plo¢a, pagaje Francuska akademija znanosti pozvala 1809.
da demonstrira svoj postupak. Potom je ista akademija raspisala nagradni natjecaj
za matematicko objasnjenje rezultata koje je dobio Chladni. Sophie Germain je
1816. dobila nagradu za izvedenu diferencijalnu jednadzbu titranja ploce, ali nije
uspjela ispravno definirati rubne uvjete, $to je tek 1850. ucinio G. R. Kirchhoff.

J W. S. Rayleigh je 1877. objavio djelo Theory ofSound, u kojem je razradio
metodu odredivanja osnovne frekvencije konzervativnih sustava pomocu zakona o
otuvanju mehanicke energije.

C. G. P de Laval dao je prakti¢no rjesenje za vibriranje neuravnotezena roti-
rajuceg diska koji je primijenio u gradnji parnih turbina. A. Stodala je prouc¢avao
vibracije parnih i plinskih turbina, posebno turbinskih lopatica i znatno pridonio
rjeSenju tog problema. Matemati¢ku teoriju nelinearnih vibracija razvili su koncem
XIX. st. J. H. Poincare i A. M. Ljapunov. Analizu titranja Stapova i plo¢a unapri-
jedili su S. P. Timo8enko i R. D. Mindlin, uzimajuéi u obzir rotacijsku tromost po-
precnih presjeka. Po TimoSenku je i uveden pojam Timosenkov $tap. Sustavan pri-
kaz teorije stohastickih vibracija dali su S. H. Crandall, W. D. Mark i J. D. Robson.

TEORIJSKE OSNOVE ANALIZE VIBRACIJA

Mehanicke vibracije jesu ponovljena gibanja mehanickih su-
stava oko nekog srednjeg, najcesée ravnoteznog, polozaja. Jed-
nostavan primjer vibracija jest gibanje tijela mase m koje visi na
opruzi konstante k (si. 1). Ako se tijelo povuce iz stanja ravnoteze
za iznos”0i prepusti samo sebi, gibat ¢e se po harmonijskom za-
konu:

y =y0coscot, (i)
odnosno

2n

y =yocosY t9

@)

gdjeje yOamplituda, cokruzna frekvencija, t vrijeme, a T vrijeme
titraja, tj. vrijeme za koje tijelo napravi jedan puni titraj (v. Me-
hanika, TE 8, str. 25). Vibracije ne moraju biti nuzno harmonijske
niti periodi¢ne (si. 2). Uz neharmonijske vibracije gibanje se od-
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vija po zakonu razli¢itom od sinusoidnog, ali moze biti perio-
di¢no (deterministiCke vibracije). Neperiodi¢ne vibracije uvijek
su i neharmonijske, ne mogu se podijeliti u manje dijelove koji se
zatim periodi€no ponavljaju. Slucajna su pojava i nemaju odgo-
varajué¢u matematicku funkciju (stohasti¢ke vibracije).

Krutom se tijelu za vrijeme vibriranja odreduje polozaj po-
mocu koordinata poloZaja. Najmanji broj medusobno nezavisnih
koordinata kojima su odredeni poloZaji svih tijela u sustavu koji
vibrira jesu stupnjevi slobode. PoloZaj jednog tijela opcenito je
odreden sa 3Sest nezavisnih koordinata, pa je to najveci broj
stupnjeva slobode s kojima mozZe vibrirati kruto tijelo. S toliko
stupnjeva slobode vibrira npr. karoserija automobila, koja se,
vezana na osovine kotaca pomocu elasti€nih i prigusenih ¢lanova,
promatra kao kruto tijelo. U mehanickim sustavima u kojima
svako tijelo ima jedan stupanj slobode, i to translacijski, tijela se
promatraju kao Cestice odgovarajuc¢ih masa. Sustav mozZe sadrZa-
vati i tijela koja vibriraju na rotacijski nacin (npr. remenice, kotaci
vozila), kojima je tada umjesto mase odgovarajuca veli¢ina mo-
ment tromosti oko osi rotacije, a poloZzaj im je odreden kutnom
koordinatom. Mehanicki sustavi u kojima se tijela promatraju kao
da su kruta vibriraju sjednim, dva ili s viSe stupnjeva slobode, no
taj je broj uvijek konacan (vibracije diskretnih sustava). Sustavi s
jednim stupnjem slobode jednostavno se matematicki opisuju
(npr. torzijske vibracije rotora strojeva), no nisu uvijek i tehnicki
jednostavni. Tako je automobilski motor sa svim svojim pokret-
nim dijelovima (koljencasta osovina, ventili, klipovi itd.) slozen
mehanicki sastav, no ima samo jedan stupanj slobode, jer kut za-
kreta osovine odreduje polozaj svih ostalih tijela u sustavu.

SI. 2. Periodi¢no i neperioditno gibanje, a deterministicke vi-
bracije, b stohastitke vibracije

Svako elastic¢no tijelo ima beskonatno mnogo stupnjeva slo-
bode, pa se vibracije takvih tijela promatraju kao vibracije kon-
tinuuma. Prilikom takvih vibracija svaka se tocka na tijelu giba
neovisno o drugim toCkama i svakoj tocki tijela odgovara druga
jednadzba gibanja.

S obzirom na nacin dovodenja energije u sustav, odnosno na
nacin pobude, vibracije se razvrstavaju na slobodne, prisilne,
samouzbudne i parametricke.

Slobodne vibracije nastaju kad se vibracijski sustav izvede iz
ravnoteznog stanja i prepusti sam sebi. Tada nema daljeg dovo-
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denja energije sa strane i sustav vibrira tzv. vlastitom frekvenci-
jom, odnosno vlastitim frekvencijama ako sustav ima viSe stu-
pnjeva slobode.

Prisilne vibracije nastaju djelovanjem uzbudne ili poreme-
¢ajne sile F(t), koja je funkcija vremena i trajno dovodi energiju
u sustav. Poremecaj moze biti zadan i gibanjem podloge, $to je
tzv. kinemati¢ka uzbuda. Medutim, ta sila nije definirana samo
gibanjem podloge nego i svojstvima sustava.

Samouzbudne vibracije nastaju i odrzavaju se konstantnim
dovodenjem energije sa strane. Sila koja proizvodi vibracije nema
promjenljiv karakter, nego djeluje stalno u istom smjeru. Primjer
za takve vibracije jest titranje Zice na violini koje se proizvodi
stalnim povla€enjem gudala ujednom smjeru.

ParametriCke vibracije nastaju zbog periodi¢ne promjene jed-
nog od osnovnih parametara sustava: mase, prigusenja ili kon-
stante elasti¢nosti.

Prema obliku diferencijalne jednadzbe gibanja vibracije mogu
biti linearne i nelinearne. Ako je karakteristika opruge ili prigu-
Sivaca nelinearna, diferencijalna jednadzba bit ¢e nelinearna, a
time i same vibracije. Analiza nelinearnih vibracija matematicki
je mnogo sloZenija, pa se zbog toga, gdje god je to moguce, u
proracunima provodi linearizacija, osobito kad su amplitude po-
maka malene.

Gotovo se sve pojave vibracija mogu uociti i prou€avati razma-
tranjem uzduznih vibracija sustava koji se sastoji od niza masa
povezanih medusobno elasti¢nim ipriguSenim elementima. Kako
je analiza takvih vibracija jednostavna, vibracije se i proucavaju
na takvim sustavima. Kad je to potrebno, analiza vibracija dopu-
njava se posebnim pojavama fleksijskih, torzijskih i drugih
nacina vibracija.

Modeliranje vibracijskih sustava. Tijekom slobodnog vi-
briranja mehanickog sustava potencijalna energija sustava prelazi
u kineticku i obratno, pri ¢emu se jedan dio energije rasipa, $to
postupno smanjuje amplitudu sve dok nakon nekog vremena vi-
bracije potpuno ne prestanu. Svaki realni vibracijski sustav sadrzi
povratne (elastine, restorativne), prigusne (disipativne) i trome
(inercijske) elemente (si. 3). U realnim sustavimajedan te isti fizi-
kalni element moZe imati sva tri svojstva. Tako npr. opruga ima
elasti€no svojstvo, tj. moze akumulirati potencijalnu energiju,
odnosno moZe stvarati povratnu ili restorativnu silu. Medutim,
stvarna opruga ima i odredenu masu. Osim toga, zbog unutarnjeg
trenja materijala i zbog otpora zraka opruga stvara i odredeno
priguSenje. Prematome, stvarna opruga ima sva tri svojstva: svoj-
stvo elasti¢nosti, tromosti i priguSenja. Prevladava svojstvo ela-
sticnosti, a druga su dva svojstva zanemarivo malena. Pri mode-
liranju vibracijskih sustava upotrebljavaju se elementi koji imaju
samo po jedno od tih svojstava.

Sl. 3. Osnovni elementi vibracijskih modela, a elasti¢ni, b prigusni, c inercij-
ski model

Elasti¢ni (restorativni) element sluZi za akumuliranje potenci-
jalne energije sustava. To su najce$¢e zaista elasti¢ni elementi u
obliku raznih opruga, ali to moZze biti i gravitacijsko polje kao kod
njihala, polje centrifugalnih sila itd. Taj se element prikazuje
pomocu opruge i, ako nije druk¢ije naznaceno, smatra se da je
opruga linearna, tj. daje sila opruge proporcionalna produljenju:

Fk=kx, ©)

gdje je Fksila u opruzi, k konstanta opruge (konstanta krutosti),
ax produljenje opruge (si. 4). Pravac Fk=kx naziva se karakteri-
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stikom opruge. PovrSina ispod karakteristike opruge jest potenci-
jalna energija U deformirane opruge koja iznosi

U=k- (4)

Karakteristika nelinearne opruge zadaje se dijagramom, a prema
porastu sile opruga moZze biti tvrda ili mekana. Cesto se za male
pomake x takva opruga moze smatrati linearnom.

SlI. 4. Karakteristika linearne (a) i nelinearne opruge (b)

Tromi (inercijski) element akumulira kineti€ku energiju su-
stava. Prikazuje se pomoc¢u utega mase m. Akoje relevantno i ro-
tacijsko gibanje, moze se prikazati pomocu diska koji ima mo-
ment tromosti J.

Prigudni (disipativni) element modelira rasipanje ili disipaciju
mehanicke energije. PriguSenje nastaje zbog unutarnjeg ili vanj-
skog trenja, odnosno otpora nekonzervativnih ili disipativnih sila.
Unutarnje trenje nastaje pri medusobnom pomicanju Cestica ma-
terijala pri deformiranju. Vanjsko trenje moZe biti suho, viskozno
ili opéenito otpor fluida. Viskozno trenje ovisi o prvoj potenciji
relativne brzine Jtd povrSina u dodiru. Otpor fluida ovisi o drugoj
potenciji relativne brzine. Opéenito sila priguSenja iznosi

Fc = cKk* (5)

gdje je ¢ faktor priguSenja, a n neki eksponent. Pri suhom trenju
je n=0, pri viskoznom n - 1, pri otporu fluida n- 2. U realnim je
vibracijskim sustavima n~ 1, pa se zbog toga, a i radi pojedno-
stavljenja matematicke analize, uzima daje n - 1, tj. pretpostavlja
se viskozno trenje. Simbolicki se element takva trenja prikazuje
pomocu viskoznog priguSivaca koji se sastoji od klipa i cilindra
u kojem se nalazi ulje.

Uzbudne (poremecajne) sile djeluju na vibracijski model i
uzrokuju prisilne vibracije. Vrlo Ceste su i za analizu vrlo jedno-
stavne tzv. harmonijske sile, koje se mijenjaju po zakonu sinusa
ili kosinusa:

F(t) = FOcos (cot- q0), (6)

gdje je /*amplituda, <uuzbudna kruzna frekvencija, a % pocetna
faza. Ako je uzbudna sila periodi¢na ali nije harmonijska, moze
se razvojem u Fourierov red prikazati kao zbroj harmonijskih sila.
Uzrok uzbude moze biti i podloga kao prilikom potresa ili voznje
automobila po hrapavu putu. Toje tzv. kinemati¢ka uzbuda. Kod
rotirajucih dijelova Cestaje i centrifugalna uzbuda. Uzbudaje de-
terministi¢ka ako je periodi¢na i unaprijed poznata, a stohasti¢ka
ako je potpuno proizvoljna i nije unaprijed poznata.

Vibracije sustava sjednim stupnjem slobode

Jednostavan model vibracijskog sustava s jednim stupnjem
slobode (si. 5) sastoji se od tijela mase m koje klizi po podlozi bez
trenja. Tijelo je za podlogu vezano oprugom konstante k i prigusi-
vacem koji ima faktor priguSenja c. Na oslobodeno tijelo djeluje
sila opruge Fk=kx, prigusna sila Ft.=cx, sila inercije F{=mx te

SI. 5. Model vibracij-
skog sustava s jed-
nim stupnjem slobo-
de. a sustav, b sile
koje djeluju na oslo-
bodeno tijelo mase m
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aktivna poremecajna silaF(f)- Radi Stojednostavnije analize uzi-
ma se da se sila mijenja po harmonijskom zakonu:

F(t) = FOcoscot, %)
gdje je FOamplituda poremecajne sile, a muzbudna ili poreme-
¢ajna frekvencija. Tadaje jednadZba gibanja tijela

mx +cx + kx = FOcoscot. (8)

Slobodne vibracije bez priguSenja. Ako na sustav ne djeluje
poremecajna sila i ako je faktor prigusenja ¢ zanemarivo malen,
izraz (8) glasi

XH— X =o. 9
- ©

Omjer k/m jednak je kvadratu vlastite (prirodne) kruzne frekven-
cije vibracija bez prigudenja (kIm-(n\), koja se izrazava u radi-
janima u sekundi (rad/s). Opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe
(9) daje izraz za pomak mase m tijekom vibriranja i glasi

(10

Uz pocetne uvjete za pomak x(0)=x0ibrzinu x(0) = V0, izraz (10)

prelazi u
(U)

X = C, coséont + C2sin cont.

x = x0coscon/ + —0 sin cont,

odnosno

+ cos{cont-<p0), (12

gdje je ([@pocetna faza zadana izrazom tan %= v0/(cox0).

Vibracijski se sustav prema (11) giba po harmonijskom zako-
nu kad se poremeti i prepusti samom sebi. Vlastita frekvencija
takvih vibracija ovisi samo o parametrima sustava, tj. o konstanti
k i masi m, a ne ovisi o na€inu na koji je sustav doveden u gibanje.
Prema tome, vlastitaje frekvencija unutarnje svojstvo sustava i ne
moZe se promijeniti a da se ne promijeni sam sustav. Vlastita ili
kruzna frekvencija anrazlikuje se od frekvencijef koja izrazava
broj titraja u sekundi (herc, Hz). Te su frekvencije povezane izra-
zom

f =nSL=I

an T (13)

Kvadrat vlastite frekvencije slobodnih, neprigu$enih vibracija
nalazi se kao koeficijent uz nederivirani ¢lan jednadzbe gibanja,
ako je jednadzba tako uredena daje koeficijent uz drugu derivaciju
pomakajednak jedinici. Tako se i odreduje vlastita frekvencija an.

SI. 6. Vibracijski sustavi sjednim stupnjem slobode, a mate-
maticko njihalo, b torzijski sustav

Matematicko njihalo (si. 6a) takoder je sustav sjednim stup-
njem slobode, u kojem je povratni element sila teZza. Jednadzba
gibanja njihala glasi

ml2(p+ mg/sin (p=0. (14)

Za male pomake (pvrijedi daje (p~sin (p pa se taj izraz svodi na
E+j<p = 0. (15)

Odatle je vlastita frekvencija matematickog njihala
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(16)
Za torzijski sustav (si. 6 b) jednadZba gibanja glasi
- K n
P+~ 1p= an

gdje je J dinamicki moment tromosti diska, a Aje torzijska kon-
stanta krutosti osovine. Vlastitaje frekvencija slobodnih vibracija
takva sustava

n=yK. 18
Qn 3 (18)

Povratni element je osovina s konstantom krutosti
k - (19)

. / Ll
gdje je G modul smi¢nosti materijala osovine, 7ppolarni moment
tromosti osovine, a / duljina osovine.
Slobodne vibracije s priguSenjem. Prilikom takvih vibracija
nema poremecajne sile, a prema (8) odgovarajuca je jednadzba
gibanja

mx +cx +kx =0. (20)
Pripadna karakteristi¢na jednadZba glasi
mr2+cr +k =0, (21)

a 0 njezinim korijenima rl i r2ovisi kakvo ¢e biti gibanje. Ti su
korijeni

(22)

gdje je Akonstanta prigusenja.
Pri slabompriguSenju (c<2”mk ) korijeni r, i r2su konjugi-
rano kompleksni, jer je A<é»n, paje

Ati-Jool - R=-Axiv, (23)

12
gdjeje vkruzna frekvencija priguSenih slobodnih vibracija, a ima
jedinicu s~]. RjeSenje jednadZbe gibanja ima oblik

X =xne Asin (v/ + q0). (24)

Konstante x0i (0 odreduju se iz poCetnih uvjeta. Vibracije su
pseudoperiodicne, jer se nakon perioda T=2n/v (pseudoperiod)
dodu$e ponavlja ciklus, ali sa smanjenim amplitudama (si. 7).

Sl. 7. Ovisnost promjene pomaka* tijela mase m o vremenu pri
prigudenim vibracijama

Mjera tog smanjivanjajest omjer dviju uzastopnih amplituda ra-
zlicitog predznaka ili dviju uzastopnih amplituda istog predzna-
ka. Za dvije uzastopne amplitude istog predznaka taj ¢e omjer biti

A= e
XM

(25)
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i taj je omjer konstantan. Pritom je \n\X J X = XT logaritmicki
dekrement koji pokazuje brzinu priguSivanja vibracija. 1z eksperi-
mentalno snimljenog dijagrama x(t) odreduje se logaritmicki de-
krement i konstanta priguSenja A odnosno faktor prigusenja c.
Ako je priguSenjejako (c>27jmk ), korijeni r, i r2su realni i
razliciti, a X>con. RjeSenje diferencijalne jednadzbe gibanja glasi

X =X, e~Asinh(v/ + q0). (26)

I ovdje se x0i % odreduju iz poCetnih uvjeta, a gibanje je neperio-
di¢no, tj. nema vibracija. Funkcija pomaka *(/) asimptotski se
priblizava nuli (si. 8).

SI. 8. Neperiodi¢no

gibanje prijakom (/),

kriticnom (2) i slabom

prigusenju  (3) uz
(po= 0

Kriti€nopriguSenje (c=ckr=2frnk ) granicnije slucaj izmedu
priguSenih vibracija i neperiodiénog gibanja. Tada je A=an, a
v=0. Karakteristicna jednadZba ima samo jedan korijen rx=r2=
=-A, arjeSenje diferencijalne jednadZbe gibanja glasi

x =(x0+ct)e 27)

Gibanje jo$ uvijek nema znacajku vibracija, ve¢ se kao iprijakom
priguSenju pomak x(t) asimptotski priblizava nuli. Je li neko pri-
guSenje jako (natkriticno), kriti¢no ili slabo (potkriticno) poka-
zujefaktor prigudenja:

= 28
£ 2fmk ’ (28)

koji je prijakom priguSenju veci, a pri slabom manji od jedinice.
Za kriticno je priguSenje £= 1.

U mnogim strojevima i konstrukcijama relativno je prigusenje
maleno, reda vrijednosti 0,1 ili manje. Akoje £=0,1, vlastite fre-
kvencije priguSenih i neprigusenih vibracija neznatno se razlikuju
(—9,5%). Zbog toga se vlastite frekvencije mogu odrediti s do-
voljnom to€noSc¢u, zanemarujuéi prigusenje kad je ono manje od
0,1. Medutim, ve¢ i tako maleno priguSenje uzrokuje naglo sma-
njenje amplituda. Ako je £=0,1, logaritmicki je dekrement
AT -0,631, a amplituda X]0 nakon desetog perioda iznosi
*,0="*, e-63=0,0018Af,. Prema tome, malo priguSenje neznatno
utje€e na vlastitu frekvenciju, ali naglo smanjuje amplitudu i
uvjetuje brzo zamiranje vibracija.

Prisilne vibracije bez prigu$enja. Poremecajna silaje F04=0,
a faktor priguenja c=0, pa se (8) svodi na

mx + kx = Fgcoscot. (29)

Opce rjesenje te diferencijalne jednadZbe sastoji se od opceg
rjeSenja homogenog dijela ijednog partikulamog rjeSenja:

x(i) = C, coscont + C2sincont + - 2—cos cot. (30)
Uz pocetne uvjete x(0)=x0i x(0) =0, izraz (30) prelazi u
je(/) = [x0 --—----——— - Icosfi) i+— sinwn/+ coscot.
v k-meo2) con k - meo2
(31)

Prva dva €lana predstavljaju titranje vlastitom frekvencijom an, a
tre¢i prisilnom (uzbudnom) frekvencijom o Vlastite vibracije
postupno zamiru i preostaju samo vibracije prisilnom frekvenci-
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jom. Zbog toga se prve nazivaju prijelazne ili tranzientne, a druge
ustaljene ili stacionarne. Ustaljene vibracije imaju amplitudu

=- (32)

odnosno

(33)

gdje je xsl=F0/k staticki pomak mase m pod djelovanjem kon-
stantne sile FO. Vrijednost amplitude ustaljenih vibracija ovisi o
omjeru uzbudne ivlastite frekvencije co/con. Kad se  priblizava am,
tadaX teZzi beskonaCnosti. Ta se pojava naziva rezonancija. OcCito
je da masa ne moZze trenutno postiéi vrlo veliku amplitudu; ampli-
tuda se postupno povecava od nule prema velikim vrijednostima
(si. 9). Podrobnija bi analiza pokazala daje taj porast linearan:

1
X =L £ Icot=—X. cot. (34)
2 k
U realnim sustavima, zbog prisutnosti trenja, porast amplitude
ne tezi beskonacnosti, nego se asimptotski priblizava nekoj ko-
nacnoj vrijednosti. Omjer dinamicke i statiCke amplitude iznosi

X X 1 (35)

1-

Na temelju tog izraza moze se zakljuciti da su X ixg istog pred-
znaka ako je co<con, tj. dinamiCki se pomak zbiva u smjeru
djelovanja sile, masa titra u fazi s poremecajnom silom. Nasuprot
tome, ako je co>om, predznaci X ix¥su suprotni, pa masa vibrira
protufazno sa silom. Kad sila djeluje udesno, masa ima pomak
ulijevo i obratno.

SI. 9. Porast rezonantne ampli-
tude s vremenom prilikom pri-
silnih vibracija bez prigusenja

Kad se i anneznatno razlikuju (con-co=2 Aco, an+ co~2co),
jednadzba gibanja, uz pocetne uvjete x(0) =0 i a(0) =0, glasi

x(IL} = ljc 0 sin Acot + sin cot. (36)
2" Am

Tada sustav vibrira po harmonijskom zakonu prisilnom frekven-

cijom oo ali se amplituda titranja mijenja po sinusnom zakonu (si.

10). Takav nacin vibriranja naziva se treptanje (engl. beating).

Sl. 10. Vibriranje su-
stava uz neznatnu ra-
zliku izmedu vlastite i
uzbudne frekvencije
(treptanje)

Apsolutna vrijednost omjera X/x¢ naziva sefaktor uvecanja
(magnifikacije):
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(37
1-

U elektronici se umjesto izraza faktor uvecanja upotrebljava izraz
faktor amplifikacije.

Prisilne vibracije s priguSenjem. Za sustav sa slike 5 dife-
rencijalna jednadZba gibanja (8) ima opce rjeSenje koje se sastoji
od rjeSenja homogenog dijela xh(0 ijednog partikulamog inte-
grala.vp(i):

*(0 = *h(0 + *P(0-

Homogeno rjeSenje *h(0 dano je izrazom (24). MoZe se pokazati
daje

(38)

xp(r) = Xcos(cot -cp), (39)

gdjeje

cco

X = tan - (40)

N(k-mco2)2+(cco)2 k-mco2

Ako se uzme u obzir daje k/m = col >daje *o " =xgidaje *=c’cK=

=c/(2 k), tada je
2£
X =- tang=- 0 . (41)
r ® \2 / [00)
1- 2f— 1-
oon @
Potpuno opce rjeSenje tada glasi
x(t) = x0e~Alsin (vt +q) + X cos (cot + cp\ (42)

gdje su x0i g0 konstante integracije. Karakter prijelaznih vibra-
cija ovisi 0 omjeru co/con. Ako je co<con, sustav ¢e u prijelaznom
odsjeCku vibrirati vlastitom frekvencijom anuz dodatne treptaje
frekvencije @ Obrnuto, kada je co>cowv izrazenije su vibracije s
uzbudnom frekvencijom <»(sl. 11).

Sl. 11. Pomak * prilikom prisilnih vibracija u prijelaznom odsje-
€ku vremena (prijelazne vibracije)

Kada se vibracije ustale sustav vibrira uzbudnom frekvenci-
jom o, s amplitudom koja ovisi o prigusenju. Ta se amplituda
izrazava bezdimenzijskim faktorom uvecanja, $toje omjer ampli-
tude X i statickog pomaka x4, tako da iznosi

VIBRACIJE

U sustavima s malim priguSenjem rezonancija (Xmex) prakticki
nastaje kada je co=con. Za sustav bez priguSenja amplituda vibri-
ranja bila bi beskona€no velika (M=co). Sto je prigusenje vece,
maksimalne se amplitude javljaju pri sve manjim omjerima co/con
(crtkana linija na si. 12). U podrezonantnom podruc¢ju smanje-
njem krutosti k rastu amplitude X, jer se time smanjuje i vlastita
frekvencija an. U nadrezonantnom podrucju smanjenjem krutosti
k smanjuje se amplituda vibracija.

SI. 12. Ovisnost
faktora uvecanja
M o omjeru colcon
za razliite fakto-
re relativnog pri-
gusenja G

Podrezonantno

podrucje Nadrezonantno podrucje

U sustavima s priguSenjem uvijek nastaju vibracije koje manje

ili viSe zaostaju za poremecajem. To je zaostajanje izrazeno fa-
znim pomakom @(si. 13).

SI. 13. Ovisnost po-
Cetne faze gpo omjeru
frekvencija (o/(on za
razlicite faktore rela-
tivnog prigusenja G

Preko opruge i priguSivaca prenosi se na okolinu (temelj, pod-
loga) sila promjenljiva iznosa. Omjer amplitude FTprenesene sile
na podlogu i amplitude poremecajne sile FOnaziva se faktorom
prijenosa sile (si. 14):

©
1+27?



VIBRACIJE

Porastom relativnog prigusenja prenesena se sila na podlogu sma-
njuje za co<anV2 , a povecava za co>anV2 .

SI. 14. Ovisnost faktora

prijenosa sile MFo omjeru

frekvencija coUon i rela-
tivnom prigusenju G

U praksi nije rijedak obrnut slucaj, pri kojem se vibracije pod-
loge prenose na strojeve i uredaje. Pomak podloge i brzina pro-
mjene tog pomaka uzrokuju tada vibracije promatranog sustava i
djeluju na njega kao kinematicka uzbuda, kao npr. prilikom
voZnje automobila po valovitoj cesti.

Vibracije sustava s dva stupnja slobode

Kada je poloZaj jednog tijela odreden s dva podatka (koordi-
nate) ili kada se sustav sastoji od dvije koncentrirane mase od ko-
jih je svakoj poloZaj odreden jednim podatkom (npr. translacij-
skim pomakom>>ili kutom <), sustav ima dva stupnja slobode (si.
15). JednadZbe gibanja takvih sustava mogu se postaviti na kla-
si€an nacin ili primjenom LagrangeovihjednadZbi druge vrste (v.
Mehanika, analiticka, TE 8, str. 56).

m\

o - m

SI. 15. Primjeri mehani¢kih modela vibracijskih sustava s dva
stupnja slobode

Primjerice, diferencijalne jednadZbe gibanja za sustav na slici
16 glase

m\'x1+ (c0i +C12)*, ~cn x2+ (*oi + *12)n1 — 122 = Fi(O0,

m2x2+ (ci2 "™t20)"i“ c\i*\ 4'(r12

(45)
k 20)x2—k ]2x]= F2(t),
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gdje su c0,, C|2i cDkoeficijenti priguenja, a k(], kn i k20konstante
opruge. Svaki koeficijent, odnosno konstanta, ima dva indeksa
koji se odnose na mase koje povezuje. Tako se konstanta kn od-
nosi na oprugu koja povezuje mase m, i m2 Indeks 0 oznacava
podlogu, paje cDkoeficijent priguSenja priguSivaca koji povezuje
masu m2s podlogom.

mmmmSmmmmssm

- x2
Sl. 16. Model uzduZznog vibracijskog sustava s dva stupnja slobode

Izrazi (45) zapisani u matricnom obliku glase

[m10x] + [c][x] + [KI[X] = [F 1

gdje su [m], [c] i [K] matrice tromosti, priguSenja, odnosno kruto-
sti. One su kvadratne i simetricne, a imaju sljedece elemente:

(46)

~m 0 7)
1= 0 ml
4'C\m
[el- Ch + G) (48)
kA+kR ki
[k = K\2+ kD (49)

Matrice pomaka [x] i poremecajnih sila [F] jednostup&ane su ma-
trice s elementima

M = (50)

[F1= (1)

Kad nema poremecajnih sila (FI=F2=0) i priguSenja (cQ=

=c]2=c20=0), vrijede sljedece jednadZzbe gibanja (slobodne, ne-
priguSene vibracije):

ra, X, +(/:0,+k]2x, - k ]2x2=0,

(52)
m2x2+(k2+k20)x2- k n xx=0,

kojih je rjesenje

jd = A"cos(a>/ —) i x2=X2cos(cot-(p2). (53)

TarjeSenja uvrStena u dvije jednadZbe gibanja daju isto toliki broj
homogenih linearnih algebarskih jednadzbi, u kojima su nepo-
znanice amplitude X xiX 2. Amplitude e biti razlicite od nule (ne-
trivijalno rjeSenje) samo ako je determinanta koeficijenata alge-
barskih jednadZbi jednaka nuli, odnosno

mxm2c4-[(&o0,+kn)m2+(kR+k20)mxce2+

+[ro1  M2XA2 4"720) K\ ~ (54)

Gornja jednadZba naziva se karakteristi¢na ili frekvencijska jed-
nadzba. Ona ima uvijek dva pozitivna realna rjedenja, @2 i co2:

b (D=t lley n2+720]
' 2m, 2ml ~
\2 )
01 + k\2 kX+kD KO\A24-kn kD+ AD, k20

(55)

2m. 2nu

Prema tome, sustav s dva stupnja slobode ima opcenito dvije
razlicite vlastite frekvencije & i a®. Uvijek se uzima daje & <o
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Kojom ¢e od te dvije frekvencije sustav vibrirati ovisi o po¢etnim
uvjetima.

Jednadzbe gibanja su homogene pa se pomoc¢u njih mogu
odrediti samo omjeri amplituda:

X2 _ -mlco2+kOl+KkI2

(56)
liz -m2co2+kn +k20'

ali ne i njihove vrijednosti. Svakoj vlastitoj frekvenciji 0)}i a2
odgovara pripadni omjerX 2Xxkoji se naziva osnovni nacin vibri-
ranja. Sustav s dva stupnja slobode ima dvije vlastite frekvencije,
pa ¢e imati i dva osnovna nacina vibriranja. Opéenito, sustav s n
stupnjeva slobode ima n vlastitih frekvencija i n osnovnih nacina
vibriranja. Ako se sustavu narinu pomaci u obliku prvog os-
novnog nacina, on ¢e vibrirati s prvom vlastitom frekvencijom.
Ako pocetni uvjeti odgovaraju drugom nacinu vibriranja, sustav
¢e vibrirati s drugom vlastitom frekvencijom itd. Kad su po€etni
uvjeti proizvoljni, treba ih rastaviti na osnovne nacine posebnim
postupkom. Npr. ako je m,=m2=w, kQ=k20=k i ku=0,5k
(simetriCan sustav), bit ¢e co}=k/m i coj=2k/m. Pri vlastitoj
frekvenciji odgovara prvi nacin vibriranjaX2Xx= 1 (istofazne vi-
bracije), dok je za vibracije s drugom frekvencijom X2Xx—1
(protufazne vibracije). U drugom se slu€aju osim krajnjih nepo-
micnih toCaka (Cvorova) pojavljuje dodatni nepomicni Cvor iz-
medu obiju masa (si. 17), pa su to prividno dva odvojena, nezavi-
sna sustava, svaki s pojednom masom izmedu opruga krutosti k.

Nepomi¢na totka

Xl
opruge 1 *

0,5*

SI. 17. Prikaz slobodnih neprigusenih vibracija simetri¢nog susta-

va s dva stupnja slobode, a prvi nacin vibriranja (cof -kim, mase

vibriraju istofazno), b drugi nacin vibriranja (co; =2k/m, protufa-
zne vibracije)

Za prisilne i priguSene vibracije s dva stupnja slobode, rjeSenja
se sastoje, kao i za sustav sjednim stupnjem slobode od homo-
genog i partikulamog dijela. Kada je poremeéajna frekvencija
jednaka jednoj od vlastitih frekvencija, nastaje rezonancija i u
neprigusenim sustavima amplitude postaju beskonacno velike.
Sustavi s priguSenjem imaju tada maksimalne amplitude, $to je
posebno izrazeno kada se poremecajna frekvencija poklopi s
nizom vlastitom frekvencijom.

Vibracije sustava s konacnim brojem stupnjeva slobode

Vibracijskom sustavu koji ima n stupnjeva slobode odgovara
isto toliki broj jednadzbi gibanja. Za uzduzni sustav (si. 18)
odgovarajuce jednadzbe glase

Sl. 18. Model uzduznog vibracijskog sustava s kona¢nim brojem stupnjeva slobode

VIBRACIJE

m, X, +(cO +cl2)x, - ¢,2 X2+ (%0 +
m2x2- cl2x, + (cl2+ c2)x2- ¢Bx3- kl2x, +
+ (k12 + k28)x2—k 8*3= F2(t)
mn*n ~ Gr G,,0K, “ K +
Hk,,-In +k,,0)x,, = Fn(t), (57)
odnosno u matricnom obliku
[m10x] +[c1[x] + K1) =[FI (58)

gdje je [m] matrica tromosti, [c] matrica priguSenja i [K] matrica
krutosti. Te su matrice dane izrazima

m O O
0 m22O0
M= 0 0 mx (59)
00 0 0mn
(cO+C1) =« 0 0
ce (Ck+cm) - 0
[cq= o ~CB (CB+C3) 0
0 0 9 (@\n+ o).
(60)
(Moi +712)  -*01 0
k2 (k124 %23)  “3
[Kl1= 0 “*23 (%23 + *34)
0 0 0 ~kn-n )
(61)

Matrica tromosti je dijagonalna, dok su matrica priguSenja i ma-
trica krutosti pojasne matrice i simetricne.

U sustavima s viSe stupnjeva slobode Cesto se rabe poopéene
koordinate gx(v. Mehanika, analiticka, TE 8, str. 56), pa diferen-
cijalne jednadzbe gibanja tada glase

Im\[a] +[c\[q] +[K\[q] = [Q\ (62)
gdje su [q] i [Q\ jednostupcane matrice poopéenih pomaka, od-
nosno poopcenih sila:

\Y% Q\
72 82

[*]= [Q\ = (63)
Sin. .a .

U tom slu€aju matrice [m\, [c] i [K] mogu biti popunjene, tj. nisu
nuzno dijagonalne, odnosno pojasne.

Analiza vibracija sustava s n stupnjeva slobode analogna je
analizi sustava s dva stupnja slobode. Sustav koji ima n stupnjeva
slobode ima in vlastitih frekvencija. Vlastite frekvencije vibracija
bez prigusenja odreduju se pomocu sustava homogenih linearnih
jednadzbi:

m ~co2[m])[X] =[0I

Izjednacavanjem determinante sustava (64) s nulom dobit ée se
frekvencijskajednadzba kojaje n-tog reda u co2:

(64)

(65)
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odnosno

\k,j-co2m” =0. (66)
Nacini vibriranja su ortogonalni uz uvjet daje

im,XnXh=0, (67)

i-1
gdje su Xiramplitude mase mepri frekvenciji <, a Xisamplitude
mase m, pri frekvenciji as.

Realni vibracijski sustavi ne modeliraju se uvijek pomocu
uzduznih sustava. Tako, npr., vibracije osovina na kojima se na-
laze zupcanici, remenice i drugi diskovi mogu biti torzijske ili
fleksijske. Na slici 19 prikazanje model na kojem se provodi
analiza fleksijskih vibracija. Mase mI9 m2i m3 sadrZze ne samo
mase odgovarajucih elemenata na osovini, nego im je pridruzena
odgovaraju¢a reducirana masa osovine lijevo i desno od ele-
menata, tako da u modelu osovina nema mase.

Koriste¢i se utjecajnim koeficijentima a- (v. Nauka o ¢vrstoci,
TE 9, str. 277) moguce je pomake masa izraziti pomocu inercij-
skih sila F/, F2 Fj koje djeluju na mase m®m2ima3:

va:auF‘+ai2F‘+aiiF‘,
W2 = a2\

N3 = «31
Kakoje F{=-mxwBF{ =-m2w2i Fj - -m 3w3, bit ¢e npr.

F\+ «32 + «33F2*

w, =-aumlw, -anm2w2-a X3m3w3. (69)

Sli¢ne se jednadZbe mogu napisati za pomake w2i w3. Za fleksij-
ske slobodne vibracije sustava sa slike 19 tri sujednadZbe gibanja
koje u matri€nom obliku glase

[w] + [a] [m] [w]=0, (70)

gdjeje [w] matrica pomaka, [a] matrica utjecajnih koeficijenata i
[m] matrica tromosti. RjeSenje u matricnom obliku glasi

[w] =[W] cos cot, (71)
a ono daje homogenu jednadzbu:
m -<o2[a}[m])[W} =0, (72)

gdje je [/] jedini€na matrica, a [W] matrica amplituda pomaka.
Sustav ima netrivijalno rjeSenje, ako je determinanta sustavajed-
naka nuli, odnosno

aMm]a2-1 a]3m3co2
02 aZm2c2- 1 = 0.
om b2 aBm3c02-1

(73)

F\+ «22 F1 +«23serifemase m, i parova (68)
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RjeSavanjem te determinante dobiju se tri vlastite frekvencije i tri
nacina vibriranja (si. 19).

Vibracije kontinuiranih sustava

U realnim mehani¢kim sustavima svojstva tromosti, prigu-
Senja i elasti¢nosti Cesto su raspodijeljena po cijeloj konstrukciji
(kontinuirani sustavi). Ti se sustavi ne mogu zamijeniti diskret-
nim sustavima. Jednadzbe gibanja takvih sustava su parcijalne
diferencijalne jednadzbe, a ve¢ prema rubnim uvjetima rjeSenja
se to€no mogu pronaci izravnim rjeSavanjem, a samo priblizno
varijacijskim i numeriCkim postupcima (Rayleighova metoda,
konacne razlike, konacni elementi itd.). Osnovni dijelovi takvih
konstrukcija obi¢no su niti, membrane, Stapovi, ploce i ljuske, tj.
elementi koji su definirani u primijenjenoj teoriji elasti¢nosti.

I. Alfirevi¢

VIBRACIJE STROJARSKIH KONSTRUKCIJA

Modeliranje strojarskih vibracijskih sustava. Izboru mo-
dela treba pokloniti posebnu pozornost jer je taj korak presudan
za uspjeSnu analizu vibracija. TeSko je ocijeniti do koje se mjere
neki mehanicki model moZe pojednostavniti, a dajos uvijek dobro
opisuje osnovna vibracijska svojstva realnog sustava. Realan vi-
bracijski sustav mozZe se aproksimirati s vise mehanickih modela
koji se bitno razlikuju po broju stupnjeva slobode. Tako je, npr.,
cestovno vozilo vrlo sloZzena konstrukcija koja se sastoji od
mnogo pojedinacnih dijelova i koja ima mnogo mogucih vrsta vi-
briranja. Ako se analiziraju vertikalne vibracije, koje u prvom
redu nastaju zbog neravnina na cesti, Cesto se primjenjuje jed-
nostavan mehanicki model (si. 20). Za razmatranje vertikalne
translacije i zakretanja oko popre€ne osi karoserije dovoljan je
mehanicki model koji se sastoji od malog broja krutih tijela, te
elasti€nih i prigudnih elemenata zanemarive mase. Svi ovjeseni
dijelovi mogu se predstaviti jednim krutim tijelom (masa m,), a
osovine s kotaCima (mase m2i m3) drugim krutim tijelima. Ela-
stiCna svojstva pfneumatika modelirana su elasticnim elementom
zanemarive mase, a prigusna (disipacijska) svojstva zanemarena
su s obzirom na prigu8iva¢ udara (amortizer). Dovoljan je, dakle,
ravninski model s &etiri stupnja slobode. Zeli li se razmatrati i
zakretanje oko uzduzne osi vozila, tada model mora biti pro-
storan, s najmanje sedam stupnjeva slobode.

SlI. 20. Jednostavan meha-
nitki model za proratun
vertikalnih vibracija karo-

‘] I 3-m2

tata masa m2iw3

Za proracun torzijskih vibracija pogona, koji se sastoji od
koljencaste osovine, spojke, reduktora, kardanskih osovina, po-
gonske osovine i kota€a, potreban je znatno druk¢iji mehanicki
model s viSe stupnjeva slobode (npr. od 6***24).

U rotacijskim pogonskim sustavima dva bitna parametra za
samostalno vibracijsko gibanje, inercija i elasti¢nost, dosta su
slozeno razdijeljena. Zbog toga takvi sustavi imaju sloZenu vi-
bracijsku strukturu, ali se za prakti¢nu analizu vibracija obi¢no
mogu s dovoljnom to¢noS¢u modelirati kao lanac serijski i para-
lelno povezanih inercijskih (neelasti¢nih) i neinercijskih (elasti-
¢nih) elemenata. Za praksu su od velike vaznosti najceS¢e samo
dvije osnovne samostalne vrste vibriranja: torzijske vibracije oko
uzduzne osi osovinskog sustava i fleksijske vibracije u vertikalnoj,
odnosno horizontalnoj (uzduznoj) ravnini. U nekim pogonskim
sustavima mogu postojati i osne (aksijalne) vibracije, no ve¢inom
ne postoje samostalno, ve¢ kao popratna pojava uz torzijske vi-
bracije rotirajuceg dijela. Sli€no ¢e i u rotorskom dijelu pogon-
skog sustava fleksijske vibracije u vertikalnoj ravnini uzrokovati
popratne vibracije u horizontalnoj ravnini i obratno. Iznimno, u
uvjetima elasti¢ne simetrije sustava, rezultirat ¢e vitlajuce gibanje
rotora s moguénoS$c¢u nestabilnog stanja gibanja, sli€nog rezonan-
ciji.

Za analizu torzijskih vibracija pogonskih sustava potrebni su
podatci o torzijskim parametrima modela: momentima inercije
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(zamas$nim masama) inercijskih elemenata i konstantama torzij-
ske krutosti elasti¢nih elemenata (spojnih osovina). Model za
analizu fleksijskih vibracija sastojat ¢e se od diskretno raspo-
redenih masa i fleksijskih elasti¢nih elemenata kojima su te mase
medusobno povezane. Za razliku od torzijskog modela, od bitne
¢e vaznosti biti raspored i lateralna elasti¢na popustlj ivost oslona-
ca koji ograni¢avaju lateralno gibanje. Ako se elasti€nost oslona-
ca (lezaja) ne moze zanemariti, onda su nastale vibracije spreg-
nute fleksijsko-lateralne.

Vibracije rotacijskih pogonskih sustava mogu se trajno po-
drzavati periodi¢nim silama ili momentima vanjskog ili unutra-
Snjeg podrijetla (kineticka uzbuda), no isto tako i periodi¢nim
prisilnim pomicanjem bilo koje tocke konfiguracije (kinematicka
uzbuda). Kao i svaki drugi inercijsko-elasti¢ni sustav, tako i ro-
tacijski pogonski sustav moZe dospjeti u rezonancijsko stanje, i
to svaki put kada se frekvencija periodi¢ne uzbudne sile ili po-
maka (preciznije: frekvencija jednog od harmonijskih ¢lanova
periodic¢ne sile ili pomaka) izjednaci sjednom od vlastitih frek-
vencija sustava. U fleksijsko-simetricnom (izotropnom) rotor-
skom sustavu rezonancije prelaze u kriti¢na nestabilna stanja s re-
dovito nedopustivo velikim polumjerima vitlanja. Posebna su
vrsta uzbude impulsni ili opéenito neperiodi¢ni poremeéaji (ki-
netiCki ili kinematicki).

Utjecaj zup€anika u zahvatu na vibriranje sustava. Do-
datna opterec¢enja zubi u zahvatu izvor su specificnih vibracija
koje se prenose i na osovine i leZaje, Sto dodatno dinamicki op-
tereCuje njihove elemente, a to je osobito izrazeno u rezonancij-
skom stanju.

Izvori uzbude mogu biti razli¢iti. Tako uzbude nastaju kao po-
sljedica periodi¢nih varijacija u lateralnoj krutosti zubi, Stoje opet
posljedica varijacije u broju zubnih parova koji se u odredenom
trenutku nalaze u zahvatu. Te su varijacije periodi¢nog karaktera,
a njihova amplituda ovisi u prvom redu o stupnju prekrivanja, a
zatim i o vanjskom opterecenju, tj. o veli€ini stati¢ke sile na dodir-
nim plohama zubi u zahvatu.

Uzbude mogu nastati i kao posljedica istroSenosti ili pogre-
Saka u izradbi zubi (pogreSke u obliku i smjeru boka zuba). Te-
hnoloSke pogreSke najceS¢e imaju periodicni karakter, pa uzro-
kuju periodicne varijacije u prijenosnom omjeru i u lateralnoj
krutosti zubi.

Kao posljedica fluktuacija pogonskog momenta i momenta
tereta takoder nastaju uzbude koje su izvor dodatnih dinamickih
optereéenja na zubima. Prolazne fluktuacije pojavljuju se u nesta-
cionamom dinamic¢kom reZimu elektromotornog pogona, npr.
prilikom zaleta ili zaustavljanja (ko€enja). Trajne fluktuacije
prisutne su u pogonima u kojima radni ili pogonski stroj nema
konstantan moment pri stacionarnom rezimu, ve¢ utom momentu
postoje regularne ciklicke komponente (dizelski elektri¢ni pogon-
ski sustav, pogon s klipnim kompresorom i si.) koje proizlaze iz
nacela rada stroja.

Elektromotorni pogon. Pri zaletu i pri zaustavljanju sustav s
elektromotornim pogonom c¢esto prolazi kroz rezonancijsko po-
drucje, Sto je povezano s vibracijskim optereéenjem te stoga
rezultira smanjenjem raspoloZive energije za ubrzavanje.

Prolaz kroz rezonancijsko podrucje moze se objasniti i anali-
zirati samo na relativno jednostavnom modelu sjednim stupnjem
vibracijske slobode, koji se prilikom ubrzavanja od stanja mi-
rovanja do nominalne brzine vrtnje nalazi pod djelovanjem kon-
stantnog pogonskog momenta i konstantnog tereta. U rotorskom
sustavu s velikim pogonskim momentima i malim ekscentri-
¢nostima moZe se potpuno zanemariti povratni utjecaj savijanja,
odnosno lateralnog pomaka, na rotacijsko gibanje. Brzina vrtnje
tadaje linearna funkcija vremena, pa se lateralne ili fleksijske vi-
bracije koje pritom nastaju mogu egzaktno analiticki opisati.
Medutim, ako je ekscentri¢nost dosta velika, odnosno ako je po-
gonski moment relativno malen, u podrucju rezonancije brzina se
vrtnje smanjuje, jer se dio pogonske energije troSi na lateralne ili
fleksijske vibracije. Istodobno se poveéavaju i uvijek prisutni gu-
bitci zbog priguSenja i trenja. Pod takvim okolnostima moze se
dogoditi da rotorski sustav nema dovoljno energije da izade iz re-
zonancijskog podrucja, veéi se dio korisne energije motora trosi
na odrzavanje vibracijskog stanja, a manji dio na svladavanje
korisnog tereta pri rezonancijskoj (kriti€noj) brzini vrtnje.

VIBRACIJE

Vibracije brodskih pogonskih sustava. Od analize torzij-
skih vibracija brodskog pogonskog sustava zahtijeva se proraun
kriti€nih brzina i odredivanje dodatnih torzijskih naprezanja u
¢itavu podrucju rada Dieselova motora (si. 21). Naprezanja koja
prelaze granicu propisanu od klasifikacijskog drustva zabranjena
su i doti€no se podru€je mora u pogonu izbjegavati. Upravo
naprezanja u rezonancijama (ekstremi na si. 21) odlu€uju hoce li
pogon biti dopusten u ¢itavu podrucju.
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Sl. 21. Dodatna torzijska naprezanja u radilici (a) i u meduosovini (b) 7-cilindri-
¢nog dvotaktnog Dieselovog brodskog motora s ¢etverokrilnim brodskim vijkom

Uobicajena metoda za odredivanje rezonancijskih naprezanja
jest energijska metoda. Ona se temelji na Cinjenici da sustav u re-
zonanciji tro$i u stacionarnom stanju svu energiju poremecaja na
svladavanje vanjskih i unutrasnjih prigusenja. |1z tako postavljene
energijske ravnoteze dobiva se amplituda na prvom koljenu
radilice, a odatle se, uz poznati nacin vibriranja (slobodnog) su-
stava i uz pretpostavku relativno slabog sveukupnog prigusenja,
odreduju dodatna rezonancijska naprezanja na bilo kojem dijelu
radilice ili osovinskog voda. Kako su amplitude vibracija, a stim
ujedno inaprezanja u sustavu, proporcionalne s ukupnom energi-
jom poremecaja sustava, pruza se moguénost da se izravnim
usporedivanjem energija poremecaja zakljucuje i o veliini ampli-
tuda i naprezanja, naravno uz pretpostavku daje prigusenje su-
stava ostalo nepromijenjeno.

Motor je u brodskom pogonskom sustavu glavni izvor pore-
mecaja zbog izrazito promjenljiva momenta vrtnje na koljenima
radilice. Zbog toga se za proraCun amplituda jedino takav pore-
mecaj uzima u obzir, dok se svi ostali moguci poremecaji veci-
nom zanemaruju. Medutim, katkad moZze i poremecaj koji potjece
od brodskog vijka imati znatan utjecaj na veli¢inu rezonancijskih
naprezanja. Takav poremecaj nastaje stoga Sto strujanje vode nije
na €itavoj povrSini zahvata brodskog vijka homogeno. Uzrok lezi
u nejednoli¢nu sustrujanju u podrucju djelovanja brodskog vijka,
§toje osobito izrazeno ujednovijcanih brodova, kojima vijak radi
u neposrednoj blizini trupa.

Vibracije rotora. Osnovni uzroci vibracija rotora jesu neu-
ravnotezenost, rad u podrucju rezonancije, nestabilnost kliznih
leZaja, nekoaksijalnost spojenih rotora, mala krutost sustava za
oslanjanje, elasti¢na asimetrija pri fleksiji rotora, kontakt rotora i
statora, aerodinamicke ili hidrauli¢ne nestabilnosti, tekuéina
zatvorena u Supljini rotora i dr. Analiza vibracija brzih rotora
obi¢no obuhvaca tri faze: a) odredivanje kriti¢nih brzina i njima
pridruzenih modalnih elasti¢nih linija (nacina vibriranja) unutar
radnog podrucja i malo iznad maksimalne radne brzine, b) odre-
divanje odziva neuravnoteZenog rotora unutar radnog podrucja uz
primjenu raznih kombinacija specificirane raspodjele neuravno-
teZenosti, c) odredivanje brzina pri kojima poc€inju subsinkrone
nestabilnosti, $to je povezano s hidrodinamickim lezajima.

Sve tri faze analize vibracija temelje se na linearnom meha-
ni€kom modelu, iako je u osnovi sustav nelinearan. Usprkos po-
jednostavljenjima, analize ve¢inom daju precizne odgovore (am-
plitude vibracija dovoljno su malene da se nelinearni efekti ne
ocituju).

Pri analizi vibracija rotora treba imati u vidu da izmedu statora
i rotora djeluju magnetne sile i da tangencijalne komponente tih
sila stvaraju zakretni moment, a normalne komponente lateralno
optereéuju i rotor i stator. U simetriji se sile medusobno poni-
Stavaju. Medutim, za nepotpuno kruzni rotor i za rotor koji nije
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centri¢an s obzirom na stator radijalne sile nece biti simetri¢ne, pa
¢e stator radijalno privlaciti rotor.

Kako magnetno polje u zracnom rasporu djeluje na rotor di-
vergentno, to ¢e ono utjecati na inercijsko-elasti¢ne karakteristike
rotorskog sustava i smanjivati lateralne krutosti i vlastite frekven-
cije fleksijskih vibracija. Fleksijska krutost rotorske osovine
mora se, dakle, pri proraCunu kriti¢nih brzina vrtnje elektricnih
strojeva umanjiti za utjecaj magnetnog privlacenja statora, odakle
i slijedi smanjenje vlastite frekvencije, odnosno kriticne brzine
vrtnje magnetno uzbudenog prema magnetno neuzbudenom ro-
toru.

Ako je rotor elektricnog stroja ekscentri€no postavljen na
osovinu, rezultantna privlac¢na sila statora rotira zajedno s ro-
torom i usmjerena je stalno u smjeru mjesta najmanje zracnosti
izmedu statora i rotora. Jednaka situacija nastaje i prilikom eks-
centricnosti teZiSta rotora. Rotiraju¢a magnetna sila djeluje u is-
tom smislu kao i centrifugalna sila neuravnotezenog rotora i pred-
stavlja periodi¢nu uzbudnu silu za lateralne vibracije rotora bilo
u vertikalnoj ili u horizontalnoj ravnini. Odatle slijedi da roti-
raju¢a magnetna sila moZe uzrokovati rezonanciju kad god se
brzina vrtnje izjednaCi s kruznom vlastitom frekvencijom lateral-
nih vibracija rotorskog sustava.

Alatni strojevi. Na proces rezanja utjeCu samouzbudne i pri-
silne vibracije. Prilikom samouzbudnih vibracija sustav stroj-
-obradak vibrira sjednom ili viSe vlastitih frekvencija. Pritom se
vibracije energijski podrZavaju iz izvora koji nisu vibracijskog
karaktera, §to zna€i da za podrzavanje samouzbudnih vibracija
nisu odgovorne nikakve vanjske (nezavisne) vibracijske sile niti
vibracijski pomaci. Nasuprot tome, prisilne vibracije nastaju kao
posljedica izmjeni¢nih sila ili pomaka bilo koje frekvencije. Od
posebne je vaznosti rezonancija koja nastaje kad se frekvencija
uzbudne sile ili pomaka poklapa sjednom od vlastitih frekvencija
sustava.

Poseban tip vibracija koje se prepoznaju kao tzv. drhtanje
uzrokovano silama rezanja granicni je tip izmedu samouzbudnih
iprisilnih vibracija. Prisilna komponenta utjeCe na periodi¢nost u
odlomu materijala, a njezina je posljedica valovitost povrsine
obratka, Sto pospjeSuje pojavu samouzbudne komponente vibra-
cija, a ona se podrZava time Sto se otpor rezanja periodi¢no mi-
jenja. Frekvencija drhtanja jedna je od vlastitih frekvencija su-
stava.

Zbog malih amplituda taj je tip vibracija beznacajna smetnja
pri grubljoj obradbi odvajanjem Cestica. Medutim, prilikom bru-
Senja ili poliranja €ak i relativno malena gibanja u smjeru okomi-
tom na povrsinu koja se obraduje, kakva se pojavljuju pri drhtanju
reznog alata ili obratka, ostavljaju tragove koji se dadu zamijetiti
zbog svjetlosnih refleksa. Tuje pojavu ¢esto nemoguce ukloniti.

M. Stegi¢

VIBRACIJE BRODA

Vibracije brodske konstrukcije pobuduju glavni i pomoéni
strojevi i propeler kao unutarnji uzrocnici, te valovi kao vanjski
uzroc€nici (v. Brod, TE2, str. 256). Uzbudne su sile od unutarnjih
uzro€nika periodi¢ne, pa se za prora€un vibracija primjenjuje har-
monijska analiza, dok valovi uzrokuju prolazne vibracije. Uz-
buda stapnih strojeva nastaje kao vanjska uzbuda zbog gibanja
masa, te kao unutarnja uzbuda zbog neravnomjernog izgaranja
plinova u cilindrima.

Zbog rada brodskog vijka u nejednoliénom polju sustrujanja
nastaju promjenljive sile na krilu vijka i na oplati trupa iznad vij-
ka (si. 22). Frekvencija prvog harmonika tih sila jednaka je
umnosSku kutne brzine brodskog vijka i broja njegovih krila, a in-
tenzitet sila znatno ovisi o stupnju kavitacije brodskog vijka. Te
sile pobuduju osovinski vod na vibriranje, pri ¢emu se prilikom
rezonancije one mogu pri prijelazu na brodsku konstrukciju preko
lezajeva osovine znatno uvecati.

Uzbudne sile koje se stvaraju udaranjem pramca o valove
ovise o obliku broda, stanju mora, te relativnoj brzini i pravcu kre-
tanja broda u odnosu na valove. Nepodnosljiva stanja u plovidbi
izbjegavaju se promjenom brzine i kursa broda. Vibracije trupa
veéih brodova mogu nastati i pri plovidbi na relativno kratkim
valovima, ako se prirodna (vlastita) frekvencija trupa (obi¢no
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prvog reda) poklopi s relativnom frekvencijom valova. Ta se po-
java nazivapruZenje.

Sl. 22. Uzbudne sile stroja i brodskog vijka na osovini i oplati
trupa: Sv, S: uzbudne sile stroja u smjeru osiy iz, M*, M*
uzbudili momenti stroja oko osiy iz, Py, P. uzbudne sile vijka
naosovinu u smjeru osiy iz, A/,, M, uzbudni momenti vijka na
osovinu oko osiy iz AQ torzijski uzbudni moment vijka na
osovini, AT uzduzna uzbudna sila vijka na osovinu, Tx, Ty, 71
uzbudne sile vijka na oplati trupa u smjeru osi x,y iz

Energija svih induciranih sila Siri se dalje od svog izvora po
Citavoj brodskoj konstrukciji. Ve¢ prema poloZzaju, intenzitetu i
frekvenciji uzbude, te raspodjeli krutosti i masa broda, odziv kon-
strukcije moze imati globalni ili lokalni karakter. Tako se razli-
kuju globalne vibracije brodskog trupa, lokalne vibracije panela,
okvirnih rebara i si., te vibracije podstruktura kao Sto su npr.
nadgrade, dvodno, glavni stroj idr.

Vibracije trupa. Vibracije brodskog trupa dijele se na uzdu-
Zne, poprecne (vertikalne i horizontalne) i torzijske, ve¢ prema
tome oscilira li poprec¢ni presjek trupa u uzduznom ili popre€nom
smjeru, odnosno zakrece li se oko uzduzne osi. Zbog ekscen-
tricnog poloZaja teziSta masa na popre¢nom presjeku, s obzirom
na neutralnu liniju, uzduzne su vibracije spregnute s vertikalnima,
a horizontalne s torzijskim vibracijama. U analizi vibracija ta se
sprega obi¢no zanemaruje, osim za brodove sa Sirokim palubnim
otvorima, u kojih je sprega horizontalnih i torzijskih vibracija
vrlo izraZzena zbog poloZaja srediSta smicanja ispod kobilice.
Uzduzne vibracije brodskog trupa od sekundarne su vaznosti
zbog velike otpornosti trupa na rastezanje.

Osnovna uzbuda vibracija brodskog trupa jesu inercijske sile
glavnih strojevajerje njihova frekvencija u podrucju prvih prirod-
nih frekvencija trupa. U analizi vibracija brodski se trup pred-
stavlja gredom promjenljiva presjeka. Odziv trupa dobiva se
rjeSenjem odgovarajuce diferencijalne jednadzbe, koja pokazuje
dinamicku ravnotezu sila na diferencijalnom elementu grednog
modela trupa. Tako npr. diferencijalna jednadzba harmonijskih
fleksijskih vibracija trupa s uklju¢enim utjecajem smicanja i za-
kretanja masa glasi

d2 f~ rd2wA JEI ~d2wh
El— \+ co2\

_ m+ |_S R
2V dj2)  {GF } dx2
+@20E2n - )

gdje je wbprogib savijanja, «dfrekvencija uzbude, E modul ela-
sticnosti, G modul smic¢nosti, / moment tromosti popre¢nog pre-
sjeka, F smicna povrsina, m masa broda i okolne vode po jedinici
duljine, /smoment tromosti mase broda po jedinici duljine, q op-
terecenje, a x apscisa.

Za torzijske vibracije brodskog trupa s normalnim palubnim
otvorima diferencijalna jednadzba ima oblik

(75)

gdjeje y/kut uvijanja, Ixparametar krutosti na uvijanje, Impolarni
moment tromosti mase broda i okolne vode, a  distribuirani
uzbudni moment uvijanja.

mwhb=(74)
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U vibracijama brodskog trupa, osim vlastite mase broda i tere-
ta, sudjeluje i okolna voda. Njezin se utjecaj uzima u obzir tako
Sto se masi broda i tereta pridruZuje tzv. dodatna masa okolne
vode. Dodatna se masa odreduje iz jednakosti radova pripadne
sile inercije i tlaka na oplakanoj povrSini. Raspored tlaka /7=
= -pd(p/dt dobiva se ijeSenjem Laplaceove diferencijalne jed-
nadzbe za potencijalno strujanje, A<p=0, koja pokazuje konti-
nuitet strujanja idealne tekucine, uz odgovarajuce rubne uvjete:
p - 0 na povrSini vode i neizmjernoj udaljenosti od oplakane
povrsine broda, te dp/dn=-panna oplakanoj povrsini, gdje je (@
potencijal brzine strujanja, t vrijeme, n normala na oplakanu
povrsinu, p gustoéa vode, a anpretpostavljeno normalno ubrzanje
te povrSine. Taj se matematiCki problem danas uspjeSno rjeSava
metodom konacnih elemenata.

Vibracije panela (ukrepljenih plo€a). Lokalne vibracije bro-
da ocituju se u prvom redu na panelima paluba, pregrada i oplati
broda. Te se vibracije pobuduju globalnim vibracijama brodske
konstrukcije na rubovima panela, a katkad i izravnom uzbudom.
DinamiCko stanje ravnoteze diferencijalnog elementa panela
opisano je diferencijalnom jednadzbom:

dv
Xdx4

_dSL_  daw

A daw
FA, —r+ =
dx2dy2 '~’3 /r

P, 76
Tt P, (76)

gdje sux iy koordinate, w progib panela, Dx Dvfleksijske kruto-
sti, B torzijska krutost, t vrijeme, ap specifi¢no optereéenje. Ako
je panel u dodiru s teku¢inom, osim vlastite mase panela i tereta
na njemu treba uzeti u obzir i dodatnu masu okolne vode.

Za vecinu se brodskih panela mozZe pretpostaviti da su slobo-
dno oslonjeni narubovima, pa se elasti€na ploha moze predvidjeti
u obliku dvostrukoga Fourierova reda. Tako se jednostavnim
rjeSavanjem diferencijalne jednadzbe dobiva izraz za prirodne
frekvencije panela:

kA +2k212 B +/2ML 77)

4 a2b2 bA

gdje su a i b duljina, odnosno Sirina panela, p specificna masa, a
k, | harmonici vibracija. Razvijanjem optere¢enja u dvostruki
Fourierov red za amplitudu pojedinih harmonika prisilnih vi-
bracija dobiva se

av,- P (78)
(coRl-0)2)n

U slucaju druk¢€ijeg nacina oslanjanja rubova problem vibra-
cija panela moze se rijeSiti metodom konacnih razlika, metodom
minimuma totalnog potencijala ili metodom konacnih elemenata,
osobito za nepravilne konture.

Vibracije podstruktura. Da bi se mogle analizirati vibracije
podstruktura kao $to su nadgrade, dvodno, glavni stroj, osovinski
vod idr., pogodnoje, zbog njihove sprege, modelirati ¢itavu brod-
sku konstrukciju. U tu se svrhu primjenjuje metoda konacnih ele-
menata, u okviru koje se sloZena brodska konstrukcija modelira
pomocu vise jednostavnih plosnih i grednih elemenata koji se
medusobno spajaju u odredenom broju ¢vorova. Za svaki tipicni
element izvodi se pripadna jednadZba koja pokazuje ovisnost
¢vomih sila o pomacima ¢vorova i opterecenju elementa. Ispunja-
vanjem uvjeta ravnoteze sila i kompatibilnosti pomaka u ¢voro-
vima dobiva se jednadZba sustava u obliku

[tf] {8} +[C]{5} + [M] {5} = {F(0},

gdje je [K] matrica krutosti, [C] matrica priguSenja, [M] matrica
masa, {5} vektor pomaka ¢vorova, a (F(/)} vektor opterecenja.
Sve su matrice simetricne, Sto je velika prednost pri rjeSavanju
problema pomocu racunala.

Prisilne vibracije mogu se odrediti izravnim rjeSavanjem ma-
tricne diferencijalne jednadzbe (79) ili posredno, metodom super-
pozicije glavnih (prirodnih) nacina vibriranja. Prema toj se me-
todi vektor pomaka predstavlja u obliku {5} =[] {x}, gdje ma-
trica [0] obuhvaca prirodne nacine vibriranja, dok {x} predstavlja
modalne pomake. Tako se jednadzba (79) prevodi u sustav mo-
dalnih jednadzbi:

(79)
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(80)

gdje su [K], [c] i [m] matrice modalne krutosti, priguSenja i masa,
a {f(t)} vektor modalnog optere¢enja. Jednadzbe sustava (80)
spregnute su jedino preko matrice priguSenja [c], koja u nacelu
nije dijagonalna, dok su matrice [K] i [m\ dijagonalne. Radi pojed-
nostavljenja postupka ijeSavanja sustava jednadzbe se rastavljaju
(rasprezu) na skup nespregnutih jednadzbi, pretpostavljajuéi pri-
guSenje u ortogonalnom obliku, [C]=a[K\+p[M]. Obicno se
koeficijenti modalnog priguSenja [c] uzimaju u udjelu kritiCne
vrijednosti priguSenja na osnovi iskustvenih podataka.

Za harmonijsku uzbudu konacno se rjeSenje vibracija dobiva
pomocu skupa algebarskih jednadZzbi kojemu je rjeSenje jedno-
stavno odrediti. Za prolazne vibracije rjeSenje se pronalazi inte-
gracijom po vremenu tzv. metodom korak po korak. Najpoznatije
su metode za tu svrhu Houboltova, Nevvmarkova i Wilsonova te
metoda harmonijskog ubrzanja.

Kakoje brodska konstrukcija vrlo sloZena, to ni upotreba trece
generacije tzv. superracunala s paralelnim procesiranjem nije do-
voljno djelotvorna za bitnije smanjenje vremena numeriCke
obradbe problema. Stoga se za redukciju problema primjenjuju
metoda superelemenata i modalna sinteza podstruktura.

Za ilustraciju proracuna vibracija prikazane su prisilne vibra-
cije putnickog trajekta Amorella izgradenog 1988. u brodogradi-
listu »Split« u Splitu (si. 23). Primijenjen je ravninski model i me-
toda superpozicije prirodnih oblika vibriranja.

vijka

Slika 24 prikazuje prvi prirodni nacin vibriranja glavnog
stroja i okolne strukture strojarnice tankera za naftne preradevine
od 320001 do 360001 nosivosti izgradenog 1990. u brodogra-
dilisStu »Uljanik« u Puli. Primijenjen je prostorni model i metoda
superelemenata.

SI. 24. Prvi prirodni na¢in vibracija glavnog stroja, a s uporama
(<y,= 11,058 Hz), b bez upora (a), = 8,473 Hz)

Vibracije osovinskog voda. Poseban su problem vibracije
osovinskog voda, koje mogu biti uzduzne, fleksijske i torzijske.
Fleksijske vibracije rotiraju¢eg osovinskog voda prerastaju zbog
giroskopskog efekta u vitlajuce vibracije, koje mogu biti napredne
ili natrazne (si. 25). Tako se prirodna frekvencija fleksijskih vi-
bracija razlu€uje na dvije vrijednosti. Proraun vitlajucih vibra-
cija provodi se jednako kao i proracun fleksijskih vibracija, s tim
da se dijametralni moment tromosti brodskog vijka /, ukljucujuci
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SI. 25. Vitlajucée
vibracije osovin-
skog voda

i dodatnu masu okolne vode, korigira za svaki red vibracije k
prema izrazu

(81)

u kojem ~>0 pripada naprednom, ak<0 natraznom vitlanju. Kad
se proracunaju prirodne frekvencije sustava on, pripadne brzine
vrtnje osovine Q dobivaju se iz relacije k=+con£2. Zbog dvostruko
veée gustoée spektra prirodnih frekvencija vitlajuéih vibracija s
obzirom na fleksijske vibracije poveéava se mogucnost pojave re-
zonantnih vibracija osovinskog voda. To svakako treba uzeti u
obzir pri projektiranju broda, jer posljedica rezonantne vibracije
osovinskog voda u ekstremnim slucajevima mozZe biti gubitak
brodskog vijka.

/. Senjanovi¢ J. UrSi¢

VIBRACIJE GRADEVINSKIH KONSTRUKCIA

Vibracije gradevinskih konstrukcija specificne su s obzirom
na uzbudu. Medu najvaznijim je njihovim uzrocima uzbuda od
potresa. Zato je potresno gradevinarstvo posebno razvijeno, s ni-
zom strogih propisa. Na drugom su mjestu takoder uzbude
slucajnog karaktera (stohasticke uzbude), koje su posljedica stru-
janja zraka ili vode. Takvim uzbudama izloZene su gradevinske
konstrukcije u obliku tornjeva, mostova, nebodera ili podvodnih
dijelova platformi i sidrenih pontona. JaCe vibracije nastaju u
gradevinarstvu i u temeljima strojeva. Strojevi uzbuduju temelje
harmonijski ili se njihove vibracije prenose stemelja na okolis, tj.
na gradevinu u kojoj se nalaze. Sve se te vibracije uzimaju u obzir
pri projektiranju gradevinskih konstrukcija, koje stoga podlijeZzu
posebnim propisima kako bi se nepoZeljno djelovanje na kon-
strukciju $to vise smanjilo.

Vibracije uzrokovane potresom. Gradevinska konstrukcija
optereéena silama nastalim od vibracija tla u potresu diskretan je
sustav sjednim stupnjem slobode (si. 26). U dinamici konstruk-
cija za takav sustav vrijedi diferencijalna jednadzba:

mx(t) +cx(t) +kx(t) =-mx(t), (82)
gdje jex(r) relativni pomak mase m s obzirom natlo, x%t) ubrza-
nje podloge, c faktor prigusenja, k konstanta krutosti, a t vrijeme.

Sl. 26. Idealizirana gradevinska
konstrukcija s jednim stupnjem
slobode; jct totalni pomak

RjeSenje te diferencijalne jednadZbe dano je Duhamelovim inte-
gralom, a nastaje superpozicijom niza impulsa kojima je pret-
postavljena potpuno proizvoljna funkcija opterecenja potresom.
Duhamelov integral ima oblik

t

x (1) =—J jog(T)e~"»(@"n) sinv{t - r)dr, (83)
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gdje je f kvocijent priguSenja i kriticnog prigusenja, a v kruzna
frekvencija vlastitih priguSenih vibracija konstrukcije. Za pra-
kticno rjeSenje tog problema upotrebljava se metoda spektara
odziva, koja se naziva spektralnom analizom, a osniva se na
izrazu

Nax = max|r(4 (84)

Taj izraz pokazuje ovisnost neke vrijednosti rmexo vremenu titraja
T vlastitih vibracija konstrukcije s jednim stupnjem slobode, a
njezin grafiki prikaz naziva se spektar odziva funkcije r(t). Ako
se za r(t) uzme pomak x (t\ vrijedi daje xnaxjednak spektralnom
pomaku Sd. Funkcionalna ovisnost izmedu spektralnog pomaka
Sd i periode T zove se spektar odziva pomaka. Kako je razlika
izmedu kruzne frekvencije priguSenih vibracija (v) i kutne frek-
vencije neprigudenih vibracija (6> neznatna za male vrijednosti
£, a one u gradevinskim konstrukcijamajesu malene, Duhamelov
se integral (83) moze napisati u obliku

«(0-— xnn (85)
gdjeje N
X(t)=drgne  Tsinan(i-r)dr. (86)
Iz toga izlazi daje
(87)

Sv - Amax * Jiog(r)e~"n(_T)sin<un(t- r)dr
Lo

Vrijednost Syzove se spektralnapseudobrzina, a ovisnost izmedu
Svivremenatitraja Tspektar odziva pseudobrzine. Prefikspseudo
pokazuje da se vrijednost integrala u izrazu (87) razlikuje od
spektra odziva relativne brzine xmax u funkciji od T. To znaci da
se prema naprijed navedenom moZe napisati

Sv=0,54 =¥ &’ (88)
a analogni su tome i izrazi za spektralno pseudoubrzanje:
S = a n v “'n % =\0)2§a=(_ 1 SA (89)

i za spektar odziva pseudoubrzanja kao ovisnost Sao T, gdje je
takoder upotrijebljen prefiks pseudo da bi se taj spektar razliko-
vao od spektra odziva apsolutnog ubrzanja.

1 2s 3
Vrijeme titraja, T

SI. 27. Spektri odziva pomaka (a),
pseudobrzina (b) i pseudoubrzanja
(c) za kalifomijski potres EL Centro
iz 1940. godine (E=2%) pl J i i [
C 1 2s 3
Vrijeme titraja, T

Spektri odziva pomaka, pseudobrzine i pseudoubrzanja pri-
kazani su na slici 27 za kalifomijski potres velikog intenziteta E1
Centro od 18. svibnja 1940. godine, i to za vrijednost f=2%. Ti
su spektri bili medu prvima za registrirani potres velikog in-
tenziteta, a mnogo se primjenjuju pri projektiranju gradevinskih
konstrukcija koje trebaju biti otporne na opterecenja uzrokovana
takvim potresima. Ta su tri dijagrama medusobno povezana izra-
zima (88) i (89), pa se pri odredivanju seizmickih sila koje djeluju
na konstrukciju uzima bilo koja od veli€ina Sd, Svili Sadobivenih
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Sl. 28. Registrirane vrijednosti ubrzanja, brzine i pomaka za potres EL Centro (u
pravcu jug-sjever) od kojih su dobiveni spektri odziva prikazani na slici 27

registracijom ubrzanja stvarno dogodenih potresa. Jedna takva
registracija ubrzanja, te vrijednosti brzina i pomaka dobivene in-
tegriranjem registriranih ubrzanja, prikazani su na slici 28 za isti
potres E1 Centro. Slika 27 sluzi samo kao ilustracija, dok se za
proracun neke gradevinske konstrukcije na djelovanje sila potresa
odredene jacine uzimaju digitalizirane vrijednosti tih spektara.

m3

k2

M wAr~ m2 m3

-W M r
liiib

Sl. 29. ldealizirana gradevina s tri stupnja slobode (a) i model gradevine (b) po-
mocu kojeg se postavljaju diferencijalne jednadzbe gibanja

Ako se pretpostavi da su u trokatnoj gradevini (si. 29a) kruto-
sti greda na savijanje beskonac¢no velike s obzirom na krutosti
stupova (Atj/2, k42 i k3A2) kada je gradevina opterecena horizon-
talnim silama od potresa, te ako se zanemari utjecaj prigudenja,
analiza ponadanja takve gradevine u horizontalnom pravcu moze
se provesti prema modelu na slici 29 b. Time se smanjuje stvarni
broj stupnjeva slobode te gradevine, kojaje nazvana gradevinom
posmika. Sustav diferencijalnih jednadZbi kojima se raCunaju
vlastite vrijednosti vibriranja gradevine za horizontalan pravac
jest

m, XX+ kxxx- k2(x2- xx) =0,

m x2+ k2(x2- xX) - &3(jc3- x2) =0, (90)
m,x +k}Hx 3-x2
ili u matricnom obliku za konac€an broj stupnjeva slobode:
[m][x] +[KI M =[0], (91)

pri ¢emu je matrica masa dijagonalna (mij=0 za / 4j), a matrica
krutosti puna, te se radi o analizi statiCki spregnutoga neprigu-
Senog sustava. Vlastiti nacini vibriranja za odredene bo¢ne kruto-
sti stupova i katne mase okvira sa slike 29 dani su za sva tri nacina
vibriranja na slici 30.

Diskretan sustav s n stupnjeva slobode (si. 31) moze se rasta-
viti na n nezavisnih diskretnih sustava, od kojih svaki ima po
jedan stupanj slobode. Takvo je razlaganje u dinamici konstruk-
cija poznato pod nazivom modalna analiza ili analiza razvijanja
po vlastitim nacinima. Tako se za proracun seizmickih sila koje
djeluju na diskretan sustav s n stupnjeva slobode mogu upotrije-
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6,52 Tgs * X2 *3
1 69,3 0,755 +100 + 1471 + 1,639
2. 579 0,261 + 1,00 -0,146 - 1,041
3. 1231 0,179 + 1,00 -2,220 +2,680

Sl. 30. Vlastiti nacini vibriranja sustava s tri stupnja slobode dobiveni
za konkretne vrijednosti katnih masa i horizontalnih krutosti stupova

biti ve¢ opisani spektri za sustave sjednim stupnjem slobode. To
se postize tako $to se prvo dijagonalizira matrica masa i matrica
prigudenja uvodenjem transformacije:

(92)

gdje je [X] vektor prvobitnih (nepoznatih) koordinata, [y] vektor
normiranih koordinata, a [&] matrica transformacije kojoj su
stupci proporcionalni vektorima vlastitih nacina vibriranja. Svaki
se stupac matrice transformacije moZe oznaciti s < Sto pred-
stavlja /-ti vlastiti na€in vibriranja sustava s n stupnjeva slobode.

Sl. 31. Diskretni sustav s
proizvoljnim kona¢nim
brojem stupnjeva slobo-
de i s vrijednostima ekvi-
valentnih bocnih sila /

Za opterecenje sustava sa slike 31 potpuno iregularnim poma-
cima podloge uzrokovanima potresom, na osnovi spomenute
transformacije koordinata, dobiva se modalna jednadzba za
frekvenciju i

yi+2;icoiyi+cojyl = --"-xg(t), (93)
gdjejei-1,2,...,«, Ltfaktor udjela ili participacije (iznos s kojim
/-ta frekvencija pridonosi seizmi¢kom opterecenju), a A/, genera-
lizirana masa za frekvenciju /:

Li = EL_ 1mk"ik> (94)

n

1= - 95
Mi k¥lmkH (95)

RjeSenje jednadzbe (93), analogno rjeSenju jednadzbe (83), daje
se u obliku Duhamelova integrala:

t

y,(0= 'Mtv vag(T)e-O.«-r>sin[v (f- mdT. (96)

Prema uvedenoj transformaciji koordinata (92), vektor prvobitnih
koordinata opisuje se izrazom

(97)
1= A,

gdjeje integral iz izraza (96).
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Posmicne sile u razmatranoj konstrukciji, koje su uzrokovane
vrijednostima deformacije konstrukcije (97), odredit ¢e se pri-
mjenom koncepcije ekvivalentnih bo¢nih silaf To su, dakle, sile
koje primijenjene na konstrukciju uzrokuju pomake (97), a pri-
kazane su na slici 31 za frekvenciju i. U toj je fazi analize veza
izmedu opterecenja/ i deformacije konstrukcije (16) lineamo-
elasti¢na. Sile/ su na slici 31 prikazane po katovima i oznacene
simbolimafsi, te se za s-tu frekvenciju prikazuju izrazom

Ms

To se moze pokazati i na primjeru posmicnih sila. Primjenom ve¢
objasnjenih spektara ukupna vrijednost posmicne sile na razini
temelja gradevine sjednim stupnjem slobode iznosi

0Omax = kSi = mSz = ma>nS, = ")

a za sustave s n stupnjeva slobode svakom /-tom nacinu vibracija
odgovara sljede¢a maksimalna vrijednost ukupne posmicne sile:

oomx=(y)" (100)
gdje je  efektivna tezina za /-ti nafin vibriranja, koja se u di-
namici konstrukcija odreduje posebnim postupkom koji ovdje
nece biti razmatran. Za bilo koji nacin vibriranja (/-ti nacin) spek-
tralne vrijednosti u modalnoj analizi dobivaju sljedeée oznake:

sd=s>,a
svi=sM U

Kvocijent ujednadzbi (99) vrloje vazan, jer pokazuje odnos
horizontalnog optere¢enja (nastalog djelovanjem odredenog po-
tresa, kojega su spektri mjerodavni za odredenu gradevinu) prema
vertikalnom stalnom optere¢enju za odredeni nacin vibriranja.

Ukupna maksimalna posmicna sila za sustav sn stupnjeva slo-
bode nije jednaka zbroju modalnih maksimalnih vrijednosti
posmicnih sila (100) za svaki nacin vibriranja posebno. Aproksi-
macija ukupne maksimalne posmicne sile osniva se na probabi-
listickim analizama, pa se u praksi najée$¢e upotrebljava sljedeca
aproksimacija:

£20,max = (£?01,max + 2 o02,max + emwe+ £20/jmax)™* 0 ~2)

Sva navedena razmatranja odnosila su se na analizu lineamo-
elasticnog ponaSanja gradevine. Medutim, gradevinske se kon-
strukcije u potresima vecih intenziteta redovito ponaSaju neli-
nearno, pri cemu se racuna s velikim oSteéenjima gradevine, ali
ne i s njezinim ruSenjem, Sto znaci da konstrukcija mora imati
odredenu duktilnost. Zato se u racunskoj analizi konstrukcije
pretpostavlja nelinearna elastoplasti¢na veza izmedu deformacija
ibo€nog opterecenja od potresa. Buduci daje problem nelinearan,
definiranjem odredenog elastoplastiCnog dijagrama diferenci-
jalna jednadzba (82) rjeSava se postupno. Ako se dobiveno rje-
Senje oznaci simbolom jcp, koji asocira na usvojeno elastopla-
sticno nelinearno pona3anje sustava, moze se definirati faktor
duktilnosti, 77, kao kvocijent maksimalnog pomaka konstrukcije
Jtpmax Ipomaka iste konstrukcije na granici elasti¢nosti jev.

Skoro svi dosadasnji potresi veceg intenziteta obradili su se i
prikazali spektrima za elastoplasticno ponaSanje konstrukcija.
Jedan je takav primjer za potres E1 Centro dan na slici 32. Sposob-
nost je duktilnog ponaSanja konstrukcije u potresu pozZeljna, jer
se tako gubi seizmicka energija unijeta u konstrukciju prilikom
potresa. Stupanj je takva ponaSanja medu ostalim odreden fak-
torom duktilnosti, o kojem na slici 32 ovise vrijednosti seizmi-
Ckih sila za koje se racuna predmetna gradevina.

Vibracije tla za vrijeme potresa o€ituju se vrijednostima ubr-
zanja tla. Ubrzanja se registriraju u tlu ili na odredenim mjestima
na konstrukciji specijalnom opremom, koja se automatski uklju-
Cuje na pocetku djelovanja potresa veceg intenziteta. Obradbom
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registriranih vrijednosti odreduju se sile koje su djelovale na
gradevinu tijekom potresa, a njihovo je poznavanje potrebno radi
proracuna nosivosti gradevina (v. Projektiranje zgrada u potre-
snim podru¢jima, TE11, str. 268). Analiza vibracija konstrukcije
u potresu obveznaje i propisana drzavnim normama, a provodi
se metodama dinamike konstrukcija. Zbog kompleksnosti grade-
vina kao $to su brane, mostovi ili visoke stambene zgrade, Cesto
je takvu analizu teSko provesti analiticki, te se rade modelna ispi-
tivanja za te gradevine na vibroplatformi. Ispitivani se model op-
tereCuje odabranom komponentom potresa, pa se registrira pona-
Sanje odredenog dijela modela.

Neprigusena vlastita frekvencija

Sl. 32. Spektar elastoplastinih sustava za kalifomijski potres EL Centro iz
1940. godine (£=2%)

Cesto je potrebno provijeriti ima li izgradena gradevina one
vlastftie vyijednosti koje su dobivene proraCunom prilikom pro-
jektiranja. Takva se ispitivanja obi¢no propisuju za gradevine ko-
jih je funkcioniranje nuzno upravo nakon katastrofalnih potresa
(bolnice i si.). Ispitivanja se provode pobudivanjem konstrukcije
na vibriranje pomocu vibratora koji se sastoji od dviju masa koje
rotiraju u suprotnim smjerovima oko iste vertikalne osi, te se tako
stvaraju harmonijske poremeéajne sile, kojima se intenziteti i
frekvencije mogu po potrebi mijenjati.

Cesto se gradevine u podru¢jima potresa velikih intenziteta
grade uz primjenu metode izoliranja vibracija. Radi se o teme-
ljenju s posebnim uredajima kojima se apsorbira seizmicka ener-
gija i znatno reducira intenzitet sila koje u potresu djeluju na
gradevinu.

AerodinamicCke vibracije. Prilikom strujanja fluida pored
nekog valjkastog tijela nastaju iza njega vrtlozi (Karmanovi
vrtlozi). Oni imaju naizmjenié¢no smjer kazaljke na satu i smjer
obratan od toga, nastaju na sasvim pravilan nacin (si. 33), a
pridruzena im je bo€na harmonijska sila FK (Karmanova sila),
koja djeluje na to valjkasto tijelo i uzrokuje njegovo vibriranje.
Mehanizam nastajanja vrtloga iza mirnog valjka je samopobu-
dujuci, a tijelo vibrira u smjeru okomitom na smjer strujanja
fluida. Karmanova uzbudna sila opisuje se izrazom

Fk = (CK-ipv2Aysinot, (103)
gdjeje p gustoéa fluida, v brzina, A povrSina popre¢nog presjeka
valjkastog tijela, aCKkoeficijent Karmanove sile (najcesce jed-
nak jedinici). Veza izmedu frekvencije/ promjera valjkastog ti-
jela D ibrzine fluida v odredenaje izrazom

=0,22. (104)

Taj je kvocijent bez dimenzija i naziva se Strouhalov broj. Opi-
sane vibracije obi¢no nemaju veéih posljedica na tijelo, osim ako
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se frekvencija tako stvorene Karmanove harmonijske sile podu-
dari s nekom od vlastitih frekvencija tijela.

Aerodinamicke se vibracije mogu lako uoCiti na Zicama elek-
tricnog dalekovoda, koje na vjetru pri odredenim vremenskim
uvjetima, pogotovo kad se na njima stvori led, vibriraju velikim
amplitudama, a niskim frekvencijama (tzv. galopiranje Zica). Pri-
tom Zice mogu puknuti, jer sjednim ili dva poluvala vibriraju am-
plitudama koje u sredini izmedu dva dalekovodna stupa mogu biti
i ve¢e od metra, ¢ime se stvara i dodatna dinamicka sila na sam
dalekovodni stup. To su takoder samopobudne vibracije jer Zica
zbog nahvatanog leda mijenja svoj prvobitni kruzni poprecni
presjek.

Aerodinamicke vibracije i aerodinamicka stabilnost poprecnih
presjeka valjkastih tijela najviSe su vezani uz aeronautiku, a u
gradevinarstvu su vazni pri projektiranju izrazito visokih grade-
vina te pri izboru oblika poprecnih presjeka mostova velikih ras-
pona, jer su oni, uz ostale sile, izloZeni i djelovanju vjetra. 1zbor
povoljnog poprecnog presjeka mosta obavlja se modelnim ispiti-
vanjima u vjetrenom tunelu, stoje u mnogim zemljama zakonski
propisano za mostove vecih raspona. Taje obveza uvedena nakon
havarije viseéeg mosta Tacoma Narrows preko rijeke Puget
Sound u Washingtonu. Most je puSten u promet 1. srpnja 1940.
godine, a srusio se 7. studenoga iste godinejer se pri vjetru brzine
68 km/h frekvencija vrtlozenja podudarila s jednom od vlastitih
torzijskih frekvencija kolnika mosta. Pri nastaloj rezonanciji kra-
jevi popre¢nog presjeka mosta dobili su velike rotacijske pomake,
koji su iznosili do 45° prema horizontali, a njihov je raspored po
duljini mosta bio u dva sinusna poluvala. Konstrukcija novog mo-
sta Tacoma Narrows projektirana je i izgradena na iskustvima
sruSenog mosta, a sastoji se od glavnih reSetkastih nosaca (na
srusenom mostu nosaci su bili puni), ¢ime je sprijeCeno stvaranje
velikih vrtloga. Osim toga, kolnicka plo€a novog mosta ima
uzduzne proreze da bi se sprije€ila velika razlika tlaka izmedu
gornje i donje strane kolnika, a na donjoj je strani radi poveéanja
torzijske krutosti postavljen reSetkasti element.

M Causevié

MJERENJE | SMANJIVANJE VIBRACIJA

Mjerenje vibracija. Vibracije i problemi koje one uzrokuju
datiraju od vremena kada su se poceli graditi strojevi za industrij-
sku proizvodnju, a osobito otkada se razli€iti motori upotreblja-
vaju za njihov pogon. U pocetku su pogonski inZenjeri i tehnicari
bili u stanju dodirom ili sluSanjem, na temelju svojeg iskustva,
utvrditi razinu vibracija nekog stroja i pratiti pogorSava li se nje-
govo vibracijsko stanje. Kako su problemi uzrokovani vibraci-
jama (utjecaj na okoli$, na Covjeka i na vijek trajanja strojeva)
postajali sve ve¢ima, postupno su se razvijale metode projekti-
ranja takvih strojeva u kojimaje pojava vibracija smanjena na naj-
manju mogucu mjeru, odnosno u kojima su vibracije izolirane od
okoliSa. Medutim, toje istodobno zahtijevalo da se razviju uredaji
za mjerenje i analizu mehanickih vibracija te i sama tehnologija
mjerenja.

Danas se vibracije mjere prakticki svagdje gdje se pojavljuju,
tj. na objektima sa samouzbudom ili nekom vanjskom uzbudom.
Tako se npr. mjere vibracije raznih strojeva (pogonskih motora,
kompresora, crpki, proizvodnih strojeva), vibracije uredaja (elek-
tricnih uredaja, elektroni€kih aparata, kotlova, rashladnih ureda-
ja, kontrolnih plo€a), vozila (tracnickih, cestovnih, gradevin-
skih), zrakoplova, brodova, mostova, zgrada, tankostijenih brana,
osovinskih vodova za prijenos snage, prostorija (radnih, za bo-
ravak i odmor) i dr.

Cilj je tih mjerenja viSestruk. Prije svega treba utvrditi vibra-
cijsku sliku objekta koji se mjeri, tj. treba izmjeriti vibracijske
parametre prisilnih i rezonantnih vibracija (akceleraciju, brzinu
ili pomak i pripadne frekvencije). Zatim treba analizom utvrditi
izvor vibracija objekta, bilo daje to uzbuda koju daje neki ugra-
deni pogonski sustav u objektu ili neki vanjski sustav, kojega se
uzbuda prenosi na objekt podlogom, teku¢inom, zrakom i si.
Uzbuda koja uzrokuje vibracije objekta periodi¢naje sila ili mo-
ment, odnosno vibracijski pomak podloge uz pripadnu frekven-
ciju. Prema tome, da bi se utvrdio uzro¢nik vibracija, treba u
prvome redu poznavati frekvenciju uzbude.
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Nadgledanje stanja stroja pracenjem vibracijskih parametara
poseban je oblik mjerenja vibracija koji se po€eo primjenjivati u
novije doba.

Dobro konstruiran i izveden stroj proizvodit ¢e nisku razinu
vibracija, no kako se stroj trosi, temelji slijezu i dijelovi deformi-
raju, pocinju se pojavljivati promjene u dinamickom ponaSanju
stroja. Osovine postaju necentrirane, dijelovi se pocinju troSiti,
rotori postaju neuravnotezeni i zracnosti se povecavaju. Sve se to
ocituje u poveéanju razine vibracija i moguc¢oj pojavi rezonancija,
Sto uzrokuje velika dinamicka opterecenja u leZajevima, pa
konac€no i lom stroja.

Pocetnim mjerenjem i analizom vibracija stroja u normalnom
reZzimu rada, kadaje stroj nov ili generalno servisiran, daklejoS u
dobrom stanju, dobije se frekvencijski spektar, koji u daljem po-
stupku sluzi kao referentna oznaka tog stroja. Poslije se mjere-
njima vibracija u redovitim intervalima moZze otkriti i pratiti na-
stanak irazvoj kvara. Naime, usporedbom novoga frekvencijskog
spektra s referentnim moze se uociti povecanje odredene frekven-
cijske komponente u spektru, koja upucuje na dio stroja u kojem
nastaje kvar. Ekstrapolacijom vremenske promjene komponente
moze se predvidjeti kada Ce se stroj morati servisirati.

Tametoda nadgledanja stroja praéenjem njegova vibracijskog
stanja s ekonomske je strane vrlo korisna jer se moze unaprijed
planirati zamjena istroSenih dijelova i prekid rada.

Umjetna vibracijska uzbuda nekog objekta primjenjuje se da
bi se utvrdila to¢nost teorijskog proracuna rezonantnih frekven-
cija, a i ondje gdje bi takav proracun bio sloZen i nesiguran kao
npr. za brodske lokalne strukture. Mjerenjem vibracijskog odziva
strukture na uzbudu mogu se odrediti one frekvencije pri kojima
nastaje rezonancija te strukture. Umjetna uzbuda generira se
uzbudivac¢ima (mehanickim ili elektrodinamickim) ili udarcima
Cekica.

Uobicajeni mehanicki uzbudivac ima dvije kolineame osovine
s neuravnoteZzenim masama koje rotiraju u suprotnom smjeru.
NamjeStanjem relativnog medusobnog poloZaja masa moze se
dobiti oscilirajuca vertikalna ili horizontalna uzbudna sila. Pro-
mjenom neuravnoteZzene mase i brzine vrtnje dobivaju se sile
razliite frekvencije i amplitude. LoSa je strana te izvedbe Sto se
pri horizontalnoj uzbudi pojavljuje oscilirajuéi parazitski mo-
ment para sila. Kako bi se to izbjeglo konstruiraju se katkad
uzbudivaci s tri kolineame osovine s neuravnotezenim masama,
ali su oni glomazne konstrukcije. U Brodarskom institutu u Za-
grebu razvijen je 1972. uzbudiva¢ BI 25 (si. 34) kao potpuno
originalno rjedenje, u kojem su sve neuravnoteZzene mase smje-
Stene na samo jednoj osovini, ¢ime je eliminiran parazitni mo-
ment para sila i dobivenaje vrlo zbijena i lakSa konstrukcija. Tri
mase rotiraju oko iste geometrijske osi. Srednjaje masa dva puta
veéa od krajnjih i okre¢e se u suprotnom smjeru od njih.

SI. 34. Uzbudivac BI 25 razvijen u Brodarskom institutu

u Zagrebu (autori M. Ferié i B. Medja). 1 neuravno-

tezene mase, 2 osovina zuptanika, 3 zupcanicki par

(omjer 1:1), 4 glavna osovina s neuravnotezenim ma-

sama, 5 zupcasta remenica, 6 zupcasti remen, 7 reduk-
tor, 8 pogon

Elektrodinamicki uzbudivac sastoji se od trajnog magneta i za-
vojnice u njemu. Izmjeni¢nom strujom promjenljive frekvencije
inducira se u zavojnici promjenljivo magnetno polje koje pobu-
duje zavojnicu na osciliranje. Te se oscilacije odgovarajué¢im me-
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hanizmom prenose na objekt koji treba uzbuditi. Promjenom
frekvencije elektromagnetnog polja zavojnice dobivaju se oscili-
rajuce sile, a po potrebi i konstantne amplitude.

Udarcima posebnog cekica po objektu generiraju se uzbudne
sile u Sirokom rasponu frekvencija, koje pobuduju velik broj pri-
rodnih nacina vibriranja. Fourierovim razlaganjem vibracijskog
odziva dobivaju se pripadne vlastite frekvencije objekta.

Mijerenje vibracija pojedinih objekata najce$¢e je propisano
normama. Tako se za rotacijske strojeve (elektromotori, genera-
tori, centrifugalne pumpe i kompresori, parne i plinske turbine,
turbopuhala, reduktori, vodne turbine itd.) mjere vibracije u ravni-
ni osovine na lezajevima u vertikalnom, horizontalnom bo¢nom
i eventualno uzduznom smjeru. Za klipne strojeve (benzinski i
Diezelovi motori, klipni kompresori itd.) mjeri se na vrhu glave
cilindra, u visini koljencaste osovine i na temeljima, u tri glavna
smjera (vertikalni, horizontalni bo¢ni i uzduZni). Za razliite
uredaje, ormare s instrumentima i si. mjere se vibracije na
¢vrstom dijelu, okomito na plohu, ili nekom uglu te Cesto na
mjestu pricvri¢enja za podlogu u sva tri smjera. Za osovine za pri-
jenos snage mjere se torzijske vibracije ili na Celu pogonskog
stroja ili na slobodnom dijelu osovine, te aksijalne i fleksijske vi-
bracije. Za pod, sjedala i lezaje u prostorijama gdje borave i rade
ljudi, te za sjedala u kabinama vozila, gradevinskih strojeva i di-
zalica mjere se vibracije u smjeru triju anatomskih osi ¢ovjeka.

Mehanicke vibracije opisuju se amplitudom pomaka (kutnog
zakreta), brzine ili ubrzanja, uz pripadnu frekvenciju. Za ampli-
tude pomaka d, brzine v iubrzanja a vrijede prilikom sinusoidnih
vibracija sljede¢i odnosi:

d= (105)
2nf  4tt2 2

gdje je / frekvencija vibracija (u Hz). Za mjerenje tih veli¢ina
danas se upotrebljavaju elektronicki mjerni instrumenti. Suvre-
meni elektronicki sustav za mjerenje vibracija sastoji se od tri 0s-
novna dijela. To su: pretvomik, tj. uredaj za pretvaranje dina-
micke mjerne veli¢ine (brzina, ubrzanje, pomak, kut zakreta, de-
formacija) u elektri¢ni napon, uredaj za zapis (pamcenje) mjernog
signala i uredaj za analizu signala.

NajceS¢e se upotrebljavaju pretvomici seizmickog tipa. Pre-
tvornik brzine sastoji se od mase koja se giba unutar elektricne
zavojnice. Kako je inducirani elektri¢ni napon proporcionalan
brzini gibanja mase u zavojnici, pretvomik daje izravno brzinu
vibracija, a deriviranjem ili integriranjem dobije se ubrzanje, od-
nosno pomak. Pretvomik ubrzanja, akcelerometar, osniva se na
piezoelektricnom svojstvu kremenog kristala ili specijalne kera-
mike (v. Kristalografija, TE7, str. 379) da pod dinamickim pri-
tiskom ili smicanjem inercijske mase stvara elektri¢ni naboj pro-
porcionalan ubrzanju (si. 35). Piezoelektricni akcelerometri
postali su u posljednje doba najceS¢e upotrebljavani tip mjernih
pretvomika za mjerenje vibracija zbog njihovih vrsnih frekvencij-
skih i dinamickih karakteristika i dobre linearnosti u cijelom
mjernom podrucju (od < 1Hz do mnogo viSe od 1000 Hz). Osim
toga, malih su izmjera, robusni i pouzdani, nemaju pokretnih di-
jelova i ne zahtijevaju poseban izvor napajanja. Vibracijski po-
maci i brzine u novije se doba vrlo uspjeSno mjere laserskim pre-
tvomicima beskontaktnim putem.

SI. 35. Pretvomik ubrzanja (a) i njegov poloZaj pri mjerenju vibracija (b).
/ kremeni kristal, 2 inercijska masa, 3 pretvomik, 4 prikljuéni kabel,
5 osovina kao izvor vibracija

Uredaji za zapis mjernog signala mijenjali su se razvojem
tehnologije od mehanickih pisaca na vibrografima, preko analog-
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nih pisaca sa svjetlosnom zrakom na fotoosjetljivom papiru i
analognih magnetofona do digitalnih magnetofona ili diskova
elektronickih rac¢unala. Ti su uredaji visekanalni, tako da mogu
istodobno registrirati signale i s nekoliko stotina mjernih mjesta.
Danasnji uredaji za analizu signala (razlaganje na harmonijske
komponente) specijalizirana su racunala za brzu Fourierovu
analizu.

Smanjivanje vibracija. Veli¢ina izmjerenih amplituda i pri-
padne frekvencije pokazat ¢e na temelju postojecih normi jesu li
vibracije u dopusStenim granicama za izdrZljivost materijala,
uredno funkcioniranje stroja ili uredaja te za udobnost, radnu
sposobnost i zdravlje ljudi koji ih posluzuju ili koji se nalaze pod
djelovanjem vibracija. Ako se prekorace granice koje propisuju
norme, amplitude vibracija nastoje se smanjiti. To se postize
promjenom parametara kojima su one odredene (masa, krutost i
priguSenje) i koji odreduju vlastita vibracijska svojstva objekta.

Vibracije se mogu smanjiti na viSe nacina: izbjegavanjem re-
zonancije vlastitih vibracija objekta i uzbude promjenom kruto-
sti, eventualno i mase, tj. vlastite frekvencije sustava, ili promje-
nom frekvencije uzbude, ugradnjom specijalnih dinamickih,
hidrauli¢nih ili tamih priguSivaca, smanjivanjem intenziteta
uzbude promjenom samog izvora uzbude, ugradnjom dinamickih
kompenzatora, koji rade na istom nacelu kao uzbudivaci vi-
bracija, ali stom razlikom $to djeluju protufazno, tj. ponistavaju
ili smanjuju uzbudu ili djeluju izravno na odziv konstrukcije.

Vibracijski utjecaj nekog objekta na okoli§ moze se smanjiti
njegovom izolacijom od okoliSa ugradnjom elasti¢nih elemenata
(gumenih ili Celicnih) na mjestu ucvrscenja. Isti se postupak
primjenjuje ako se Zeli neki objekt, uredaj ili si. izolirati od vibri-
rajuée okoline.

Posljedicajedne od najces¢ih pojavajacih vibracija rotacijskih
strojeva jest vrtnja njihovih neuravnoteZenih rotora. Naime,
prakticki je nemoguce izraditi rotor s idealnom raspodjelom mase
simetri¢no s obzirom na os rotacije, pa ¢e se na osloncima svakog
realnog rotora pojaviti dinamicke reakcije kao posljedica njegove
stati€ne i dinamicke neuravnotezenosti. Te dinamicke reakcije
uzrokuju vibracije stroja, koje se pak mogu smanjiti na najmanju
mogucéu mjeru dodatnim uravnoteZivanjem rotora.

B. Medja
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