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PROIZVODNJA VITAMINA U SVIJETU 11U
HRVATSKOJ

TrziSte vitamina jedno je od najpropulzivnijih svjetskih
trzista. Ve¢ prema potrebama za pojedinim vitaminima, oko
20" -60% svjetske proizvodnje vitaminajesu farmaceutski proiz-
vodi, 10*-*30% cine dodatci prehrambenim proizvodima, a
10"-80% dodatci sto¢noj hrani (krmivima). DanasSnja godisSnja
proizvodnja vitamina u svijetu procjenjuje se na —1000001 Od
toga oko 40% otpada na biotehnoloSku proizvodnju (vitamini B2
i BI2 potpuno, a vitamini C i E te provitamin ergosterol djelo-
mic¢no). Medu najvaznijim su svjetskim proizvodaCima Hoff-
mann-Laroche (Svicarska), BASF (Njemacka), Takeda (Japan),
Sumitomo (Japan), Riken Vitamin (Japan) i Merck (SAD).

U Hrvatskoj vitamine proizvodi samo tvornica PLIVA iz Za-
greba, koja pripada medu najvece proizvodace vitamina C i vi-
tamina B6. svijetu.

Proizvodnja vitamina C zapocela je u tvornici PLIVA u Za-
grebu 1953. u poluindustrijskim koli¢inama od nekoliko desetaka
kilograma. Ve¢ 1956. proizvodilo se nekoliko tona, a godisnji ka-
pacitet novoizgradenog postrojenja u 1961. iznosio je IOOt.
ProSirivanjem postrojenja i poboljSavanjem proizvodnog po-
stupka dostignutje proizvodni kapacitet s viSe od 13001godisnje.
Glavnina vitamina C prodaje se na zapadnoeuropskom trziStu i u
SAD jer zadovoljava vrhunskim zahtjevima kvalitete.

Industrijska proizvodnja vitamina B6 zapocela je u novo-
otvorenom pogonu tvornice PLIVA u Zagrebu 1959. godine.
Pocetni kapacitet proizvodnje dosizao je tek 300 kg godiSnje. Ti-
jekom proteklih godina postupak je znatno poboljSan paje nakon
nekoliko rekonstrukcija proizvodnog postrojenja godisnji ka-
pacitet proizvodnje poveéan na —701 Vitamin B6 takoder udo-
voljava najstrozim svjetskim propisima o kvaliteti, pa se veci dio
proizvodnje izvozi na zapadnoeuropsko i americko trziSte.

LIT.: Gvorgv, WN.Pearson, The Vitamins, Vol. 6-7. Academic Press, New
York 21967. - W H. Sebrell, Jr., R. S. Harris, The Vitamins, Vol. 1-5. Academic
Press, New York 1967-1972. - O. Isler, G. Brubacher, Vitamine I, Fettlosliche Vi-
tamine. Thieme, Stuttgart 1982. - M Friedrich, Vitamins. Walter deGruyter, Berlin
-New York 1988. - E. J. Vandamme, Biotechnology of Vitamins, Pigments and
Growth Factors. Elsevier Applied Science LTD., London-New York 1989. - Z
Kniew'ald, Vitamini i hormoni: Proizvodnja i primjena. Hrvatska sveuciliSna na-
klada, Zagreb 1992.

J. Vorkapié¢-Furac

VIEROJATNOST, matematicki pojam kojim se kvantita-
tivno (broj€ano) opisuje slu€ajnost pojavljivanja uocenog doga-
daja.

Teorija vjerojatnosti kao znanstvena disciplina objadnjava tzv.
sluCajne pojave. Povijesno gledajuci, slucajne su pojave najprije
uoCene i ozhiljnije analizirane u igrama na srecu (P. Fermat, B.
Pascal, XVII. st.), kao $to su npr. razli€ite igre s kartama, igrac¢im
kockama i si. No, ubrzo se uvidjelo da se slu¢ajnost pojavljuje iu
drugim ljudskim djelatnostima, pa i u mnogim prirodnim po-
javama.

Nakon velikih otkri¢éa u prirodnim znanostima u XVII. st
mnogi znanstvenici nisu uopée priznavali stvarno postojanje
slucajnih pojava, ve¢ su smatrali da se, u nacelu, svaka pojava
moZe objasniti uzro€nom vezom izmedu pocetnih i konacnih
stanja. Promatranje neke prirodne pojave kao slu€ajne objasnja-
valo se samo nedovoljnim poznavanjem vaznih ¢injenica o veza-
ma izmedu sadasnjeg i buduceg stanja te pojave. Ocekivalo se da
¢e znanost omoguciti spoznavanje tih veza, tako da je proma-
tranje neke pojave kao slu¢ajne relativan pojam, koji je uvjetovan
stupnjem razvoja znanosti.

Za razliku od deterministickog stajaliSta, probabilistiCko sta-
jaliSte priznaje stvarno postojanje pojava i procesa koji se pod-
vrgavaju statistickim zakonitostima. To je stajaliste omogudilo i
poticalo razvoj matematicke teorije, koja ¢e u najopcenitijem
obliku izraziti zakone slu¢ajnosti.

VITAMINI - VJEROJATNOST

Nakon P. Fermata (1601-1665), B. Pascala (1623-1662) i C. Huygcnsa
(1629-1695), koji su prvi po€eli matematicki obradivati problem slu¢ajnosti, pa se
stoga i smatraju osniva¢ima teorije vjerojatnosti, razvoju teorije vjerojatnosti
uvelike je pridonio J. Bemoulli (1654-1705), koji je napisao knjigu Umijece
pogadanja, lat. Ars conjectandi, gdje je formulirao i dokazao jedan od prvih
grani¢nih teorema, tzv. Bernoullijev zakon velikih brojeva. Zatim slijede radovi A.
De Moivrea (1667-1754), P. S. Laplacea (1749-1827), K. F Gaussa (1777-1855)
i S. D. Poissona (1781-1840), kojima se poc€inje izgradivati teorija vjerojatnosti kao
posebna znanstvena disciplina. Njezinu Sirenju i produbljivanju znatno pridonose i
znanstvenici tzv. ruske $kole teorije vjerojatnosti: P L. CebiSev (1821-1894), A.
A. Markov (1856-1922) i A. M. Ljapunov (1857-1918), te franc. matematicar E.
Borel (1871-1952), koji je dokazao tzv.jaki zakon velikih brojeva.

Suvremeni razvoj teorije vjerojatnosti pocinje s prvim pokusajima njezina ak-
siomatiziranja (S. N. Bemstein (1880-1968), R. Mises (1883-1953) i E. Borel).
Kona¢no je A. N. Kolmogorov (1903-1987) dao danas opc¢eprihvacenu aksioma-
tiku teorije vjerojatnosti (1933), koja omogucuje njezinu izgradnju kao apstraktne
matematicke discipline, tijesno povezane s drugim granama matematike. Kolmo-
gorovljeva aksiomatika dopusta da se teoriji vjerojatnosti, kao i svakoj drugoj ak-
siomatiziranoj teoriji, daju razliCite interpretacije. Taje aksiomatika nastala apstra-
hiranjem pojma relativne frekvencije slu¢ajnog dogadaja, tako da se i svaka izjava
teorije vjerojatnosti moze interpretirati u terminima relativne frekvencije, $to
omogucuje da se iz apstraktnih shema prijede na stvarne pojave. Nagli suvremeni
razvoj znanosti nije mimoi$ao i teoriju vjerojatnosti. Pojavili su se specijalizirani
¢asopisi, publiciranaje golema koli¢ina radova, napisano je mnogo knjiga, izvriena
je podjela na odredena specijalna podrucja u okviru same teorije vjerojatnosti, a
razvile su se i mnoge znanstvene discipline u kojima se pri razmatranju glavnih
problema pretezno primjenjuje teorija vjerojatnosti (matematicka statistika, teorija
informacije, teorija pouzdanosti, teorija repova isi.).

DOGADBPAJ I VJEROJATNOST DOGADAJA

U suvremenom se pristupu matematizaciji pojma slucajnosti
najprije morao razjasniti pojam dogadaja i vjerojatnosti doga-
daja. U pocetku razvoja teorije vjerojatnosti nastojalo se odgo-
voriti na pitanja o vjerojatnosti konkretnog dogadaja kao broja
koji kvantitativno izrazava mogucénost nastupanja uo¢enog doga-
daja preko odredenih definicija vjerojatnosti dogadaja (klasi¢na,
geometrijska ili statistiCka definicija vjerojatnosti). Medutim, ni
jedna od tih definicija nije omogucila izgradnju konzistentne
matematiCke teorije koja bi posluzila kao model za sve one
stvarne situacije za koje se intuitivno ocekivalo da budu obu-
hvaéene jednom takvom teorijom. RjeSenje se problema pojavilo
u onom trenutku kada je napuStena ideja da se u okviru teorije
vjerojatnosti mogu dobiti odgovori na pitanja kolika je vjerojat-
nost pojedinih dogadaja, a spoznalo se da treba istaknuti samo
bitna svojstva pojma dogadaja i pojma vjerojatnosti kao mate-
matickih pojmova koji se na odredeni nacin dovode u vezu s
drugim matematickim pojmovima (skup, broj, funkcija i si.). Pri
tome se na dogadaj viSe ne gleda izolirano, vec¢ se on razmatra kao
element u skupu svih dogadaja koji se razmatraju u uoCenoj
slucajnoj pojavi. Taj skup ima odredenu strukturu, $to omoguduje
da se s dogadajima operira po utvrdenim pravilima i da se dobiju
odgovarajuce formule kojima se izrazavaju veze izmedu dogadaja
i vjerojatnosti dogadaja.

Dogadaji kao skupovi. Temeljnaje pretpostavka pri matema-
tickom razmatranju slu€ajnih pojava da se moze, pri svakom
stvarnom eksperimentu ili opazanju neke stvarne pojave, uo€iti i
definirati odredeni neprazni skup ¢1svih mogucih ishoda ili rezul-
tata promatrane pojave. Skup Q obi¢no se naziva skup svih mo-
gucih ishoda ili skup elementarnih dogadaja promatrane slucajne
pojave 8. Zapis me Q oznacuje daje a)ishod uocene slucajne po-
jave £.

Bacanje igrace kocke tipican je primjer slu¢ajne pojave u kojemu se uzima da
jei2={1,2,3,4,5,6}, tj. brojevi 1,2,3,4,5 i 6 moguci su ishodi pri bacanju igrace
kocke.

Podskup A od £2 (AQi2), tj. odredeni skup ishoda, naziva se
dogadaj u slucajnoj pojavi £. Kaze se daje nastupio dogadaj A
ako je u pojavi 8 ostvareno cae A.

Takoje npr. pojava parnog broja odredeni dogadaj pri bacanju igrace kocke, koji
se opisuje skupom A={2,4,6} Q £2. Dogadaj A ostvaruje se jednim od ishoda 2 ili
4 ili 6.

Medusobni odnosi dogadaja. Dogadaji A i B sujednaki ako
se sastoje od istih ishoda, tj. ako su skupovi A iB (A*Q, BQi2)
jednaki. PiSe se A=B.

Prazan skup 0 predstavlja nemogué¢ dogadaj, a skup Q siguran
dogadaj.

Skup Ac (komplement skupa AQk2 u odnosu na f2) naziva se
protivan dogadaj od A. Dogadaj Acje nastupio ako nije nastupio
dogadaj A, tj. ako je u 8 ostvaren ishod koji ne pripada skupu A.
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Dogadaju pojavljivanja parnog broja pri bacanju igrace kocke, dakle
A={2,4,6}, protivan je dogadaj Az- {1,3,5}, tj. pojava neparnog broja.

Skup A kjB naziva se unija dogadaja A i B. Toje dogadaj koji
nastupa onda kada nastupi barjedan od dogadaja/i, B.

Uoci li se pri bacanju igrace kocke dogadaj B - {1,2}, tj. pojava broja manjeg
od 3, dogadaj A<jB={1,2,4,6} opisuje pojavu parnog broja ili broja manjeg od 3.

Skup AnB naziva se presjek dogadaja A i B. Toje dogadaj
koji nastupa kada nastupe oba dogadaja”, B.

U primjeru bacanja igrace kocke dogadaj A r\B ={2} opisuje pojavu parnog
broja manjeg od 4, tj. pojavu broja 2.

Skup A\B -A nB cnaziva se razlika dogadaja A i B.

U promotrenom primjeru /1\Z? = {4,6} i to je dogadaj koji opisuje pojavu par-
nog broja, ali ne manjeg od 3.

A£5 oznaCuje danastupanje dogadaja,4 implicira nastupanje
dogadaja B.

A nB =0 oznacuje da se dogadaji A i B medusobno iskljucuju.
KaZe sejo$ da su A iB disjunktni dogadaji.

Razmotreni dogadaji A i B nisu disjunktni (AnB ={2} 40). Dogadaji A i Ac
primjer su dogadaja koji se medusobno iskljucuju, jerje An A c=0, $to znali daje
nemoguce istodobno pojavljivanje parnog i neparnog broja.

Algebra dogadaja. Skup ~{Q) svih podskupova od Q zove
se skup svih mogucih dogadaja slu€ajne pojave £.

Algebra dogadajaje skup dogadaja (¢ /£ 0°{Q), koji ima svoj-
stvo daje protivan dogadaj svakog dogadaja iz ¢ /takoder dogadaj
iz ¢l

Aesf =A°G¢/ 1)
te daje unija svaka dva dogadaja iz ¢ / takoder dogadaj iz ¢/:

A,Bes/ =AuBes/ . (2)

Skup & {ti) primjerje algebre dogadaja, a takoder i skup {0,
i2}, te skup {0,A,Ac, Q}, gdjejeAQ Q zatim/l 4=0 te 44=i2.

1z definicije algebre dogadaja proizlazi daje unijaipresjek bilo
kojeg konacnog broja dogadaja zadane algebre opet dogadaj iz te
algebre:

©)

i=\

Ako je Big¢/ {i=1,.,n, Bi4&0),teBtn B}=0, za i4=/i

\"jBi = i2, tj. akoje uo€eno n disjunktnih dogadaja od kojih jedan
i3

sigurno nastupa u promatranoj pojavi, onda dogadaji Bu...,.Bn
¢ine potpunufamiliju {klasu) dogadaja. Tako npr. dogadaji B i B°
(Z?cif2, £4=0, 54=i2) €ine dvoclanu potpunu familiju dogadaja.

Definicije vjerojatnosti dogadaja. Pojam vjerojatnosti do-
gadaja nastao je apstrahiranjem pojma relativne frekvencije
dogadaja. Klju¢naje pretpostavka da se slu€ajni pokus, odnosno
opazanje neke sluCajne pojave, moZe neograni¢eno ponavljati uz
iste uvjete. Ako se, dakle, sluajni pokus £ ponovi n puta, pa ako
je uoceni dogadaj A pri tome nastupio m puta , onda se
veli¢ina

QM)=~ (4)

zove relativnafrekvencija dogadaja A. Relativna frekvencija ima
svojstva:

0,(0) =0, , (5)
0*Q.(A)Si, (6)
AnB =070Q n(AuB) =0Q,,(A)+Q,,(B), (7)

tj. relativna frekvencija nemoguceg dogadaja (0)jednaka je nuli,
sigurnog dogadaja (iz) jedan, dok je relativna frekvencija svakog
dogadaja (A) izmedu nule ijedan, a relacijom (7) izre€eno je daje
relativna frekvencija unije disjunktnih dogadaja jednaka zbroju
relativnih frekvencija uocenih dogadaja.

Iskustvenaje spoznaja da uz veliki broj (n) ponavljanja pokusa
relativna frekvencija Qn(A) ne ovisi vise o n, ve¢ samo o uo€enom
dogadaju A, pa se moze govoriti o broju P(.4) kao odredenoj
karakteristici dogadaja/l u smislu mjere za moguc¢nost nastupanja
dogadaja A. Simbolicki to se izraZzava relacijom
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\imQn(A) =P(A). (8)

Vjerojatnost na algebri dogadaja ¢ /je funkcija P koja doga-
dajima algebre ¢/pridruzuje realne brojeve (P:s/ -» R), tako da
vrijedi

P(n0, C)

za svaki A gs/ , $to se naziva nenegativnost,

(10)

P(i2) = I,

§to se naziva normiranost, te

A,Bes/ i AnB =0~>P(AvB) =P(A) +P(B), (11)

§to se naziva aditivnost.

Broj P(*)zove se vjerojatnostdogadaja A. Tojetzv. aksiomat-
ska definicija vjerojatnosti.

Za izgradnju teorije vjerojatnosti u najopcenitijem obliku potrebno je definirati
vjerojatnost na tzv. sigma-algebri dogadaja, pri €emu se zahtijeva da funkcija P ima
i svojstvo neprekidnosti. U nastavku ¢e se pretpostavljati da dogadaji o kojima ¢e
biti rije¢ pripadaju odredenoj algebri (sigma-algebri) dogadaja uotenoj uvezi s pro-
matranom slu¢ajnom pojavom i to se nece posebno isticati.

Ostala su svojstva vjerojatnosti:

P(") =1-P(/0), (12)
P(0)=0Q (13)
iEB=>P(5\") =P (5)-P (4 (14)
P(~nfi) =P (4 +P(fi)-P(~u5), (15)

AInAJ=0(i*j; _
\ic:]
U povijesnom se razvoju prva pojavila tzv. klasi¢na definicija
vjerojatnosti ili vjerojatnost a priori. Ona se moZe primijeniti
samo na one sluCajne pojave gdje je  konacan skup s v(i2) ele-
menata i gdje se moZe pretpostaviti da su svi ishodi jednako vjero-
jatni, Sto je redovit slu€aj u igara na sre¢u. Tada se vjerojatnost
P(") dogadaja A £ Q definira kao

V(A)
v(i2)’

gdje je v(A) broj elemenata skupa A, odnosno broj povoljnih
ishoda za dogadaj A, dok je v(i2), broj svih mogucih ishoda pro-
matrane slucajne pojave.

Takoje npr. pri bacanju igrace kocke broj svih mogucih ishoda v(i2)=6. Uzme
li se pojava parnog broja kao uoceni dogadaj A, broj povoljnih ishoda bit ¢e
v(A)=3, paje P(/4)=3/6=0,5.

Vjerojatnost P(") definirana u (17) zadovoljava uvjete (9) do
(16), tj. klasi€na se definicija moZe shvatiti kao specijalni slucaj
aksiomatske definicije vjerojatnosti.

Tipi¢an primjer sluajnog pokusa u kojem je Q beskonacan
skup izbor je toCke iz zadanoga beskonat¢nog skupa toCaka
(pravca, ravnine, N-dimenzijskog prostora). Tu se ne mozZe primi-
jeniti klasi¢na definicija vjerojatnosti, pa se uvodi tzv. geometrij-
ska vjerojatnost. Ako je, dakle, Q skup koji se sastoji od toCaka i
koji ima mjeru (npr. duljinu, plostinu ili obujam) p{&)>0i ako se
pokus sastoji u slu¢ajnom izboru toCke iz skupa  onda se vjero-
jatnost dogadaja A, tj. vjerojatnost da se izabere tocka koja pri-
pada skupu AQ  definira ovako:

p(4= (17)

(18)

gdje je g(A) odgovarajuca mjera skupa A. MozZe se provijeriti da
P("), definirano u (18), takoder ima svojstva navedena u (9) do
(16), tj. da se i geometrijska vjerojatnost moze shvatiti kao pose-
ban slu€aj aksiomatske definicije vjerojatnosti.

Zanimljivo je da geometrijska vjerojatnost dopusta da postoje dogadaji koji
nisu nemogudi (/44=0), a daje njihova vjerojatnost nula, $to se ne moze postici s
klasiénom definicijom vjerojatnosti. Tako, npr., ako je Q skup to¢aka odredenog
kruga, onda vjerojatnost da se pri slu¢ajnom izboru tocke dobije srediSte kruga

Ji,j /==i| - «=>piud] =Zp
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iznosi nula. Takoder je nula i vjerojatnost da se dobije to¢ka na uo€enoj tetivi toga
kruga, iako navedeni dogadaji nisu nemoguci, tj. skup ishoda kojima se moze
ostvariti navedeni dogadaj nije prazan skup.

Uvjetna vjerojatnost. Ako je P(F)>0, tadaje formulom

P(/,/IB)=m p si

P(5)

definirana uvjetna vjerojatnost dogadaja A u odnosu na dogadaj
B. Broj P(A/B) interpretira se kao vjerojatnost da nastupi dogadaj
A ako se zna da je nastupio dogadaj B. Uvjetna vjerojatnost
takoder ima svojstva istaknuta u aksiomatskoj definiciji vjerojat-
nosti, tj. vrijedi

(19)

HA/B)kO, (20)
P(i2/5) =1 P(0/F) =0 (21)
AlnA2=0=>P(Atu AJB) =P(AjB) + P(A2B). (22)
1z (19) joS proizlazi:
BAAA>?(A/B) =\, (23)
An B=0=>P(A/B) =0, (24)
P(AnB) =P(B)P(A/B). (25)
Ako je i P(,4)>0, onda vrijedi tzv. Bayesovaformula'.
?(B)?(A/B) (26)
P (A
Za 7722 vrijedi
P(A>n -n A n)=P(Ai)P(A2At)-P (AjAIn-nA,, _1).(27)

2) Cine potpunu familiju dogadaja,
tada za dogadaj A vrijedi tzv.for-

Ako dogadaji
te ako je P(F,)>0 (/=1
mula totalne vjerojatnosti:

P(/1) = ZP(5,.)P(/f/5,). (28)
i=
Dogadaji A i B su stohastic¢ki nezavisni ako vrijedi
P(v4n5) = P(v4)P(5). (29)

Pojam stohastiCke nezavisnosti definira se i za skup od n
(nZ2) dogadaja Al9...,An. Ako za svaki njegov r-Clani (2£r£n)
podskup B19...,Brvrijedi

P(5,n-n5r)=P(5,)-P(5Tr), (30)

onda se kaze da su dogadaji At,...,A,, stohasticki nezavisni.

SLUCAJNE VARIJABLE, RAZDIOBE
VJEROJATNOSTI

Slucajna je varijabla matematicko teorijski model za pojavu
slucajnih rezultata mjerenja pri prou€avanju odredene mjerljive
slucajne pojave. Slucajnost rezultata mjerenja moze biti poslje-
dica prirode promatrane pojave, nedovoljne preciznosti instru-
menta, subjektivnog faktora (mjeriteljeve nepreciznosti), a tako-
der i svega zajedno. Iskustvoje, medutim, pokazalo da i uz prisut-
nost razlicitih vrsta slu€ajnosti postoje odredene zakonitosti u
ukupnom ponaSanju rezultata mjerenja, koje se mogu mate-
maticki izraziti odgovaraju¢im teorijskim razdiobama (distri-
bucijama) vjerojatnosti.

Funkcija razdiobe. Ako je uz svaki ishod odredene slucajne
pojave £ vezan odredeni broj, odnosno ako se slu¢ajni pokus sa-
stoji od mjerenja neke slucajne veliCine X, onda se govori o
slu€ajnoj varijabli ili slu¢ajnoj veli€iniX. Apstraktno se slu¢ajna
varijabla X definira kao odredena funkcija koja ishodima slu¢ajne
pojave pridruzuje realne brojeve. PiSe se co-J3X((0) i govori daje
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broj x =X(da) vrijednost sluCajne varijable X na ishodu a Ako je
SASAR) zadani skup brojeva, onda {Xe S} oznacuje dogadaj da
je sluCajna varijabla A"poprimila vrijednost iz skupa S, tj.

{XeS} ={coe Q:X(co)eS}QT2. (31)
Ako je S=[a,b] (a,be R, a<b), ondaje
{Xe [a®]} ={coeQ: a*X((0)"b}9 (32)

pa se govori o dogadaju daje slucajna varijablaX poprimila vri-
jednost iz segmenta [a%], odnosno vrijednost koja nije manja od
a i nije veca od b. Vjerojatnost dogadaja definiranog u (31) pise
se kao P({Xe £}) ili, krate, P(E), a vjerojatnost dogadaja defini-
ranog u (32) obi¢no se piSe u skraéenu obliku P (a£X£b) igovori
se 0 vjerojatnosti da slucajna varijabla X poprimi vrijednost iz
segmenta [a, b]. Analogno tome, P(« < X <b) oznacuje vjerojat-
nost da slucajna varijablaX poprimi vrijednost iz intervala (a,b),
tj. vrijednost ve¢u od a i manju od b.
U upotrebi sujo$ i ove tipicne oznake:

V (X7Z?) = P(-co < X zkb\ (33)
P(X <b) =P(-00 <X <b\ (33b)
P(Xta) =P (a£X <co), (33¢)
P(X >a) =P(« <X <00), (33d)
P(X =a) =P(a<X<a), (33¢)

koje imaju odgovarajuée znacenje, Sto se vidi iz pripadnog zapisa.
Pri definiranju slucajne varijable u vezi s odredenom slucajnom
pojavom kojoj pripada skup Q svih mogudéih ishoda pretpostavlja
se daje uoCena ona algebra dogadaja sz koja sadrzi sve dogadaje
navedene u (33 a) do (33 e), tako da se moZe govoriti o njihovim
vjerojatnostima. Buduci da se svaka od spomenutih vjerojatnosti
moZe izraziti pomocu vjerojatnosti oblika (33 a), definira se funk-
cija x h->F(x), x g R ovako:

F(x) =P (Xix) (34)
i naziva sefunkcija razdiobe ilifunkcija distribucije vjerojatnosti
sluCajne varijable X. Broj F(x) oznacuje, dakle, vjerojatnost da
slu¢ajna varijabla X poprimi vrijednost koja nije veéa od broja x.

Funkcija razdiobe ima ova svojstva:

X <x2=>F(x,)"F(x2), (35)
§to znaci daje funkcija F monotono rastuéa, te

lim F(x) =F(-00) =0, (36a)

X->-00

F{x)= F(o0) = 1

)
Nadalje je
E_%F(x +e) =F(x +0) = F(x), (374a)
£0

§to pokazuje daje funkcija Fneprekinuta zdesna u svakoj tocki
x6 R.

Funkcija razdiobe opcenito ne mora biti neprekidna. Ako je,
naime, %F(x-e)zF(x-OMz F(x), onda funkcijaF uto€kixg R

ima prekid (skok veliCine F (x)-F(x-0)). U skladu stime vrijedi

P(X =a)=F(a)- F(a- 0). (37b)

Ako je F neprekidna funkcija u tocki ae R, onda je
F(a-0)=F(a) i tada je P(2f=a)=0, tj. vjerojatnost da slucajna
varijabla Xpoprimi vrijednost «jednaka je nuli. Ako F ima skok
u tocki a, ondaje P(X =a)=F(a)- F(a- 0)>0.

Funkcija razdiobe moze imati najviSe prebrojivo mnogo sko-
kova, odnosno pozitivnu vjerojatnost moZe imati konacno ili naj-
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viSe prebrojivo mnogo toCaka apscisne osi (si. 1). 1z toga slijedi
da se vjerojatnosti gotovo svih, za praksu vaznih, dogadaja u vezi
sa slu¢ajnom varijablom Xmogu izraziti pomoc¢u njezine funkcije
razdiobe.

Diskretna razdioba vjerojatnosti. Neka je 9t(X)= {xP
x>,...} diskretan (konacan ili prebrojiv) skup realnih brojeva i

pk~0 (k =1,2,...,£/?* = |j zadani realni brojevi. Ako se funkci-

ja razdiobe slucajne varijable A'moZze napisati u obliku

(38)

onda se kaze da je X diskretna sluCajna varijabla sa skupom
vrijednosti €A(X) i pripadnim vjerojatnostima pk=?(X=xK),
aa € dft (X). Kaze sejos da slu€ajnoj varijabli X pripada diskretna
razdioba vjerojatnosti (si. 2).

AL Pi Pk |
X\ A2 Xk X

Sl. 2. Shematski prikaz diskretne razdiobe vjerojatnosti

Diskretna slucajna varijabla matematicki je model za one
stvarne pojave u kojima se kao rezultati mjerenja mogu pojaviti
samo elementi odredenoga diskretnog skupa brojeva. NajceSce se
radi o cijelim brojevima.

Bacanje igrace kocke moZze se shvatiti i kao slu¢ajni pokus u kojem se registrira
(mjeri) vrijednost slu¢ajne varijable X(broj tockica na gornjoj plohi kocke), za koju
je & (x) ={1,2,3,456}ipk=p(* =k)=1/6, ke &\X).

Sva se vaznija svojstva diskretne sluCajne varijable mogu
izraziti pomocu njezinih vrijednosti xki pripadnih vjerojatnostipk
{k-1,2,...), tako da pripadna funkcija razdiobe nema veliko
prakti¢no znacenje (si. 3).

SlI. 3. Graf funkcije razdiobe diskretne slu¢ajne varijable

Primjeri diskretnih razdioba. Za slucajnu varijablu X kaze
se da ima binomnu razdiobu s parametrima m i p {me N,
0< p< D ipiSe X~B(m,p) akoje & (X) ={0,l,....m} i

pk=P{X =k) ="k pkiy-p) . keM(X).  (39)
Binomna razdioba najceS¢e se u praksi javlja pri ponavljanju
pokusa. Ako se slucajni pokus £ u kojem je uocen dogadaj A
vjerojatnosti P(*)=/?>0 ponovi m puta, tada je broj nastupa
dogadaja ,4 slu€ajna varijabla X binomne razdiobe B(m,p).

Uzme li se, primjerice, bacanje nov¢i¢a kao slu¢ajni eksperiment £, a pojava
grba kao uoceni dogadaj A za koji je P(/i)=0,5, te ako se pokus ponovi npr. 10 puta,
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tada se broj dobivenih grbova moze shvatiti kao vrijednost slu¢ajne varijable X bi-
nomne razdiobe s parametrima ni= 10 \p =0,5.

Za slu€ajnu varijablu X kaze se da ima hipergeometrijsku
razdiobu s parametrima m, ni r {m,n,r,e N, m£r<ri) i piSe se
X~H(m,n, r) akoje df (X) = {0,1,...m} i

ry -r

khm -k
n

pk =P (X =k) = kec/ (40)

m

Glavna interpretacija: 1z /-Clanog skupa, u kojem ima r ele-
menata tipa | i n— elemenata tipa I, slu¢ajno se uzima m-clani
podskup. Broj elemenata tipa 1u uzetom podskupu slucajna je
varijabla X ~ H{m, n, r). Budu¢i da vrijedi

rvn-r
lim k)\m -k
n— n
r—¢

m\pk{\-p)" k ¢ =0,1,...m, (41)

m
hipergeometrijska razdioba H(m,n,r) moze se, za velike n ir,
aproksimirati binomnom razdiobom B{m,p) {p-r/n).

Slu€ajna varijabla X ima Poissonovu razdiobu parametra a i
piSe se X~?0{a) akoje dft\X)= {0,1,2,...} i

pk=P{X =K) = exp(-fl), («>0), ke&{X). (42)

Bududi daje
rik
\”_)n&)l @ -p)"'k=77exp(-a). ¢=0,1,2,..,(43)
pX0v y
mp=a

binomna se razdioba B(m,p) moZe, za velike m i malenep, aprok-
simirati Poissonovom razdiobom Po(tf) {a=mp).

Slu€ajna varijabla X ima geometrijsku razdiobu parametra
p{O0<p< 1) akoje (£(20={1,2,3,..} i

pk=P (X =k) =p{1- pf~\ ketf(X).

Glavna interpretacija: U slu¢ajnom pokusu Suocen je dogadaj
A vjerojatnosti P (/t)=/?>0. Pokus £ ponavlja se sve dok ne nastupi
dogadaj A. Broj potrebnih ponavljanja slucajna je varijabla X
geometrijske razdiobe parametrap.

Kontinuirana razdioba vjerojatnosti. Kontinuirana slu-
Cajna varijabla matematicki je model za one stvarne pojave u ko-
jima se kao sluCajni rezultati mjerenja mogu dobiti brojevi iz
nekog intervala realnih brojeva ili iz Citava skupa realnih brojeva.

Istrazuje li se, npr. vijek trajanja odredenog proizvoda (Zaru-
lje, otpornika i si.), izradenog po ustaljenoj tehnologiji, uocit ce
se da je to varijabilna veli¢ina X koja moZe poprimiti brojcane
vrijednosti iz intervala od nula do beskona¢nosti. Statisti¢ka ¢e se
zakonitost odraziti u razli€itoj gustoéi rezultata mjerenja na po-
jedinim dijelovima (podintervalima) skupa R. Zato apstraktna de-
finicija glasi: Ako se funkcija razdiobe slucajne varijable®moze
prikazati u obliku

(44)

F(x)=P(ZSx) = j/(i)di, xeR, (45)

gdjeje t »-»/(/), te R, nenegativna realna funkcija, ondaje X kon-
tinuirana sluc¢ajna varijabla sfunkcijom gustocCe vjerojatnostif
Kaze se da slucajnoj varijabli X pripada kontinuirana razdioba
vjerojatnosti karakterizirana funkcijom gusto¢e vjerojatnosti/
(si. 4).

Deriviranjem funkcije razdiobe dobiva se funkcija gustoce
vjerojatnosti:

st \mt \ :)EASZ(I):Q“F‘:‘AX)-F(X)

f(x) A0
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= lim — o

(46)
Aro Ax

pa se/(x) naziva gustoca vjerojatnosti u toCki xeR .

SI. 4. Graf funkcije gustoce vjerojatnosti

Graf funkcije gustoce vjerojatnosti naziva se krivulja razdiobe
i ona zorno pokazuje kako bi teorijski trebala izgledati razdioba
rezultata mjerenja po apscisnoj osi. Povrsina ispod krivulje raz-
diobe od -00 do x brojcano je jednaka vrijednosti F(x) funkcije
razdiobe u tocki x. Ukupna povrsSina ispod krivulje razdiobe od
-00 do oo iznosi jedan, tj. vrijedi

}/(0d/ = F(o0)=I. (47)

Teorijski udio onih rezultata mjerenja koji pripadaju segmentu
[x,x+AXx], odnosno vjerojatnost da kontinuirana slucajna vari-
jabla A'poprimi vrijednost iz segmenta [x,x+AXx], iznosi

(48)

tj. brojCanoje tojednako povrsini ispod krivulje razdiobe, a iznad
segmenta [x,x+AXx]. Akoje Ax maleno, onda se moZe pisati

P(X"A" X + AX) ~ [(X)AX. (49)

Konkretna kontinuirana razdioba vjerojatnosti obi¢no se
zadaje svojom funkcijom gustoce vjerojatnosti.

Primjeri kontinuiranih razdioba. Slu¢ajna varijabla A'ima
normalnu ili Gaussovu razdiobu s parametrima jli i o (cr>0) i
pise se X~*A/'(@% 2 ako je njezina funkcija gustoe vjerojat-
nosti zadana izrazom

1 1fX~g
1) = - pop P, 0
Krivulja normalne razdiobe (si. *[simetri¢na je s obzirom na
pravac y=p, ima maksimum \/(cj-j2n) zax=g, dok zax="-c7
i Xx—p ho ima toCke infleksije. Normalna razdioba <A(g,02
matematicki je model za simetri€nu razdiobu rezultata mjerenja
kojima gusto¢a zvonoliko opada udaljavanjem od sredi$ta sime-
trije g. Pripadnaje funkcija razdiobe

v

oy (51)
- — exp - .
no= o4j n Jf P
SI. 5. Krivulja normalne razdiobe 02

Integral na desnoj strani u (51) nije elementarno rjeSiv i zato se u
racunima s normalnom razdiobom upotrebljavaju tablice gdje su
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navedene vrijednosti funkcije razdiobe, tzv. standardne ilijedi-
ni¢ne normalne razdiobe JV(0, 1), koja se dobiva zap=0io=1
(si. 6.). Pripadna se funkcija gustoe vjerojatnosti obi¢no
oznacuje s § a funkcija razdiobe s < tako daje

<p(X4 2 M eXP{ (522)
0(x) Sy X7 (52 b)
dokje
f(x) = -<p(x), (53 a)
F(x)=0 (53 b)

§to omogucuje primjenu tablica i na normalnu razdiobu” (g, a2).
Funkcija je parna, tj. vrijedi <p(-x) = <p(x), dok za funkciju

Ovrijedi
0(x)=1 0 (x),

2(0) = (54)

tako da se obi€no tabliciraju samo vrijednosti funkcije <Z>zax"0.

Akoje X — 02 ia<b9ondaje
?{a<X<b)=0\tlIL)-g(a-" (55)
O j \' o
Posebno, za proizvoljno A>0 vrijedi
P(g-20 <X <g +A<t)=20(A)-1 (56)
Uzme li se daje A=3, dobiva se
P(/i- 3a <X <g +3d) =0,99730, (57)

iz Cega se vidi da, iako teorijski normalna razdioba svakom real-
nom broju pridruzuje pozitivhu gustocu vjerojatnosti, interval
(p - 3cr, p +30) obuhvaca prakticki gotovo sve moguce (99,73%)
rezultate mjerenja.

KaZe se da sluCajna varijabla X ima gama-razdiobu s para-
metrima a ip(a>0, p>0) i piSe se X~G (a,p) ako njezina funk-
cija gustoce vjerojatnosti glasi

0, zax™O

I(*)=! a» . _texp(-ax), zax>0, (58)

gdjeje r(p) = exp(-/)d/ (gama-funkcija).
o]
Ako je p= 1, tadaje to eksponencijalna razdioba parametra a
i piSe se Ar~ Ex(a), a pripadna gustoca vjerojatnosti glasi

0, zax"O

59
zax>0, (9)

™M = a exp(-ax),
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Akoje a- 1/2ifi=n/2,ne N, ondaje to hikvadratna razdioba
s n stupnjeva slobode i piSe se X ~ %*(n).

Neki se tipovi gama-razdiobe (si. 7), posebno eksponencijalna
razdioba, upotrebljavaju kao matematicki model za tumacenje
slucajnosti rezultata mjerenja vijeka trajanja odredenog tehni-
ckog uredaja ili elementa (Zarulja, otpornik, tranzistor i si.).

4 Sl. 8. Krivuljajednolike razdiobe

Slu€ajna varijabla A'imajednoliku ili uniformnu razdiobu (si.
8) na segmentu [a,b] (a<b) i piSe se A—U~"Z?), ako njezina
funkcija gustoce vjerojatnosti glasi

0, zax<aix>b
(%) =< , zaalxab (60)
b-a

Jednolika razdioba teorijski opisuje pojavu slu¢ajnog mjerenja
gdje su rezultati jednoliko raspodijeljeni po segmentu [a, 6], a iz-
van tog segmenta nema rezultata mjerenja.

Ocekivanje i disperzija. Akoje a i->/*(*),xe R, po dijelovi-
ma neprekidna realna funkcija i ako je X zadana slu¢ajna vari-
jabla, ondaje Y=h(X) takoder slu¢ajna varijabla. Dakle, funkcija
slu€ajne varijable opetje slucajna varijabla.

Ako je X diskretna sluCajna varijabla sa skupom vrijednosti
ZA{X)={x"x2...} ipripadnim vjerojatnostima/?,—P"A"*), i- 1,
2,..., ondaje Y=h(X) takoder diskretna slucajna varijabla.

Broj E[Y]=E[h(A"] = £ /z(a.)/? je matematicko oCekivanje

I
(krace: oCekivanje) ili sredina slu€ajne varijable Y
Za h(x)=x dobiva se E[X] ='Lxipi itadaje broj E[Af] oCeki-

vanje diskretne slu¢ajne varijable X.
Uzme li se, npr., A—B(m,p), pokazuje se da je E[X]=

— oy \pkf-\-p )\«'* = mp.
o

Ako je X kontinuirana slu€ajna varijabla ia f->/j(x) strogo mo-
notona i derivabilna funkcija, ondaje Y=h(X) takoder kontinui-

rana slucajna varijabla. Broj E[E] = E[/7(A)] = Jh(x)f(x)dx na-
ziva se ocekivanje sluCajne varijable Y. Ako je h(a)=a, broj
E[X] = Ja/(a)ca naziva se oCekivanje kontinuirane slucajne
varijable X.

Uzme li se npr. X~*sV'(ji% 2) i h(x)-ax+b, gdje sua-1=0ib

odredene konstante, pokazuje se da je Y=aX+b kontinuirana
slucajna varijabla normalne distribucije .A\ap+b, a202).
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Opcenito, ako se slucajna varijabla A' kojoj pripada funkcija
distribucije r (a) = P(A”X) podvrgne afinoj transformaciji, tj. ako

je h(x) =ax +b(ax0), onda sluajnoj varijabli Y=aX+b pri-
pada funkcija razdiobe:

G{y)=P(Yly) =F['* -+ (61)
V a
itadaje
E[Y] =E[aX+b]=aE[X]+b. (62)
Stavi lise u (62) a- 1ib=-E[X], dobiva se
E[X-E[X]] =0, (63)

tj. oCekivanje razlike slu€ajne varijable i njezina ocekivanja jest
nula.

Broj D[Ar]=E[(Ar-E[AT])Z] je disperzija ili varijanca, a broj
o = AD[ATr] je standardna devijacija slucajne varijable X. Broj
a2 odnosno a, pokazuje veli¢inu rasipanja vrijednosti slucajne

varijable oko matematickog oCekivanja. OCito je D[Af]£0, i
DfA']=0 pokazuje da se radi o tzv. degeneriranoj slu€ajnoj vari-

jabli, tj. vrijedi P(Ar=E[A1])= 1
Vrijede jo$ i ove formule:

D[X] =E[XZ-(E[X])2 (64)
D[aX+b]=a2D[X], a,be R, (65)
min E [(X- a)=E[(X- E[X])J=D[X]. (66)

Izraz (66) pokazuje daje rasipanje vrijednosti neke slucajne vari-
jable oko njezina oCekivanja manje od rasipanja te slu¢ajne vari-
jable oko bilo kojeg drugog realnog broja.

Ako su E[X]=p i D[A"] = a 2>0 konacni brojevi, tada za svaki
A>0 vrijedi Cebisevljeva nejednakost:

E(p-Xo0 <X <p +X0)> 1- - (67)
0
koja se Cesto piSe i u obliku
P(|X-i|ZA(T)S 68
(IX-1ilzA(T) 20 (68)

Broj E[ {X-a)rgdje jeaer,
ment slucajne varijable X oko brojaa. Za a=[:[.¥] =jito suglavni
ili centralni momenti, a za
Glavni se momenti obi¢no oznauju kao

pr=E[(X-pYI (69)
pa se vidi dajep0=1, g\=0 i x2= D[A"] = cr2
Ako je 0> 0, definira se tzv. koeficijent asimetrije:
7C - (70)
R
i koeficijent sploStenosti ili eksces:
(71)

Za simetricne razdiobe, tj. takve u kojima funkcija razdiobe
ima svojstvo F(p - a)=\-F (p +x), koeficijent je asimetrije
2T =0, dokje za normalnu razdiobu, kojaje, dakako, simetricna,
i (E=0.

r=0,1,2,

a=0 pomocni ili is
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Za binomnu razdiobu B(m,p) je JC=—LJIR— {
mp(\-p)
S =L6_p (\_pp?';\ se vidi daje ona simetri¢na 2 p=— 21 a

inaCe moZze biti pozitivno ili negativno asimetri¢na.
Za Poissonovu razdiobu Po(«) jeE[A]=a,D[J]=a, jX=

=-4=ri"=—, za gama razdiobuG(a,p)je E[X]=—, P[X] =
-Ja a a
P 2 .. 6 . . . .
=— - 4=ii - —, a za jednoliku razdiobu U=(a,b) je

E[A=" In, D[Al=Lz£) j>f=0ig=-12
2 12

SLUCAJNI VEKTORI | VISEDIMENZUSKE
RAZDIOBE VJEROJATNOSTI

Mnoge praktiCne situacije namecu potrebu da se istodobno
mjeri dvije ili vie razlicitih veli€ina, pri Cemu se rezultati mjere-
nja podvrgavaju statistickim zakonitostima. Matemati¢ki model
za apstraktno teorijsko opisivanje takve slucajne pojave naziva se
slucajni vektor, kojemu su komponente slucajne varijable. Ovdje
se kao rezultatjednoga mjerenja pojavljuje uredeni par, odnosno
uredena /i-torka brojeva, pa Ce se statisticke zakonitosti mate-
matiCki izraZzavati preko pripadnih dvodimenzijskih, odnosno n-
-dimenzijskih teorijskih razdioba vjerojatnosti.

Vodostaj Save izrazava se nizom mjerenja na pojedinim mjernim postajama
(Zagreb, Sisak, Jasenovac itd.). Rezultat jednog mjerenja (odredenog dana) je niz
brojeva (*,, je2,..., xn), koji se moze shvatiti kao vrijednost slu¢ajnog vektora (X{,
X2,...,Xn). Matemati¢ki model za opisivanje slu¢ajnog kolebanja vodostaja Save na
n mjernih postaja odredenije /i-dimenzijski slu¢ajni vektor. Statisticke zakonitosti
u mnostvu izvedenih mjerenja teorijski ¢e se izraziti pomo¢u odgovarajuce n-di-
menzijske razdiobe vjerojatnosti.

Dvodimenzyska razdioba vjerojatnosti. Ako se u slu-
¢ajnom pokusu mjere dvije varijabilne veli¢ine X i X onda je uz
svaki ishod tog pokusa vezan uredeni par brojeva (x,y) i tadaje to
dvodimenzijski slu€ajni vektor”, Y) skomponentama A% Y. For-
malno govoreci, slu€ajni vektor (X, Y) odredenaje funkcija koja
svakom ishodu coe Q pridruzuje odgovaraju¢i uredeni par
(x,")e R2 Sa P(X£b,Y£d) oznacCuje se vjerojatnost da X po-
primi vrijednost koja nije veca od b, a Y vrijednost koja nije veca
od d.

Realna funkcija F dviju realnih varijabli, definirana ovako:

F{x,y) =P (Xix,Y?y), (x,)>)eR2, (72)
naziva se funkcija razdiobe slucajnog vektora (X,Y). Ona ima
svojstva sli€na onima koje ima funkcija razdiobe slucajne vari-
jable (v. (35), (36) i (37)). Takoder vrijedi

P(xx<X<xD y{<YE£y2)=

= F{x2,y2)- F(xvy2)- F(xLy]+F(xloyl). (73)

Funkcija xh-»F,(x) = F(x,00),xe R, naziva se marginalna
funkcija razdiobe komponente X, a funkcija yv->F2(y) =
= F(co,y), yeR, naziva se marginalnafunkcija razdiobe kom-
ponente Y. Marginalne razdiobe opisuju statistiCko ponaSanje
svake slucajne varijable X i Y posebno.

Ako vrijedi F(x%) =Fxx)F2(y\ onda su X i Y stohasticki
nezavisne slu¢ajne varijable. Ako su X i Y stohasti¢ki nezavisne
slu€ajne varijable, onda njihovo istodobno proucavanje ne daje
nikakve nove informacije u odnosu na posebno proucavanje
svake od njih.

Diskretna dvodimenzijska razdioba vjerojatnosti. Nekaje

X,Y)={(*/>>)e R2d,j = 12,...} zadani diskretni skup ure-

denih parova realnih brojeva i pt j =\j zadani brojevi.
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Ako se funkcija razdiobe slu¢ajnog vektora (X, Y) moZe napisati
u obliku

F(x,y)= X

XtEXYjSy

(74)

kaze se daje (X, Y) diskretni sluajni vektor sa skupom vrijed-
nosti 3%(X,Y) i pripadnim vjerojatnostima pJ-P (X =xi, Y=yj).
KaZe sejos da sluCajnom vektoru (A, Y) pripada diskretna dvodi-
menzijska razdioba vjerojatnosti.

Ako se, npr., m puta ponavlja slu¢ajni pokus u kojem su uoceni disjunktni
dogadaji A{i A2 (AlnA2=0, ?(A,)=/?,, V(A2)=p2p Y+p2< 1) i pri tome se regi-
strira (mjeri) broj X nastupa dogadaja A, i broj Y nastupa dogadaja A2 ondaje (X, Y)
diskretni slu¢ajni vektor sa skupom vrijednosti @{X,Y)= {(i,j):/,y=0,1,...., m,
i+j&m} i pripadnim vjerojatnostima:

Po=P (x:i,\ep;m FP[{\-P,-p2T'~'m (75)

Pripadna diskretna dvodimenzijska razdioba je trinomna razdioba B(m,/?,,/>2)
s parametrima m, px i p2 (meN, 0</?,<1; 0</>2<l, px+p2<1). Pise se
{X,Y)~B(m,Pl,p2).

Marginalne razdiobe diskretnog slu¢ajnog vektora (X,Y) ta-
koder su diskretne razdiobe i vrijedi

RARARREE (76)

pi=P{X=xi)=J_dpi], 1=12,...,
J
~Y)={y{y2..},
(77)
qj =P(Y=yJ)='Zpl y=12.....

Diskretne slucajne varijable X i Y su nezavisne sluCajne vari-
jable ako vrijedi

Pij=Px *7=1.2,—. (78)

Zatim je

E[A\=m =£*/>, D[AT=i2=£(A:1-m D2/2, (79)
| |

E[Y]=m2="£yjgj,D [(80)
J ]

Za trinomnu razdiobu B(m,/?,,/?2) marginalne razdiobe su binomne razdiobe,
tj. X~B(m,pl) i Y—B(m,p2), tako da je E[X]=mp{ E[Y]=mp2 D(A]=
=mp, (1-/>,)iD[T]=m/>2(1-p 2.

Ako je gf>0, ondaje diskretna razdioba sa skupom vrijedno-

sti ¢ ¢i(X/yf={xxx2...} i pripadnim vjerojatnostima pi/j=P(X=

uvjetna razdioba komponenteXza
aj

fiksiranoyjmBroj E[A/j>y] = 'Lxip U je uvjetno oekivanje kompo-

nente X zafiksirano yj. Analogno, ako je py>0, ondaje diskretna

razdioba sa skupom vrijednosti &%{Y/x/)={yuy2 ...} i pripadnim

=xjY =yj)=—,i=12,.

vjerojatnostima gjfi=P(T=y4/A=x,)=— ,j= 1,2,... uvjetna raz-
Pi

dioba komponente Y za fiksirano x,. Broj E[Y/x=2Zyj qj/i je

uvjetno ocekivanje komponente Y zafiksirano x,. j

Za trinomnu razdiobu B(m,pxpf) uvjetne razdiobe su binomne razdiobe.
Tako je uvjetna razdioba komponente X za fiksirano j binomna razdioba

B| m- j,—— ], iz Cega proizlazi da je odgovarajuée uvjetno ocekivanje

\Y i-PiJ

elATj]=(m-j)

. Analognoje B| m- i, 1 uvjetna razdioba kom-
I1~P2 \Y i-pj

ponente Y za fiksirano /, paje e[}7/] = (m - /)-m-- m
I ~Pi
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Kontinuirana dvodimenzijska razdioba vjerojatnosti.
Ako se funkcija razdiobe slu¢ajnog vektora (X, Y) moZe napisati
u obliku

F(x,y) =j J/(«,v)d«dv, (81)

gdjeje W »f(u, v)ZO, («, v)e R2 ondaje

slu€ajni vektor s funkcijom gustoce vjerojatnosti/ Govori se jos
i da slu€ajnom vektoru (A y) pripada kontinuirana dvodimenzij-
ska razdioba vjerojatnosti. Buduci daje

d2F(x,y)
yw )=
P(x< XEX +A YAy +A
- lim (x< X +AX, y<Y"y +Ay) 82)
o ARy ’

opravdan je naziv gustoéa vjerojatnosti u to€ki (x,y) za broj

Ocigledno je
i M{x\y)AxAy = (83)

Ako je ScR 2 onda se vjerojatnost da slu¢ajni vektor (X\'Y)
poprimi vrijednost iz skupa S moze izraziti ovako:

2{{X.,Y)eS) =\\f{x,y)AxAy, (84)
©
tj. ta se vjerojatnost dobiva integriranjem gustoc¢a vjerojatnosti po
skupu S.

Graf funkcije gustoce vjerojatnosti, tj. skup {(x,y, z)e R3:
z=1(x,y), (x,y)e R2} opcenito je neka ploha u prostoru. Ona se
naziva ploha razdiobe (si. 9). 1z (83) je vidljivo daje obujam is-
pod Citave plohe razdiobe, a iznad ravnine xy, jednak jedan, dok
se iz (84) vidi da su vjerojatnosti odredenih dogadaja jednake
odgovaraju¢im obujmima ispod plohe razdiobe, a iznad pripad-
nog skupa S u ravnini xy.

Najpoznatija teorijska kontinuirana dvodimenzijska razdioba jest normalna ili
Gaussova razdioba s parametrimaP|,p2, ct,, a2 ip(cr, >0, a2>0,0" p 2< 1). PiSe se
(X, K)-~ . I"(py,p2,a2cr2,p). SluCajni vektor (X, Y) ima dvodimenzijsku nor-
malnu razdiobu s navedenim parametrima ako pripadna funkcija gustoce vjerojat-
nosti glasi

/(r.y) = Arexpt-e(x, j)1. (85)
gdje je
2T @2
/ Y
RU,V') = - 2p y-»1

2(1-p 2)
Graf te funkcije zvonolika je ploha, kojoj su presjeci s ravninama z—

-clo<c< 7 | elipse, sjednadzbom oblika
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(86)

Vidi se da elipse imaju srediSte u tocki (p,,p2)e R2i toj tocki pripada najveca

dok se udaljavanjem od te to-
Y) &

Kut a izmedu osi elipse i koordinatne osi danje izrazom

gustoc¢a vjerojatnosti /(//,,/¢2) = -------------- <

(87)

Osi elipse bit ¢e usporedne s koordinatnim osima za p=0.

Ako je (X, 7) kontinuirani slucajni vektor, onda je

fi(x )= K(x y)dxeR (88)

marginalna funkcija gustoc¢e vjerojatnosti komponente X, a

f2(y) = jf(x,y)dx, eR, (89)

marginalna funkcija gustoce vjerojatnosti komponente Y.
Zatim je

E[X] = m{="\xfX{x)dXx, (90a)
D] = R= j(jr-/n,)2j(x)dx, (90b)
Elr]l =m2= ]y f2y)dy, (90¢)
D[7] = s\ = °\(y-m 2) f2{y)Ay. (90d)

Za dvodimenzijsku normalnu razdiobu . ! *(/i,, p2,<2,cr2,p) marginalne raz-
diobe su normalne razdiobe, tj. Ar~. 1(p,, (72) i 1 (p2, G2), tako da je
El~hp,, E[Kj=p2 Di*r|= @R ID{YW\=g¥?.Za p=0 vrijedi/(jc,y)=f}(x)-f2(y),
tj. A'i Ytada su nezavisne slu¢ajne varijable.

Ako je f2(y)>0, onda je kontinuirana razdioba s funkcijom

, (xe R ), uvjetna razdioba
f2y)
komponente Xza fiksiranog, a broj E[Afly]= Jx/?v(x)dx uvjet-

gustoée vjerojatnosti pux)=

no ocekivanje komponente X za fiksirano y. Analogno, ako je
f(x) >0, ondaje kontinuirana razdioba s funkcijom gustoce vjero-

jatnosti qxy)~ (xe R), uvjetna razdioba komponente Y

f\(x)
za fiksirano x, a broj E|Y/x] = \yqx(y)&y uvjetno ocekivanje
komponente Y za fiksirano x. -

Ako je (X, Y)~ eyf(p1,p2,<72,<72,p) , onda je uvjetna razdioba komponente
X za fiksiranoy normalna razdioba . V. pXx+p— {y-P2W x{\-p2) , tako da
2 2

je EAX/y\=jj]+ p-~-(y-p2). Uvjetnaje pak razdioba komponente Yza fiksirano

x normalna razdioba .A’

vjerojatnosti smanjuje* "

N
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Korelacija. Opéenito se funkcije x »E[T/x] iy —=E[Af/j"]
nazivajufunkcije regresije, a njihovi grafovi krivulje regresije (si.
10) zadanoga slu¢ajnog vektora (X, Y).

Sl. 10. Krivulje regre-
sije i pravci regresije

Ako su X i Y nezavisne slu€ajne varijable, ondaje za diskretni
slu€ajni vektor (X, Y)

Puj =Pie *=12,...,

(91a)

E[X/yJ1=E[X], j=1.2,.,

Rjn ~ Alj’ 12,...,

(91b)

E[y/*i]=E [n i'=12,...,

dok je za kontinuirani slu¢ajni vektor (X, Y)

Py(x) =fi(x) E  (92a)
gAy)=fi{y)> E[r/*]=E in (92 b)

iz Cega se vidi da uvjetne razdiobe ne ovise o odabranoj fiksiranoj
vrijednosti ijednake su odgovaraju¢im marginalnim razdiobama.
Uvjetna oCekivanja takoder ne ovise o odabranoj fiksiranoj vri-
jednosti, tako da su u tom slu€aju funkcije regresije konstante.
Krivulje regresije su pravci usporedni s koordinatnim osima koji
se sijeku u srediStu razdiobe (u tocki (m,, mjj).

Stavi lise E[XY]="LJXjyip” zadiskretni slucajni vektor,

e J

odnosno E[AT]= J jxyf(x,y)dxdy za kontinuirani slu¢ajni

vektor (X, Y), moze se re¢i da je E[AT] ocekivanje umnoska
slucajnih varijabli Xi Y. Ako suXi Y nezavisne sluCajne varijable,
onda je E[XY] =E[X] E[f]. Opcenito se veli¢ina pu, odnosno
Cov (X, Y), zove korelacijski moment, odnosno kovarijanca
slu€ajnih varijabli X i Y:

,=Cov(X, Y)=E[XY] -E[X] *E[Y].

Ako je p],=0, onda su X i Y nekorelirane slucajne varijable.
Nezavisne slucajne varijable su, dakako, i nekorelirane, ali obrat
opcenito ne vrijedi.

Akoje D[Ar]>0 iD[T]>0, ondaje

(93)

Al
SXs2

(94)

koeficijent korelacije slu¢ajnih varijabli X i Y. Vrijedi daje r2" 1i
r2= 1onda i samo onda ako izmedu varijabli X i Y postoji funkcij-
ska ovisnost oblika AX+B Y+C=0(A 4=0, #=t=0). Akoje \\ < 1/2,
kaze se da su X\ Yslabo korelirane slu¢ajne varijable.

Pravac y=ax+hb9 koji u smislu metode najmanjih kvadrata
najbolje aproksimira krivulju regresije xi->E[17x], i pravac
x=cy+d, koji u istom smislu najbolje aproksimira krivulju re-
gresijey \-*E[XIy\ (si. 10), zovu sepravci regresije.

Vrijedi daje
*-£i d —mx—£En

b=m2~- (95)

tako da su

(96)
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jednadzbe pravaca regresije. Pravci se sijeku u tocki (m,,m2) i za
kut (pizmedu njih vrijedi

1—+2

tan (p=- 97)

sf+si

Ako suXi Tnekorelirane slu¢ajne varijable, ondajer=0, a=0,
c=0 i cp=n/2, tj. pravci regresije usporedni su s koordinatnim
osima. Za r- 1pravci regresije medusobno se poklapaju (0=0) i
tada je dvodimenzijska razdioba »degenerirala« urazdiobu na

praveu y-m 2=—(x-m\

Za trinomnu razdiobu B(m,pl,p2) funkcije su regresije /h-»E[}7/J=
H(»1-*) Pl i iSE[ATy] = (m—j)~ 7 . Buduci dase radi o diskretnoj
I- P I-Pz

dvodimenzijskoj razdiobi, i(rivulje se regresije sastoje od diskretnog skupa to¢aka
koje leze na istom pravcu. Korelacijski je moment p,\=-mp{p2 i jednadZbe su

pravaca regresije y - (m- X) Pi i*=(m-y)-—- , iz Cega se vididati

pravci sadrZe tocCke odgovarajuéih krivulja regresije. Koeficijent je korelacije

, paza p, +p2= liznosi r=-1 itadaje dvodimenzijska

K |-/7")(i- p2)
razdioba degenerirala u razdiobu uzduz pravcay=m -x, odnosno varijable X i Y
funkcijski su zavisne, stoje izraZzeno jednadzbom X+ Y=m.

Za dvodimenzijsku normalnu razdiobu .A\pvp2,a20\,p) je pU=p<TIcR,

tako da su pravci regresijey - p 2 = pd‘(jc—p,),;c-p, -p g\z(v—p 2) ujedno

i krivulje regresije. Oni se sijeku u tocki (pj,p2 pod kutom (p, za koji vrijedi

tan(p= - Akojep,, =0, ondaje i p=0, 3to znaci da nekorelira-

nost slu¢ajnih varijabli X i Y implicira njihovu nezavisnost, pa se moze reci da su
za dvodimenzijsku normalnu razdiobu nezavisnost i nekoreliranost ekvivalentni
pojmovi.

Visedimenzijska razdioba vjerojatnosti. Ako je ishod slu-
Cajnog eksperimenta uredena /*torka («=2,3,...) brojeva, od-
nosno ako se u slu¢ajnom pokusu mjeri n varijabilnih veli€ina
X7],...,Xn, ondaje matematicki model za tu pojavu «-dimenzijski
slu€ajni vektor (XI,...,Xn). Slu€ajni se vektor (X]i...,Xn) definira
kao odredena funkcija koja ishodima slu€ajnog pokusa pridruzuje
uredene «-torke realnih brojeva (x,, ...,X,,)e R".

Funkcija razdiobe slu¢ajnog vektora (Xl1,...,Xn) realnaje funk-
cija n realnih varijabli:

F(xt,...,x,,)=?(Xlaxh ..., X,,éX,,), (98 a)

gdje P(Af,0x],...,Xnaxn) oznaCuje vjerojatnost daXj bude manje
ili jednako x,,X2manje ili jednako x2itd.

Ako bar jedna od varijabli x19...,xn ima vrijednost -00, onda
funkcija razdiobe poprima vrijednost nula, a ako sve varijable po-
prime vrijednost oo, funkcija razdiobe poprima vrijednost jedan.
Funkcija

Xj h=>Fj(xj)=F(o0,...,00,X,,00,...,00)= P(A"< X)) (98b)

marginalna jefunkcija razdiobe komponente Xj (/= 1,...,«). Ona
opisuje statisticko ponaSanje slucajne varijable”™ same za sebe.

Ako vrijedi F(xl,...,xQ=F Xx)-...eF,,(xn)9onda su X19...,Xn
nezavisne slucajne varijable.

Uredena«-torka (m,,...,mn)9gdjejem "EfA"] (/= 1,...,«),jest
vektor o€ekivanja slucajnog vektora (XI19..., Xn) ili srediSte n-di-
menzijske razdiobe.

Ako je n>2, onda se mogu promatrati tzv. dvodimenzijske
marginalne razdiobe zadanoga sluCajnog vektora. Tako je
F 1Ax1x2)=F (xi,X2,00,...,00) = P(Xi=Xj," 2=x2) marginalna funk-
cija razdiobe sluCajnog vektora (XI9X29 dok je F|3x,,x3=
=F(x,,00,x30 0 00) = ~, <x,,A3<x3 marginalna funkcija raz-
diobe slu¢ajnog vektora (XI9Xj). U vezi s «-dimenzijskom raz-

diobom mozZe se promatrati %n Idvodimenzijskih marginalnih

razdioba. Opcenito se govori o marginalnoj funkciji razdiobe
F.j(x,,Xj)=F(co, ...,c0,X,,C0, ...,00  K,00,...,00)=P(» <X, Xj <

sluc¢ajnog vektora (Xi9Xj)9pri ¢emu su Xji Xj (i<j; i9=\19...9n)
komponente sluajnog vektora (X]9...9Xn). To omoguduje da se
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definira tzv. disperzijska ili kovarijancna matrica S slu€ajnog
vektora (Xh...,Xn), tako da se za elemente uzmu brojevi:
Sij=E[XiXJ\-E[XNE[Xjl i,j =1,..« (99)

Disperzijska matrica S simetri€na je matrica kojoj dijagonalni
element su=sf znaCi disperziju slu€ajne varijable Xj (/= 1,..., «),
dok izvandijagonalni elements” (i4§) znaci kovarijancu slu¢ajnih
varijabli Xii Xy

Akoje rang disperzijske matrice manji od dimenzije slu¢ajnog
vektora razdioba je degenerirana.

Ako suX]...,Xnnezavisne sluajne varijable, ondaje S dijago-
nalna matrica. Akoje pak S dijagonalna matrica, onda suX 19...,Xn
nekorelirane slucajne varijable. Nezavisne slucajne varijable su,
dakle, i nekorelirane, dok obrat ne vrijedi.

Poopécnjem trinomne razdiobe B(m,pl,p2) dobiva se tzv. polinomijalna raz-
dioba  B(w,/?,,...,pn) s parametrima m

(weN) i p{..pn pt>0,

i=1 X p. < lj. Ako se m puta ponavlja slucajni pokus u kojem su uoceni
disjunktni dogadaji A,, ..., An(P(Aj)=piti=\,...,n) ipri tome se registriraju brojevi
A, ... X,,, gdje X] oznatuje broj nastupa dogadaja A,, onda je (A',, ..., Xn) diskretni
slu¢ajni vektor sa skupom vrijednosti:

R":x,e { 0,1, .jc+..+c,</w} (100a)

i pripadnim vjerojatnostima:

P(A>.v,,...A>.0=

. ~p.f R (100 b)

ook id
Pise se (XI,..., Xn)~B(m, p.,) i govori daslu¢ajni vektor (A',, ..., Xn) ima poli-
nomijalnu razdiobu. Marginalne razdiobe komponenata u polinomijalnoj razdiobi
odgovarajuce su binomne razdiobe, a dvodimenzijske marginalne razdiobe odgo-
varajuce su trinomne razdiobe, tako daje (m mpn) vektor o€ekivanja, dok su
sj=-m piPj s.. = sf = mpf(\ - Pj) elementi disperzijske matrice.

Visedimenzijska normalna razdioba najvazniji je primjer kontinuirane n-di-
menzijske razdiobe. Slu¢ajni vektor (Ar,,...,Xn) ima normalnu razdiobu s vektorom
ocekivanja p =( p p,) i disperzijskom matricom Z={00:07=0), or=cf}
(X je regularna i pozitivno definitna) ako se pripadna funkcija razdiobe vjerojat-
nosti moze prikazati u obliku

Fxvo.xm)= i J/(/,.iWd/,....dm (101)

gdje je

.1.)=(27idet5) 2exp 42/=Z|y|=i AVl Pixi - Pi) (102)

pripadna funkcija gustoce vjerojatnosti, pri ¢emu su A-elementi matrice A=E~I.
Pise se (Ar,...,Af)~ . I\p,E). Komponenti Xt pripada kao marginalna razdioba
A\pvaf) (/= 1,..,/?), iz Cega slijedi da ¢eX|,...,X nbiti nezavisne slu¢ajne vari-
jable onda i samo onda ako je |, dakle i A, dijagonalna matrica, tj. ako su X It ...,.Xn
nekorelirane slu¢ajne varijable.

Funkcije slu¢ajnih varijabli. Akoje (e, (-»1*(*,, ... *1)
odredena realna funkcija n (ne N) realnih varijabli i ako je
(A], ...,2Q zadani slucajni vektor, ondaje Y=h(XI,...,Xn) sluCajna
varijabla za koju se kaze da je funkcija slucajnih varijabli
X {....,Xn. Najvaznije su linearne funkcije slu¢ajnih varijabli za
kojeje Y-a xXt+...+anXn gdje suat(i= 1,..., n) zadani realni bro-
jevi, tzv. koeficijenti. Tadaje

E[Y] =E[ayX|+...+anXn]=aiE[XN\+...+ anE[Xnl  (103)

D[Y] =D[o, X x+..+ Xn]=# =

i=jj=\

ai aj sip (104)
gdje su sjj elementi disperzijske matrice.

Jednadzba (103) pokazuje daje ocekivanje linearne kombi-
nacije slucajnih varijabli jednako linearnoj kombinaciji oceki-
vanja komponenata, dok se iz (104) vidi daje disperzija linearne
kombinacije slu€ajnih varijabli jednaka linearnoj kombinaciji
elemenata disperzijske matrice zadanoga slu¢ajnog vektora. Ako
suX]...,Xtlnekorelirane slu€ajne varijable, onda (104) postaje
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PlalXI+..+anXmM =a2D[XN\+...+ aBD[Xn]. (105)

Glavni se problemi u vezi s funkcijama slucajnih varijabli od-
nose na odredivanje razdiobe vjerojatnosti sluCajne varijable
Y=h(X{ ..., Xn), uz pretpostavku daje zadana funkcija h irazdioba
vjerojatnosti slucajnog vektora (XI19...,Xn). Za pojedine posebne
sluCajeve postoje jednostavna rjeSenja tog problema:

7. Ako su XI19...,Xn nezavisne slu€ajne varijable i X~
— (7,01 (i=1,...«), onda sluajna varijabla Y =a{X 1+...+
+a,,Xnima JV(p,a2, gdje je g=algl+..+angni cr2=a2(j2+
+...+a2a2, tj. linearna kombinacija nezavisnih normalnih slu-
Cajnih varijabli takoderje normalna slu€ajna varijabla.

2. Ako suX 9...,Xnnezavisne slucajne varijable\X i~ B(«*,/?)),
(/=1 mte N), ondaje Y=XI+...+Xn~B(m,p), gdjeje m=
=m1+...+m/, tj. zbroj nezavisnih binomnih slucajnih varijabla
parametrap takoderje binomna slu¢ajna varijabla.

3. Ako su X19...,Xn nezavisne slucajne varijable i Xi~?o(af)
(i=\,...,.«), tadaje Y=X{+...+Xn~?0(a), gdje je a=al+..+atd
tj. zbroj nezavisnih Poissonovih slu¢ajnih varijabli takoder je
Poissonova slu€ajna varijabla.

4. Ako suX19...,.Xnnezavisne slucajne varijable i Xt~ G(a, pf),
(/I=1,...,«),ondaje Y=XI+..+Xn~ G(a, p\ gdjeje p=p{+ ...+pn.
Posebno, ako*~Ex(a)=G (a, 1), ondaje T~G(a, «), tj. zbroj n
nezavisnih eksponencijalnih slucajnih varijabli parametra a
slu€ajnaje varijabla gama-razdiobe G(a, n).

Akojer.~"2(«)=G ™,y j, ondaje y~G(|> "'+ 2+"")=
=X« it zbroj nezavisnih slu€ajnih varijabli hikva-
dratne razdiobe takoder je sluCajna varijabla hikvadratne raz-
diobe.

5. Ako suAj, ...,Xnnezavisne slu€ajne varijable i Xi~JV (0,1),
0=1,...,«), ondaje Y -X\ +...+ X2~y}(n). To pokazuje da
zbroj kvadrata nezavisnih standardnih normalnih slu¢ajnih vari-
jabli ima hikvadratnu razdiobu.

6. Ako su Xi Ynezavisne slu€ajne varijable i X ~.yff0,1), a

Y ~x2(n), onda slucajna varijabla Z = (ne N) imatzv. Stu-

dentovu ili t-razdiobu s n stupnjeva slobode. PiSe se Z~t(n). Stu-
dentovoj razdiobi (si. 11) pripada funkcija gustoce vjerojatnosti:

n+1 n#
2

ze R (106)

/(*) = 2 1+ -

Zan=1ldobiva se tzv. Cauchyjeva razdioba, kojaje zanimljiva
po tome §to nema konacno ocekivanje, pa ni bilo koji moment
viseg reda.

Sl. 11. Krivulje i-razdiobe

Za Studentovu je razdiobu

E[z]=0 (n> 1), D[Z]=— ) («>2). (107)
n -
Radi se o simetri¢noj razdiobi oko ishodista.

7. Ako su X i Y nezavisne slucajne varijable i X~%Z2Ar),

. . sX .

Y ~x1(s) (r,se N), onda slucajna varijabla Z = P ima tzv.
r

F-razdiobu s (r,s) stupnjeva slobode. Pise se Z~Y(r,s), a pri-
padna funkcija gustoce vjerojatnosti glasi
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/(2): 2>0. (108)
Ocekivanje postoji za v>2, a disperzija za s>4 i vrijedi
2s2(r +s-2
E[Z] = p[z}- 2SAr*s-2) (109)
s-2 r(s-2) (s-4)

& Ako su X i T nezavisne slucajne varijable i A—G(1,z),
. . Y
Y~ G(1,b), onda slu¢ajna varijabla Z = ———ima tzv. beta-raz-

diobu s parametrima« ib (gdjeje« >0, b>0). Pise se Z~ p(a,b),
a pripadna funkcija gustoce vjerojatnosti glasi

= r(a/ 0<z<1 110
Iw rég)r(é) ( )
Dalje je
ab
E[Z]=- D[Z]= 111
[2] a+b L!l (a+6)™r+ 6+ ( )
9. Ako suY i Tnezavisne slucajne varijable i 1 -Z f/i,” 2,

Y~*A/§i2, a 2), onda sluCajna varijabla Z = j(X - pX2+ (7 - ¢i2)2,
koja se moZe interpretirati kao udaljenost »slu¢ajne tocke« (X, Y)
od fiksirane tocke (p\,p2 dane ravnine, ima tzv. Rayleighovu
razdiobu parametra a >0. Njezina funkcija gustoce vjerojatnosti
(si. 12) glasi

/I<z).i.xpi-~J. x>0 (112)

dokje E[Z] =0-Jn/2, a D[Z] =02(2-n/2).

10. Ako suXi Y nezavisne slu€ajne varijable i obje imaju eks-
ponencijalnu razdiobu Ex(a), onda slu¢ajna varijabla Z -X -Y
ima tzv. Laplaceovu razdiobu (si. 13) parametra a>0. Pripadna
funkcija gustoce vjerojatnosti glasi

1(2=" exp(-«N), zeR. (113)

Zatim je E[Z] = 0i D[Z] = 2/a2.

77. Ako su XI9...,Xn nezavisne sluCajne varijable sa za-
jednickom funkcijom distribucije F, onda slucajnoj varijabli
Y-max(XI19...,.Xn) pripada funkcija razdiobe:

Gy)=2(Y<y) =¥\

ye R, (114)

VJEROJATNOST

a slucajnoj varijabli Z=min(Xu...,Xn) pripada funkcija razdiobe:

H(z)=P(zZ"z) =1- [1- F(2)]\ zgR. (115)

N1ZOVI SLUCAJINIH VARIJABLI

Kao $to se u matematickoj analizi proucavaju nizovi brojeva,
vektora, funkcija i si., tako se u teoriji vjerojatnosti proucavaju
nizovi slucajnih varijabli. Glavni je problem u vezi s beskona-
¢nim nizovima ispitivanje konvergencije niza, pa se proucavaju i
razliCiti tipovi konvergencije niza slu€ajnih varijabla. Zbog
posebnosti te problematike dobiveni se rezultati obi¢no iskazuju
u obliku teorema koji se nazivaju zakoni velikih brojeva ili
granicni teoremi. Najpoznatiji su Bernoullijev zakon velikih bro-
jeva i centralni granicni teorem. U zakonima velikih brojeva
obi¢no se navode uvjeti uz koje odredeni niz slucajnih varijabli
konvergira prema nekoj konstanti (degeneriranoj slucajnoj vari-
jabli), dok se u grani¢nim teoremima navode uvjeti uz koje zadani
niz slu€ajnih varijabli konvergira prema odredenoj slu€ajnoj vari-
jabli s pripadnom funkcijom razdiobe.

Zakoni velikih brojeva. Ako je A odredeni dogadaj vjerojat-
nosti Y(A)=p(0<p< 1), onda se moZe promatrati slu¢ajna vari-
jablaXi~B (\,p) (/= 1,2,...), pri cemu {A*=0} oznacuje dogadaj
da u /-tom ponavljanju slucajnog pokusa A nije nastupio, dok
{~=1} oznaCuje dogadaj daje A nastupio. Slu€ajna varijabla
Sn=X]+... +Xnoznacuje stoga frekvenciju dogadaja,4 u nizu od n

g
ponavljanja slu¢ajnog pokusa i S,,~B(n,p), a — mozZe se inter-

pretirati kao relativna frekvencija. Primijeni li se Cebisevljeva ne-

jednakost (68) na slucajnu varijablu — , za koju je E =pi
n
D dobiva se
_p PA-P) ! (116)

neA Ane2’

gdjeje £>0 proizvoljan realan broj. 1z toga se vidi da se vjerojat-
nost dogadaja »da apsolutna vrijednost razlike izmedu relativne
frekvencije i vjerojatnosti dogadaja ,4 bude veca ilijednaka od po
volji malenog e« moze uciniti po volji malenom, samo treba uzeti
dovoljno veliko n. To se pisSe i ovako:

limPlI =0. (117)

o (T + o+ )
Relacijom (117) iskazanje Bernoullijevzakon velikih brojeva. Po-
jednostavljeno, njime se izrazava €injenica da se vjerojatnost p
dogadaja A moze aproksimirati relativnom frekvencijom doga-
daja” uz veliki broj n ponavljanja slu¢ajnog pokusa.

Postoje razli¢ita poop¢enja Bemoullijeva zakona velikih bro-
jeva. Tako, npr., ako je Xi (/= 1,2,...) niz nezavisnih slucajnih
varijabli sa zajednickim ocekivanjem E[AV|=cr2 i zajedni¢kom
konacnom disperzijom D[A"]=a, onda za niz Yn=(\/n){X{+
+...+JO (71=1,2,...) vrijedi

PN =e)=" . (118)

odnosno

limP(|r,-/i|ze) = 0. (119)
KaZe se da niz aritmetickih sredina nezavisnih slu¢ajnih varijabli
sa zajednickim ocekivanjem p i disperzijom cr2stohasticki kon-
vergira prema zajednickom ocekivanju p.

Centralni granicni teorem. Ako je zadan niz Yn(n=1,2,...)
slucajnih varijabli, onda se mozZe promatrati i niz pripadnih funk-
cija razdiobe Fn(y)-V{Yn"y), j*eR, pa se namece pitanje o
uvjetima postojanja funkcije F koja bi bila limes niza funkcija
razdiobe ikoja bi i sama bila funkcija razdiobe neke slu€ajne vari-
jable Y. Tada se kaze da niz Ynkonvergira po razdiobi prema slu-
€ajnoj varijabli Y i piSe Yn—>V.

Prvi rezultat tipa centralnog grani¢nog teorema dokazali su
pocetkom XVIII. st. Moivre i Laplace ion se sastoji u tome da niz
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_np

4np(l-p)
normiranih (D[7,,] = 1) slu€ajnih varijabli, koje se mogu interpre-
tirati kao normirane razlike frekvencije Sndogadaja A u nizu od n
ponavljanja sluajnog pokusa i brojanp (np=E[S,,]), konvergira
po razdiobi prema slu¢ajnoj varijabli Y standardne normalne
razdiobe. To znali da se za velike n moZe uzeti da slucajna vari-
jabla Sn, kojoj inace pripada binomna razdioba B(n,p), priblizno
ima normalnu razdiobu jV'ljip, np (\- /?)), odnosno da se bi-
nomna razdioba B(n,p) moZe aproksimirati normalnom raz-
diobom ,,Y (np,n/?(1- p)\ Posebno, za veliko nia<b vrijedi

_>Y

b-np i
dnp(\-p) J

Nesto opcenitija verzija centralnog grani¢nog teorema potjece
od P. Levyja. Ako je, naime, Xi (/= 1,2,...) niz nezavisnih
slucajnih varijabli iste razdiobe vjerojatnosti s o¢ekivanjem p i

Sn=" X i9 tada niz

a-np

P(<3<&w<b)~0\ (120)

disperzijom a2 gdje je 0<cr2<oo, i

g MU D
Yn= " —Y

odn
slucajna varijabla S,,, koja u ovom sluaju oznacuje zbroj od n
nezavisnih slucajnih varijabli iste razdiobe vjerojatnosti, pri-
blizno ima normalnu razdiobu .yU(np,na?2). Akoje Xn=Sn/n,

i=|
—~ (0 ,1). Moze se, dakle, re¢i daza veliko n

dobiva se daje Yn= — —— pa se vidi da ¢e za veliko n arit-

a
metiCka sredina n nezavisnih i jednako rasporedenih slucajnih

varijabli priblizno imati normalnu razdiobu "Aryp, — tj. za
a<b vrijedi
P(az Xn<b)~0 (121)

Granicne razdiobe ekstrema slucajnih varijabli. Akoje Xi
(/= 1,2,...) niz nezavisnih slucajnih varijabli sa zajedniCkom
funkcijom razdiobe F, onda se mogu promatrati nizovi slu¢ajnih
varijabli Yn=max(X],....XniZn=mm(Xl,...,.Xn(n= 1,2,...),kao
i pripadni nizovi funkcija razdiobe Gn(y)=P(YnEy)=[F(y)]ni
H,(z) = P(Z,;™ )= 1-[1 -F(2)]". Promotri li se ILT G"), od-

nosno hi_%H,,(z), uoCit ¢e se da Ce grani¢na razdioba redovito biti

degenerirana razdioba, paje stoga potrebno istraziti uvjete uz koje
postoje nizovi konstanti ayvbn(n=1,2,...) takvi da niz slu€ajnih

z
varijabli Yn=-— ~bn, odnosno Zn=- - b n, konvergira po raz-
N

diobi prema nekoj nedegeneriranoj slucajnoj varijabli. Buduéi da
vrijedi m\n(Xh...,.Xn)=-max(-X],...,-Xn), dovoljno je prouciti
niz 7,, odnosno pona$anje niza pripadnih funkcija razdiobe:

y+K

,ye R. (122)

=G. y+

a,,

G,GO=P (t")

Problemi u vezi s maksimumom i minimumom niza nezavi-
snih slucajnih varijabli uoceni su po¢etkom dvadesetog stolje¢a
prilikom proucavanja razliCitih stvarnih pojava, kao $to su mak-
simalna opterecenja tehnic¢kih naprava, maksimalne vrijednosti
meteoroloSkih pojava i si. U Cetrdesetim se godinama doSlo do
priliéno cjelovita rjeSenja (B. V. Gnedenko). Utvrdeno je, naime,
da vrijedi sljedece:

1. Ako je zajednicka funkcija razdiobe F tzv. eksponencijal-
nog tipa, onda niz slu€ajnih varijabli Yn=Yn- Inpn («=1,2,...)
konvergira po razdiobi prema slucajnoj varijabli Y kojoj pripada
tzv. Gumbellova razdioba (si. 14) s funkcijom razdiobe:

G(O =exp[-exp(-y)], veR, (123)
odnosno s pripadnom funkcijom gustoée vjerojatnosti:
g(y) =exp{-[>>texp(-_y)l}, jeR, (124)

te oCekivanjem E[7] =7~ 0,57722...
sperzijom B[Y] = n26.

(Eulerova konstanta) i di-
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U razdiobe eksponencijalnog tipa idu normalne razdiobe,

— 1(0,1, 4. niz centriranih (E[y] =0) iyama-razdiobe ijo§ neke druge razdiobe.

SI. 14. Krivulja Gum-
bellove razdiobe

2. Akoje zajednicka funkcija razdiobe F tzv. Cauchyjeva tipa,
onda niz slu€ajnih varijabli Yn=(nfi)  Yn(n= 1,2,...) konver-
gira po razdiobi prema slu€ajnoj varijabli Y kojoj pripada tzv.
Frechetova razdioba parametra a s funkcijom razdiobe:

0, zajp”O
goo = 1P (125)
[exp(-y"a), zay>0

i pripadnom funkcijom gustoée vjerojatnosti:
] 0,
[ax~a-"exp(-y-a)

zay™O
y (126)

a(y) = zay >0,

te oCekivanjem E[F]=r"1-— zaa>1 jdisperzijom D(K]=

=r 1- -r2 1,, za«> 2.

. d

3. Ako je =zajedniCka razdioba vjerojatnosti / odozgo
ograni¢ena brojem a, onda niz slu€ajnih varijabli Yn=

=(np) (Yn~a) konvergira po razdiobi prema slu¢ajnoj vari-
jabli Y kojoj pripada tzv. Weibullova razdioba parametra a. Pri-
padna funkcija gustoce vjerojatnosti glasi

[a(-y)“ldexp[-(->»)"], zay <0

- 127
g(y)_[ 0, zay’\O ( )

Ocekivanjeje E[7]= + 1j idisperzija D[7] = +1j-

-1l H

Bududi da razdioba vjerojatnosti definirana sa (127) ima pozi-
tivne gustoce vjerojatnosti na negativnom dijelu apscisne osi, dok
na pozitivhom dijelu apscisne osi ima gustocu nula, katkada se
Weibullovom razdiobom naziva simetrijom preslikana razdioba s
obzirom na ishodiste i tada pripadna fiinkcija gustoce vjerojat-
nosti glasi

zajp"O

?aya~|exp( ya), zay >0 (128)

Ocekivanje je tada +1j.

U zakljuCku se moze re€i da se vjerojatnosne (probabilistiCke)
metode i probabilisticki pristup odredenim tehni¢kim proble-
mima (sigurnost, pouzdanost, uinkovitost i si.) sve viSe primje-
njuju u razli€itim podru¢jima tehnickih znanosti. Poznavanje te-
meljnih nacela, te osnovnih pojmova i postupaka teorije vjerojat-
nosti postaje nuzno sredstvo za uspjeSan istrazivacki rad u svim
podru¢jima tehnike, a takoder i komponenta stru€nog znanja u
inZenjerskoj praksi.
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